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Le sujet comporte une feuille recto-verso. Il est conseillé de le lire intégralement avant
de commencer.

Aucun document ni calculatrice ne sont autorisés. Une réponse non justi-
fiée ne rapportera aucun point.

Notations et définition (qui ne seront pas redonnés a 'examen!)

Soit f une fonction 27 périodique telle que [ | f(t)|dt existe.
1 2 .
— Soit n € Z. On note ¢,(f) = 2—/ f(t)e " dt le coefficient de Fourier d’ordre n
7 Jo
de f.
— On appelle série de Fourier d’ordre N pour N € N la fonction t — Sy (f)(t) =

N )
Z Cn(f)eznt‘
n=—N

Exercice 1.
Indiquer si les séries suivantes convergent, en justifiant a chaque fois votre réponse.

2

S =3 Sp=> (In(n))™  Sy=73, (1 N i)n

n n
n>0 2 + 3 n>2 n>1

en

Correction rapide :
— On applique le critére par équivalent ou par majoration. En effet % ~ ;—Z Or

£ < 1. Donc n;) g—: converge (série géométrique) et donc Sy converge.
— On applique le critere de Cauchy. Or 1_1}111 In(n)~* = 0. Donc S, converge.

n2
— On écrit (1 + %) = ™0+, Or n?In (1 + %) ~n*l =ncarIn(l+z)~ax
pour z — 0.

2
Donc (1 + %)n — 400 et la série S3 ne peut pas converger.

Exercice 2.

Répondre a chaque question posée en donnant toujours une justification a ['aide du
cours ou d’un contre-exemple.

1. Si on suppose que (u,)nen est une suite de réels telle que Y u, converge peut-on
n>1

toujours en déduire que Y. nu, converge ?
n>1




Correction rapide :
Non!

On prend u,, = n—12

2. Soit 2y € C et (a,)nen. Si on suppose que la série Y- a,2{ converge, peut-on tou-
jours en déduire que le rayon de convergence de la série entiere Y a,,2" est inférieur
ou égal au module de zy 7

Correction rapide :
Non!

Par exemple on prend a, =1 et 2y = % On a le rayon de convergence R = 1 pour

S Z%et > (%)n mais R > %

n>0 n>0

En réalité on a toujours R > |z| si 3. a2 converge.

Exercice 3.

n—1
1. On considere E z"
230 n?+1

(a) Donner le rayon de convergence R de cette série.

Correction rapide
On applique le critere de d’Alembert pour les séries entieres et on trouve R = 1.

(b) Indiquer si cette série converge pour z = R.
Correction rapide

n—1

On remarque que ;55

~ % et on a donc une série divergente.

- z"
2. On consideére Z —
n

n>0 """
(a) Donner le rayon de convergence R de cette série.
Correction rapide

On dit qu’on sait par le cours que cette série a un rayon de convergence R = 400

ou alors on le recalcule avec le critere de d’Alembert.
+oco . n
(b) Donner la valeur de —-
= n!

Correction rapide
On sait par le cours que cette quantité vaut e®.

Exercice 4.
Soit f la fonction 27 périodique telle que f(t) =t sur [0,27].

1. Donner a 'aide d’un graphique 'allure de f sur [—4m,4x].




tracé de la fonction 6

2. A-t-on [T [f(t)[2dt < o00?

Correction rapide :

Oui car |f(t)| < 27 pour tout t € [0,27] donc |f(t)]> < (27)% et donc [i™ | f(t)|?dt <
(27%)3 < 0.

2
3. Montrer que pour tout n € Z* / e™dt = 0.
0

Correction rapide :
Pour n € Z*

o int]27
int €
e dt :
0 m 0

6111271’ . 610
m
1-1
m

4. Calculer c¢o(f) et montrer que ¢,(f) = % pour n # 0.

Correction rapide :

c(f) =




On integre par partie

1 2 —in
alf) = o [ e
1 21 .
= — / te”"™dt
2m Jo
1 e—int 2 1 2w Cint , R ) L,
= — |t— - — / e "™dt d’apres la question précédente
2m | —in |, 2m(=in) Jo
—_——
=0

1 . 1
s )] —in2m _
27r(—m)( e ) n

5. Montrer que pour ¢ € R fixé Sy (f)(t) converge et indiquer sa limite selon les va-
leurs de .

Corrigé rapide :

On applique le théoréme de Dirichlet. C’est possible car la fonction est C! par
morceaux, elle est continue et dérivable sur |2k7,2km + 27[ pour tout k € Z. Et
en les points du type 2km elle admet une limite a droite et a gauche, et sa dérivée
admet une limite a droite et a gauche.

Donc Sy(f)(t) converge en tout point ¢ vers w qui vaut f(t) pour t €
|2km 2k + 27 pour tout k € Z et 7 si t = 2km.
1 1
6. En admettant que pour N grand on a Z =R donner un équivalent de

k>N

/027T |f(t) = Sn(f)(t)]* dt pour N grand.

Corrigé rapide :

27
D’apres 'égalité de Parseval on a / |f(t) = Sv(f)(®) dt = 27 > en(f)]?. Or
0
n|>N

comme |c,(f)|* = 2. Donc comme | %N% =2 gN# on a
n n

2w 9 Am
|10 = svnora~ 3




