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Traitement du signal

TD2 : Bases hilbertiennes et applications.

— La notation 1,4 indique que T4(zx) =1siz € A et 0 sinon.
— Soit f une fonction de L?([0,7T]) c’est a dire telle que fOT |f(t)2dt < +o0.

On note
T
— 24
I £ 1ls /Olf(t)l |

Dans tout ce qui suit
— pour n € Z on pose ¢, (f) = % fOT f(t)e’izm% dt . C’est ce qu’on appelle le coefficient

de Fourier d’ordre n de f.
N

— pour N € Non pose, Sy(f) : t = Sn(f)t) = S en(f)e2™ T 11 s'agit de la série
n=—N
de Fourier d’ordre N de f. e
— on note pour g également dans L%([0,T]) : < f,g >= fOT f@®)gt)dt et < f,f >=|
FI%
Gi2mn s

— on note enfin pour n € Z, e, : t +— e, (t) = 77

1 Séries de Fourier
Exercice 1 (Théorie L? des séries de Fourier)
Soit f une fonction de L2([0,T7).
1. Caleuler ¢, (f) = & [ f(t)e ™2™ dt en fonction de < f, e, >.

2. Montrer 1’ égalité de Parseval”

HFI3=T ) lealHP (1)

et que
1f= SN IE=T 3 len(h)? (2)
In|>N
avec (rappel des notations ci-dessus) Sy (f) : t — Sn(f)(t) = % cn(f)e? ™t
n=—N

Exercice 2 (Application du théoréme de Parseval)

1. On suppose que f est une fonction continue 7' périodique. Montrer que f est une
fonction de L2([0, TY).

2. Montrer que si f est une fonction de L?([0,T1]), et ¢, (f) = 0 pour tout n dans Z alors
f=0.

3. En déduire que si f et g sont deux fonctions de L?([0,T]) telles que c,(f) = cn(9)
pour tout n € Z alors f = g.

Exercice 3 (Approximation par Sn(f))

Dans cet exercice on souhaite évaluer ’erreur qu’on commet quand on remplace une fonction
par sa série de Fourier d’ordre V.




1. On considere le signal périodique f de période T défini sur [—%, %] par

_ [
f)=1-2

(a) Tracer f
(b) Calculer ses coefficients de Fourier ¢, (f).

(¢) Montrer que Sy(f) converge vers f dans L2([0,T]) et majorer Perreur d’approxi-
mation || f — Sn(f) ||2 en fonction de N.

2. On considére maintenant le signal périodique de période 7 telle que pour ¢ € [—-Z, Z]

f@#) = T_pya7/4(t)
(a) Tracer f

(b) Calculer ses coefficients de Fourier ¢, (f).

(¢) Montrer que Sy (f) converge vers f dans L2([0,T7]) et majorer l'erreur d’approxi-
mation || f —Sn(f) ||2 en fonction de N.

(d) Comparer avec le résultat obtenu dans la question lc. Auriez-vous une explication
pour comprendre la différence de vitesse de convergence 7 7

2 Bases hilbertiennes

Exercice 4 (Base de cosinus)

Cet exercice est dédié a la décomposition de signaux a temps continu et de durée finie sur
une famille de cosinus. Il sdagit d’'un outil fondamental, dont la version temps discret intro-
duite en 1974, est a la base de méthodes de compressions de donnéees (signaux, images, . .
.) et en particulier de la norme JPEG.

On considere ici des signaux de L2([0,1]). On pose
Co(t) =1, Vt € [0,1]
et pour n € N* et t € [0,1]
Cy(t) = V2 cos(mnt)
1. Montrer que la famille {C,,,n € N} est une famille orthonormale de L?([0, 1]).

2. Soit ¢ > 0 et = : t — 1 un signal constant. Calculer (z,C,) pour n € N.

3. Soit x : t — cos(2mfot) ou fo est une constante donnée positive. Calculer (z,C),)
pour n € N.

4. Montrer que 1’égalité de Parseval est vérifiée pour z € L?([0, 1])

Z |<1’,Cn>|2 :/0 |$(t)|2dt

neN

(@1

. Que peut-on en déduire?

Exercice 5 (Base de cosinus : version discréte)

On s’intéresse a la version discrete de la base précédente qui s’applique a des signaux
numériques finis de longueur N. On parle de DCT pour Discrete Cosinus Transform. Plu-
sieurs versions sont disponibles et c’est la DCT II (étudiée ci-dessous) qui est utilisée pour
la compression d’images dans la norme JPEG.




On munit ici RN du produit scalaire usuel. Si z et y sont deux vecteurs de R on a

N-1
<1‘,y> = Z TnYn
n=0

On définit N signaux C), pour n =0,..., N — 1 de la maniere suivante. On pose

1
- Vk
VN

Les N — 1 autres signaux sont définis pour n =1,... N — 1 par

Colk] —0,...,N—1

V2 (2k +1)mn
Cnlk] = \/NCOS (QN

1. Montrer que la famille des C), est orthonormale.

2. Est-ce une base de RN ?

)szqan—1

Exercice 6

1. Soit g = Tpp4;. Calculer la transformée de Fourier de gppn : 2 = gz — n)e2irme,
Peut-on dire que cette fonction est bien localisée sur une bande de fréquence donnée ?

2. Montrer que le systeme {g,,n,m € Z,n € Z} est une base hilbertienne de L?(R).
3. Calculer les coefficients (f, gm,n) pour f:t > Ty 4374 (t).

Exercice 7 (Ondelettes de Haar)

La base suivante est la base la plus élémentaire de la famille des bases d’ondelettes. Ces bases
orthonormées sont construites a ’aide d’une fonction dite <« d’échelle > ¢ d’intégrale non
nulle (appelée fonction d’échelle) et d’une fonction ¢ (appelée ondelette) qu’on va dilater
et translater. Elles permettent de calculer des coefficients (f, )y, ) qui prennent en compte
le comportement local d’un signal f et en particulier vont étre petits quand le signal f est
régulier.

1 sio<z<i

On pose ¥ (z) = -1 si%§x§<1
0 sinon
et Y k(x) = 229(2"x — k) pour tout n,k € N avec 0 < k < 2".
1. Montrer que la fonction ¢ = T 1 et les fonctions v,  constituent un systéme

orthonormal dans D'espace de Hilbert L2(]0, 1]).

[\

. Soit f € L*(]0,1]) une fonction orthogonale aux précédentes. Montrer (par récurrence

sur n) que
277 (k+1)
/ flz)dx =0
2-7k

pour tout n, k € N avec 0 < k < 2".

3. On considere la fonction pour tout x € [0, 1]

F@0=iAszﬁw

Mountrer que F' est continue sur [0, 1] en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Puis
montrer que F' = 0 en utilisant 2 et en déduire que F' = 0.

4. Conclure que la fonction ¢ et les fonctions 1, ;, forment une base hilbertienne de
L2([0,1]).

5. Calculer les coefficients (f, ¢) et (f,¥n k), n,k € N dans les cas suivants et comparer

leur décroissance en fonction de n — +o00



(a) f:t—1.

(b) f:tw> T 4,3/4)(t). Comparer dans ce cas avec la question 3 de I'exercice 6.
(c) fitr|z— 1| avec 0 < o < 1 fixé.

¢ est appelée fonction d’échelle et i) ondelette.

3 Théoreme d’échantillonnage

Exercice 8

Soit f le signal défini par f(t) = e~ !l pour t € R. On suppose que le temps est mesuré en
secondes.

1. Calculer f , en déduire que f n’est pas a support compact.
2. Montrer que ||f]l2 = 1.

3. On se propose de déterminer la fréquence A\, maximale telle que I’énergie de la trans-
formée de Fourier de f sur 'intervalle [—)., A;] soit égale & 99% de 1’énergie initiale
c’est a dire

T .
/ |f (mw)|*dw = 0.99

Ae

Calculer la valeur \. souhaitée. .
Soit g la fonction telle que g(w) = f(w) pour w € [—7A., TA:] et O sinon.

Quelle est la valeur de la fréquence d’échantillonnage admissible pour g (dite < fréquence
de Nyquist ») ?
4. Soit E(a) I'< énergie d’échantillonnage > de g définie par

oo

E(@)=a ) lg(na)?

n=—oo

Calculer F <)\%>

5. Si on fixe A\ = 5 combien valent ff:;\ |f(w)|2dw et E (/\%) ?

6. Quelle doit étre la durée du signal T, dans le domaine temporel pour que 1’énergie
du signal < tronqué > soit égale & 99% de ’énergie du signal de départ ?

Tc/2
/ le~1t)2dt = 0.99
—T./2




