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TD 6 : Théorèmes de Fubini-Tonelli

Exercice 1.

1. Montrer que l’ensemble

A = {(x, y) ∈ R2; |y| ≤ | sin(x)|, , 0 ≤ x ≤ π}

est un borélien de R2.

Calculer λ2(A).
2. Montrer que l’ensemble

B = {(x, y, z) ∈ R3; x ≥ 1, 0 ≤ x
√
y2 + z2 ≤ 1}

est un borélien de R3. Calculer λ3(B).

Exercice 2.
On rappelle que l’intégrale généralisée

∫+∞
0

sin(x)
x
dx converge (par intégration par partie

elle est égale à
∫+∞

0
1−cos(x)

x
dx. On se propose de la calculer.

1. En appliquant le théorème de Fubini montrer que pour tout t > 0∫ t

0

sin(x)
x

dx =
∫

[0,+∞[×[0,t]
e−ux sin(x)dλ2(u, x)

2. Vérifier que ∫ t

0
e−ux sin(x)dx = 1− e−ut(u sin(t) + cos(t))

1 + u2

3. En déduire que l’intégrale généralisée
∫+∞

0
sin(x)
x
dx vaut π

2 .

Exercice 3.
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues sur R telle que pour tout n ∈ N∗ fn soit

nulle en dehors de
]

1
n+1 ,

1
n

[
et
∫
R
fn(x)dx = 1.

1. Montrer l’existence d’une telle suite de fonctions fn.
2. Pour tout (x, y) ∈ R2 on pose

f(x, y) =
∑
n≥1

(fn(x)− fn+1(x))fn(y)

Montrer que f est borélienne.
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3. Démontrer que∫ (∫
f(x, y)dλ(x)

)
dλ(y) 6=

∫ (∫
f(x, y)dλ(y)

)
dλ(x)

En déduire que f n’est pas intégrable sur R2.
4. Vérifier directement que ∫

R2
|f |dλ2 = +∞
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