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Résumé. — Le but de cet article est de comparer trois foncteurs nerf pour les n-ca-
tégories strictes : le nerf de Street, le nerf cellulaire et le nerf multi-simplicial. Nous
montrons que ces trois foncteurs sont équivalents en un sens adéquat. En particulier,
les classes d’équivalences faibles n-catégoriques qu’ils définissent coincident : ce sont
les équivalences de Thomason. On donne deux applications de ce résultat : la premiére
affirme qu’une équivalence de type Dwyer-Kan pour les équivalences de Thomason
est une équivalence de Thomason; la seconde, fondamentale, est la stabilité de la
classe des équivalences de Thomason par les dualités de la catégorie des n-catégories
strictes.

Abstract (Comparison of the n-categorical nerves). — Our aim is to compare
three nerve functors for strict n-categories: the Street nerve, the cellular nerve and
the multi-simplicial nerve. We show that these three functors are equivalent in some
appropriate sense. In particular, the classes of n-categorical weak equivalences that
they define coincide: they are the Thomason equivalences. We give two applications
of this result: the first one states that a Dwyer-Kan-type equivalence for Thomason
equivalences is a Thomason equivalence; the second one, fundamental, is the stability
of the class of Thomason equivalences under the dualities of the category of strict
n-categories.

Introduction

Ce travail s’inscrit dans une série d’articles sur la théorie de 'homotopie des oco-ca-
tégories strictes, série constituée actuellement de nos articles [3], [1], [7], [5], [6], [2],
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[4] et de celui de Gagna [16]. Cette théorie de 'homotopie des co-catégories strictes est
inspirée de la théorie de I’homotopie des petites catégories de Grothendieck, introduite
dans [17] et développée dans [21] et [14], qui consiste en 1'étude de Cat, la catégorie
des petites catégories, munie de la classe des équivalences de Thomason, c’est-a-dire
des foncteurs dont 'image par le foncteur nerf N : Cat — 3, a valeurs dans les en-
sembles simpliciaux, est une équivalence d’homotopie faible. Un résultat fondamental
de Quillen, rédigé par Illusie dans sa theése [18], affirme que le foncteur nerf induit
une équivalence entre la localisée de Cat par rapport aux équivalences de Thomason
et la catégorie homotopique des ensembles simpliciaux, c’est-a-dire la catégorie des
types d’homotopie. Ainsi, étudier les petites catégories munies des équivalences de
Thomason, c’est étudier les types d’homotopie sous un jour nouveau.

Un des désavantages de ce modele des petites catégories pour représenter les types
d’homotopie est que les petites catégories représentant un type d’homotopie donné
sont souvent peu naturelles et de nature peu géométrique. C’est pourquoi nous pro-
posons dans le projet dont est issu cet article de remplacer les catégories, par nature
1-dimensionnelles, par les oo-catégories strictes. Nous expliquons longuement nos mo-
tivations pour ce modele dans I'introduction de [5].

Afin de généraliser la classe des équivalences de Thomason de Cat & oco-Cat, la
catégorie des co-catégories strictes et des oco-foncteurs stricts, on a a priori besoin
de disposer d’un foncteur nerf de source co-Cat. Or, on dispose d’au moins deux
foncteurs nerf naturels pour les co-catégories strictes :

(a) Le nerf de Street

N : oco0-Cat — 37

foncteur nerf a valeurs dans les ensembles simpliciaux, introduit par Street
dans [24], basé sur son objet cosimplicial O : A — oo-Cat des orientaux, version
oo-catégorique des simplexes.

(b) Le nerf cellulaire

Ng : c©o-Cat — (:),

a valeurs dans les ensembles cellulaires, c’est-a-dire les préfaisceaux sur la caté-
gorie © de Joyal [19], qui est induit par U'inclusion canonique © — oco-Cat et
est pleinement fidele.
De plus, lorsque l'on se restreint, pour n > 0, a n-Cat, la sous-catégorie pleine
de co-Cat formée des m-catégories strictes, on dispose d'un troisieme foncteur nerf
naturel :
(¢) Le nerf n-simplicial (ou multi-simplicial, si on ne veut pas préciser n)

Nan : n-Cat — Z\",

a valeurs dans les ensembles n-simpliciaux, qui s’obtient par un usage itéré du
nerf usuel.
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Dans nos précédents travaux, nous avons privilégié le choix du nerf de Street en dé-
finissant les équivalences de Thomason oco-catégoriques comme les oco-foncteurs dont
le nerf de Street est une équivalence d’homotopie faible simpliciale. Néanmoins, le
nerf cellulaire permet également de définir une notion d’équivalence faible co-catégo-
rique, et de méme pour le nerf multi-simplicial, du moins lorsque 1’on se restreint aux
n-catégories pour n fini.

Le but du présent article est de montrer que les notions d’équivalences faibles
définies par ces trois foncteurs nerf coincident, en se restreignant aux n-catégories pour
le troisieme. Plus précisément, on établit que ces trois foncteurs nerf sont équivalents,
toujours avec la méme restriction pour le troisiéme, en un sens que l’on va maintenant
préciser.

Si A est une petite catégorie, on notera Ala catégorie des préfaisceaux sur A
et ig4 : A — Cat le foncteur qui associe a un préfaisceau F sur A sa catégorie
des éléments A/ F. En composant par le foncteur nerf, suivi du foncteur cano-
nique p : A — Hot vers la catégorie homotopique des ensembles simpliciaux, on
obtient un foncteur k4 : A — Hot associant & tout préfaisceau sur A un type
d’homotopie. Dans le cas A = A, en vertu d’un théoreme de Quillen, le foncteur ka
est canoniquement isomorphe au foncteur p.

On peut maintenant énoncer nos principaux résultats :

Théoréeme. — Le nerf de Street et le nerf cellulaire sont équivalents au sens ou les

foncteurs composés
N~k No. A ke
o0o-Cat — A =25 Hot et oo-Cat — © =25 Hot

sont isomorphes.

Corollaire. — Le nerf de Street et le nerf cellulaire définissent les mémes équiva-
lences oo-catégoriques au sens ot, si u : A — B est un oco-foncteur, alors ka Nu est
un isomorphisme si et seulement si ke Nou en est un.

Les oo-foncteurs u vérifiant les conditions équivalentes de ce corollaire sont les
équivalences de Thomason co-catégoriques.

Théoréme. — Le nerf n-simplicial et le nerf de Street (et donc le nerf cellulaire)
restreint aux n-catégories strictes sont équivalents au sens ou les foncteurs composés

n-Cat Y% An A% Hot et n-Cat < co-Cat s A £25 Hot
sont isomorphes.

Corollaire. — Pour tout n > 0, le nerf n-simplicial et le nerf de Street (et donc le
nerf cellulaire) définissent les mémes équivalences faibles n-catégoriques.
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Dans le cas n = 2, ce dernier théoreme et son corollaire (sans l'addendum sur
le nerf cellulaire) sont dus & Bullejos et Cegarra [10]. De plus, Cegarra a généralisé
ces résultats aux bicatégories avec Carrasco et Garzén [11] et aux tricatégories avec
Heredia [12].

Disons a présent un mot sur la démonstration de ces résultats, qui est en partie
inspirée de [10]. A une oo-catégorie C, on associe un objet simplicial SC' dans co-Cat
dont la co-catégorie des p-simplexes est

S,C= ]|  Home(eo,e1) x -+ x Home(cp1,cp).
€o,...,cp€0b(C)

En appliquant le nerf de Street argument par argument, on obtient un ensemble
bisimplicial NSC. On montre, et c’est la le cceur de ce travail, que la diagonale de cet
ensemble bisimplicial est faiblement équivalente au nerf de Street NC de C'. Pour ce
faire, on interpréte les (p, ¢)-simplexes de NSC comme les co-foncteurs de O, @ A,
vers C, ou Oy est le g-ieme oriental, A, la catégorie correspondant & l’ensemble
ordonné {0 < --- < p} et @ est un quotient du produit de Gray ®, qu’on introduit
dans cet article. Les co-foncteurs canoniques O — Ap et O, — A, induisent des
applications

NSC,y = Homog-cat (0404, C) = Homas-cat (000, C)  Homag-car(Ao@O,, C).

Or, un isomorphisme canonique Ag@ O, ~ O, permet d’identifier I’ensemble de droite
avec ’ensemble des p-simplexes de NC, et on obtient I’équivalence mentionnée, grace a
des résultats que nous établissons sur la construction @, en utilisant le fait que les deux
oo-foncteurs canoniques en jeu sont des rétractions de rétracte par transformation,
lax pour I'un et oplax pour l'autre.

Une application répétée de ce résultat permet alors d’obtenir la comparaison du
nerf de Street n-catégorique et du nerf n-simplicial.

En ce qui concerne la comparaison du nerf de Street et du nerf cellulaire, on passe
par l'intermédiaire d’une comparaison du nerf n-cellulaire et du nerf n-simplicial. Pour
cela, on montre que le foncteur canonique A™ — ©,,, la catégorie ©,, étant la variante
n-dimensionnelle de la catégorie O, est asphérique, au sens ou il vérifie les hypotheses
du théoréme A de Quillen, ce qui, par un résultat de Grothendieck, entraine cette
comparaison intermédiaire. Par transitivité, on obtient donc une comparaison entre
le nerf de Street n-catégorique et le nerf n-cellulaire. Le passage du cas n-catégorique
au cas oo-catégorique est ensuite essentiellement formel, grace a un résultat général de
comparaison de nerfs, basé sur la théorie des structures d’asphéricité de Grothendieck
développée dans [17].

Pour finir, on présente deux applications de ces résultats de comparaison. La
premiere, a propos des équivalences de type Dwyer-Kan pour les équivalences de
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Thomason, se prouve en utilisant notre résultat sur I’objet simplicial en co-catégories
strictes SC :

Théoreme. — Soit u: C — D un oco-foncteur. On suppose que
(a) u induit une bijection Ob(C) =+ Ob(D) ;
(b) pour tous objets ¢ et ¢’ de C, le co-foncteur

Hom (¢, ') — Hom p (u(c), u(c'))

induit par u est une équivalence de Thomason.
Alors u est une équivalence de Thomason.

La seconde est la stabilité des équivalences de Thomason par dualité, stabilité qui
s’obtient facilement dans le cas du nerf cellulaire et qu’on peut donc transposer au
nerf de Street :

Théoréme. — Soit J un sous-ensemble de N ~ {0} et notons D : co-Cat — oo-Cat
le foncteur qui envoie une co-catégorie C sur la co-catégorie obtenue d partir de C' en
inversant lorientation des j-cellules pour j dans J. Alors un co-foncteur u est une
équivalence de Thomason si et seulement si D j(u) en est une.

Cet énoncé, fondamental, montre que la classe des équivalences de Thomason est
intrinseque a la catégorie co-Cat au sens ol elle est invariante par tous les automor-
phismes de co-Cat et ne dépend donc que de sa seule structure de catégorie.

On tire des conséquences de ce résultat qui avaient été annoncées dans des ar-
ticles précédents. Dans [5] et [6], nous avons démontré un théoréeme A de Quillen
oo-catégorique pour les « tranches au-dessous ». On montre comment on peut en
déduire, en utilisant le théoréme précédent, un théoreme A pour les « tranches au-
dessus », théoréme qui ne peut s’obtenir par simple dualisation de la preuve. De méme,
dans [2], le premier auteur a démontré un théoréme B de Quillen oo-catégorique pour
les « tranches au-dessous » dont on peut déduire un théoreme B pour les « tranches
au-dessus ».

Organisation de l’article. — Dans la premieére section, on présente les trois fonc-
teurs nerf que ’on comparera dans cet article : le nerf de Street IV, le nerf cellulaire Ng
et le nerf n-simplicial Nar. La catégorie © de Joyal [19], nécessaire & la définition du
nerf cellulaire, est introduite en utilisant la description par produit en couronne due
a Berger [8].

Dans la deuxiéme section, on associe a deux oo-catégories strictes A et B une

oo-catégorie stricte A @ B, quotient du produit de Gray A ® B. On montre que cette
%)

oplax

produit de Gray, qui joueront un role important dans la section suivante. On étudie

les compatibilités de Hom?plax et Hom{?, avec les transformations oplax et lax.
Dans la troisieéme section, on compare le nerf de Street des n-catégories strictes

et le nerf n-simplicial. On associe a toute oo-catégorie C' un objet simplicial SC en

opération admet des Hom internes Hom et Hom{_, variantes des Hom internes du
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oo-catégories strictes. On en déduit un ensemble bisimplicial NSC dont on montre
que la diagonale est faiblement équivalente au nerf de Street NC. Pour ce faire,
on interpréte les (p,q)-simplexes de NSC' en termes de 'opération @ et on utilise
les résultats de la section précédente, ainsi que l'existence de certains rétractes par
transformation qu’on établira dans un appendice. En itérant ce résultat, on obtient
la comparaison de nerfs recherchée.

La quatriéme section est consacrée a des généralités sur des techniques de compa-
raison de nerfs basée sur la théorie des structures d’asphéricité de Grothendieck [17].
On commence par rappeler les bases de la théorie de I’homotopie de Grothendieck et
préciser ce qu’'on entend par comparer des foncteurs nerf généraux. On énonce deux
résultats, le premier dii & Grothendieck et le second provenant de ses idées, donnant
des conditions suffisantes pour comparer de tels foncteurs nerf.

Dans la cinquiéme section, on compare le nerf de Street et le nerf cellulaire. On
commence par montrer que le foncteur canonique A™ — 0,,, ou ©,, désigne la version
n-dimensionnelle de la catégorie © de Joyal, est asphérique. On en déduit, par un
résultat de Grothendieck, une comparaison du nerf n-simplicial et du nerf n-cellulaire,
et donc, en vertu des résultats de la troisieme section, du nerf de Street n-catégorique
et du nerf n-simplicial. On obtient alors la comparaison dans le cas co-catégorique en
utilisant un des résultats généraux exposés dans la section précédente.

La sixiéme section est consacrée aux applications. On définit les équivalences de
Thomason oco-catégoriques wvia le nerf de Street. En utilisant le résultat bisimplicial
de la troisiéme section, on montre que les équivalences de type Dwyer-Kan pour
les équivalences de Thomason sont des équivalences de Thomason. On montre par
ailleurs, en utilisant la comparaison du nerf de Street et du nerf cellulaire, que les
équivalences de Thomason sont stables par les dualités de la catégorie des co-catégories
strictes. On en déduit que les théorémes A et B de Quillen oco-catégoriques pour les
« tranches au-dessous » que nous avons établis dans de précédents travaux entrainent
des résultats analogues pour les « tranches au-dessus ».

Enfin, on termine par un appendice dont le but est de montrer 1’existence de deux
rétractions de rétracte par transformation lax ou oplax, notion dont on rappelle la
définition, qui sont au cceur de la preuve bisimpliciale de la troisiéme section. La
premiere de ces rétractions, O, — Oy, a été introduite dans nos précédents travaux;
quant a la seconde, O, — A, on construit la transformation oplax qui lui est associée
en utilisant le théorie des complexes dirigés augmentés de Steiner [23].

Notations et terminologie. — On notera oco-Cat la catégorie des oco-catégories
strictes et des oo-foncteurs stricts entre celles-ci. Toutes les oo-catégories et tous
les oo-foncteurs apparaissant dans ce texte seront stricts et on se permettra donc
d’omettre cet adjectif. Pour tout » > 0, on notera D,, le n-disque, objet de oco-Cat
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représentant le foncteur associant a une oco-catégorie I’ensemble de ses n-cellules.

Dog=e Di=e——e DQZO@. Dg‘@‘

Si C est une co-catégorie et ¢ et ¢’ sont deux objets de C, on notera Hom(c,c') la
oo-catégorie des j-cellules de C, pour j > 0, de 0-source c et de 0-but ¢’. Plus généra-
lement, pour ¢ > 0, si x et y sont deux i-cellules paralléles de C, on notera Hom~(x, y)
la co-catégorie des j-cellules de C, pour j > i, de i-source z et de i-but y. Pour ¢ > 0,
I’ensemble des i-cellules de C sera noté C;. On notera parfois Ob(C) pour Cjy.

La catégorie des ensembles sera notée Ens et celle des petites catégories Cat.
Pour n > 0, on notera n-Cat la catégorie des n-catégories (strictes). On considé-
rera souvent ces catégories comme des sous-catégories pleines de co-Cat. Le foncteur
d’inclusion Ens — 0o-Cat admet pour adjoint a droite le foncteur Ob : co-Cat — Ens
qui associe & une oo-catégorie I’ensemble de ses objets, et admet un adjoint a gauche,
qu’on notera my : co-Cat — Ens, qui associe a une oo-catégorie l’ensemble de ses
composantes connexes.

1. Trois foncteurs nerf

Dans cette section, nous allons rappeler les définitions de trois foncteurs nerf clas-
siques pour les m-catégories : le nerf de Street, le nerf cellulaire et le nerf multi-
simplicial.

1.1. Le nerf de Street. —

1.1.1. — On notera A la catégorie des simplexes. Rappelons que ses objets sont les
ensembles ordonnés

A, ={0<1< - <n},

pour n > 0, et que ses morphismes sont les applications croissantes au sens large entre
ceux-ci. On considérera parfois A comme une sous-catégorie pleine de Cat, et donc
de co-Cat.

La catégorie des ensembles simpliciaux est la catégorie A des préfaisceaux sur A.

1.1.2. — Dans [24], Street construit un foncteur O : A — oo-Cat, appelé objet
cosimplicial des orientauz. Pour n > 0, la oco-catégorie O(A,,), qui se trouve étre
une n-catégorie, est appelée le n-iéme oriental et est notée O,,. On renvoie le lecteur
a [5, paragraphe 3.11], par exemple, pour une définition de I'objet cosimplicial des
orientaux utilisant la théorie des complexes dirigés augmentés de Steiner [23]. Voici
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une représentation graphique des premiers orientaux :

OOZDOZ{O}, 01:D1: 0*>17 02: /\\
—_—

0
o= |
1

1.1.3. — Le nerf de Street est le foncteur nerf

—_—N

B
b
5]

N :oco-Cat — A

associé a l'objet cosimplicial des orientaux. Explicitement, si C' est une oo-catégorie,
on a, pour tout n > 0,

N(C)n = Homoo—Cat(Ona C)

1.2. Le nerf cellulaire. —

Nous allons commencer par introduire la catégorie © de Joyal en utilisant la défi-
nition par produit en couronne introduite par Berger dans [8].

1.2.1. — Soit C' une catégorie. On définit une catégorie AC' de la maniere suivante.
— Les objets de AC sont les (Ay;cq,...,¢,),0un >0et¢,...,c, sont n objets
de C.
— Si(Ap;cr,...,0n) et (Apsd, ..oy chh)
du premier vers le second sont les (¢; (
de A et les fir;:¢; = ¢, pour 1
morphismes de C'.

sont deux objets de AC, les morphismes
firi)), ot : A, — Ay est un morphisme
<i<netpli—1) <i < (i), sont des

- Si
(‘p;(fi’,i,)) / / (wl;(f;”,i’)) 1 1/
(Apscry .. cn) ————= (Apscy, .o chy) —————— (Aprscfoooyemn)
sont deux morphismes composables, leur composé est le morphisme
("s(fi ) " ”
(Anser, ..o en) ——— (Aurict, . cyn)

"o

" =0 et fiii= finfii
i’ étant 'unique entier tel que p(i — 1) < @ < (i) et '(i' — 1) <" < ' (i).
— Si (Ap;ca, ..., cn) est un objet de A C, 'identité de cet objet est le morphisme
(1a,; (Le)1<izir<n)-
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On vérifie qu’on obtient bien ainsi une catégorie. Notons que si e désigne la catégorie
ponctuelle, la catégorie A e est canoniquement isomorphe a A.

La construction C' — A C s’étend en un foncteur de maniere évidente : en parti-
culier, si u : C'— D est un foncteur, on obtient un foncteur Atu: A C — Al D.

1.2.2. — Si C est une catégorie, on dispose de foncteurs
Y:C—>AC et m:AC— A

Le premier de ces foncteurs est défini, sur les objets et les morphismes, par
c— (Agze)
[ (a; (fi=i=1)
et le second par
(Ap;cry ... cn) = Ay
(o, (firi)) = @
Notons que ce second foncteur n’est autre que le foncteur Ap : A C — A, ou

p : C — e désigne 'unique foncteur de C vers la catégorie ponctuelle e et ou on a
identifié Ale et A.

1.2.3. — Pour n > 0, on définit la catégorie ©,, de Joyal par récurrence de la maniere
suivante :

— O est la catégorie ponctuelle e;

— Opyr1 =A0,.
En particulier, ©; est la catégorie A e qu’on identifiera toujours a la catégorie A.
On a donc ©; = A.

On définit, toujours par récurrence sur n, un foncteur i, : ©,, — O, 41 :

— le foncteur ig : Og = e — ©1 = A correspond a 'objet Ag de A

— g1 = A lig.
On vérifie facilement que le foncteur i,, : ©,, — O,,41 est pleinement fidele, et on le
considérera comme un foncteur d’inclusion.

La catégorie © de Joyal est définie par

0= lii>n®n.

On dispose de foncteurs d’inclusion ©,, < O.
Un ensemble cellulaire est un préfaisceau sur © et un ensemble n-cellulaire un
préfaisceau sur O,,.

1.2.4. — Soit C une catégorie admettant des produits finis et un objet initial. On
définit un foncteur We : A1C — C-Cat, ou C-Cat désigne la catégorie des catégories
enrichies dans C, de la maniére suivante. Soit S = (4,,;C1,...,C,) un objet de AC.
On commence par définir un graphe Gg enrichi dans C :

— les objets de Gg sont les entiers 0,...,n;
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— si i et j sont deux objets, 'objet des fleches de i vers j est C; si j =i+ 1 et
I’objet initial () de C sinon.
Par définition, We(S) est la catégorie enrichie dans C librement engendrée par ce
graphe G g enrichi dans C. Explicitement, si ¢ et j sont deux objets, on a

Hi<k<j Cr sii<y,

0 sinon.

I—RDJWc(S)(Z7J) = {

On vérifie que le foncteur We : A1C — C-Cat est pleinement fidéle (voir [8, proposi-
tion 3.5]).

1.2.5. — Dans le cas ou C = co-Cat, la construction du paragraphe précédent fournit
un foncteur W : Aloo-Cat — co-Cat, la catégorie (co-Cat)-Cat s’identifiant a co-Cat.

Si m > 0 est un entier et Cy,...,C, sont des oco-catégories, on notera parfois
A (Ch, ..., Cp) la co-catégorie W ((Ay; Cy, ..., Cy)). Dans le cas ot tous les C; sont
égaux a une méme oo-catégorie C, on notera plus simplement A, ! C' cette méme
oo-catégorie.

On vérifie facilement que la co-catégorie A, 1 (C4,...,C},) est la limite inductive
du diagramme

Y Choq X'y

e,
Do Dy -

DO )

oll, si D est une oo-catégorie, X' D désigne la co-catégorie dont les objets sont 0 et 1,
et telle que
D sie=0ete =1,
Homy. p(g,e") =< Dy sie=¢,
 sie=1lete =0,
la composition étant définie de la maniére évidente.
Il est par ailleurs immédiat que le foncteur W se restreint pour tout n > 0 en un

foncteur W,, : A n-Cat — (n+ 1)-Cat, qui n’est autre que le foncteur W,,_co: du
paragraphe précédent.

1.2.6. — On définit un foncteur R,, : ©,, — n-Cat par récurrence sur n > 0 :
— le foncteur Ry : ©g = e — 0-Cat = Ens correspond au singleton ;
— le foncteur R+ est le composé

Ont1 = A0, Al A yn-Cat X (n+1)-Cat .

On obtient un foncteur R : ©® — co-Cat en passant a la limite inductive.
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Par exemple, si on considere 'objet S = (As; Az, Ap, A2) de O, on a

N TN

Il résulte de la pleine fidélité du foncteur W,, que le foncteur R : ©® — oo-Cat
est également pleinement fidele. Ainsi, on considérera souvent © comme une sous-
catégorie pleine de co-Cat.

1.2.7. — Le nerf cellulaire
Ng : co-Cat — 5]

est le foncteur nerf associé au foncteur R : © — oo-Cat du paragraphe précédent.
Explicitement, si C' est une oco-catégorie et T" est un objet de ©, on a

N@(C)T = Homoo_cat(R(T), C)

De méme, pour tout n > 0, le foncteur R,, : ©, — n-Cat induit un foncteur nerf
n-cellulaire

Ne,, : n-Cat — On.
Notons que ce foncteur n’est autre que le composé
n-Cat — 0o-Cat 22 © 25 0,

ou i) désigne le foncteur de restriction le long de l'inclusion i, : ©, — ©.

1.3. Le nerf n-simplicial. —
1.8.1. — Si C est une catégorie, on définit un foncteur p: A x C — A C, sur les
objets et les morphismes, par
(An, ) = (Apse, ... 0)
(0, f) = (5 (i)
On en déduit par récurrence sur n > 0 un foncteur m,, : A™ — 0,, :
— myg est I'identité de A = e = O ;
— My41 est le composé
AT A x A" 2 A 0, X A1, = Oy
Pour n > 0, on obtient ainsi un foncteur M, : A™ — n-Cat en composant
A" 5 0, < n-Cat .
Explicitement, avec les notations du paragraphe 1.2.5, on a
Mo (A, A) =D 0 LA,;

ou l'opération ! est implicitement parenthésée a droite.
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Par exemple, on a
ma(Az, Az) = (A2; A3, Az) et Ma(Az,Az) = o

1.3.2. — Soit n > 0. Le nerf n-simplicial
Nan : n-Cat — A"

est le foncteur nerf associé au foncteur M, : A™ — n-Cat du paragraphe précédent.
Explicitement, si C' est une n-catégorie et i1, ...,14, sont des entiers, on a

NA” (C)il,...,in = Homn—Cat(Mn(Ai17 ey Ain)a C)
= Homn_CGt(Ail IR Ain,C).

2. Un quotient du produit de Gray

2.1. — Si A et B sont deux oo-catégories, on notera A ® B leur produit de Gray.
On renvoie le lecteur & 'appendice A de [7] pour une étude systématique du produit
de Gray, utilisant une définition basée sur une idée de Steiner [23].

On rappelle que le produit de Gray définit sur co-Cat une structure de catégorie
monoidale (non symétrique) bifermée, d’unité la co-catégorie finale Dy. Le fait que le
produit de Gray soit bifermé signifie qu’on dispose de foncteurs

Hom Hom,, : 0co-Cat® x co-Cat — co-Cat

oplax>»

et de bijections

Homoo—Cat(Ay moplax(Ba 0)) = Homoo—Cat(A®Ba C) = Homoo—Cat(Ba Hoinﬂax (A; O))7

naturelles en A, B et C dans co-Cat. En particulier, le produit de Gray commute aux
limites inductives en chacun de ses arguments.

2.2. — Soient A et B deux oo-catégories. Par adjonction, les 0-cellules de la oco-ca-
tégorie Hom .. (A, B) correspondent aux oo-foncteurs de A vers B. Si u,v: A — B
sont deux oo-foncteurs, une transformation oplaxr de u vers v est une 1-cellule de
Hom1.x (A, B) de source u et de but v. Par adjonction, une telle transformation
correspond a un oo-foncteur h: D; ® A — B rendant commutatif le diagramme

A

o S

D1®A—>h D

o

A :
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ou D; =0 — 1 et ou on a identifié A avec Dy ® A. Si x est une n-cellule de A, on
peut lui associer par une telle transformation une (n + 1)-cellule h;, en composant

Dpy1 - D1 ®D,, Digz, D1®A£>B,

ou la premiére fleche correspond a I'unique (n+ 1)-cellule non triviale (c’est-a-dire qui
n’est pas une identité) de D; ® D,,. On montre que les h,, ot z varie parmi les cellules
de A, déterminent complétement h. (On renvoie, par exemple, & 'appendice B de [7]
pour une étude systématique des transformations oplax.)

On définit de méme la notion de transformation lax en remplacant 'usage de

Hom A,B) par celui de Hom,, (A4, B). Ainsi, une transformation lax entre

oplax(
oo-foncteurs de A vers B est donnée par un oo-foncteur A ® D; — B.

2.3. — Soient A et B deux oo-catégories. On définit une oo-catégorie A @ B par le
carré cocartésien

AwO0b(B) LE2E) L (4) © Ob(B)

S

AB— s AQB

ot Ob(B) désigne ’ensemble des objets de B vu comme une oo-catégorie discréte,
i : Ob(B) — B linclusion canonique, mo(A) 'ensemble des composantes connexes
de A vu comme une co-catégorie discrete et p : A — mo(A) la projection canonique.
(Notons que le produit de Gray de deux ensembles n’est autre que leur produit carté-
sien.) La oo-catégorie A2 B est ainsi munie d’un co-foncteur canonique AQ B — A2 B,
qui est un épimorphisme car image directe d’un épimorphisme.

Cette construction est clairement fonctorielle en A et B, et on obtient donc un
foncteur

@ : 00-Cat x 00-Cat — co-Cat,

ainsi qu'une transformation naturelle canonique A ® B — A @ B. On se gardera de
croire que @ définit une produit monoidal sur co-Cat. (On peut par exemple montrer
que (D; @ D1) @ Dy n’est pas isomorphe & D1 @ (D1 @ Dq).)

On vérifie immédiatement qu’on a des isomorphismes canoniques

D()@AZA et A@DQZTF()(A),

naturels en A dans oo-Cat.

Proposition 2.4. — Soient A et B deux co-catégories. On a des bijections cano-
niques

Ob(A @ B) ~ m(A) x Ob(B) et mo(A@ B) =~ mo(A) x mo(B),

naturelles en A et B.



14 DIMITRI ARA & GEORGES MALTSINIOTIS

Démonstration. — Considérons le carré cocartésien

A® Ob(B) —— mo(A) ® Ob(B)

| -

A9 B——A0B

En appliquant & ce carré le foncteur Ob : co-Cat — Ens, qui commute aux limites
inductives, on obtient un nouveau carré cocartésien. Il résulte de I'isomorphisme na-
turel Ob(C' ® D) ~ Ob(C') x Ob(D) que la fleche verticale de gauche de ce second
carré est un isomorphisme. On en déduit qu’il en est de méme de celle de droite et on
a donc
Ob(A @ B) ~ Ob(my(A) ® Ob(B)) ~ mo(A) x Ob(B).

Appliquons maintenant au carré cocartésien considéré au début de cette preuve le
foncteur mg : co-Cat — Ens, qui commute également aux limites inductives. Il résulte
de l'isomorphisme naturel mo(C' ® D) ~ mo(C) x mo(D) (voir par exemple le cas n = 0
de [7, Proposition A.27]) que la fleche horizontale du haut du carré ainsi obtenu est
un isomorphisme. Il en est donc de méme de la fleche du bas et on a donc

10(A® B) ~ m(A® B) ~ m0(A) x mo(B),

ce qu’il fallait démontrer. O
Proposition 2.5. — Soient A, B et C trois co-catégories. On a un isomorphisme
canonique

Ao (BoC)~(A®B)oC,
naturel en A, B et C.

Démonstration. — En utilisant le fait que le foncteur A ® — commute aux limites
inductives et la proposition précédente, on obtient

A2 (BoC)=(A® (B0C)) Usgoboc) (mo(A) @ Ob(B @ C))
~ ((A® B® O) g pzopc) (A @ m(B) © Ob(C)))
U agry(3)20b(c) (T0(A) @ m(B) @ Ob(C))
~ (A® B® C) lagpgob(c) (To(A) ® mo(B) ® Ob(C))
~ ((A® B) ® C) Uiagpysob(c) (10(A ® B) @ Ob(C))
=(A®B)oC,
d’oti le résultat. O
Remarque 2.6. — Ainsi, on dispose d’un oco-foncteur canonique
Ao BoC)~(A®B)oC—=(AoB)oC,

et on peut montrer que le produit @ munit co-Cat d’une structure de catégorie mo-
noidale lax en un sens adéquat.



COMPARAISON DES NERFS n-CATEGORIQUES 15

Proposition 2.7. — Le foncteur @ : co-Catxoo-Cat — oo-Cat commute auz limites
inductives en chacune de ses variables.

Démonstration. — Cela résulte du fait que le foncteur ® a cette propriété, que les
foncteurs A — mo(A) et B — Ob(B) commutent tous les deux aux limites inductives
et que, enfin, les limites inductives commutent aux sommes amalgamées. O

Proposition 2.8. — Il existe des foncteurs

Q@

oplax: Hom{ : co-Cat® x co-Cat — oo-Cat

Hom

et des bijections

Homoo—Cat(Aa m® (37 C)) ~ Homoo—Cat(A ) 37 C) ~ Homoo—Cat(Ba HOJSLX(A C))

oplax

naturelles en A, B et C dans oco-Cat.

Démonstration. — La catégorie oco-Cat étant localement présentable, cela résulte for-
mellement du fait que le foncteur @ commute aux limites inductives en chacune de
ses variables. O

2.9. — Par adjonction, le co-foncteur canonique C ® D — C @ D induit des co-fonc-
teurs

Hom® . (A, B) — Hom

—=oplax

A,B) et Hom{ (A, B)— Hom, (A, B).

oplax(

Il résulte du fait que AQ B — A® B est un épimorphisme que ces co-foncteurs sont des
monomorphismes, et on considérera souvent ces co-foncteurs comme des inclusions.
Explicitement, cela revient & identifier une é-cellule de M?plax(A,B) avec un
oo-foncteur D; ® A — B qui se factorise par I’épimorphisme D; ® A — D; © A, et
une i-cellule de Hom{?, (A, B) avec un oo-foncteur de A®D; — B qui se factorise par
I’épimorphisme A ® D, -+ A © D;.
Puisque le co-foncteur canonique Dy ® A — Dy @ A est un isomorphisme, on a

Ob(Hom¢),,...(4, B)) = Ob(Hom

oplax

A, B)) = Homy_ca:(4, B).

oplax(

Si ¢ > 1, en revenant a la définition de D; @ A, on obtient qu'une i-cellule
h:D; ® A — B de Hom A, B) appartient & Hom?

oplax (A, B) si et seulement si,
pour tout objet a de A, le composé

oplax(

D; @Dy 224 D, @AM B
se factorise par mo(D;) ~ Dg. Lorsque ¢ = 1, cette condition signifie exactement
que, pour tout objet a de A, la 1-fleche h, de B est une identité. On dira qu’'une
transformation oplax h qui vérifie cette condition est triviale sur les objets.
De méme, par définition, un objet de Hom,,, (A, B), co-foncteur de A vers B, est

2 (A, B) sil se factorise par my(A), c’est-a-dire s’il est localement constant.

dans Hom7 .
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Si i > 1, une i-cellule k : A® D; — B de Hom,, (A, B) est dans Hom{? (A, B) si
pour € = 0,1, le composé

AoDy 225 49D, 5 B

se factorise par m(A). Or, ce composé n’est autre que la source ou le but, suivant
que ¢ vaille 0 ou 1, de la i-cellule k de Hom,, (A4, B). Ainsi, Hom{?, (A, B) est la sous-
oo-catégorie pleine de Hom,, (A, B) dont les objets sont les co-foncteurs localement
constants de A vers B.

Remarque 2.10. — Dans le cadre 2-catégorique, les transformations oplax triviales
sur les objets sont parfois appelées icons pour « Identity Component Oplax Natural
transformations » [20].

Proposition 2.11. — Soient A, B et C des co-catégories. On a des isomorphismes
Canoniques

Homophx(A © B7 C) =~ Hoirnoplax(‘A Homophx(Bv C))

et
Hom{ (A® B,C) ~ Hom{, (B,Hom{ (A,C)),

naturels en A, B et C.
Démonstration. — Soit T une oco-catégorie. Par adjonction, on a

Homao-cai (T, Hom? (A @ B,C)) ~ Homue_cat (T @ (A @ B), C)

oplax
et
A,Hom

Homoo—Cu,t(Ta Hoim Ba C))) HomOO Cat(T ® A Homoplax(

~ Homuo-cat (T ® A) @ B, C)

et on obtient le premier isomorphisme en vertu du lemme de Yoneda et de I’isomor-
phisme

oplax ( oplax( B’ C))

To(AoB)~(T®A) 0B
de la proposition 2.5. Le deuxieme isomorphisme s’obtient de maniére similaire en
observant que
Hom-cat (T, Hom{ (A ® B, C)) ~ Homuca:(A® B) © T, C)
et
Hom w-cat (T, Hom?, (B,Hom{ (A, C))) =~ Homue_ca(A @ (B2 T),C). O

2.12. — Soient A et B deux oo-catégories. Pour toute oo-catégorie S, tout oo-fonc-
teur h: S © A — B et toute oo-catégorie C, le composé

Hom B,C) — Hom S@A,C) ~ Hom S, Hom

4,0)),

ou la premiere fleche est induite par h et la seconde est un des isomorphismes de la

Ophx( ophx( oplax( ophx(

proposition précédente, fournit par adjonction un oco-foncteur

Hom B,C)® S — Hom A, C),

oplax( oplax(
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naturel en A, B, S, het C.
De méme, pour toute oco-catégorie S, tout co-foncteur £k : A ® S — B et toute
oo-catégorie C, le composé

Hom{? (B,C) — Hom{ (A® S,C) ~Hom{ (S,Hom? (A,C)),

ou la premiere fleche est induite par k, fournit par adjonction un oco-foncteur
S @ Hom{ (B,C) — Hom{ (A,C),
naturel en A, B, S, ket C.

Proposition 2.13. — Soient u,v : A — B deux co-foncteurs et soit C une 0o-ca-
tégorie.
(a) Une transformation oplax de u vers v triviale sur les objets induit une transfor-
mation lax de Hom?plax(u, C) vers Hom?plax(v, ).

(b) Une transformation lax de u vers v induit une transformation oplaz triviale sur
les objets de Hom, (u, C) vers Hom{, (v, C).

Démonstration. — Cela résulte du paragraphe précédent pour S = Dy, ainsi que de
la description des oo-foncteurs D; @ C'— D donnée au paragraphe 2.9. O

3. Comparaison du nerf de Street et du nerf n-simplicial
Dans toute cette section, on fixe un entier n > 1.

3.1. — On notera § : A — A™ le foncteur diagonal et §* : A" — A le foncteur
qui s’en déduit par précomposition. Ainsi, si X est un ensemble n-simplicial, alors
0*X est ensemble simplicial défini par (6*X), = X, ,. On appellera éguivalences
faibles n-simpliciales diagonales les morphismes d’ensembles n-simpliciaux f tels que
&* f soit une équivalence d’homotopie faible simpliciale.

On rappelle le résultat classique suivant :

3.2. Lemme bisimplicial. — Soit f un morphisme d’ensembles bisimpliciaux. ST
pour tout p = 0 le morphisme d’ensembles simpliciaux f, o (resp. fop), obtenu en
fizant la premiére variable (rvesp. la deuxiéme variable) est une équivalence faible,
alors [ est une équivalence faible diagonale.

Démonstration. — Voir par exemple [9, Chapitre XII, paragraphe 4.3], ou [13, pro-
position 2.1.7] pour une preuve plus moderne. O

Plus généralement :

3.3. Lemme multi-simplicial. — Soit f un morphisme d’ensembles n-simpliciauz.
S’il existe un sous-ensemble I de {1,...,n}, de cardinal k < n, tel que, pour toute
famille d’entiers positifs (p;)icr, le morphisme d’ensembles (n—k)-simpliciaux obtenu
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a partir de f en fixant, pour tout i dans I, la i-iéme variable d la valeur p; est une
équivalence faible diagonale, alors f est une équivalence faible diagonale.

Démonstration. — Cela résulte du lemme bisimplicial par récurrence. O

Le but de cette section est de produire, pour C une n-catégorie, un zigzag d’équi-
valences faibles simpliciales entre la diagonale du nerf n-simplicial 6* NanC de C et
le nerf de Street NC de C'. Pour ce faire, on va introduire une construction intermé-
diaire SC permettant de décomposer le nerf n-simplicial en n étapes au sens ou on
aura Na-C ~ S™C.

3.4. — Si C est une oo-catégorie, on notera SC' 1’'objet simplicial dans co-Cat défini
par

A° — oo-Cat
Ay = S,C =Hom? . (A,,C).

oplax

Proposition 3.5. — Soient C une oco-catégorie quelconque, T une oo-catégorie
conneze et p = 0. On a une bijection canonique

Homoo-cot (T, SpC) =~ Homocat (A1 T, C)
(voir le paragraphe 1.2.5 pour la définition de A, T) définissant un isomorphisme
d’ensembles simpliciaux naturel en C et T.
Démonstration. — Par adjonction, on a
Hom o-cat (T, SpC) = Hom oo _cat (T, Hom? . (A,,C))

oplax

~ Homeo-cat (T @ A, C)

et il s’agit en fait de montrer que @A, est canoniquement isomorphe & AT, Puisque
le foncteur 7' @ — commute aux limites inductives, que A, ~ D; Ip, --- p, Dy et
que T @ Dy ~ Dg (car T est connexe, voir le paragraphe 2.3), on a

T@Ap ~T @D HDO -~~HDOT®D1.
Par ailleurs, en vertu du paragraphe 1.2.5, et avec ses notations, on a

AT ~ ST 1p, --- Lp, S'T.

Le résultat découle donc du lemme suivant : O
Lemme 3.6. — Soit T une co-catégorie connexe. On a un isomorphisme canonique
ToD, ~Y'T,

ou X'T désigne la oo-catégorie introduite au paragraphe 1.2.5, naturel en T.
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Démonstration. — Par définition (et connexité de T'), le carré
THT —— Dol Dy
L]
T®D ——T oD,
est cocartésien ; autrement dit, on a
T @Dy ~ Doy (T ®D;) Ly Dy.

Le résultat découle donc de [7, corollaire B.6.6] qui affirme, & une dualité pres, que

cette somme amalgamée est isomorphe a X'T. O
Corollaire 3.7. — Soit C une oco-catégorie. Pour tout p > 0, on a un isomorphisme
canonique

Spcz H HOJC(CmCI) X X HoirnC(cpflycp)
co,...,cp€0b(C)

définissant un isomorphisme d’objets simpliciauz naturel en C. En particulier, si C
est une n-catégorie, avec n = 1, alors S,C est une (n — 1)-catégorie.

Démonstration. — Soit T une oco-catégorie connexe. En utilisant la proposition 3.5,
on obtient
Homoo-cat (T, SpC) =~ Homeg-cat (A, 1T, C)
~ Homoocat(X'T 1lp, - - - lp, X'T, C)
~ Homeocat(X'T, C) Xob(c) - Xob(c) HoMeocat(X'T, C).
Or, essentiellement par définition, la donnée d’un oco-foncteur ¥'T" — C correspond
exactement & celle de deux objets ¢ et ¢ de C' et d’'un oo-foncteur T'— Hom (¢, '),

d’ou le résultat, par densité de la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des oo-caté-
gories connexes. O

3.8. — Si C est une oo-catégorie, on notera S™C' 'objet n-simplicial dans oo-Cat
obtenu en itérant n fois S, c’est-a-dire donné par

(A™)° — co-Cat
(Apy, .. Ap )= Sp, -5, C.
En vertu du corollaire précédent, si C' est une n-catégorie, alors S, ---Sp, C est un
ensemble et on obtient donc un foncteur
n-Cat — A"
C— S"C.

Notons que lorsque n = 1, il résulte du corollaire précédent que ce foncteur n’est autre
que le nerf usuel.
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Proposition 3.9. — Si C est une n-catégorie, alors il existe un isomorphisme ca-
nonique d’ensembles n-simpliciauz

S"C' ~ NanC,
naturel en C.
Démonstration. — Si pi,...,p, sont n entiers, en utilisant la proposition 3.5, on
obtient
(S"C)p,....pn = Homeocat(Do, (5™ C)ph pn)

o Homoo Cat(DO Splc)

~ Homee- Cat(A 2D0a Pn—1"" 'Splc)

—= Homoo Cat( Dn o pn 1 Sp1C)

~ Homeo-cat(Ap, 1 1 Ap,: Sp, 5 5p, C)

= Homoo—Cat(Apl IEERN Apna C)

= (NA" C)pl 5o Pnd
d’oit le résultat. -

On va maintenant produire un zigzag d’équivalences faibles simpliciales entre 1’en-
semble simplicial §* NSC' et le nerf de Street NC.

3.10. — Soit C une oco-catégorie. On va considérer son nerf de Street NC' comme
un ensemble bisimplicial constant en la deuxiéme variable :

Ny C = N,C = Homgo_cat (Op, C).
Notons qu’on a
N, C ~ Homegcat(Do @ Oy, C).

On va comparer cet ensemble bisimplicial avec 1’ensemble bisimplicial NSC dont
Pensemble des (p, ¢)-simplexes est

(NS)p,qC = NgSpC = Homeo-cat(Og, SpC) = Homag i (Of, Hom A,,C)).

opldx(
Par adjonction, on a
(NS)p,qC =~ Homeo-cat (O @ A, C).

Afin de comparer ces deux ensembles bisimpliciaux, on introduit ’ensemble bisim-
plicial intermédiaire XC défini par

Xp,qC = Homao_cai (04 @ O,, C).
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3.11. — Pour p > 0, le 1-tronqué de O, c’est-a-dire la 1-catégorie obtenue a partir
de O, en identifiant deux 1-cellules lorsqu’elles sont reliées par un zigzag de 2-cel-
lules, est canoniquement isomorphe a A,. Ainsi, on dispose d’un co-foncteur cano-
nique O, — A,. Par ailleurs, pour ¢ > 0, on a un unique oo-foncteur Oy — Dg. Ces
deux oo-foncteurs induisent, pour toute oo-catégorie C, des applications

Homoo-cat(Do @ Op, C) — Homeo-cat(Og @ O,, C) < Homoo_cai(Oq @ A, C)

définissant des morphismes d’ensembles bisimpliciaux naturels en C. Ainsi, on dispose
de morphismes d’ensembles bisimpliciaux

NC —- XC «+~ NSC

naturels en C'.

Proposition 3.12. — Pour toute co-catégorie C, les morphismes
NC — XC <+ NSC

du paragraphe précédent sont des équivalences faibles diagonales.

Démonstration. — Commencons par montrer que le morphisme NC' — X C est une
équivalence faible diagonale. Fixons ¢ > 0. En vertu du lemme bisimplicial, il suffit
de montrer que le morphisme simplicial

Homoo-cat(Do @ Oa, C) — Homeocat (O @ O, C)
est une équivalence faible. Ce morphisme s’identifie par adjonction au morphisme
Homee-cat(Ou, Hom{, (Do, C)) = Homue-cat(Ou, Hom{, (O,, C)),
c’est-a-dire au nerf de Street du co-foncteur
Hom{7, (Do, C) — Homgz, (O, C)

induit par le oo-foncteur O, — Dy. Or, d’apres la proposition A.3, ce dernier oo-fonc-
teur est la rétraction d’un rétracte par transformation lax (voir le paragraphe A.1) et,
en vertu de la proposition 2.13, on obtient un rétracte par transformation oplax en
appliquant le foncteur ng( —, (). Ainsi, d’apres le théoréeme A.2, le nerf de Street
de ce oo-foncteur est une équivalence faible, ce qui entraine que NC — X C est bien
une équivalence faible diagonale.

Montrons maintenant que le morphisme NSC — XC est une équivalence faible
diagonale. Fixons cette fois p > 0. Toujours en vertu du lemme bisimplicial, il suffit
de montrer que le morphisme simplicial

Homoo-cat(Oe @ Ay, C) — Homeo-cat (Oe @ O,,, C)
est une équivalence faible. Par adjonction, ce morphisme s’identifie au morphisme

Hom ot (O, Hom® (Ap, C)) = Homuocat (O, Hom® (0,,0)),

oplax oplax
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qui n’est autre que le nerf de Street du co-foncteur

Hom?@ . (A,,C) — Hom? (O,,0C)

oplax oplax

induit par le co-foncteur O, — A,. Or, d’apres la proposition A.4, ce dernier co-fonc-
teur est la rétraction d’un rétracte par transformation oplax triviale sur les objets (voir
le paragraphe A.1). Il résulte donc de la proposition 2.13 que le co-foncteur obtenu en
lui appliquant le foncteur MSX(—, () est un rétracte par transformation lax. Son
nerf de Street est donc une équivalence faible, toujours d’apres le théoreme A.2, ce
qui acheve de montrer que NSC — X C est une équivalence faible diagonale. O

Proposition 3.13. — Pour toute co-catégorie C, le nerf de Street NC' est natu-
rellement faiblement équivalent a ’ensemble simplicial 0* NSC. Plus précisément, le

zigzag du paragraphe 3.11 induit un zigzag naturel d’équivalences faibles simpliciales
entre NC et 6*NSC.

Démonstration. — Puisque §* NC = NC, cela résulte immédiatement de la proposi-
tion précédente. O
3.14. — Soit 0 < k < n. Si C est une oo-catégorie, en appliquant le zigzag

N — X < NS, argument par argument, & la oo-catégorie (k — 1)-simpliciale S¥~1C,
on obtient un zigzag d’ensembles (k + 1)-simpliciaux

NSkE10 = X810 « NSkC .

L’ordre des indices simpliciaux est choisi de sorte que, en évaluant ce zigzag en
P1,---,Pk+1, ON Obtienne

Np. D — X D+ N,

PksPk+1 Pr+1

Spe D,

D= Spk—l o 'Splc'

Considérons ces ensembles (k 4 1)-simpliciaux comme des ensembles n-simpliciaux
constants en les n — k — 1 dernieres variables. On peut ainsi composer ces zigzags et
on obtient un zigzag d’ensembles n-simpliciaux, de longueur 2n — 2,

NC — ---+ NS,

ol NC est considéré comme constant en les n — 1 dernieres variables, naturel en C.

Proposition 3.15. — Pour toute oco-catégorie C, les morphismes n-simpliciaux du
zigzag

NC — -+ NS"IC

du paragraphe précédent sont des équivalences faibles diagonales.
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Démonstration. — Soit k tel que 0 < k < n. Il suffit de voir que les morphismes
(k + 1)-simpliciaux

NSF1C — XS*1'C + NS*C
sont des équivalences faibles diagonales. Or, en évaluant ce zigzag en les k—1 premieres
variables en p1,...,pr_1, on obtient le zigzag bisimplicial

ND —- XD <+ NSD ,
ol
D = Spk71 e Splc'
D’apres la proposition 3.12, les morphismes de ce dernier zigzag sont des équivalences

faibles diagonales et on obtient donc le résultat en vertu du lemme multi-simplicial
(lemme 3.3). O

Théoréeme 3.16. — Le nerf de Street, restreint aux n-catégories, et le nerf n-simpli-
cial sont naturellement faiblement équivalents. Plus précisément, si C' est une n-ca-
tégorie, le zigzag du paragraphe 3.14 induit un zigzag naturel d’équivalences faibles
simpliciales entre NC et §* NanC'.

Démonstration. — En vertu de la proposition précédente, le zigzag du para-
graphe 3.14 induit un zigzag d’équivalences faibles simpliciales entre * NC = NC
et *NS™1C. Or, puisque C est une n-catégorie, il résulte du corollaire 3.7 que
S"=1C est un objet (n — 1)-simplicial en 1-catégories et on a donc NS"~1C = S"C
d’apres le paragraphe 3.8. Ainsi, en vertu de la proposition 3.9, on a

S*NS" 1C ~ §*S"C ~ §*NanC,

d’ou le résultat. O

4. Techniques de comparaison de nerfs
4.1. — Soient
i:A— o0o-Cat et j:B — oco-Cat
deux foncteurs de source des petites catégories. A ces données, on associe deux fonc-
teurs « nerf »
N; 00-Cat — A N; - 00-Cat — B
X = (a— Homeocai(i(a), X)), X = (b= Homeocat(5(b), X)).
Que signifie comparer ces deux foncteurs nerf?
Notons Hot la catégorie homotopique des espaces, c’est-a-dire la localisée de la

catégorie des ensembles simpliciaux par les équivalences d’homotopie faibles. Pour
toute petite catégorie C, on dispose d’un foncteur canonique

ko : C — Hot.
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Ce foncteur est défini comme le composé
C 2% cat &5 A L Hot
ol i¢ est le foncteur catégorie des éléments, dont nous rappellerons la définition plus

loin, N est le nerf usuel et p est le foncteur canonique vers la localisée. Comparer les
foncteurs nerf N; et IVj, c’est montrer que les foncteurs composés

co-Cat Xis A 4y Hot et oo-Cat —% B *25 Hot

sont isomorphes.

Notons que si cette condition est satisfaite, alors les classes W; et W; des « équiva-
lences faibles » de oco-Cat définies par ces foncteurs nerf, c’est-a-dire des co-foncteurs
envoyés sur un isomorphisme par kaN; et kpN; respectivement, coincident.

Le but de cette section est de donner des criteres de comparaison de foncteurs nerf
basés sur la théorie de 'homotopie de Grothendieck, et en particulier sa théorie des
structures d’asphéricité [17, chapitre IV, sections 72-78].

Commencons par introduire les notions de base de cette théorie.

4.2. — Soit u : A — B un foncteur et soit b un objet de B. On notera A/p la
catégorie dont les objets sont les couples (a, f : u(a) — b), olt a est un objet de A et
f : u(a) — b un morphisme de B, et dont les morphismes de (a, f) vers (a’, ') sont
les morphismes ¢ : a — a’ de A rendant commutatif le triangle évident, autrement
dit, vérifiant f'u(g) = f.

4.8. — Soit A une petite catégorie. Si F' est un préfaisceau sur A, en appliquant la
construction du paragraphe précédent au foncteur de Yoneda A — //1\, qu’on considé-
rera toujours comme une inclusion, on obtient une catégorie A/ F. Cest la catégorie
des éléments de F. On obtient ainsi un foncteur
1A A\ — Cat
F— A/ F.

Explicitement, les objets de A/F sont les couples (a, f), o a est un objet de A et
f :a — F est un morphisme de préfaisceaux sur A, qu’on peut identifier par le lemme
de Yoneda & un élément de F(a).

4.4. — On dit qu’un foncteur v : A — B entre petites catégories est une équivalence
de Thomason si son nerf Nu : NA — NB est une équivalence d’homotopie faible
simpliciale.

Une petite catégorie A est dite asphérique si le foncteur de A vers la catégorie
ponctuelle est une équivalence de Thomason ou, ce qui revient au méme, si son nerf
est un ensemble simplicial faiblement contractile.

Un préfaisceau F' sur une petite catégorie A est dit asphérique si sa catégorie des
¢léments A/ est asphérique.
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Enfin, on dit qu'un morphisme de préfaisceaux ¢ : F' — G sur une petite catégo-
rie A est une équivalence faible si le foncteur i4(¢p) : AJ/F — A/@G est une équivalence
de Thomason.

Remarque 4.5. — La classe des équivalences d’homotopie faibles simpliciales étant
fortement saturée (au sens ol un morphisme est dans cette classe si et seulement
si son image dans la localisée correspondante est inversible), il en est de méme des
classes des équivalences de Thomason et des équivalences faibles de préfaisceaux sur
une petite catégorie A.

Remarque 4.6. — Les foncteurs entre petites catégories qui sont des adjoints, a
gauche ou & droite, sont des équivalences de Thomason. Cela résulte immédiatement
du fait qu'une transformation naturelle induit via le nerf une homotopie simpliciale.
On en déduit qu’une catégorie admettant un objet initial ou final est asphérique et,
par suite, que tout préfaisceau représentable est asphérique.

Remarque 4.7. — Si A est une petite catégorie asphérique, alors un préfaisceau F
sur A est asphérique si et seulement si le morphisme F — ep ou € désigne le
préfaisceau final sur A, est une équivalence faible.

Remarque 4.8. — Un morphisme d’ensembles simpliciaux est une équivalence faible
au sens du paragraphe 4.4 si et seulement si il est une équivalence d’homotopie faible
simpliciale. Cela résulte du fait que, pour tout ensemble simplicial X, il existe un
zigzag d’équivalences d’homotopie faibles entre N(A/Xx ) et X (voir [18, chapitre VI,
théoréme 3.3.(ii)]). En particulier, un ensemble simplicial est asphérique si et seule-
ment si il est faiblement contractile au sens classique.

4.9. — Un foncteur u : A — B entre petites catégories est dit asphérique si, pour
tout objet b de B, la catégorie A/p est asphérique. Le théoreme A de Quillen affirme
précisément qu'un foncteur asphérique est une équivalence de Thomason.

4.10. — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Notons u™* : B A
le foncteur d’image inverse par u, c’est-a-dire de précomposition par u. Pour tout
préfaisceau F' sur B, on dispose d’un foncteur

Afur(F) = B/F
(a, f) = (u(a), f),
ou f est tantot vu comme un morphisme f : a — u*(F'), tantét comme un morphisme

f :u(a) — F, ces deux morphismes correspondant en vertu du lemme de Yoneda
a un élément de F'(u(a)). Ce foncteur est naturel en F et on dispose donc d’une
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transformation naturelle

Proposition 4.11 (Grothendieck). — Un foncteur u: A — B entre petites caté-
gories est asphérique si et seulement si la transformation naturelle \, est une équi-
valence de Thomason argument par argument.

Démonstration. — C’est I’équivalence entre (a) et (¢) de [21, proposition 1.2.9]. O

Dans la suite de la section, on fixe une catégorie M, que le lecteur peut penser étre
0o-Cat ou n-Cat. Si A est une petite catégorie et i : A — M un foncteur, on notera
N; : M — A le foncteur « nerf » associé, défini comme au paragraphe 4.1.

Proposition 4.12 (Grothendieck). — Soit

A—" B

N A

un triangle commutatif de foncteurs, ot A et B sont des petites catégories. Si u est
asphérique, alors les foncteurs composés

M—n@ Hot et M—>]§ Hot

sont isomorphes. Plus précisément, la transformation naturelle X\, induit une trans-
formation naturelle entre

M—>A Cat et M—>§ Cat

qui est une équivalence de Thomason argument par argument.

Démonstration. — On dispose d’un diagramme

dont le triangle supérieur est commutatif. En effet, si X est dans M et a est dans A,
on a

' Nj(X)a = Nj(X)y@) = Hompa(ju(a), X) = Hompq(i(a), X) = Ni(X),.
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Puisque u est asphérique, la transformation naturelle A\, est une équivalence de
Thomason argument par argument et ’assertion suit. O

Proposition 4.13. — Soient i : A — M et j: B - M deux foncteurs de sources
des petites catégories. On suppose que pour tout objet a de A et tout objet b de B, les
préfaisceaus Nyi(a) et N;j(b) sont des préfaisceaux asphériques de A et les préfaisceaur
Nji(a) et N;j(b) sont des préfaisceauz asphériques de B. Alors, les foncteurs composés

MY AR ot et M D B EE Hot

sont isomorphes. Plus précisément, il existe un zigzag de transformations naturelles
de la forme

1aN; = o < ipN;
qut sont des équivalences de Thomason argument par argument.

Démonstration. — Soit C la sous-catégorie pleine de M d’ensemble d’objets

Ob(C) ={i(a) | a € Ob(A)} U {j(b) | b € Ob(B)}.
Par définition, les foncteurs 7 et j se factorisent par C' et on dispose d’'un diagramme
commutatif

A—)CW—B

NI

En vertu de la proposition précédente, 11 suffit de montrer que les foncteurs ¢’ et
j' sont asphériques et, par symétrie, il suffit de traiter le cas de i’. Soit donc ¢ un
objet de C. Un objet de A/ est un couple (a,i'(a) — c¢), avec a un objet de A et
i'(a) — ¢ un morphisme de C, c’est-a-dire un morphisme i(a) — ¢ de C ou, ce qui
revient au méme, un morphisme a — N;(c) de préfaisceaux sur A. Autrement dit, on
a A/C ~ A/ Ny(c)- Ainsi, le foncteur ¢’ est asphérique si et seulement si, pour tout
objet ¢ de C, le préfaisceau N;(c) sur A est asphérique. Les objets de ¢ étant de la
forme i(a) ou j(b), pour a dans A et b dans B, l’assertion résulte de I’hypothése que
N;i(a) et N;j(b) sont asphériques. O

Corollaire 4.14 (Grothendieck). — Soient i : A - M et j : B - M deux
foncteurs de sources des petites catégories. On suppose que pour tout objet a de A
et tout objet b de B, les préfaisceaur Nyi(a) et N;j(b) sont asphériques. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) les foncteurs kaN; et kgN; sont isomorphes ;

(b) il existe un zigzag de transformations naturelles de la forme

iANZ- = 0 <= iBNj

qut sont des équivalences de Thomason arqgument par argument ;
et elles entrainent la condition suivante :
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(c) les foncteurs nerf N; et N; définissent les mémes équivalences faibles sur M au
sens otl, pour tout morphisme f de M, le morphisme N;(f) est une équivalence
faible de préfaisceaux si et seulement si N;(f) en est une.

De plus, si A et B sont asphériques et M posséde un objet final, alors ces trois
conditions sont équivalentes.

Démonstration. — Les implications (b) = (a) = (¢) sont immédiates.

Montrons Pimplication (a) = (b). En vertu de la proposition précédente, il suffit
de montrer que pour tout objet a de A et tout objet b de B, les préfaisceaux N,i(a)
et N;j(b) sont asphériques. Or, ’hypothése (a) entraine immédiatement que si X est
un objet de M, alors IV; X est asphérique si et seulement si V; X est asphérique, d’ott
le résultat.

Montrons enfin 'implication (¢) = (b) sous les hypothéses additionnelles. Soit X
un objet de M. Pour les mémes raisons que précédemment, il nous suffit de mon-
trer que N; X est asphérique si et seulement si N;X est asphérique. Or, puisque la
catégorie A est asphérique, le préfaisceau N; X est asphérique si et seulement si le
morphisme N; X — e, ou e, désigne le préfaisceau final, est une équivalence faible.
Ce morphisme étant I'image par N; du morphisme X — e, ou e désigne 'objet final
de M, on obtient que le préfaisceau IN; X est asphérique si et seulement si le mor-
phisme X — e est envoyé par N; sur une équivalence faible. On conclut en utilisant
le résultat analogue pour IV;. O

Enfin, terminons cette section par des rappels sur la notion de catégorie totalement
asphérique.

4.15. — Soit A une petite catégorie asphérique. On dit que A est totalement asphé-
rique si le foncteur iy : A — Cat commute aux produits binaires a équivalence
faible prés au sens ou, pour tous préfaisceaux F' et G sur A, le foncteur canonique
A/(F x @) = A/F X A/@G est une équivalence de Thomason. Cela entraine en parti-
culier que si a; et as sont deux objets de A, alors la catégorie A/(a1 X az)> ol ay X as
est vu comme un préfaisceau sur A, est asphérique. (Cette seconde condition, a priori
plus faible, se trouve en fait étre équivalente, voir par exemple [21, proposition 1.6.1].)

Théoréme 4.16 (Cisinski-Maltsiniotis). — Pour tout n > 0, la catégorie ©,, est
totalement asphérique. De méme, la catégorie © est totalement asphérique.

Démonstration. — Cela résulte de [15, exemples 5.8 et 5.12]. O

Remarque 4.17. — En particulier, la catégorie A, qui n’est autre que ©q, est
totalement asphérique. Il en résulte immédiatement que, pour tout n > 0, le foncteur
diagonal 6 : A — A™ est asphérique. Ainsi, en vertu de la proposition 4.11, la
transformation As est une équivalence de Thomason argument par argument, de sorte
que les foncteurs

— 5* o~ k — k n
A" 25 A 225 Hot et A" 225 Hot
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sont isomorphes. Ainsi, le théoréme 3.16 entraine que les foncteurs composés

n-Cat — oo-Cat ‘% A Hot et n-Cat —— Nan A” Hot

sont isomorphes.

5. Comparaison du nerf de Street et du nerf cellulaire,
par l’intermédiaire du nerf multi-simplicial

Nous allons commencer par comparer le nerf n-simplicial et le nerf n-cellulaire. Pour
ce faire, nous allons montrer que le foncteur m,, : A™ — ©,, du paragraphe 1.3.1 est
asphérique. Cela résultera par récurrence du fait que, si C' est une catégorie totalement
asphérique, alors le foncteur p : AxC — AC de ce méme paragraphe est asphérique.

5.1. — Soit C' une catégorie. Considérons le triangle commutatif

AXC‘)AZC

NS

ou p; désigne la premiere projection et m le foncteur du paragraphe 1.2.2. Pour tout
objet (Ap;ec1y...,cn) de AYC, on déduit de ce triangle un foncteur

P:(AXC)(Apicr,...,cn) = AJA,.
Explicitement, ce foncteur envoie un objet
(A, ), (05 (firi)) s (Amscy ..oy 0) = (Apser, ..o en))
sur l'objet
(Aot Ay = Ay)
et un morphisme (¢, g) sur le morphisme ).

Proposition 5.2. — Pour toute catégorie C et tout objet (Ap;cy,...,cn) de AVC,
le foncteur

P:(AXCO)(Apicr,...,cn) = A/A,
du paragraphe précédent est une fibration de Grothendieck.

Démonstration. — Le foncteur p; : A x C' — A étant une fibration de Grothendieck,
c’est un cas particulier du lemme général suivant. O

Lemme 5.3. — Soit
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un triangle commutatif de foncteurs, avec v une fibration de Grothendieck. Pour tout
objet b de B, le foncteur canonique

Afb = C/w(b)
(@, f) = (v(a), w(f))

est une fibration de Grothendieck.

Démonstration. — Le foncteur de ’énoncé se factorise comme le composé des fonc-
teurs

A/b = Afw(b) Afw(b) = Cfw(b)
et
(a, f) = (a,w(f)) (a,9) = (v(a),9)
et il suffit donc de montrer que chacun de ces foncteurs est une fibration de
Grothendieck. On vérifie que toutes les fleches de A /b sont cartésiennes par rapport
au premier foncteur et on en déduit immédiatement que ce premier foncteur est une
fibration de Grothendieck. En ce qui concerne le second foncteur, il s’inscrit dans un
carré cartésien
Aw(p) — 4

J Jv
C/})(b) —C,

ol les fleches horizontales sont les foncteurs d’oubli. Ainsi, ce second foncteur s’obtient
par changement de base a partir de la fibration de Grothendieck v. C’est donc une

fibration de Grothendieck, d’ou le résultat. O
Proposition 5.4. — Pour toute petite catégorie totalement asphérique C, le fonc-
teur

w:AxC—AC
est asphérique.
Démonstration. — Soit (An;c1,...,cn) un objet de A C. 1l s’agit de montrer que

la catégorie (A X C’)/(A c,) est asphérique. En vertu de la proposition 5.2,
le foncteur

nsCly -+,

P:(AXC)/(Ayier,... cn) = BJA,
est une fibration de Grothendieck. Si (A, ¢ : A, — A,,) est un objet de la catégorie
but de P, on vérifie immédiatement que la fibre de P en cet objet est la catégo-
rie C’/ HW (0)<i<p(m) Ci* La catégorie C' étant supposée totalement asphérique, cette
fibre est asphérique et le foncteur P est donc une fibration a fibres asphériques, et
par conséquent une équivalence de Thomason (voir [22, §1, théoréme A, corollaire]).
Puisque la catégorie but de P est asphérique (car elle posséde un objet final), il en
est de méme de sa source, ce qu’on voulait montrer. O



COMPARAISON DES NERFS n-CATEGORIQUES 31

Corollaire 5.5. — Pour tout n > 0, le foncteur
my : A" = 0,
du paragraphe 1.3.1 est asphérique.

Démonstration. — L’assertion est claire pour n = 0. Supposons-la vraie pour un
entier n. Par définition, le foncteur m,, 41 est le composé

A Z A x A" 25 A %0, X A0, =0, .

Par récurrence, le foncteur m,, est asphérique. Il en est donc de méme du fonc-
teur A xmy,, les foncteurs asphériques étant stables par produit (voir par exemple [21,
corollaire 1.1.6]). Par ailleurs, puisque la catégorie ©,, est totalement asphérique
d’apres le théoreme 4.16, il résulte de la proposition précédente que le foncteur
w o Ax0, - A0, est asphérique. L’assertion est donc conséquence de la
stabilité des foncteurs asphériques par composition (voir par exemple [21, propo-
sition 1.1.8]). O

Théoréeme 5.6. — Pour tout n > 0, le nerf n-simplicial et le nerf n-cellulaire sont
équivalents au sens ot les foncteum COMpPosés

Nan N, n —~ k n
ary An FAT ot e n-Cat —2 ©,, —=5 Hot

n-Cat ——
sont isomorphes. Plus précisément, la transformation naturelle
Am, tanNan = 19, No,
(voir le paragraphe 4.10) est une équivalence de Thomason argument par argument.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du corollaire précédent, en vertu de
la proposition 4.12 appliquée au triangle commutatif

Ar— " e,

g

n-Cat
(voir les paragraphes 1.2.6 et 1.3.1). O

Nous allons maintenant comparer le nerf de Street et le nerf cellulaire.

Lemme 5.7. — Si C' est une n-catégorie, pour n = 0 un entier, alors l’ensemble
simplicial NC' est asphérique si et seulement si ’ensemble cellulaire NoC' est asphé-
rique.

Démonstration. — En vertu de la remarque 4.17 (dont le contenu technique est le
théoréme 3.16), si C' est une n-catégorie, ’ensemble simplicial NC' est asphérique si
et seulement si ’ensemble n-simplicial NanC' est asphérique. Par ailleurs, en vertu
du théoreme précédent, cet ensemble n-simplicial est asphérique si et seulement si
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I’ensemble n-cellulaire Ng, C' est asphérique. Il nous suffit donc de justifier que ce
dernier est asphérique si et seulement si 'ensemble cellulaire NgC' est asphérique.

Rappelons que le foncteur d’inclusion n-Cat — oo-Cat admet un adjoint a gauche
7 : 00-Cat — n-Cat, le foncteur de troncation intelligente. Si A est une oo-catégorie,
on a

A si0<k<n,
r(Ap ="
Ap/~ sik=n,

ou la relation ~ identifie deux n-cellules reliées par un zigzag de (n + 1)-cellules.
Puisque le foncteur 7 est un adjoint a gauche, il commute aux limites inductives
et il résulte de la description des objets de © comme sommes amalgamées que le
foncteur 7 envoie © dans ©,, et induit donc un foncteur 74 : © — ©,, adjoint a
gauche du foncteur d’inclusion ©,, — ©. Le foncteur 7o étant un adjoint a gauche, il
est asphérique et, en vertu de la proposition 4.11, pour tout ensemble n-cellulaire X,
le foncteur A : @/T(f)(X) — @n/X est une équivalence de Thomason. Ainsi, si C
est une m-catégorie, ’ensemble n-cellulaire Ng, C est asphérique si et seulement si
I'ensemble cellulaire 7¢(Ng, C) est asphérique. Or, il est immédiat, par adjonction,
que ce dernier ensemble cellulaire est canoniquement isomorphe au nerf cellulaire NgC
de C, d’ou le résultat. O

Théoreme 5.8. — Le nerf de Street et le nerf cellulaire sont équivalents au sens ot
les foncteurs composés

oo -Cat NOA LA% Hot et oo-Cat Ne, &) @% Hot

sont isomorphes. Plus précisément, il existe un zigzag de transformations naturelles
de la forme

iAN = e & igNg

qui sont des équivalences de Thomason argument par argument.

Démonstration. — On va appliquer la proposition 4.13. Soit n > 0 et soit S un objet
de ©. Il nous faut montrer que les ensembles simpliciaux NO,, et NS, et les ensembles
cellulaires NgO,, et NS, sont asphériques. En vertu du lemme précédent, cela équi-
vaut & montrer que NO,, et NgS sont asphériques. Or, I’ensemble simplicial NO,, est
contractile en vertu de la proposition A.3, et est donc asphérique. Quant & ’ensemble
cellulaire NgS, le nerf cellulaire étant pleinement fidele, cet ensemble cellulaire est
isomorphe au préfaisceau représentable S, qui est asphérique, d’ou le résultat. O

Corollaire 5.9. — Un oco-foncteur u : A — B est une équivalence de Thomason
si et seulement si son nerf cellulaire Nou : NoA — NgB est une équivalence faible
d’ensembles cellulaires, au sens du paragraphe 4.4.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théoreme précédent. O
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Remarque 5.10. — Dans [16], Gagna montre que le nerf de Street N : co-Cat — A
induit une équivalence de catégories Ho(co-Cat) — Hot (voir son théoréme 5.6), ou
Ho(oo-Cat) désigne la localisation de la catégorie co-Cat par la classe des équiva-
lences de Thomason, c’est-a-dire des oo-foncteurs dont le nerf de Street est une équi-
valence faible snnph(:lale Il résulte donc de notre théoreme 5.8 que le nerf cellulaire
Ng : c0-Cat — 6 postcomposé par le foncteur kg : 0 Hot, induit la méme équiva-
lence de catégories Ho(co-Cat) — Hot, & isomorphisme prés. De plus, la catégorie ©
étant test au sens de Grothendieck (voir [15, paragraphe 2.5 et exemple 5. 12]) ce der-
nier foncteur induit une équivalence de catégories Ho(@) — Hot, ou Ho(@) désigne
la catégorie des ensembles cellulaires localisée par rapport aux équivalences faibles
d’ensembles cellulaires, et par conséquent le nerf cellulaire induit une équivalence de
catégories Ho(oco-Cat) — Ho(@).

En fait, le caractere fonctoriel de la preuve de Gagna permet d’obtenir un résultat
plus fort : le nerf de Street induit une équivalence de (oo, 1)-catégories faibles ou de
dérivateurs Ho(oco-Cat) — Hot. On en déduit immédiatement qu’il en est de méme du
nerf cellulaire.

Par ailleurs, pour n > 1, Gagna montre que le résultat analogue pour la restriction
n-Cat — co-Cat - A du nerf de Street & n-Cat est également vrai (voir toujours son
théoréme 5.6). On obtient ainsi, en vertu de nos théorémes 3.16 et 5.6 (voir également
la remarque 4.17), que les foncteurs nerf de Street, nerf n-simplicial et nerf n-cellulaire,

n-Cat — oo-Cat s 37 Nan : n-Cat — /A—;, No,, :n-Cat — é;,

induisent tous les trois la méme équivalence de (0o, 1)-catégories faibles ou de dériva-
teurs Ho(n-Cat) — Hot.

6. Deux applications

6.1. — On dira qu’un oo-foncteur u : C' = D est une équivalence de Thomason si
son nerf de Street Nu : NC — ND est une équivalence faible simpliciale.

Théoréeme 6.2. — Soit u: C — D un oco-foncteur. On suppose que
(a) u induit une bijection Ob(C) =+ Ob(D) ;
(b) pour tous objets ¢ et ¢’ de C, le co-foncteur

Hom (¢, ') — Hom p (u(c), u(c'))

induit par u est une équivalence de Thomason.
Alors u est une équivalence de Thomason.

Démonstration. — Considérons le morphisme Su : SC — SD d’objets simpliciaux
dans co-Cat, ou S est la construction du paragraphe 3.4. En vertu de la description
explicite de cette construction donnée par le corollaire 3.7, la stabilité des équivalences
de Thomason par produit fini et somme (par connexité des orientaux) entraine que ce
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morphisme est une équivalence de Thomason argument par argument. Autrement dit,
le morphisme bisimplicial NSu : NSC — NSD est une équivalence faible lorsque ’on
fixe le premier argument et le lemme bisimplicial implique donc que 6* N Su est une
équivalence faible simpliciale. Or, en vertu de la proposition 3.13, le nerf de Street Nu
est une équivalence faible si et seulement si 6* N.Su est une équivalence faible, d’ou le
résultat. O

Corollaire 6.3. — Soit u: C' — D un co-foncteur et soit n > 0. On suppose que
(a) pour tout i tel que 0 < ¢ < n, le co-foncteur u induit une bijection C; — D; ;
(b) pour tout couple x ety de n-cellules paralléles de C, le co-foncteur

Hom ¢ (z,y) — Hom p,(u(), u(y))

induit par u est une équivalence de Thomason.
Alors u est une équivalence de Thomason.

Démonstration. — Le théoreme précédent est précisément le cas n = 0 de cet
énoncé. Le cas général s’en déduit par récurrence. En effet, si n > 0, pour conclure,
en appliquant le théoréme précédent, il suffit de montrer que, pour tous objets ¢
et ¢ de C, le oo-foncteur Hom(c,¢’) — Hom p(u(c),u(c’)) est une équivalence
de Thomason. Or, T'hypothése sur u entraine immédiatement que ['application
Hom (¢, ¢'); — Homp(u(c),u(c)):, qui est induite par 'application Cjy1 — Djt1,
est bijective pour 0 < i < n— 1, ainsi que le fait que, pour x et y deux (n — 1)-cellules
paralleles de Hom (¢, ¢'), le co-foncteur

Hommc(c,c’)(m7y) - HomMD(u(C),u(c’))(u(x)? u(y)),
qui n’est autre que le oo-foncteur Hom(z,y) — Hom p(u(z),u(y)), est une équi-
valence de Thomason. On conclut donc en appliquant I’hypothése de récurrence au
rang n — 1. O

6.4. — Soit J un sous-ensemble de N ~ {0}. Si C est une oo-catégorie, on notera
D;(C) la oco-catégorie obtenue a partir de C' en inversant l'orientation des j-cellules
pour j dans J. Cette construction définit un foncteur D : co-Cat — oo-Cat qui est
un automorphisme involutif de co-Cat.

Lemme 6.5. — Soit J une partie de N~ {0}. Alors, pour tout objet S de O, la
oo-catégorie D j(S) est dans ©.

Démonstration. — Soit S un objet de ©,,. On va démontrer le résultat par récurrence
sur n. Si n = 0, alors S = Dy et D;(Dg) = Dy. Supposons n > 1. En vertu des
paragraphes 1.2.5 et 1.2.6, la n-catégorie S est la limite inductive d’'un diagramme

STy . )

X'T,
Do Dy -

DO )



COMPARAISON DES NERFS n-CATEGORIQUES 35

ouTy,...,T, sont des objets de ©,,_1, ce qu’on écrira
S ~¥'T, lp, ---1p, 'T.
Si J’ est une partie de N ~ {0, 1}, il est immédiat que pour toute co-catégorie C, on a
Dy (2/C) = $(Dyr-1(C)),
ounJ —1={j—1]|je€ J}. Parailleurs, on a
D (¥'C) ~¥'C,
mais les oo-foncteurs 0,1 : Dy — ¥'C sont échangés a travers cet isomorphisme. Ainsi,

en posant K = {j — 1| j € J,j > 1} et en utilisant le fait que D; commute aux
limites inductives, on obtient, si 1 n’appartient pas a J,

D;(S) = ¥(Dk(T,)) p, -~ Ip, X' (D (T1))
et, si 1 appartient a .J,
D;(S) = ¥ (Dg(T1)) Up, -+ lp, X'(Dk (Tn)),
d’ou le résultat par récurrence. O

Théoréme 6.6. — Soit u: C — D un co-foncteur et soit J une partie de N~ {0}.
Alors u est une équivalence de Thomason si et seulement si D j(u) en est une.

Démonstration. — En vertu du corollaire 5.9, il suffit de montrer que Ngu est une
équivalence faible cellulaire si et seulement si NgD;(u) en est une. D’apres le lemme
précédent, la dualité D; induit un automorphisme de ©, qu’on notera d;. Le fonc-
teur d; étant un isomorphisme, il est asphérique et on peut donc appliquer la propo-
sition 4.12 au triangle commutatif

ou R est le foncteur induisant le nerf cellulaire. Or, le foncteur nerf Ngq, associé
a Rdj n’est autre que NgD; puisque, si A est une oco-catégorie et S un objet de O,
on a
Nra, (A)s = Homeocat(Rd 5 (S), A) = Homee-cat (D s R(S), A)
~ Homuo-cat(R(S), Dj(A)) = No(D;j(A))s.
La proposition 4.12 entraine ainsi que les foncteurs ko Ng et kg Ng D ; sont isomorphes
et donc le résultat. O

Corollaire 6.7. — Soit J une partie de N~ {0}. Le foncteur

co-Cat 225 0o-Cat X5 A k—A> Hot
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est isomorphe au foncteur
co-Cat 5 A 25 Hot .

Plus précisément, il existe un zigzag de transformations naturelles de la forme
iANDjy = e <=iaN

qut sont des équivalences de Thomason argument par argument.
En particulier, si C' est une oco-catégorie, alors les ensembles simpliciaur NC
et N(Dj(C)) ont méme type d’homotopie.

Démonstration. — 1l est immédiat que le foncteur N D est le foncteur nerf associé
a l'objet cosimplicial

Oy A 2 so-Cat 2% co-Cat .
Ainsi, le théoréme précédent affirme précisément que les foncteurs nerf associés aux
objets cosimpliciaux O et O; définissent les mémes équivalences faibles sur oco-Cat
au sens de la condition (¢) du corollaire 4.14. Le résultat est donc conséquence de ce
meéme corollaire. O

Dans [5] et [6], nous avons établi un théoréme A de Quillen oo-catégorique pour les
tranches au-dessous. (On renvoie & la section 6 de [7] pour la définition des tranches
et en particulier au paragraphe 6.31 et a la remarque 6.37.) Les tranches au-dessus
s’obtenant par dualité a partir des tranches au-dessous, on en déduit, en utilisant le
théoreme précédent, un théoreme A pour les tranches au-dessus :

A—"* B
[0
NZ%/U
C
un triangle de co-foncteurs commutatif a une transformation oplax o prés. Si pour
tout objet ¢ de C, le co-foncteur canonique (u, a)/c :AJec = BJc est une équivalence

Corollaire 6.8. — Soit

de Thomason, alors il en est de méme de u.

Démonstration. — Pour D une oco-catégorie, on notera D° le dual total de D, c’est-a-
dire la oo-catégorie Dy~ (0} (C). Si 8 : D1 ®D — E est une transformation oplax d'un
oo-foncteur f : D — E vers un oo-foncteur g : D — FE, alors, en vertu de 'isomor-
phisme canonique (D ® D)° ~ D$® D° (voir [7, proposition A.22]), le co-foncteur 3°
définit une transformation oplax de ¢g° : D° — E° vers f° : D° — E°. Ainsi, en
appliquant la dualité totale au triangle de I’énoncé, on obtient un triangle

Ao — ™, po

N/
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commutant & une transformation oplax prés. Par ailleurs, en vertu de [7, re-
marque 6.37], si D est une oo-catégorie au-dessus de C, alors, pour tout objet ¢
de C, on a un isomorphisme canonique (D/C)O ~ ¢\D°. De plus, le co-foncteur
((u,a)/e)® : (A)e)® — (B/e)° s'identifie au oo-foncteur ¢\ (u®,a®): \A° — ¢\ B°.
Ainsi, puisque, en vertu du théoréme précédent, les équivalences de Thomason sont
stables par la dualité totale, I’hypotheése de I’énoncé est équivalente au fait que, pour
tout objet ¢ de C, le oco-foncteur C\(u",a") : C\Ao — ¢\B° est une équivalence de
Thomason, c’est-a-dire a ’hypothése du théoreme A pour les tranches au-dessous
(voir [6, théoréme 7.8]). On peut donc appliquer ce théoreme A et on obtient que
le oo-foncteur u® est une équivalence de Thomason. En appliquant de nouveau le
théoreme précédent, on en déduit que w est une équivalence de Thomason, ce qu’on
voulait démontrer. O

De méme, dans [2], le premier auteur a démontré un théoréme B de Quillen co-ca-
tégorique pour les tranches au-dessous. On en déduit un théoréme B pour les tranches
au-dessus :

Corollaire 6.9. — Soit u : A — B un oo-foncteur tel que, pour toute 1-cellule
f:b—=V de B, le co-foncteur canonique A/f : A/b — A/b/ soit une équivalence de
Thomason. Alors, pour tout objet b de B, le carré cartésien

A/b — A
_
“/bJ u
B/p — B,
ot les fleches horizontales sont les co-foncteurs d’oubli, est un carré homotopiquement
cartésien.
Démonstration. — Le résultat se déduit de 1’énoncé analogue pour les tranches au-

dessous (voir [2, corollaire 3.11]) en utilisant le théoréme 6.6, comme dans la preuve
précédente. Plus précisément, on applique cet énoncé au foncteur u°, les hypotheses
étant vérifiées en vertu de la stabilité des équivalences de Thomason par dualité, et
on obtient que le carré qui se déduit du carré de ’énoncé en appliquant la dualité
totale est homotopiquement cartésien. Or, le foncteur dual total étant une involution
préservant les équivalences faibles, il respecte les carrés homotopiquement cartésiens,
et le carré de I’énoncé est donc bien homotopiquement cartésien. O

Remarque 6.10. — Les deux corollaires précédents sont des exemples de résultats
qui se déduisent de le stabilité des équivalences de Thomason par dualité. Dans [6]
et [2], nous avons annoncé un certain nombre d’autres tels résultats; ceux-ci se dé-
montrent tous de maniére similaire aux deux corollaires précédents. On renvoie en
particulier aux remarques 5.28 et 7.13 de [6] et aux remarques 3.16 et 4.5 de [2].
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Appendice A. Rétractes par transformation

Le but de cet appendice est de rappeler les définitions et quelques propriétés des
rétractes par transformation lax et oplax, et de démontrer un des points clés de la
preuve de la proposition 3.12, a savoir que le co-foncteur canonique O,, - A,, qui y
est considéré est la rétraction d’un rétracte par transformation oplax triviale sur les
objets.

A.1. — Soit i : A — B un oo-foncteur. On dit que i est un rétracte par trans-
formation oplax si i admet une rétraction r : B — A (c’est-a-dire un oo-foncteur
vérifiant ri = 14) pour laquelle il existe une transformation oplax « entre ir et 1p.
Dans une telle situation, on dit aussi que r est la rétraction d’un rétracte par trans-
formation oplazx. On parle de rétracte par transformation oplax triviale sur les objets
si la transformation oplax entre ir et 1p peut étre choisie triviale sur les objets (au
sens introduit au paragraphe 2.9).

On définit des variantes lax de ces notions en remplagant la transformation oplax «
par une transformation lax.

Théoréeme A.2. — Soit i : A — B un rétracte par transformation lax ou oplax.
Alors Ni: NA — N B est un rétracte par déformation simplicial et en particulier une
équivalence faible.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de [6, théoreme A.11] dans le cas
oplax et de [6, paragraphe A.18] dans le cas lax. O

La preuve de la proposition 3.12 s’appuie sur l'existence de deux rétractes par
transformation :

Proposition A.3. — Pour tout n > 0, l'unique co-foncteur O, — Aq est la rétrac-
tion d’un rétracte par transformation lax. En particulier, ’ensemble simplicial NO,,
est contractile.

Démonstration. — L’assertion sur le oo-foncteur O,, — A, résulte de [6, propo-
sition 5.16] et de [7, remarque B.4.11]. Le fait que NO,, est contractile est alors
conséquence du théoreme précédent. O

Proposition A.4. — Pour tout n > 0, le co-foncteur canonique O,, — A,, (voir le
paragraphe 3.11) est la rétraction d’un rétracte par transformation oplax triviale sur
les objets.

Démonstration. — Appelons r le oo-foncteur de 1’énoncé. Ce foncteur admet une
unique section s : A,, — O,,. Explicitement, celle-ci envoie, pour 0 < i < n, 'unique
fleche de 7 vers i + 1 dans A, sur I'unique 1-cellule de ¢ vers ¢ + 1 dans O,,. Nous
allons construire une transformation oplax « : 1p, = sr. Puisque pour tout objet i
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de O,,, 'unique 1-cellule de ¢ vers i est 1;, une telle transformation sera nécessairement
triviale sur les objets.

Pour construire «, nous allons utiliser la théorie des complexes dirigés augmentés de
Steiner [23]. Rappelons qu'un compleze dirigé augmenté est un complexe de chaines C
de groupes abéliens en degrés positifs, muni d’une augmentation et, pour tout p > 0,
d’un sous-monoide Cy de C), des p-chaines positives. Les morphismes de complexes di-
rigés augmentés sont les morphismes de complexes de chaines augmentés qui envoient
les chaines positives sur des chaines positives. On obtient ainsi une catégorie Cq,.
Dans [23], Steiner construit un foncteur de « linéarisation » A : co-Cat — Cq, dont
nous ne rappellerons pas la définition générale. Notons simplement que dans le cas
d’une oo-catégorie C libre au sens des polygraphes (c’est le cas de O,,), les p-chaines
de A(C) sont librement engendrées par les générateurs de dimension p de C et la
différentielle est donnée par le but moins la source.

Ainsi, le complexe dirigé augmenté A\(O,,) se décrit de la maniére suivante :

— Le complexe de chaines sous-jacent est le complexe de chaines normalisé associé a

I'ensemble simplicial A,,. Ainsi, A(O,,), est le groupe abélien libre sur I’ensemble

{lios- i) |0 < g < -+ < i <}

et la différentielle, pour p > 1, est définie par

p

d(io, ... ip) = (1) (ios- i1, ip),

=0

O (10, 501y v e yip) = (105 -+ ey T115 81415 - -5 0p)-
— L’augmentation e : A(O,,)9 — Z envoie (ig) sur 1.
— Enfin, le sous-monoide A\(O,);
coefficients sont positifs (au sens large).
Quant au morphisme A(sr) : A(O,,) — A(O,,), puisque le co-foncteur sr est 'identité
sur les objets, envoie pour tout 0 < 7 < j < n la fleche « directe » (i,5) de i vers j

dans O,, sur le composé (5 — 1,5)(j — 2,5 —1)--- (4,4 + 1) et envoie toute cellule de

consiste en ’ensemble des p-chaines dont les

dimension au moins 2 sur une identité, on a

(ZO) si p= 0,
)‘(ST)(i()?""ip) = Zi0<kgi1(k_ l,k) sip=1,
0 sip>2.

En vertu de [7, proposition B.4.7 et théoréme 2.11], la donnée d’une transformation
oplax de 1o, vers sr est équivalente a celle d’'une homotopie de 1y, vers A(sr),
une homotopie entre morphismes de complexes dirigés augmentés étant simplement
une homotopie entre les morphismes de complexes de chaines sous-jacents qui envoie
les chalnes positives sur des chalnes positives. Il nous suffit donc de définir une telle
homotopie.
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Posons

20y--+51p) = . . .
Zi0<k<i1(k—Lk,zh...,zp) sip> 1.

Par définition, h envoie bien les chalnes positives sur des chaines positives et il s’agit
de vérifier que h est une homotopie de complexes de chaines.
— Sip=0,0na

dh(ip) = d(0) = 0 = (io) — (i0) = A(s7)(i0) — 1x(0,)(%0)-
—Sip=1,ona

dh(io,ir) + hd(io, i) = Y d(k —1,k,i1) + h(ir) — h(io)

io<k<ii
= > (kin)— Y (k—1li)+ > (k—1k)
i0<k<iy to<k<iy t0<k<iy
= (i1 —1,i1) — (io,i) + Y (k—1k)
0<k<iiy
= Y (k=1,k) = (io, i)
i0<k<ii

= A(s7)(i0, 1) — 1xn(0,) (f0, 71)-

— Enfin, sip > 2, on a

dh(io, ... ip) = > d(k—1ki1,... i)

i0<k<iiy
= > (kyiv,...dp) = > (k= 1yiy,... i)
1o<k<iy 10<k<iy
p A
+ Z Z(—l)l“(k—1,k,z‘1,...,z‘l,...,ip)
i0<k<iy =1

= (iy — 1,01, ... ip) — (i0y i1, . ., ip)

p
+ > DT = ki, )

i0<k<iy l=1
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et

p
hd(io, ... ip) = > (=1)'h(io, ... i1, . ip)
=0
p

p
= > (k=Lkig,....ip)— > (k—1kis, ... ip)
i1 <k<iz i0<k<iz
p
+Z(71)l Z (kilak7ila"'7{l7"'ai[))
=2 i0<k<ii
p
== > (k—1kig ... ip)
i0<k<iy
p
DG VD W S W N N /R
=2 i0<k<ii
= (i1 — 1,d1,02, ..., dp)
p A
Y DY (k=i p),
=1 io<k<iy

d’ou
dh(io, ... ip) + hd(io, ... ip) = —(ig, ... ,ip)
= )\(ST)(io, e ,ip) - 1>\(0n)(i0, e ,ip).

Ceci achéve de montrer que h est bien une homotopie et démontre donc ’assertion.
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