Hyperbolicité des variétés complexes

Erwan Rousseau

Résumé

Ces notes ont été écrites pour le cours Peccot 2007 du College de
France.
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1 Introduction : le cas des surfaces de Rie-
mann

Les problemes liés a ’hyperbolicité en géométrie complexe ont déja une
longue histoire. On peut les faire remonter au ”petit théoreme de Picard”
et a 1’étude de I'hyperbolicité des surfaces de Riemann compactes de genre
g>2

Définition 1.1 Une variété complexe X est hyperbolique au sens de Brody
sl n’existe pas de courbes entiéres non constantes g : C — X.

Le petit théoreme de Picard peut s’énoncer ainsi :

Théoreme 1.2 Toute fonction entiere g : C — C qui évite au moins deux
points est constante.

Ce théoreme, comme I’hyperbolicité des surfaces de Riemann compactes
de genre g > 2, peuvent étre vus comme conséquence d'un autre théoreme :
le théoreme d’uniformisation de Riemann :

Théoreme 1.3 Toute surface de Riemann simplement connexe est isomorphe
a l'une des 3 surfaces : C, A le disque unité ou P

Définition 1.4 1) Une surface de Riemann est dite elliptique si son revétement
universel est P

2) Une surface de Riemann est dite parabolique si son revétement univer-
sel est C.

3) Une surface de Riemann est dite hyperbolique si son revétement uni-
versel est A.

Proposition 1.5 1) La seule surface de Riemann elliptique est PL.

2) Les surfaces de Riemann paraboliques sont C,C privé d’un point et les
tores de genre 1.

3) Les autres surfaces de Riemann sont hyperboliques.

Le petit théoreme de Picard et I'hyperbolicité des surfaces de Riemann
compactes de genre g > 2 découlent donc directement du fait que C privé de
deux points et S une surface de Riemann de genre g > 2 ont pour revétement
universel A le disque unité et du théoreme de Liouville.

On peut faire une liste des propriétés qui distinguent une courbe C' de
genre deux ou plus des courbes de genre 1 ou 0O :



1) La dimension de la suite pluricanonique h°(C, mK) croit linéairement
avec m.

2) Le fibré cotangent (canonique) est ample.

3) On peut munir C' d’'une métrique hyperbolique de courbure constante,
négative.

Ces propriétés se généralisent a la dimension supérieure. Ainsi, I’étude
des surfaces de Riemann compactes de genre g > 2 amenent a celle des
variétés complexes compactes X dont le fibré canonique Ky est positif. Le
petit théoreme de Picard, lui, ameéne a I’étude du complémentaire dans X,
variété complexe compacte, d’une hypersurface de Y ou le fibré Kx + Y est
positif.

L’étude en dimension supérieure va montrer comment ces propriétés in-
terviennent pour établir 'hyperbolicité de certaines variétés.

Nous pouvons déja donner quelques exemples de variétés hyperboliques
au sens de Brody en plus grande dimension :

Exemple 1.6 Toute variété du type [[C;, ot les C; sont des courbes com-
i=1
plexes compactes de genre g > 2, est hyperbolique au sens de Brody.

Remarque 1.7 Léclatée d’une variété n’est pas hyperbolique au sens de
Brody. Donc, ’hyperbolicité au sens de Brody n’est pas un invariant bira-
tionnel.

2 Hyperbolicité au sens de Kobayashi

2.1 Motivation : lemme de Schwarz

On sait munir le disque unité A, d’'une métrique a courbure constante -1.
C’est la métrique de Poincaré définie par

dzdz

ds® = ———
(1= 1272

Une version du lemme de Schwarz est la suivante :

Lemme 2.1 Soit f: A — A holomorphe. Alors

Sl 1
e P




Corollaire 2.2 1) Soit f : A — A holomorphe. Alors f est 1-contractante
pour la métrique de Poincaré.
2) Un automorphisme de A est une isométrie.

Etant donnée une surface de Riemann hyperbolique 5, il est facile de la
munir d’une métrique a courbure constante -1 : ¢’est la métrique induite par
la métrique de Poincaré sur le revetement universel A.

Mais on peut munir S, et toute variété complexe, d’une (pseudo) métrique
intrinseque qui possede des propriétés similaires a celles du lemme de Schwarz
[23].

Définition 2.3 Soit X une variété complexe lisse, § € Tx , un vecteur tan-
gent a X en x. On définit sa pseudo-norme de Kobayashi par

R(E) = mf{A/3f - A = X, f(0) = 2, Af'(0) = &}

La pseudo-distance de Kobayashi dx est la pseudo-distance géodésique obte-
nue en intégrant cette pseudo-norme.

Remarque 2.4 La définition originale donnée par S. Kobayashi (équivalente
a la précédente par Royden [36]) est la suivante : pour calculer la distance de
Kobayashi entre deux points p,q € X, on construit une chaine d’applications
fi: A — X, 1<i<n, avec deuz points p;,q;, ot f1(p1) = p, fulgn) = q et
fi(g:) = fisr(pinr). Sa longueur st

> p(piai)
=1

ot p est la distance de Poincaré. Alors la pseudo-distance de Kobayashi est la
borne inferieure de ces longueurs, par rapport a toutes les chaines possibles.

Grace a cette pseudo-distance on peut généraliser le lemme de Schwarz
en toute dimension :

Proposition 2.5 Si f : X — Y est une application holomorphe entre deux
variétés complexes, alors

dy (f(p), f(q)) < dx(p,q)

Remarque 2.6 1) Pour le disque unité A, da coincide avec la métrique de
Poincaré.

2) La pseudo-distance dx peut-étre dégénérée. Par exemple dc = 0. En
effet pour x,y € C, considérons les fonctions f,(z) = n(y — z)z + x de A
dans C. Alors de(x,y) < da(0,2) — 0.

n

b}



Définition 2.7 Une variété complexe X est hyperbolique au sens de Kobaya-
shi si dx est une distance.

Dans la suite, lorsque nous dirons que X est hyperbolique, cela signifiera
qu’elle 'est au sens de Kobayashi.

2.2 Lemme de Brody

Une conséquence de ce qui précede est la suivante : si 'on dispose d'une
application entiere non constante f : C — X alors X ne peut pas étre hyper-
bolique au sens de Kobayashi. Ainsi, 'hyperbolicité au sens de Kobayashi
implique I’hyperbolicité au sens de Brody. La réciproque est également vraie
si X est compacte :

Théoréme 2.8 [3/Une variété compacte lisse X est hyperbolique si et seule-
ment si elle est hyperbolique au sens de Brody.

Lemme 2.9 (de reparamétrisation de Brody [3]) Soit X une variété com-
pleze lisse munie d’une métrique hermitienne h et f : A — X une application
holomorphe. Pour tout r € [0, 1], il existe R > r || f'(0)||, et un biholomor-
phisme ¢ : D(0, R) — D(0,r) tels que

1(F o) ()], = L, I(f oY ()], < 1;

pour tout t € D(0, R).

Démonstration. Soit zy € A tel que (1— |2|?) ||f'(rz)|, atteigne son maxi-
mum en zg i.e la norme de la différentielle de z — f(rz) par rapport a la
t+Rzg __

métrique de Poincaré et h est maximale. Soit ¢(t) = rz 25 = 70z (%), Ol gz,

est une isométrie pour la métrique de Poincaré. En particulier, ¢(0) = rzo.
On a

1(f o ) (Ol = [ (O 1f (rzo)ll, = (1 — \Zo|2)}% I1f'(rzo0) [,
donc on doit prendre

R=r(1—|z) |If'(rzo)ll, = I £' (O], -

La norme de la différentielle de f o %) en un point ¢ par rapport a la
métrique de Poincaré et h est

¢
1— =

) 1(f o) ()], -
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Puisque g,, est une isométrie pour la métrique de Poincaré, cette quantité
est & un facteur constant pres, la norme de la différentielle de z — f(rz) en
G20 (;—%) par rapport aux mémes métriques. Elle est donc maximale pour ¢t = 0.
O
Nous pouvons maintenant donner une preuve du théoreme annoncé :

Démonstration. Supposons X compacte non hyperbolique. Alors il existe
une suite de fonctions holomorphes f,, : A — X telle que (||f},(0)][,),,
ne soit pas bornée. Alors par le lemme précédent, on obtient une suite g, :
D0, Ryy) — X telle que Ry, > & [1£4,(0)]] ot g ()] < —rrm g (O)], =

1 pour tout m et z € D(0, R,,). Par le théoreme d’Ascoli, on en déduit qu'une
sous-suite des g,, converge uniformément sur les compacts de C vers une ap-
plication holomorphe ¢ : C —X vérifiant ||¢'(z)]|, < [l¢’(0)||,, = 1 pour tout

z € C. En particulier g est non constante. O

Remarque 2.10 Sans [’hypothése de compacité, le théoreme est fauzr. Consi-
dérons le domaine de C* : D = {(z,w)/ |z| < 1, |wz| < 1 et |w|] < 1 si z = 0}.
D est hyperbolique au sens de Brody : en effet, la projection de D par rapport
a la premiere coordonnée est une application holomorphe sur le disque unité
dont les fibres sont des disques. Cependant, la pseudo-distance de Kobaya-
shi est dégénérée. Calculons la pseudo-distance de Kobayashi entre (0,0) et
(0,wp). Soit fi(z) = (2,0), fa(z) = (£, n2), f3(2) = (& + Z,wp) définies sur
A. f1(0) = (an),fl(%ao)aﬁ(%) = (%>w0)7f3<0) = (%»wo)af?)(%) = (0, wy).
Ainsi, quand n tend vers l'infini la somme des distances hyperboliques tend
vers 0. On conclut que la pseudo-distance de Kobayashi entre (0,0) et (0, wy)
est 0.

2.3 Applications

Proposition 2.11 Soit X — S une famille de variétés complexes compactes
(i.e une submersion holomorphe propre). Alors l’ensemble dest € S tels que
X, soit hyperbolique, est ouvert dans S pour la topologie euclidienne.

Démonstration. Soit &}, une suite de fibres non hyperboliques avec ¢,, — ¢.
Alors par le lemme de Brody, on obtient une suite de fonctions entieres
gn : C =4, telles que ||g,]| < |/g,(0)]], = 1 ot w est une métrique hermi-
tienne sur X. Alors par le théoreme d’Ascoli, on peut extraire une sous-suite
convergeant vers g : C —AX; telle que ||¢'(0)||, = 1. Donc X; n’est pas hyper-
bolique. O

Ainsi 'hyperbolicité est une condition ouverte pour la topologie eucli-
dienne.



On vient de voir que la réciproque du théoreme de Brody est en général
fausse. Cependant, sous certaines hypotheses, on peut montrer que le com-
plémentaire d’une sous-variété X de Y est hyperbolique.

Théoreme 2.12 Soit X une hypersurface dans une variété complexe com-
pacte Y munie d’une métrique hermitienne h.

1) Si Y\X n'est pas hyperbolique, alors il existe une courbe entiére g :
C =Y telle que g(C) C X ou g(C) C Y\X vérifiant ||g'(2)], < l¢'(0)|,, =1
pour tout z € C.

2) Si X et Y\X sont hyperboliques au sens de Brody, alors Y\X est
hyperbolique.

Démonstration. Si Y\ X n’est pas hyperbolique alors il existe une suite de
fonctions g, : 4,,, — Y\ X convergeant uniformément sur les compacts vers
une courbe entiere g : C — Y vérifiant ||¢'(2)]|, < |l¢'(0)||,, = 1 pour tout
z € C. Supposons ¢(0) € X. Soit V un voisinage de g(0) dans Y tel que VNX
soit défini par f = [] fi. Soit i tel que f;(g(0)) = 0. Par le théoreme d’"Hurwitz
(qui stipule qu'une fonction f, limite d’une suite de fonctions holomorphes, ne
s’annulant nulle part, uniformément convergente sur les compacts, s’annule
soit partout, soit nulle part) appliqué a { f; 0 g,» } qui ne s’annulent nulle part,
on en déduit que f; o g = 0. Donc g(C) C X. O

On peut également appliquer le théoreme de Brody au cas du tore com-
plexe :

Théoréme 2.13 ([17]) Soit X une sous-variété d’un tore complexe T. Alors
X est hyperbolique si et seulement si X ne contient pas de translaté d’un
sous-tore.

Démonstration. Si X contient un sous-tore alors on aurait une courbe
entiere C — X, ce qui contredirait I’hyperbolicité de X par le théoreme de
Brody.

Réciproquement, si X n’est pas hyperbolique, alors par le théoreme de
Brody, on obtient une application holomorphe f : C —X telle que || f'(2)| <
Let |f/(0)]] = 1. T = C"/A ou A est un réseau, et I'on munit 7" de la
structure hermitienne provenant de C". Alors f se releve en une application
(f1, -, fn) & valeurs dans C" le revétement universel. De plus

S <.
=1

Ainsi, par le théoreme de Liouville, les f! sont constantes et les f; linéaires.
On peut supposer que f;(0) = 0 donc f(C) = F est un sous-groupe de X.
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L’adhérence de Zariski de F' dans X l'est également i.e F'cFeatFFCF
(z — 27!, 2 — za sont des homéomorphismes de X pour la topologie de
Zariski). O

3 Hyperbolicité algébrique

3.1 Le cas compact

L’hyperbolicité impose de fortes restrictions géométriques. En particulier
elle limite le type de sous-variétés qui peuvent apparaitre.

Définition 3.1 ([10]) Soit X une wvariété lisse complexe compacte munie
d’une métrique hermitienne dont la (1,1)-forme positive associée est w. On
dit que X est algébriquement hyperbolique si il existe € > 0 tel que pour toute
courbe compacte irréductible on ait

—x(C) =29(C) — 2 > e deg, (C)

ot g(C') est le genre de la normalisation de C, x(C') sa caractéristique d’Euler
et deg,(C) = [, w. (Cette propriété est indépendante de w).

Proposition 3.2 (/10]) Si X est hyperbolique alors X est algébriquement
hyperbolique.

Démonstration. Si X est hyperbolique il existe g > 0 tel que kx(§) >
g0 [|€]|,, pour tout & € Tx. Soit v : C — C la normalisation. Puisque X est
hyperbolique C ne peut étre rationnelle ou elliptique, donc elle est hyperbo-
lique. On peut la munir de la métrique hyperbolique kz. Alors la formule de
Gauss-bonnet donne :

/Cdac = _Tl /Ccurv(kc) = —gx(é)

Sij:C — X est I'inclusion, on a :

ka(t) > kx((jov)t) > &0 |[(F ov).t],

/d00253/(joy)*w:58/w.
C C c

donc



3.2 Le cas logarithmique

Soit X une variété complexe lisse et D C X un diviseur & croisements
normaux i.e en tout point x de D, on peut trouver des coordonnées z1, ..., 2,
telles que D = {z1...z; = 0}. On appelle (X, D) variété logarithmique et on
note X = X\D.

Définition 3.3 Soit (X, D)_une variété logarithmique, w une métrique her-
mitienne sur X. On dit que X\ D est hyperboliquement plongée dans X si il
existe € > 0 tel que pour tous x € X, £ € T'x,

kx(§) = €€l -

Définition 3.4 ([5]) Soit (X, D) une variété logarithmique. Pour chaque
courbe C C X,C ¢ D, soit v : C — C la normalisation de C. Alors on
définit i(C, D) comme le nombre de points distincts dans v=(D).

Définition 3.5 Soit (X, D) une variété logarithmique, w une métrique her-
mitienne sur X. (X, D) est algébriguement hyperbolique s’il existe € > 0 tel
que

29(C) —2+1i(C, D) > edeg,(C)
pour toute courbe C C X,C ¢ D.
Proposition 3.6 (/28]) Soit (X, D) une variété logarithmique, w une métrique

hermatienne sur X, telle que X = X\D est hyperbolique et hyperboliquement
plongée dans X. Alors (X, D) est algébriquement hyperbolique.

Démonstration. La preuve est parallele a celle du cas compact en utilisant
la formule de Gauss dans le cas compact qui nous donne que pour une surface
de Riemann compacte lisse C' et un diviseur D C C réduit si C\D est
hyperbolique munie de la métrique a courbure constante -1 alors

Aire(C\D) = 27(29(C) — 2 + deg(D))

O

3.3 Hyperbolicité algébrique des hypersurfaces et des
complémentaires d’hypersurfaces de 1’espace pro-
jectif

S. Kobayashi a proposé la conjecture suivante pour les hypersurfaces de

I’espace projectif
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Conjecture 3.7 Une hypersurface générique Xy C P" (n > 3) de degré d
est hyperbolique pour d > 2n — 1.

Conjecture 3.8 P"\ X, est hyperbolique pour X, hypersurface générique de
degré d > 2n + 1.

Des la dimension 2, cette conjecture est tres difficile a montrer donc dans
un premier temps il est intéressant de regarder si ces configurations vérifient
les propriétés conjecturalement équivalentes a I’hyperbolicité comme ['hyper-
bolicité algébrique ou mieux la conjecture de Lang

Conjecture 3.9 ([24]) Une variété X est hyperbolique si et seulement si
toutes ses sous-variétés (et X elle-méme) sont de type général i.e Kx est big.

Ce travail a été fait dans le cas compact par Clemens [6], Pacienza [27]
et Voisin [41], [40], [42] :

Théoréeme 3.10 ([27]) Toutes les sous variétés d’une hypersurface trés gé-
nérique de degré d > 2n — 1,n > 4 et d > 6,n = 3, dans P sont de type
générale.

Le point de départ de la preuve est une technique développée par Clemens
[6], Ein [14] et Voisin [40]. Soit X C P x PN 'hypersurface universelle de
P de degré d. Alors

Proposition 3.11 [37] Le fibré vectoriel Ty @p*Opn (1) est engendré par ses
sections globales, ot p est la projection P x PN¢ — P,

Démonstration. Considérons des coordonnées globales (Z;)o< <y (resp. (dq)|a|=d)
sur C*! (resp. CNetl), L'équation de X C P™ x PN g’écrit alors

ZaaZo‘ =0

ou Z% = HZ;”. Considérons l'ouvert Uy = {Zy # 0} x {aq. o # 0} de
P x PN, Dans la suite on considere les coordonnées inhomogenes associées.
Soit @ € N? et un entier j tel que a; > 1. Sur Uy on a le champ de
vecteurs
0 0

Oag T 0ag
ol z; = Z;/Zy, o, = ay si k # j et @; = a; — 1. Ce champ de vecteurs est

tangent a Xy = X N Uy et on peut I'étendre a X comme champ de vecteurs
méromorphes de pole d’ordre 1.

Vo =

11



Soit
S
0= - ]8zj
7=1
(4)

nooo _ () -
un champ de vecteurs sur C*, o v; = > v,z + v5 est un polynéome de
k

degré au plus 1 en les z;. Alors il existe un champ de vecteurs

szvaa%wo

lo|<d

tangent a Xy qui s’étend a X comme champ de vecteurs holomorphe. En
effet, la condition pour que V soit tangent a Xj est

a o
;vazo‘ + azjaavjaizj =0

et les v, sont choisis de telle sorte que le coefficient du monéme z, soit égal
a z€ro.
Il est maintenat facile de voir que les champs de vecteurs construits
précédemment engendrent Ty @ p*Opn(1). O
On peut alors montrer :

Théoreme 3.12 Soit X une hypersurface trés générale de degré d > 2n de
P™ et Y une sous-variété de X, avec pour désingularisation v :Y — Y. Alors

HY Y, Ky ® v*Opn(—1)) # 0.
Un corollaire est

Corollaire 3.13 Une hypersurface trés générique de degré d > 2n dans P"
est algébriquement hyperbolique.

Démonstration. Si C' C X est une courbe avec v : C' — C pour désingulari-
sation. Alors

0 <deg(Kg® v Opn(—1)) = 29(C) — 2 — deg(C).

O

Passons a la preuve du théoreme
Démonstration. Soit X C P" x P I'hypersurface universelle de degré
d et U C PMe I'ouvert paramétrisant les hypersurfaces lisses. On considere
une sous-variété ) C X, telle que la projection )) — U soit dominante de

12



dimension relative k. On considére v : Y — Y une résolution ). Pour un
élément générique F € U, on a :

N o ONtk
(7) KYF ~ ij’?F

par adjonction,

n—1-k
(“) ( /\ TXlXF) ® Kxp ~ Qngk\XF

et une application

(1) QY (1) — Qgré(—n.

Ainsi, il est suffisant de montrer que

(n_/\l_ TX> @ Ox,p(d—n—2)

est engendré par ses sections globales. Par

1

il suffit alors de montrer que
Tx(1)

est globalement engendré car par hypotheses d > 2n > 2n + 1 — k. 0
Le lemme 3.11 permet également de montrer la non-déformabilité des
courbes entieres dans ces hypersurfaces :

Théoréme 3.14 [8] Soit U C PNe un ouvert et ® : Cx U — X une applica-
tion holomorphe telle que ®(C x {t}) C X; pour tout t € U. Alors si d > 2n,
le rang de ® n’est mazimal nulle part.

Autrement dit, si la conjecture de Kobayashi est fausse les courbes entieres
ne peuvent pas étre rangées dans une famille holomorphe définie sur un ouvert
de I'espace des modules des hypersurfaces.

Le cas logarithmique a été traité par Chen [5], Pacienza et Rousseau [28].
Tout d’abord introduisons le formalisme lié aux variétés logarithmiques. Soit
V une variété complexe lisse et D un diviseur a croisements normaux. Soit
V = V\D le complémentaire de D.

13



En suivant [21], le fibré cotangent logarithmique T, = T (log D) est
défini comme le sous-faisceau localement libre du faisceau des 1-formes méromorphes
sur V', dont la restriction a V' est Ty, et en un point € D donné par

l dz n
— i
Zﬁv7m == E OV,:B_Z, + E OdeZj
i=1 ¢ j=1+1

ot les coordonnées locales z ..., 2, centrées en x sont choisies telles que D = {
21..21 =0}

Son dual, le faisceau tangent logarithmique Ty = T 7 (—log D) est le sous-
faisceau localement libre du faisceau 737, dont la restriction a V' est Ty et un
un point x € D donné par

l n
= 0 0
TV,I = ZOV@Zig + Z vaa—zj.
i=1 L

Rappelons qu’en partant d'un diviseur arbitraire, le théoreme des résolutions
d’Hironaka [19] garantit qu’on peut le remplacer par un diviseur & croisement
normaux apres éclatements.

Théoréme 3.15 (Hironaka, [19]) Soit V une variété compleze algébrique
irréductible (éventuellement avec des singularités), et D C V un diviseur
effectif sur V. Il existe un morphisme projectif birationnel

piVi—=V,
ou V' et lisse et u a pour diviseur exceptionnel except(p), tel que
p (D) + except(p)
est un diviseur a croisements normauz.
On appelle V' une résolution logarithmique de (V, D).

Théoréme 3.16 ([28]) Soit X4 une hypersurface trés générique de degré
d > 2n+ 1 dans P". Alors toutes les sous-variétés logarithmiques (Y, D) de
(P, X4) (D =Y N Xy) sont de type log-général i.e pour toute résolution
v:Y =Y de (Y, D) le fibré canonique logarithmique Ky (v™Y(D)) est big.

Démonstration. Nous allons montrer le résultat plus fort : pour X, une
hypersurface tres générique de degré d > 2n + 1 dans P™ et (Y, D) une sous-
variété logarithmique de (P", X;) de résolution v : Y — Y on a

WY, Ky ® v*Opn(—1)) # 0.
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Soit X C P x PY¢ I'hypersurface universelle de degré d et U C PN
I'ouvert paramétrisant les hypersurfaces lisses. On considere une sous-variété
irréductible Y C P" x P4 intersectant proprement X, telle que la projection
Y —U soit dominante de dimension relative k. Soit D C Y le diviseur induit
par X. On considere v : J) — ) une résolution logarithmique de (), D). Pour
un élément générique F' € U, on a :

N = ~N+k
() Ky, =37,

par adjonction,

) (/\ Tpnypra (— log X)lﬂwﬁ ) (39 FP}; ~ Qpny pry (log X) |7
et une application
~N+k
(11) Qpn yprg (log X)|P% 2n+1—-k—d) — Qﬂ?F(Qn +1+k—d).

Ainsi, il est suffisant de montrer que

n—k
(/\ Tpnpra(—log X)

est engendré par ses sections globales. Par

]P’};) ®OP7};(TL—]€)

n—k
(/\TPnXPNd(_ log X)|P%> ® Opn (n — /\ (Tpnxpwd —log X)‘P% (1))
il suffit alors de montrer que
Tpnyprva (— log X) [P (1)
est globalement engendré. O

Théoréeme 3.17 (/28]) Soit X, une hypersurface trés générique de degré
d > 2n+1 dans P". Alors (P", X4) est algébriqguement hyperbolique.

Démonstration. Soit C' C P" une courbe intersectant proprement Xy, f:
C' — C une désingularisation, D := C N Xz et D = f~ 1(D) alors par la
preuve précédente

0 < deg(Kz(D) ® f*Opn(2n — d)) = 29(C) — 2+ i(C, X4) — (d — 2n) deg C.
0
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4 Courbure négative et lemme d’ Ahlfors-Schwarz

Soit L un fibré en droites sur une variété compacte complexe X tel que
I'espace des sections H(X, L) # 0 ait pour base g, s1..., sy. On définit alors
une application

o, : X PV,
z = [so(2):...:sn(2)]

Cette application est holomorphe en dehors des points de base ou toutes les
sections s’annulent.

Définition 4.1 Si & est un plongement holomorphe alors on dit que L est
trés ample. L est dit ample si L™ est trés ample pour un entier m > 0.

Définition 4.2 Si ®;m est un plongement méromorphe alors on dit que L
est big.

Remarque 4.3 L est big < H°(X,L ® A7) # 0 pour A fibré en droites
ample < H°(X,L™) > am™ ot a > 0,n = dim X.

On a alors le théoreme de Kodaira

Théoreme 4.4 Un fibré en droites sur une variété lisse complexe compacte
Kahler X est ample si et seulement si L peut étre muni d’une métrique her-
mitienne lisse a courbure positive.

Pour un fibré vectoriel E sur X, on dit que E est ample si et seulement si
Opg+(1) est ample sur P(E*). (P(E) désigne le fibré des droites vectorielles
de F)

Une des idées fondamentales est que I’hyperbolicité devrait étre liée a des
propriétés de négativité de la courbure. Par exemple on a le résultat suivant :

Théoréme 4.5 (Kobayashi,Urata [39]) Soit X une variété compleze com-
pacte lisse dant le fibré cotangent est ample. Alors X est hyperbolique.

Démonstration. 7% est ample donc pour m suffisament grand on a assez
de sections de S™T's pour obtenir une application g : Tx — C¥ qui envoie la
section nulle 0(X) sur 0 et est un isomorphisme de T'x\0(X) sur son image.
Si X n’est pas hyperbolique alors par le théoreme de Brody, on dispose d'une
application f : C — X telle que || f'(2)]| < Let ||f'(0)|| = 1. Ainsi go f” est une
application entiere bornée donc constante et puisque g est un isomorphisme
en dehors de la section nulle, on a f* = 0 et donc [ est constante. C’est une
contradiction. OJ
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Lemme 4.6 (d’Ahlfors-Schwarz) Soit y(t) = ~o(t)dtdt une métrique hermi-
tienne singuliere sur A ou log~yy est une fonction sous-harmonique telle que
i001og vy > Ay au sens des courants pour A > 0. Alors v peut se comparer
avec la métrique de Poincaré ds® :

2
v < ZdSQ.

Démonstration. Supposons d’abord ~ lisse. Quitte a remplacer 7 par ~,.(t) =
v(rt) et faire tendre r — 1, on peut supposer que v s’étend a un plus grand
disque. Soit a : A — R¥ la fonction définie par v = ads®. Elle est continue
et vaut 0 sur 0A, donc atteint son maximum en tq € A, donc

0 > i00dlogal(ty)

_ _ 1
= 100logy(tg) — 1001log ———
(1= 1) s,
S At — 21 i) — 2)ds?
—2———— = (Aa(ty) — 2)ds

= A7l (1— |t|2)2 0
Donc Aa(tg) —2<0eta < 2.
Si v n’est pas lisse on utilise un argument de régularisation. O

Corollaire 4.7 Soit X une surface de Riemann munie d’une métrique her-
mitienne singulicre Y(t) = ~o(t)dtdt telle que i00log~yy > Ay au sens des
courants pour A > 0. Alors pour toute application holomorphe f : A — X,
[y < 2ds?.

Soit X une variété lisse complexe munie d’une métrique hermitienne w
et v € Tx,. On définit la courbure sectionnelle de w dans la direction v
par K, ([v]) = sup K,(0) ou la borne supérieure est prise sur toutes les
applications holomorphes f : A — X telles que f(0) = x et v est tangent a
f(A), Ky, étant la courbure de Gauss associée a f*w. Alors, on a :

Proposition 4.8 Soit X une variété lisse complexe munie d’une métrique
w a courbure sectionnelle K, < B < 0. Alors X est hyperbolique.
5 Espaces de jets et opérateurs différentiels

Soit X une variété complexe de dimension n. On définit le fibré J, — X
des k-jets de germes de courbes dans X, comme étant I’ensemble des classes
d’équivalence des applications holomorphes f : (C,0) — (X, z) modulo la
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relation d’équivalence suivante : f ~ ¢ si et seulement si toutes les dérivées
f9(0) = ¢g“(0) coincident pour 0 < j < k. L’application projection J, — X
est simplement f — f(0). Grace a la formule de Taylor appliquée a un
germe [ au voisinage d'un point x € X, on peut identifier J; , a I’ensemble
des k—uplets de vecteurs (f(0),..., f*(0)) € C"*. Ainsi, J; est un fibré
holomorphe sur X de fibre C**. On peut voir qu’il ne s’agit pas d'un fibré
vectoriel pour k£ > 2 (pour k = 1, ¢’est simplement le fibré tangent T'y).

Définition 5.1 Soit (X, V) une variété dirigée i.e V- C Tx est un sous-fibré
vectoriel. Le fibré J,V — X est l'espace des k—jets de courbes f : (C,0) — X
tangentes a V, c’est-a-dire telles que f'(t) € Vi) pour t au voisinage de 0,
Papplication projection sur X étant f — f(0).

5.1 Construction

Nous présentons la construction des espaces de jets introduits par J.-P.
Demailly dans [10].
Soit (X, V') une variété dirigée. On définit (X', V') par :
i) X' = P(V)
ii) V' C T est le sous-fibré tel que pour chaque point (z, [v]) € X’ associé
a un vecteur v € V;\{0} on a :
Vi) = 1€ € Txym € Cu}

,[v]

ou w: X" — X est la projection naturelle et 7, : Txs — 7*Tx. Le fibré V'
est caractérisé par les deux suites exactes

0 — Txyx = V' 5 Ox(-1) =0,
0 — OX/—>7T*V®OX/(1)—>TX//X.

La deuxieme suite exacte est une version relative de la suite exacte d’Euler
associée au fibré tangent des fibres P(V,). On définit par récurrence le fibré
de k-jets projectivisé P,V = X}, et le sous-fibré associé Vi, C T, par :

(Xo, Vo) = (X, V), (Xk, V&) = (X;_1,V/_;). On a par construction :

dim Xy =n+ k(r — 1), rangVy = r :=rangV

Soit 7y la projection naturelle 7y, : Xj, — Xj;_1, on notera 7y : X — X
la composition 711 0 19 0... 0wy, pour j < k.

Par définition, il y a une injection canonique Op,y(—1) — m;V4_1 et on
obtient un morphisme de fibrés en droites

* (ﬂ' )*(ﬂ- — )* *
Opv(-1) = mVier =" m0p,_,v(-1)
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qui admet
Dy = P(Tp_,v/p, ,v) C BV

comme diviseur de zéros
Ainsi, on a :
Opv (1) = m,0p,_,v(1) @ O(Dy).

Remarque 5.2 Chaque application non constante f : Arp — X de (X, V)
se releve en fig 1 Agp — BV, En effet
si f n'est pas constante, on peut définir la tangente [f'(t)] (aux points sta-

tionnaires f'(t) = (t — to)u(t), [f'(to)] = [u(to)] ) et fin(t) = (F(£). [F'(£)]).

Nous allons décrire cela par des coordonnées dans des cartes affines :
pour chaque point xy € X, il y a des coordonnées locales (z, ..., z,) sur un
voisinage U de xq telles que les fibres (V,),cpy peuvent étre définies par des
équations linéaires :

V,={¢= Zlgjgn gjaizj;gj — Zlgkgr ajx(2)& , pour j = r+1,...,n}. Donc la
carte affine {; # 0 de P(V')y peut étre décrite par le systeme de coordonnées :
(21, ey Zn; %, s é—r)
J J
On peut calculer les coordonnées de fj dans les cartes affines :

si fig = (F1, ..., Fy) on obtient fi41) = (F1, ..., Fi, %? o ;T;:l)

ou N =n+k(r—1) et {s1,....,8} C {l,..N}. Si k > 1, {s1,....8:}

contient les derniers r — 1 indices de {1,...,N} correspondants aux com-

posantes verticales de la projection P,V — P,V et s, est un indice tel que

m(Fs,,0) = m(fu,0), ot m(g,t) désigne la multiplicité de la fonction g en ¢.
Il est clair que la suite m(fj,%0) est décroissante au sens large puisque

fik—1) = T © fii). En fait, on a :

Proposition 5.3 [10] Soit f : (C,0) — X un germe de courbe non constant
tangent a V. Alors pour tout j > 2, on a m(fj—9,0) > m(f-1,0) et
linégalité est stricte si et seulement si fi;(0) € D;.

Réciproquement, si w € P,V est un élément arbitraire et my > ... >
my—1 > 1 sont des entiers tels que pour tout j € {2, ...k}, mj_q > m;_; si et
seulement si m;x(w) € D;, alors il existe un germe de courbe, f : (C,0) — X
tangent a V tel que fi)(0) = w et m(fi;),0) = m;.

Un point w € X}, est dit régulier s'il existe un germe f : (C,0) — X tel
que fi(0) = w et mo(f,0) = m(fr),0) = ... = m(fjg—1),0) = 1. Ceci est

1.
possible par la proposition précédente si et seulement si 7;(w) ¢ D; pour
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tout j € {2,...,k}. On définit donc [10] :

PV = () 7 (PV\Dy),
2<5<k

PV = | ] 7m0 (D)) = BV\PV™.
2<5<k

Proposition 5.4 Soit f : (C,0) — X un germe de courbe, avec une pa-

ramétrisation irréductible et une singularité en f(0). Alors on peut désingulari-
ser le germe de courbe par la construction des jets de Demailly, i.e il existe

un entier k tel que m(fjx),0) = 1.

5.2 Opérateurs différentiels sur les jets

D’apres [18], on introduit le fibré vectoriel des jets de différentielles,
d’ordre k et de degré m, EkfoLV* — X dont les fibres sont les polynomes

a valeurs complexes Q(f', f”, ..., f*) sur les fibres de J,V, de poids m par
rapport a l'action de C* :

QS NS s AP = A Q(f f s f )

pour tout A € C* et (f', f”, ..., f®)) € J,V.
EE&V* admet une filtration canonique dont les termes gradués sont

Grl(EJSV™) = S"V @ SV @ .. S*VF,

ottl := (Iy,lo, ..., 1) € NF vérifie I, +2lo+...4+klp = m. En effet, en considérant
I'expression de plus haut degré en les ( fi(k)) qui intervient dans ’expression
d’un polynome homogene de poids m, on obtient une filtration intrinseque :

EfS,Vi=5CS C..C S[%] =E;SV*

ou

Si/Si1 = SV @ EZG V™

)

Par récurrence, on obtient bien une filtration dont les termes gradués sont
ceux annoncés plus haut.

D’apres [10], on définit le sous-fibré Ej,,,V* C Eggv*, appelé le fibré des
jets de différentielles invariants d’ordre k et de degré m, i.e :

QU(fo o), (fod), ..(fod)®) =g O)"Q(f, 1", ... fP)
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pour tout ¢ € Gy le groupe des germes de k-jets de biholomorphismes de
(C,0). Pour Gy le sous-groupe de Gy des germes ¢ tangents a l'identité
(¢'(0) = 1) on a By, V* = (E{GV*)%.

La filtration canonique sur EZ¢V* induit une filtration naturelle sur
Ey . V* dont les termes gradués sont

Gy,
( s’1V*®Sl2V*®...®slkv*) :
l1+2lo+...+kl=m
Le lien entre ces espaces d’opérateurs différentiels et les espaces de jets
construits précédemment est donné par :

Théoréme 5.5 [10] Supposons que V a un rang r > 2.

Soit mog : PV — X, et JV" le fibré des k-jets réguliers i.e f'(0) # 0.

i) Le quotient J V"9 /Gy, a la structure d’un fibré localement trivial au-
dessus de X, et il y a un plongement holomorphe J,V'™ /G — PV, qui
identifie JyV"9 /Gy, avec P V"™,

ii) Le faisceau image direct (moy)«Op,v(m) ~ O(Ey ., V*) peut étre iden-
tifié avec le faisceau des sections holomorphes de Ej ,, V™.

iii) Pour tout m > 0, le lieu de base du systéeme linéaire |Op,y(m)| est
égal a P,V*™9. De plus, Op,y(1) est relativement big (i.e pseudo-ample )
au-dessus de X.

Démonstration. i) Pour f € J,V' on a le relevé fu) = (f,[f']) € AV
et par récurrence un (k — j)—jet fi et la valeur fi(0) est indépendante
du choix du représentant pour le k-jet f. Le relevement commute avec la
reparamétrisation donc (f o @)y = fiy © ¢ et on a une application bien
définie

kamg/Gk — PkVTeg,
f mod Gk — f[k}(O).

On peut la décrire explicitement en coordonnées. Prenons des coordonnées
locales (z1,...,2,) en xy € X telles que V,, = Vect((%l,...,a%r). Soit f =
(f1, -, fn) un k—jet régulier tangent a V. Alors il existe 1 < ¢ < r tel que
f1(0) # 0 et une reparamétrisation t = ¢(7) telle que food =g = (g1,..-, 9n)
avec g;(T7) = 7. On suppose i = r. P,V est une tour a k étages de P"~1 —fibrés.
Dans les coordonnées inhomogenes correspondantes de ces P!, le point

Ji(0) est donné par la collection de dérivées

((91(0), s g1_1(0)); (97(0), .y g1 (0)); .5 (917(0), .. g1 (0))).
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Ainsi application Ji V" /Gy — P,V est une bijection et les fibres de
ces fibrés isomorphes peuvent étre vues comme la réunion de r cartes affines
Cr=DF associées & chaque choix de 1.

ii) Puisque les fibrés P,V et Ej ,,,V* sont tous les deux localement triviaux,
il suffit d’identifier les sections de Op,y(m) sur une fibre P,V avec la fibre
Ey ., V; pour tout point z € X.

Soit donc o une section de Op,y(m) sur une fibre PV, et f € J, V" un
k—jet régulier en . La dérivée fj, ,,(0) définit un élément de Op,y(—1) en
f[k}(()) € P.V. Alors

QU "oy F) = o (f1(0))-(fisy (O)™

définit un opérateur complexe holomorphe sur J; V. invariant par repa-
ramétrisation. Ji V] est le complémentaire d’un sous-espace linéaire de co-
dimension n dans J,V, donc Q s’étend holomorphiquement sur J,,V, ~ (C")*
par le théoreme d’extension de Riemann (r > 2). Ainsi @) s’écrit comme une
série entiere convergente

QU " s f¥) = D oy () (F9).

at,..., o €ENT

L’invariance sous l'action de GGy implique en particulier la multihomogénéité
de @, et donc le fait que () soit un polynome.

Réciproquement, pour tout w dans un voisinage de wy € PV, on peut
montrer I'existence d’une famille holomorphe de germes de courbes f,, :
(C,0) — X telle que (f)x(0) = w et (fu)j_yy(0) # 0. Alors Q € Ej,, V'
donne une section o de Op,y(m) sur PV, par

o(w) = Q(fi f2s s FENO)N(fo)fju—y (0)) ™

iii) Si g est la reparamétrisation de f telle que g.(7) = 7, les polynomes
invariants Q(f’, f”, ..., f®) = f;Qk*lgl(j) sont des sections de Op, v (2k — 1)
qui séparent les points dans la carte affine f] # 0 de P, V).

Les sections f — f{,..;, f — f/ s’annulent exactement sur P,V *". On
peut aussi montrer (cf. [10]) que réciproquement toute section o de Op, v (m)
sur une fibre PV, s’annule sur P,V "9, O

Remarque 5.6 [l découle du théoréme précédent que Op,y (1) n'est jamais
relativement ample pour k > 2. Par contre, pour a € ZF

Op,v(a) = Opyv(ar) @ 71 1 Op, v (ak-1)... @ 71, Opv (a1)

est relativement ample pour a; > 3as, ..., ai_o > 3a_1 et ap_1 > 2a; > 0.
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5.3 Meétriques sur les k-jets a courbure négative

Définition 5.7 Soit L un fibré en droites sur une variété complezxe lisse X.
Une métrique hermitienne singuliére sur L est une fonction ||.||, : L — Rt

donnée dans une trivialisation locale quelconque U x C = Ly par

lu(z, &), = 1€ e

ot ¢ € Li,.(U). Son courant de courbure est défini par ©,(L) = £90¢ et le
lieu singulier de la métrique est I’ensemble des points x tels que ¢ ne soit pas
borné sur tout voisinage de x.

Exemple 5.8 Si sq,...,sy sont des sections holomorphes non nulles de L,
on peut définir une métrique singuliere sur L par

lu~? os|2

u o sl 4 ...+ Jut o syl

2
sl = |

Le poids associé est la fonction plurisousharmonique

1 N
_ 2
¢:§k%<§iwlo%l>
=0
et le courant associé est donc positif.

Théoreme 5.9 Soit L un fibré en droites sur une variété compacte complexe
lisse X munie d’une métrique lisse hermitienne w. L est big si et seulement
si il existe une métrique singuliére h sur L telle que ©p(L) > ew pour € > 0.

Définition 5.10 [10] Une métrique singuliére hy, de k-jets sur une variété
compleze dirigée (X,V) est une métrique sur le fibré en droites Op,v(—1),
telle que la fonction de poids ¢ est telle que —¢ soit quasi-plurisousharmonique.
On note ¥y, C P,V le lieu singulier de la métrique i.e 'ensemble des points
ol ¢ n'est pas localement bornée, et ©,-1(Op,v (1)) = —190¢ le courant de
courbure.

On dit que hy est a courbure négative au sens des jets sil existe € > 0 et une
métrique hermitienne wy sur TP,V tels que :

0,1 (Opv(1)() = [€[Z, , pour tout € € V;
Remarque 5.11 [inégalité est prise au sens des distributions :

Comme application du lemmme d’Ahlfors-Schwarz on a :
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Théoréme 5.12 [10] Soit (X,V) une variété complexe compacte dirigée. Si
(X, V) a une métrique de k-jet avec courbure négative, alors toute courbe
entiere f : C — X tangente a V vérifie fi)(C) C Xy,. En particulier, si
Y, C BV alors (X,V) est hyperbolique.

Démonstration. Soit w; une métrique hermitienne lisse sur Tp,y. Par hy-
pothese, il existe € > 0 tel que

©,-1(Opv(1))(§) > € \£|ik , pour tout § € V.

(7% )« envoie Vi contintiment sur Op, 1 (—1) et le poids e=? de hy, est localement
majoré. Donc il existe C' > 0 telle que

](ﬂk)*é‘\ik <C lﬁ\ik , pour tout & € V.

Ainsi : .
©,,-1(Opv(1))(§) > c |(mx)4&]; . pour tout & € V.

Soit f : Ag — X une application holomorphe non constante tangente a V.
On a un morphisme :

F = fiy:Tap, = f30pv(-1)
et on peut alors construire une métrique
v = yo(t)dt @ dt = F*hy, sur Th,,.

Si fiy(Agr) C X, alors v = 0. Sinon (t) s’annule en les points singuliers
de fir—1) et en les points de f[;}l(Ehk). En les autres points, la courbure de
Gauss de v vérifie

i0010g70(t)  —m(fir) One(Op(—1)) 0,1 (Opv (1)) (fy (1)) S
V(t) - F*hk - f[/k ](t)r o
—1 by

Le lemme d’Ahlfors-Schwarz implique alors

2C R™2|dt|?
V) < ———
gl [t \2

(1 - R2)

donc , )
20 R2|di|

0 2 < —

| [k—1] ‘hk ! (1_|]t?_\22)2
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Si f : C — X est une courbe entitre tangente a V' telle que fj)(C) € 25, alors
on obtient par I'inégalité précédente, en faisant tendre R — +o00, que fi_q
est constante donc aussi f. Si Xj,, C P,V*™, alors puisque fi(C) C X5, on
obtient f’(t) = 0 en tout point et f constante. O

En particulier, 'existence de suffisamment de jets de différentielles glo-
bales implique que I'on peut construire une métrique de k-jet avec courbure
négative :

Corollaire 5.13 [10] Supposons qu’il existe des entiers k,m > 0 et un fibré
en droites ample L sur X tel que

H°(PV,Op,y(m) @ my L) ~ H(X, BV @ L)

ait des sections non nulles o1, ...,on. Soit Z C P,V le lieu de base de ces
sections. Alors toute courbe entiere f : C — X tangente a V vérifie fi(C) C
Z. Autrement dit, pour tout opérateur différentiel P, G —invariant a valeurs
dans L™, toute courbe enticre f : C — X tangente a V vérifie I'équation

différentielle P(f) = 0.

Définition 5.14 [10] Soit A un fibré en droites ample sur une variété com-
plexe compacte X. L’ensemble base des k—jets est défini par :

By := () Brm C Xk

m>0

ot By est le lieu de base du fibré Ox, (m) @ 75, O(—A).

D’apres le corollaire précédent toute courbe entiere non constante f :

C — X vérifie fiy(C) C By, donc f(C) C () mk,0(Bk).
k>0
Ceci peut-étre mis en relation avec la conjecture de Green et Griffiths

[18] :

Conjecture 5.15 Si X est une variété de type général, toute courbe entiére
f + C — X est algébriquement dégénérée et il existe un sous ensemble
algébrique propre Y C X contenant toutes les images des courbes enticres
non constantes.

5.4 Le théoreme de Bloch

Théoreme 5.16 Soit Z un tore complexe et f : C — Z une application

holomorphe. Alors 'adhérence de Zariski f((C)ZaT est le translaté d’un sous-
tore de Z.
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Démonstration. Soit f : C — Z une courbe entiere et X 'adhérence de
Zariski de f(C). Soit Zy = Py(Ty) le fibré de k—jets de Z et X I'adhérence
de X, = Py(Txres) dans Zy. Ty est trivial donc Zy = Z X R, ou R,
est une variété rationnelle. Il existe a € N¥ tel que Oy, (a) est relativement
tres ample i.e il existe Og, ,(a) tres ample tel que Oy, (a) = pry O, (a).
Soit @ : X — R, la restriction de la projection Z X R, — R, . On a
OXk (CL) = (I)ZORnk (CL)

Soit B, C X} 'ensemble des points x € X}, tels que la fibre de &, passant
par z soit de dimension positive. Supposons By, # Xj. Alors Oy, (a) est big
donc peut étre muni d’'une métrique singuliere a courbure positive dont le
lieu de dégénérescence est By. Alors on a fj(C) C By. Cette inclusion est
également vraie si By = Xj.

Ainsi par tout point fi(to) il y a un germe de courbe dans la fibre
@El((bk(f[k](tg)) t— u(t) ( ( ) jk) € Xy CZXR, & avec U(O) = f[k}(tg) =
(20, Ji) €t 20 = f(to). Alors (2(1), ji) est 'image de fj, (to) par le relevé d’ordre
k de la translation 7 : 2 — z+s définie par s = z(t) — zp. On a f(C) € X®"8
puisque X est 'adhérence de Zariski de f(C), on choisit donc ¢, tel que
f(to) € X" soit un point régulier. On définit

Au(f) = {5 € Z : fu(to) € Pu(X) N Po(r_o(X)).

Ag(f) est un sous-ensemble analytique de Z contenant la courbe t — s(t) =
z(t) — zp passant par 0. Puisque A;(f) D Aa(f) D ... D Aw(f) D ..., par
Noetherianité la suite devient stationnaire a partir d’'un certain rang. Ainsi,
il y a une courbe D(0,7) — Z,t — s(t) tel que le jet infini jo, défini par
f en tg soit invariant par translation par s(¢) pour tout t. Par unicité du
prolongement analytique, on conclut que s(t') + f(t) € X pour tout ¢t € C et
tout ¢’ € D(0,r). X étant 'adhérence de Zariski de f(C) et irréductible, on
a s(t') + X = X. On définit alors

W={seZ;s+X =X}

W est alors un sous groupe de Z de dimension strictement positive. Soit
p: Z — Z/W Papplication quotient. Comme Z/W est un tore de dimension
dim Z/W < dim Z, on conclut par récurrence sur la dimension que la courbe
f=pof:C —Z[W a son adhérence de Zariski X = f(C )Z‘" = p(X) égal a
un translaté 5+ 7 d’un sous-tore 7' C Z/W. On a alors X = s+ pil(f) ou
pil(f) est un sous-groupe fermé de Z. O

Corollaire 5.17 Soit X une sous-variété analytique d’un tore complexe Z.
Alors X est hyperbolique si et seulement si X me contient pas de translaté
d’un sous-tore.
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Corollaire 5.18 Soit X une sous-variété analytique d’un tore complexe Z.
Si X n’est pas le translaté d’un sous-tore alors toute courbe entiere dans X
est analytiquement dégénérée.

Théoréme 5.19 (de Bloch). Soit X une variété compleze compacte Kdhler
telle que lirrégularité ¢ = h°(X, QL) est plus grande que la dimension n de
X. Alors toute courbe entiére dans X est analytiquement dégénérée.

Démonstration. Quitte a éclater, on peut supposer X lisse. Alors 'appli-
cation d’albanese av : X — Alb(X) envoie X sur une sous-variété propre
Y C Alb(X) (car dim(Y) < dim(X) < dim Alb(X)) et Y n’est pas le trans-
laté d’un sous-tore par la propriété universelle de 'application d’Albanese.
Alors pour toute courbe entiere f : C — X on obtient que avo f : C — Y est
analytiquement dégénérée et donc f elle-méme est analytiquement dégénérée.

g

6 Le cas des surfaces
La conjecture de Kobayashi prédit :

Conjecture 6.1 Une surface X C P? générique de degré d > 5 est hyperbo-
lique.

6.1 Construction de surfaces hyperboliques

Le degré le plus petit pour lequel on connait l'existence d’une surface
hyperbolique est 6. C’est un exemple de J. Duval [13].

Nous présentons ici un exemple de degré 8 du indépendemment a J. Duval
et H. Fujimoto.

Considérons la surface X C P? d’équation

P(Z07 21, 22)2 - Q(Z2, 23) =0

ou P et () sont des polynomes généraux de degrés respectifs d > 4 et 2d. Elle
est lisse en dehors de 'ensemble fini S = {(zo, 21,0, 0) € P3/ P(z0, 21,0) = 0}

qui est aussi le lieu d’indétermination de la projection

X - P

(207217227'23) - (Z27Z3>'
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Si X est _une désingularisation mlmmale on obtient une application holo-
morphe X — P! qui se factorise en X -5 C' 2 P! ot C est la courbe hyper-
elliptique d’équation inhomogene ? = Q(1, z3), Papplication u est donnée en
coordonnées inhomogenes par

U’(ZOaZla 1723) = (P(Zo,Zl, 1)’23)

et p est le revétement double (¢, z3) — 23. Toute courbe entiere f: C — X
se releve en f C—X. Pulsque C a pour genre d — 1 > 3, 'image de f
est contenue dans une fibre u (¢, 23) qui est isomorphe a la courbe plane
P(29,71,1) = t. C’est une courbe plane de degré d avec au plus un point
singulier qui est un noeud. Son genre est donc supérieur a 2 et fvest constante.
La surface de degré 2d est donc hyperbolique comme toute petite déformation
de X. On obtient donc des exemples de surfaces hyperboliques de tout degré
pair d > 8.

6.2 Le cas générique (d’apres Mc Quillan-Demailly-El
Goul-Siu-Paun)

Décrivons la méthode, présente dans [10], pour obtenir 'existence de suf-
fisamment de jets de différentielles dans le cas de la dimension 2.
Dans le cas des surfaces lisses de type général on obtient par Riemann-

Roch [20] :

3

X(X, STy @ O(=A)) = ?(cf —¢) + O(m?),

3

puis par le théoréme d’annulation de Bogomolov h?(X, S™T% @ O(—A)) =0
pour m suffisamment grand donc :

w

m

WX, STy © O(=A)) 2 " (e = e2) + O(m?).

Il en résulte que pour ¢ — ¢y > 0, Ox, (1) est big et donc

= [ Bs(Ox,(m) ® O(—A))

m>0

est un sous-ensemble algébrique propre de X;. Malheureusement pour les
surfaces de P? les techniques d’ordre 1 sont insuffisantes car

2 =d(d—4) <cy=d(d*—4d +6).
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Pour obtenir de meilleures estimations la stratégie est d’étudier les jets de
plus grand ordre. Malheureusement, il est difficile de trouver une décomposition
simple des fibrés Ej, ,, T pour pouvoir calculer leur caractéristique d’Euler.
Cependant, pour k£ = 2 et sur une surface on a la filtration simple :

Gr*Ey, Ty = @ S™3T% @ K.

0<j<m

Ceci donne A

m
648

En utilisant a nouveau le théoreme d’annulation de Bogomolov on obtient :

(X, By Tx) = (13¢ — 9¢g) + O(m?).

m4

h(X, By ,n T @ O(—A)) > T8(13c§ —9¢y) + O(m?).

D

Par conséquent Oy, (1) est big et Ox,(—1) admet une métrique singuliere
non triviale & courbure négative sur X, deés que 13¢? — 9c, > 0. Pour les
surfaces X de P de degré d > 15, on obtient alors des opérateurs différentiels
globaux d’ordre 3 s’annulant sur un diviseur ample. Alors par le théoreme
5.12, toute courbe entiere f : C — X vérifie fi3(C) C Z & X,. Tout le
probleme maintenant consiste a montrer que f : C — X vérifie suffisamment
d’équations différentielles algébriquement indépendantes.

6.2.1 La stratégie de Demailly-El Goul

La stratégie de Demailly-El Goul est alors de trouver des conditions
numériques pour que le fibré Ox, (1) en restriction a une composante irréduc-
tible quelconque Z de By qui se projette sur X; soit a nouveau big. Ces
conditions sont vérifiées pour une surface tres générique de degré d > 21.
Alors par une nouvelle application du théoreme 5.12, on aura f5(C) C Z; &
Z & X,. Et par un argument de dimension, on obtient que fj;; : C — X est
algébriquement dégénérée. Un théoreme tres élaboré de McQuillan [26] est
alors invoqué :

Théoreme 6.2 Soit f: C — X une feuille d’un multi-feuilletage algébrique
sur une surface de type général. Alors f : C — X est algébriquement dégénérée.

Par application de ce théoreme, puisque f;j(C) est dans une feuille d'un
feuilletage algébrique d’une surface Z & Xj, on obtient que f : C — X
est algébriquement dégénérée pour X C P? tres générique de degré d > 21.
Mais pour de telles surfaces Xu [43] a montré qu’elles ne contenaient pas de
courbes elliptiques ou rationnelles. Elles sont donc hyperboliques.
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Remarque 6.3 Comme le remarque J.P. Demailly dans [10], l'une des mo-
tivations principales pour Uétude des jets de différentielles Ey,, T dans les
questions d’hyperbolicité est la propriété de positivité du fibré gradué Gr® Ey ,,, T%
par opposition au cas des jets de Green-Griffiths. Par exemple, on voit faci-
lement que dans le cas d’une surface X C P de degré d, S™T% est la seule
partie de Gr®E, ,,T% qui n’est pas ample lorsque d est suffisamment grand a
m fizé.

6.2.2 Une nouvelle méthode (d’aprés Siu-Paun)

Les techniques décrites ici ont I'avantage de donner une méthode pour
montrer ’hyperbolicité sans faire appel au résultat de Mc Quillan (mais avec
une borne sur le degré moins bonne) tres utile si ’on s’intéresse a la dimension
supérieure et si 'on fait quand méme appel a ce résultat, d’améliorer le degré
minimal (qui devient d > 18). L’idée est de généraliser les techniques décrites
dans le paragraphe 3.3 (cf. Proposition 3.11) aux espaces de jets.

Soit X C P3 x PV I'hypersurface universelle de P? de degré d, et Jo(X) la
variété des 2-jets de X. On considere alors la sous-variété des jets verticaux
J2(X) C Jo(X) i.e des jets tangents aux fibres de la projection 7y : X — PNe.
On définit I'ensemble algébrique affine ¥ := {(z,a,(W, @) € J2(X)/¢M A
¢@ = 0}. Remarquons que si le 2-jet d’'un germe de courbe holomorphe
u: (C,0) — X est dans X alors 'image de u est contenue dans une section
hyperplane de X. On a alors le résultat suivant :

Proposition 6.4 Le fibré vectoriel Tyyxy @ Ops(7) @ Opn (x) est engendré
par ses sections globales sur JY(X)\X ou X est ['adhérence de ¥o dans J3(X).

La démonstration consiste, comme dans la proposition précédente, a con-
struire explicitement les champs de vecteurs méromorphes cette fois-ci sur
les espaces de jets.

L’hypersurface X C P? x PV est donnée par I’équation

ZCLQZ“ =0, where [a] € PY and [Z] € P,
|a|=d

On se donne des coordonnées globales sur C* et CVe+! et on considere 'ouvert
Qo = (Zy # 0) x (agaoo # 0) C P* x PNe, En coordonnées inhomogenes sur
O 'équation de X est

Xy = (2 + Z aoz* = 0).

|a|<d, a1<d
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Alors Iéquation de J¥(X,) dans C* x CNe x C3 x C3 est

Z a,z2% =0 (1)

|a|<d, agoo=1

>y aa?)() (2)

Jj=1 ‘Oc|<d agoo=1

: 02" 02
> S WY Y gm0 @

Jj=1|a|<d, agoo=1 Jk=1la|<d, agoo=1

On considere un champ de vecteurs
Ve > v +Zwaz 2 0w
|a|<d, a1<d i,k

sur l'espace vectoriel C? x CN¢ x C3 x C3. Alors les conditions pour que V
soit tangent a Jj (Xp) sont

3 90
Z vaza—l—z Z aaaizjvjzo

lo|<d, a1<d Jj=1|a|<d, agoo=1
3
Z > v +Z > o 60 !
a Z D Wy =
*02;021 02k Uisk 0z;
=1l|a|<d, a1 <d Jk=1|a|<d, aggo=1 J=1a|<d, agopo=1

32’ 2) 1) (1)
2. | +Z@z@ & v

la|<d, ar1<d j= 1

3
P o, (1) ¢
+Z Z Z@zj&zk K Z@zﬁz azlgk gl ) vi

J=1|a|<d, agoo=1

3 3
P2y W) 92° ()
+ Z ( aaazjazk(wj & twy & )+;aa8_zjwj ) = 0

la|<d, agoo=1 j,k=1

Le premier ensemble de champs de vecteurs tangents a J3(Xy) que I'on peut
construire sont les suivants. On note §; € N3 le multi-indice dont la j-eme
composante est 1 et les autres 0.
Pour a; > 3 :
0 0 , O 3 O

V300 . — — 37 + 32— — 2
[0} ° 1 1 .
aaoc aaa—(ﬁ aaa—251 80'04—3(51
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For ay > 2,09 > 1:

0 0 0
V210 = -2z - +
8aa 8%_51 8%_52
+2] +2 0
Z 2129 Z1%2
! aaa—251 aaa—51—52 aaa—251—52

Fora; > 1, a0 > 1,a3 > 1:

ym o, _ 0 2 ) )

da,

aaa—(sl 8ao¢—52 8aa—53

+2122 + z123

8aa—51 —d2 8aa—61—53

0

+2923 S —
O0o—5,—65—54

— Z1%273
Dag—5,-5,
On obtient des champs de vecteurs similaires en permutant les z; et en

changeant les indices @ comme indiqué par la permutation. L’ordre des poles
est égal a 3.

Une autre famille de champs de vecteurs est donnée par le lemme suivant.
Considérons une matrice complexe 3 x 3, A = (A¥) € M;(C) and let V :=

j?k ]

Lemme 6.5 I existe des polynomes v, (z,a) := > vg(a)zﬁ ot chaque coef-
1BI1<3
Jicient vg a pour degré au plus 1 en les (a,) tel que

0
V= qua(z, a)aTLa +V

est tangent a J3(Xy) en tout point.

La démonstration se réduit a de I’algebre linéaire en écrivant les équations
de l'espace tangent a J3 (Xp).

Finalement pour engendrer toutes les directions il ne reste plus qu’a
considérer V= >_ va% et les conditions pour que V' soit tangent a J3 (Ap) :

o] <2
g V2% =0

o <2

32



DI f“

Jj=1|a|<d, a1<d

S L N
Zzazlfj (926 N

la|<2 j=1 7

En notant Wy, = fj(-l)é,(f) — £k1)§j2 I'opérateur Wronskien. Puisqu’on
cherche I'engendrement global en dehors de ¥, on peut supposer Wiy #£ 0.
Alors on résout le systeme précédent avec pour inconnues vgg, U100, Vo10- Par
la regle de Cramer, on voit que chacune des trois quantités précédentes est
une combinaison linéaire des v,, |o| < 2,0 # (000), (100), (010) avec pour
coefficients des fonctions rationnelles en z, £, ¢®). Le calcul donne un ordre
au maximum égal a 7 pour les poles.

Pour obtenir, I'hyperbolicité des surfaces génériques de P3, il reste &
utiliser ce résultat pour construire suffisamment d’équations différentielles
vérifiées par une courbe entiere non-constante dans une telle surface. L’idée
est que I'on peut considérer un opérateur différentiel de Green-Griffiths comme
une fonction holomorphe sur 'espace des jets. Pour obtenir un nouvel opérateur
différentiel il nous suffit alors de différentier cette fonction holomorphe par
les champs de vecteurs que nous venons de construire.

Soit X C P? x PM¢ I’hypersurface universelle de P? de degré d. On a vu
que pour un degré d > 15, on pouvait construire des opérateurs différentiels
invariants globaux i.e des sections globales de FE,, T3 ® Ki'. Par semi-
continuité, on obtient I’existence d'un ouvert de Zariski U; C PV, tel que
pour tout a € Uy, il existe un diviseur irréductible et réduit ), = (P, = 0) C
(Xa)g ou

P, € H((X,)2, O(x,), (m1,ma) @ K3')

tel que la famille des sections (P,) varie de maniere holomorphe avec a. On
peut alors voir la famille de sections (P,) comme une fonction holomorphe
P J3(X)y, — C qui est polynomiale de degré m = m; + my sur chaque
fibre de 7 : JJ(X) — X. En prenant la différentielle de cette fonction avec
un des champs de vecteurs construits plus haut on obtient une section de
O(x,). (M1, me) ® Ops(7 — t(d — 4)). Ainsi, par la propriété d’engendrement
global précédente, on peut construire, en dehors de Y et du lieu au-dessus
des points ot tous les coefficients de P, vue comme fonction de €M £ sont
nuls, un opérateur différentiel non-nul. Pour conclure a la dégénérescence
algébrique de toute courbe entiere il reste a controler 'ordre des poles pour
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garantir que le nouvel opérateur différentiel s’annule bien sur un diviseur
ample.
Cela est garanti par le lemme suivant :

Lemme 6.6 Soit X une surface projective de type général. Alors
RO(X, By T @ K°™) > em*((1862 — 100 + 13/3)c% — 3¢y) + O(m?)
one>0s0<d<1/3.

Puisqu’on différentie moins de m fois, la condition §(d —4) > 7 est suf-
fisante pour conclure. Cette condition ajoutée a celle de la positivité du co-
efficient dominant du lemme précédent donne I’hyperbolicité pour un degré
suffisamment grand. cependant cette borne est nettement plus grande que
celle obtenue par Demailly-El Goul, 21.

Pour obtenir une meilleure borne, utilisons le résultat de McQuillan et
la condition numérique obtenue par Demailly-El Goul. On obtient alors une
borne inférieure sur 'ordre d’annulation de I'opérateur différentiel.

Proposition 6.7 [12] Pour m(13¢3 — 9cp) > 12tc3, il existe un diviseur
Yy C X tel que im(fp)) C V3.

Par McQuillan il nous suffit de montrer que pour f: C — X, fi;: C —
X est algébriquement dégénérée. Supposons le contraire et donc f;: C —
X, Zariski dense. Alors par la proposition précédente ’ordre d’annulation de
Iopérateur différentiel vérifie

> 13¢? — 9¢y
m—
- 12¢2

Par le méme raisonnement que précédemment, on obtient la dégénérescence
algébrique si
13¢ — 9cy
2
12¢7

Une analyse un peu plus fine montre que m > 6, ce qui donne d > 18.

(d—4)>T.

7 Le cas de la dimension 3

Nous présentons ici I'approche développée dans [32], [33], [34] et [35] vers
la conjecture de Kobayashi en dimension 3.
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7.1 Etude algébrique

On définit : Ay, = B(Ek,,Tx ). V'algebre des opérateurs différentiels en un

point x € X.

Soit G, le groupe des reparamétrisations ¢(t) = t+byt?+...+bpt* +O(tF+1)
tangentes a l'identité. G, agit sur (f', f”, ..., f*)) par action unipotente. Par
exemple pour k£ = 3, on a 'action :

(fod) =f(fod) =f"+2bf;(f o) = f" +6byf" + 6bs [’

Donc une représentation :

1 0 0
Go—U@B):o— | 20, 1 0
6by Gby 1

Déterminer Ay, revient donc a déterminer (C[(f'), ("), ..., (f(k))])G;c

En dimension 2, on a G, = U(2). Les invariants par le groupe unipotent sont
bien connus (cf.[31]). Ainsi :

(i) Ay = CIf], f3],
(1) Ay = C[f], f3,wiz] ot wig = f1fy — fi' fo.

On a la propriété suivante :

Proposition 7.1
Ap = AN AL

Démonstration. Il suffit de prouver A,[fi '] N A,[fs '] C A,. Soit F €
AfTINASTY  F = e = b Alnsi: (f5)"P = (f1)'Q et (f) divise
P,donc F' € C[f’, f”, f]. De plus F est invariant par reparamétrisation donc

FeA,. O
Nous étuldion% ma(u)intenant la dimension 3 :
Gy = 2, 1 0 c U(3).
6bs 6by 1
Faisons le lien avec la théorie classique des invariants.
| KBk
G agit sur 7 fy  ff | par multiplication a gauche.
" n "
1 J2 U3
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Considérons 'action de G L3 :

!/ / ! / / !/

o f3 Lo 13 )
1" " " _ " " " —
" " " " " "

1 2 3 1 2 3

Cette action induit une action sur les polynoémes P(f’, f”, f”") qui commute

avec celle de G5. Ainsi on a une action de GL3 qui laisse A3 invariant.
N ’ . . . ’ N

Nous cherchons a déterminer les invariants par G5 du systeme de vecteurs

/!

fi

N 14

(21,72, 73) oWt w3 = [i

(2
"
1

La théorie des invariants fournit le cadre suivant a notre situation.

Définition 7.2 (cf. [30]) Soit F une forme multi-linéaire en les variables
Uy, ..., u; ou les u; sont des vecteurs d’un espace vectoriel V. Soient x1, ..., T,
m vecteurs de V. On définit S*v*m(F), l’espace vectoriel engendré par tous
les polynomes obtenus en substituant les variables x1,...,x,, auzr variables
Uy, ..., u; en permettant les répétitions. Cet espace est clairement invariant
sous l'action de Gl,,.

Soit G un groupe linéaire arbitraire agissant sur un espace vectoriel de
dimension n. On considere le probleme de trouver les G—invariants d’un
systeme de vecteurs de V, i.e les polynomes invariants sous 1’action de G dans
la somme directe de plusieurs copies de V. Il est clair que 'algebre de tous
les G—invariants d'un systeme de vecteurs est linéairement engendré par les
invariants qui sont homogenes en chaque variable. Si f est un tel invariant, sa
polarisation complete en est un aussi. Ainsi si l'on est capable de trouver tous
les invariants multi-linéaires, alors on obtient tous les invariants homogenes
en y substituant de nouvelles variables (en permettant les répétitions).

Définition 7.3 (cf.[30]) Un ensemble {F,} de formes multi-linéaires G-
invariantes est appelé systéme complet de G-invariants d’un systeme de m
vecteurs si les espaces de polynomes S™*m(F') associés aux formes F, en-
gendrent ’algebre de tous les G-invariants du systeme de vecteurs xyi, ..., Tp,.

Théoréme 7.4 ([30]) Soit V un espace vectoriel de dimension n.

1) Tout systéme complet de G-invariants d’un systéme de n vecteurs est aussi
un systeme complet pour tout nombre de vecteurs.

2) 81 G C SL(V) alors tout systéme complet de G-invariants d’un systéme
de n — 1 vecteurs auquel on ajoute la forme "det” est un systéme complet de
G-invariants pour tout nombre de vecteurs.
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On a bien G C SLs. Il nous suffit donc de connaitre un systéme com-
plet de G;—invariants pour deux vecteurs i.e en dimension 2. Cela nous est
donné par le théoreme annoncé par J.P. Demailly dont nous donnons ici une
démonstration :

Théoréeme 7.5 (Demailly) En dimension 2 :
Az = (C[f{v fé> w%Q» w%Z][wU]

o wiy = (F)'d({Hs) = fIULf = f'fs) = 3fi (Fifs = £ f2)
et (R): 3(w12) = f2w12 - f1w12~

La démonstration nécessite deux lemmes :
Lemme 7.6 wiy est quadratique sur C[f], f4, w?,, wiy].

Démonstration. Par (R), wiy est algébrique sur C[f7, f3, wly, wiy] de degré
2 o0ul.
Supposons qu’il existe deux polynoémes P et Q tels que :

2 1 2 1
P(f{, féywmwm)wm = Q(f{a f§>w127w12)'

Par (R) on remplace w?, par f?w”# dans P et Q.

Ainsi on obtient une égalité, apres multiplication par (f])™ avec m suffisam-
ment grand, entre deux polynomes en les variables { f{, f4, w12, wi,} qui sont
algébriquement libres. Mais I'un des polynomes a toutes ses puissances en
w19 impaires et l'autre, paires; ce qui implique P = ) = 0.

Ainsi le degré de wqs est 2. O

Lemme 7.7 {f], f5, w3y, wi,} sont algébriquement libres.

Démonstration. wy est algébrique sur C(f], f5, wi,, wi,) donc

deg.tr(@(f{,fé,w%%w%g)) = deg.tr.(@(fl,f2,w12,w12,w12))
Z deg.tT(C(fl,f2,w12,w12)) 4

On peut maintenant passer a la démonstration du théoreme 7.5 :

Démonstration. D’apres la proposition 7.1 on est ramené a déterminer
As[fi1] N As[f3 Y. On considere la reparamétrisation ¢ = f;* sur la carte
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(fi #0). Soit P € Az. Donc P(f o ¢) = (¢/)"P(f) o ¢. Remarquons mainte-
nant par le calcul :

I

(fao /i) = 7 o fi',
1
o Ly _ W12
(f2 fl ) (fl) fl )
o f—hym _ w12
<f2 fl ) (fl) fl *
Ainsi P € C[f{vf%wl%wb][ . 1] et donc A3[ } = C[f{afé7w127w%2” {_1]'
Par symétrie : As[fy~ 1] = [fl?anw12;w12][ 5 1]'

L’inclusion

Cf1, f5, wia, wig, why] C CLf7, fo, wrz, win] [fi TN Cf], foy wia, why)[£57]
est immédiate puisque par (R) :
wiy € Clff, f, wia, wis][fi71] et wiy € C[f], f3, w10, wiy][f5 ).
Il reste donc a montrer
Clf1, fos wio, win) [T N CLAf, fo wrz, wis][f57'] € Clf1, f, wia, wi, wihy].
Soit F € CLff, f5,wia, whs][fi'] N Cf, fo, wiz, wiy)[f37] :

o PUL fiwiziwiy) QU fowizs wiy)
()" (f5)m

Par (R) :

P(f{;fé;wlﬁwb) = Pl(fﬁﬁ?wb;w%z)wu+P2(f{§fé§wi2§w%2)a
Q(f{;fé§wl2§w%2) = Ql(f{;fé;wb;w%z)wlz+Q2(f{;f§;wi2;w%2)
Ainsi :
((f/>mpl<f{§fé§wi2§w%2) (f{)lQl(f{§fééwb;wé))wm
((fz)mp2(f1»fzaw127w12) (f1) Q2(f1vf2»w12>w12)) = 0

Or wyy est quadratique sur C[fy, f4, w?,, wi,] donc :

(fz)mP (f1af2aw12aw12) (f1) Qz(flaf27w127wl2) =0, 1=12

{11, f5, wi, wi,} sont algébriquement libres donc :
(fufz,wm,wm) (fl) '(ﬁ?fé;wiz;wé)
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Et le résultat est prouvé. O]

On peut maintenant caractériser les opérateurs différentiels d’ordre 3 en di-
mension 3.

u;
En notant u; = | u? | et en définissant :
u}
1,
Fi(u) = w;
192 91,
Fy(uy,ug) = ujuy — ujus;
113 31 2, 1.2 2.1
Fi(uy,ug,uz) = ug(ujuy — ujus) — 3us(ujus — ujuy).

on obtient que I'ensemble { F}, I, F3} de formes multilinéaires G-invariantes
est un systeme complet de G;—invariants d’un systeme de 2 vecteurs.

Par application du théoreme 7.4 de Popov, on obtient la preuve du théoreme
suivant et donc, la caractérisation algébrique de l’algebre As; des germes
d’opérateurs invariants en dimension 3 :

Théoréme 7.8 En dimension 3 :

Ay = Clff,wij,w;, W], 1 <i<j<31<k<3
fi 3 I3
oo W= | fi'" [ f3 |,wi=fif]—ff

" " "
1 2

3
wh = (F)d(25) = UL — FIF) = SFLCEE) — FI ).
De plus, deg .tr(C(f], wj, wk, W)) =17

15

Démonstration. Il ne reste qu’a justifier I’assertion sur le degré de trans-
cendance. Mais celle-ci est une conséquence immédiate du théoreme 5.5 qui
identifie Ej, T, avec les sections de Op,y(m) au-dessus de (mox) "' (z). O

Remarque 7.9 1) Pour tout k, G;C C SLy, donc par le raisonnement précédent
pour déterminer Ay en toute dimension il suffit de déterminer Ay en dimen-
sion k — 1.

1 0 0
2) On a montré que le groupe Gy = 26 1 0 C U(3) est un
6bs Gby 1

groupe de Grosshans de GLs3 i.e (C[GL;),]G; est une algebre de type fini. De
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plus, ce groupe n’est pas régulier i.e normalisé par un tore mazximal car :

A 00 1 0 0 AP0 0
0 A O 20, 1 0 0 X' 0 =
0 0 A3 6b3 6by 1 0 0 A*

1 0 0

202\ '\ 1 0] ¢ G
6b3A A3 6boA;tAs 1

On ne peut donc pas appliquer le résultat de L. Tan [38] sur la conjecture de
Popov-Pommerening pour montrer que G; est un sous-groupe de Grosshans.
3) Sans lutilisation du théoréme de Popov, la détermination par un calcul
7a la main” des générateurs de Az semble difficile.

7.2 Applications géométriques

Il s’agit d’étudier le fibré £ ,,, T en dimension 3 pour obtenir sa filtration
en représentations irréductibles de Schur qui nous permettra, par un calcul de
Riemann-Roch, de calculer sa caractéristique d’Euler. Rappelons que Ej ,,,T%
est muni d’une filtration dont les termes gradués sont

Gy
Gr*Es Ty = ( ® STy ®SRT: ® SZBT;;> :
l142l2+3l3=m

D’apres la théorie de la représentation, ces termes gradués se décomposent
en représentations irréductibles de GI(T%) : les représentations de Schur.
La caractérisation algébrique précédente va nous permettre de trouver les
représentations irréductibles qui interviennent dans cette décomposition.
Pour cela, on a besoin de la filtration des 3-jets en dimension 2 :

Théoréeme 7.10 En dimension 2 on a :

O BynTi = @ | ® resITY)

0<y<E {A1+2de=m—7; A1 —A2>7; A2>v}
Démonstration. On sait que
_ ! el 1 2
Az = C[f, f5, wiy, wiy)[wia]

ot wiy = (f))'d({p) = fi(fifs" = A" f3) = 3L (fifs = 1 f3)

et 3(wi2)? = fowiy — fluwd,.

As ,,, est une représentation polynomiale de GL,. La théorie de la représentation
nous dit que As,, est somme directe de représentations irréductibles qui sont
déterminées par les vecteurs de plus haut poids.
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Rappelons qu’'un vecteur est vecteur de plus haut poids s’il est invariant sous

l’éction de U(2) = {( é ”{ )} .

Ici:
V = {(f)*(wiy)"(wi2)? / o+ 5y + 36 = m}

est clairement un ensemble de vecteurs de plus haut poids, de poids

(4427, 64+7).

A1,A2

On en déduit que chaque représentation I'( ) vérifiant

M +2x =m—7A =X =77 > 7}

apparait une et une seule fois dans les représentations déterminées par cet
ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit (A1, A2) un tel couple
alors

fa=M—X—v8=X—1}
et (a, B,7) sont déterminés de maniere unique.
On a donc :

GriEs,Ti > & ( ® Py,

0<y<Z {Ar+2X2=m—7; A1—X2>7; A2>7}

Pour avoir I'égalité il suffit de montrer que I’ensemble V est I'ensemble de
tous les vecteurs de plus haut poids, i.e :

V = (As,n)"@.

Soit P € (A3,,)Y® . P = P, + Pywyy, avec P, € C[f], f3, wiy, why].
Soit u € U(2) : u.P = u.P, + (u.Ps).wiy car u.wyy = wisg.
Donc w.P = P < u.P; = P, (car w2 est quadratique par le lemme 7.6).

Donc pour déterminer (As,,,)Y®), il nous suffit de déterminer C[f], f3, wl,, w3,] Y.
) 1 A
Smt.u—(o 1)EU(Q).
On a les relations suivantes :
u-fi = fii
ufy = A+ [
wwly = wiy;
Ui, = Wiy + Awi,.

Rappelons que {f, f4, w?, wi,} sont algébriquement libres par le lemme 7.7,
donc déterminer C[f], f5, wiy, w?,)V® revient & déterminer les invariants du

41



groupe unipotent U(2) qui sont bien connus en théorie classique des invariants
(cf.[31] p.87). Donc on a 1'égalité :

C[f1, féawbvw%ﬂ[]@) = (C[f{,wb, féwb - f{wfz] = C[f], wiz: (w12)2].
Finalement on obtient l'inclusion :
(Asm)"® C CLf], iy, wia).
Par I'unicité de («, 3,7) vue précédemment on obtient bien :

(Ag’m)U@) - V

On passe maintenant a la preuve du théoreme :

Théoreme 7.11 Soit X une variété complexe de dimension 3, alors :

GrEunTi = @ ( 5 rOuTy)
0<y<E {A1+2 23 3=m—7; \i—X;>7, i<j}

ou I' est le foncteur de Schur.

Démonstration. On suit le méme schéma que dans la preuve précédente.
Soit
V = {(f))*(wiy)" (wi2) "W’ / a+ 5y + 33+ 66 = m}.

V est un ensemble de vecteurs de plus haut poids de poids
(a4 B4+2y+0;8+v+0;9).

Soit (A1, A9, A\3) vérifiant :

(P) i {M + 20 + 303 =m —7,0< 7 < %;Ai—Aj > i < j}.
Comme précédemment on obtient que chaque représentation I'*t-A2:A) T
ou (A1, A2, Ag) vérifie (P) apparait une et une seule fois dans les représentations
déterminées par cet ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit
()\1, )\2, )\3) vérifiant (P)
Alors :
fa=M—X—7 B=X—A3—7; 6= X3}

et (o, 3,7,d) sont déterminés de maniére unique.
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Donc on a l'inclusion :

GroBs,Tv > @ ( e A2 As) ey
0y {A1+2X2+3X3=m—; Ai—A;>7, i<j}
Pour avoir I'égalité il suffit & nouveau de montrer que V est ’ensemble de
tous les vecteurs de plus haut poids de As,, i.e: V = (Asm)V A,

L’idée importante ici est d’utiliser un argument qui apparait dans la
preuve du théoreme 7.4 de Popov [30] et permet de voir que le résultat
obtenu pour la dimension 2 implique le résultat pour la dimension 3.

Si (z1, 2, x3) est un systeme de vecteurs en position générale tel que

det(xl, Ta, Ig) =0

alors par l'action de U(3) on se rameéne au systeme (z1, 22, 0).
Soit P € (A37m)U(3), un vecteur de plus haut poids. Montrons que

P e C[fLwiQawlZa W]

par récurrence sur m. Pour m = 0, c’est trivial.
Supposons maintenant (As,)Y® C C[f], wiy, wia, W] pour p < m. Montrons
que le résultat est vrai pour m. Considérons P; la restriction de P a 'hyper-
surface (W = 0). Par l'invariance de P sous 'action de U(3) et la remarque
précédente montrant que par U(3) on transforme le systéme (zq,x9,23), en
position générale, en le systeme (x1, z2,0), on obtient que P, ne dépend que
des deux premiers vecteurs i.e P; est un vecteur de plus haut poids de dinen-
sion 2, donc par le théoreme 7.10 P, € C[f], wiy, wis).
P — P; est un polynéme qui s’annule sur 'hypersurface (W = 0). Par le
Nullstellensatz, on obtient que (P — P;) € /(W) donc par l'irréductibilité
de W on a:

P=P +W.PFs.

I est clair que P € (Az,,_6)Y® donc par hypothese de récurrence
ISRS C[f{a w%% W12, W]

et de méme pour P.

On en déduit que (Az,,)"® C C[f], wiy, wia, W].

Donc V = (A3,,)Y® par 'unicité de (a, 3,7, 6).

Le théoreme est démontré. 0
Un calcul de type Riemann-Roch fournit alors :

Proposition 7.12 Soit X une hypersurface lisse de degré d de P*, alors
9

81648 x 106
Corollaire 7.13 Pour d > 43, x(X, E3.,,T%) ~ a(d)m? avec a(d) > 0.

X(X, E3nT3) d(389d> — 20739d? + 185559d — 358873) + O(m?)
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7.3 Opérateurs différentiels

Pour montrer I'existence d’opérateurs différentiels globaux, on est ramené
a un controle de la dimension des groupes de cohomologie des fibrés de jets.
On se ramene au cas des fibrés en droites de la fagon suivante.

Soit X une variété complexe lisse de dimension 3. Notons FI(T%) la
variété des drapeaux de Ty i.e des suites de sous-espaces vectoriels emboités

D:{0:E3CE2CE1CE0:T)*(@}.

Soit 7w : FI(T%) — X. C’est une fibration localement triviale dont la
dimension relative est : N =142 = 3.

Soit A = (A1, A2, A3) une partition telle que A\; > Ay > A3. Notons £* le
fibré en droites sur FI(T%) dont la fibre au-dessus du drapeau précédent est

3
L) = ® det(E;_1/E;)®. D’apres le théoreme de Bott [2], si m >0 :
i=1

(LN = Ty,
RIm, (L™ = 0sig>0.

Les fibrés ™ T% et (£*)®™ ont donc méme cohomologie.
Nous allons montrer le théoreme

Théoréme 7.14 Soit X une hypersurface lisse de degré d de P*, alors
h* (X, Gr*Es,, T%) < Cd(d+ 13)m? + O(m®)
ou C' est une constante.

La preuve s’inspire de la démonstration algébrique [1] des inégalités de
Morse de Demailly [11] qui stipulent :

Théoreme 7.15 Soit L = F—G un fibré en droites sur une variété compacte
Kahler X ou F et G sont des fibrés en droites nef. Alors pour 0 < g < n =
dim X

hQ(X7 L@k) S

an_q.Gq + O(k’n)

Montrons tout d’abord la proposition

Proposition 7.16 Soit A = (A1, Ay, A3) une partition telle que Ay > Ay > A3
et [N => A\ >4(d—5)+18. Alors :

W(FUTY), L) = P*(X,T*T%) < g(A)d(d +13) + q(A)

ot g(\) = @ [T (Ai—=AX;) et de plus q est un polynome en X de composantes

/\i>)\j
homogenes de plus haut degré 5.
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Démonstration. On a
£ = (£ 0x(BI\) @ (rOx BIA)) ™ = Fo G,
avec F' = L2@7*Ox(3|\]), G = 7 Ox(3|)\]). L2@7*Ox (3 |)\|) est positif. En

effet, on a la propriété générale [9] que si E est un fibré vectoriel semi-positif
i.e £ > 0 alors le fibré en droites correspondant £(E)* est aussi semi-positif.
Ici, E =T} ® Ox(2) est semi-positif et

LEY ~ L) ® 7 0x(2|\]) >0,

donc
L@ 1 Ox(3|A]) > 0.

Soit Y = FI(T%). Tout d’abord montrons que H(Y, F) = 0 pour tout
i > 1et Atelle que |A| =Y.\ > 4(d — 5) + 18. Pour cela nous utilisons le
théoreme d’annulation de Kodaira qui stipule que pour tout fibré en droites
A ample sur une variété projective Z complexe H(Z, Kz ® A) = 0 pour
1 > 0. En effet, regardons a quelles conditions

F®K;'>0.
Rappelons [25] que
Ky = £703Y @ 1 (Kx @ det(T5)®%) = £763) @ 7O (4(d — 5)).

Donc
F @Ky =03 @ 70y (3] — 4(d - 5)).

Oron a
LMD @ 1O (2N + (5,3,1)]) = LME3D @ 7O« (2| 4 18) > 0.
Par conséquent F @ K;' > 0 si
3N —4(d—=5) > 2|\ +18

c’est-a-dire

Al > 4(d — 5) + 18.

Prenons un diviseur D = 7*E; € |G|, lisse et irréductible. On a la suite
exacte :

0— Oy(FRG') — Oy(F) — Op(F) — 0.

donc la suite exacte longue en cohomologie :

0=H'Y,Oy(F)) — HY(D,Op(F)) — H* (Y, Oy (FRG™') — H*(Y,Oy(F)) = 0.
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Donc
hQ(Y, Oy(F® G_l)) = hl(D, Op(F)).

Prenons un deuxiéme diviseur D' = 7*E5 € |G|, lisse et irréductible, rencon-
trant D proprement. Soit Z = DND', F' = F® G et B3 = E; N Ey. On a
la suite exacte

0— Op(F' @G — Op(F') — Oz(F") — 0.

Par adjonction
Kp = (Ky);p ® Op(D)

donc
H Ky = (FQKy')p>0.

Ainsi
(D, Op(F)) < h(Z,04(F) = h°(Z,04(F @ G)) < h°(Z, O4(F @ G?)).
Or comme précédemment

Oz(FRGH @K' = (F® Ky')z >0

donc

h(Z,04(F @ G?)) = x(Z,04(F ® G?)).

On a
X(Z,02(F © G*)) = x(B3, T’ Tx 5, ® O, (9|A])).

Par Riemann-Roch, on sait explicitement calculer
X(X, Ty @ Ox(t)).

On a les suites exactes
(1) 0 — D'y ® Ox(t — Ey) — I*Tx ® Ox(t) — M Txp, ® Op, (t) — 0
(2) 0 — DTy ®@ Op(t — Bs) — DTyp © Op, (1) — DTy, @ Ogy(t) — 0.
Donc

X(E3, T T g, ® O (9|A])) = X(Ey, T T g, © O (9A])

—X(Ey, T T 5, © O, (6]A]))

= (X(X,T'T% ® Ox(9|\])) — x(X, T*Tx @ Ox(6]A])))
—(x(X, T ® Ox(6]A])) — x(X, T*Tx @ Ox(3|A]))).
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On termine le calcul de Riemann-Roch explicite (par exemple avec le
logiciel Maple) et la proposition est démontrée. O

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 7.14 :

Démonstration. Estimons maintenant

W (X,Gr* By Tx) = Y ( > W2 (X, DAz Ty

0<y<E {A1+2 23 3=m—7; X\i—X;>7, i<j}

Pour m suffisamment grand A vérifie |\| = > A\; > 4(d —5) + 18. En effet

4
?mgm—’y:)\1+2)\2+3)\3§6)\1

donc 5
Al > X > _m
15

On applique la proposition 7.16 et par sommation :

W (X, Gr* By mT5) < d(d+13) ) ( > g(\)+0(m®).

0<y<Z {A1+2X2+3A3=m—7; N\i—X;>7, i<j}

Remarquons qu’a priori la sommation se fait pour v > 0 car nos inégalités
supposent A7 > Ay > A3, mais la sommation pour v = 0 n’influence pas le
terme dominant, c’est un O(m®).

Il ne reste plus qu’a évaluer > ( > g(A)). Ce
0<y<Z {A1+2X2+3A3=m—7; X\i—\;>7, i<j}

calcul se fait par Maple :
49403
A ~ —m’.
2 2 9N s ™
0<y< % {A1+2X2+3A3=m—; A\i—A;>7, i<j}
Et le théoreme est démontré. O

On peut maintenant montrer le théoreme :

Théoréme 7.17 Soit X une hypersurface lisse de degré d > 97 de P* et A
un fibré en droites ample, alors il y a des sections globales de E3,, Ty @ A™!
pour m suffisamment grand et toute courbe entiere f : C —X doit satisfaire
l’équation différentielle correspondante.

47



Démonstration. On a
hO(X, EsnT%) + hQ(X, EsnT%) > (X, EsnT%)
et :

m?2

X Ey, To) = —
XX BsmTx) = g1648 % 109

d(389d® —20739d? +185559d — 358873) 4O (m?).
Par ailleurs
R (X, B3 mT5%) < B*(X,Gr* B3, T%) < Cd(d + 13)m” + O(m®)
donc
h(Xs5,0x,(m)) = h'(X, Es,T%)

9 —_—
™ (31648 x 10°
—Cd(d + 13)) + O(m®).

v

d(389d® — 20739d* + 185559d — 358873)

Il ne reste plus qu’a evaluer pour quels degrés

1

3 2
md(%% —20739d” + 185559d — 358873) — C'd(d + 13)

est positif. Cela se fait par Maple. On obtient alors que Ox,(m) est "big”
pour d > 97 donc pour m suffisamment grand :

HO (X3, Ox, (m) @ T3A™) = HO(X, By Ty © A™) £ 0.

7.4 Dégénérescence des courbes entieres

La stratégie est maintenant la méme que pour les surfaces. On considere
X C P* x PN 'hypersurface universelle d’équation

ZaaZo‘ =0, where [a] € PN and [Z] € P*.
|a|=d

La premiere étape est de montrer un résultat d’engendrement global pour
les champs de vecteurs méromorphes avec des poles d’ordre borné sur ’espace
des 3-jets verticaux :
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Proposition 7.18 Soit Xy := {(z,a,W 2 @) e Jo(x) / €D A @D A
¢® = 0}. Alors le fibré vectoriel Tyyxy @ Opi(12) @ Opn, () est engendré
par ses sections globales sur JJ(X)\X, ou X est l'adhérence de %.

Ensuite, on utilise la méthode qui nous dispense du résultat de Mc Quillan
(qui n’existe pas en dimension 3).

Lemme 7.19 Soit X une hypersurface lisse de P* de degré d, 0 < 6 < %

18
alors (X, B3, Ty @ KX™) > a(d, §)m® + O(m®).

Alors, par les arguments développés précédemment, on obtient la dégéné-
rescence des courbes entieres si

d(d—5) > 12,

donc pour § > % et a(d,d) > 0. Ce qui est le cas pour d > 593.
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