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Résumé
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1 Introduction : le cas des surfaces de Rie-

mann

Les problèmes liés à l’hyperbolicité en géométrie complexe ont déjà une
longue histoire. On peut les faire remonter au ”petit théorème de Picard”
et à l’étude de l’hyperbolicité des surfaces de Riemann compactes de genre
g ≥ 2.

Définition 1.1 Une variété complexe X est hyperbolique au sens de Brody
s’il n’existe pas de courbes entières non constantes g : C→ X.

Le petit théorème de Picard peut s’énoncer ainsi :

Théorème 1.2 Toute fonction entière g : C → C qui évite au moins deux
points est constante.

Ce théorème, comme l’hyperbolicité des surfaces de Riemann compactes
de genre g ≥ 2, peuvent être vus comme conséquence d’un autre théorème :
le théorème d’uniformisation de Riemann :

Théorème 1.3 Toute surface de Riemann simplement connexe est isomorphe
à l’une des 3 surfaces : C,∆ le disque unité ou P1.

Définition 1.4 1) Une surface de Riemann est dite elliptique si son revêtement
universel est P1.

2) Une surface de Riemann est dite parabolique si son revêtement univer-
sel est C.

3) Une surface de Riemann est dite hyperbolique si son revêtement uni-
versel est ∆.

Proposition 1.5 1) La seule surface de Riemann elliptique est P1.
2) Les surfaces de Riemann paraboliques sont C,C privé d’un point et les

tores de genre 1.
3) Les autres surfaces de Riemann sont hyperboliques.

Le petit théorème de Picard et l’hyperbolicité des surfaces de Riemann
compactes de genre g ≥ 2 découlent donc directement du fait que C privé de
deux points et S une surface de Riemann de genre g ≥ 2 ont pour revêtement
universel ∆ le disque unité et du théorème de Liouville.

On peut faire une liste des propriétés qui distinguent une courbe C de
genre deux ou plus des courbes de genre 1 ou 0 :
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1) La dimension de la suite pluricanonique h0(C,mK) crôıt linéairement
avec m.

2) Le fibré cotangent (canonique) est ample.
3) On peut munir C d’une métrique hyperbolique de courbure constante,

négative.
Ces propriétés se généralisent à la dimension supérieure. Ainsi, l’étude

des surfaces de Riemann compactes de genre g ≥ 2 amènent à celle des
variétés complexes compactes X dont le fibré canonique KX est positif. Le
petit théorème de Picard, lui, amène à l’étude du complémentaire dans X,
variété complexe compacte, d’une hypersurface de Y où le fibré KX + Y est
positif.

L’étude en dimension supérieure va montrer comment ces propriétés in-
terviennent pour établir l’hyperbolicité de certaines variétés.

Nous pouvons déjà donner quelques exemples de variétés hyperboliques
au sens de Brody en plus grande dimension :

Exemple 1.6 Toute variété du type
n∏
i=1

Ci, où les Ci sont des courbes com-

plexes compactes de genre g ≥ 2, est hyperbolique au sens de Brody.

Remarque 1.7 L’éclatée d’une variété n’est pas hyperbolique au sens de
Brody. Donc, l’hyperbolicité au sens de Brody n’est pas un invariant bira-
tionnel.

2 Hyperbolicité au sens de Kobayashi

2.1 Motivation : lemme de Schwarz

On sait munir le disque unité ∆, d’une métrique à courbure constante -1.
C’est la métrique de Poincaré définie par

ds2 =
dzdz

(1− |z|2)2
.

Une version du lemme de Schwarz est la suivante :

Lemme 2.1 Soit f : ∆→ ∆ holomorphe. Alors

|f ′(z)|
1− |f(z)|2

≤ 1

1− |z|2
.
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Corollaire 2.2 1) Soit f : ∆ → ∆ holomorphe. Alors f est 1-contractante
pour la métrique de Poincaré.

2) Un automorphisme de ∆ est une isométrie.

Etant donnée une surface de Riemann hyperbolique S, il est facile de la
munir d’une métrique à courbure constante -1 : c’est la métrique induite par
la métrique de Poincaré sur le revêtement universel ∆.

Mais on peut munir S, et toute variété complexe, d’une (pseudo) métrique
intrinsèque qui possède des propriétés similaires à celles du lemme de Schwarz
[23].

Définition 2.3 Soit X une variété complexe lisse, ξ ∈ TX,x un vecteur tan-
gent à X en x. On définit sa pseudo-norme de Kobayashi par

k(ξ) = inf
λ
{λ/∃f : ∆→ X, f(0) = x, λf ′(0) = ξ}.

La pseudo-distance de Kobayashi dX est la pseudo-distance géodésique obte-
nue en intégrant cette pseudo-norme.

Remarque 2.4 La définition originale donnée par S. Kobayashi (équivalente
à la précédente par Royden [36]) est la suivante : pour calculer la distance de
Kobayashi entre deux points p, q ∈ X, on construit une châıne d’applications
fi : ∆ → X, 1 ≤ i ≤ n, avec deux points pi, qi, où f1(p1) = p, fn(qn) = q et
fi(qi) = fi+1(pi+1). Sa longueur est

n∑
i=1

ρ(pi, qi)

où ρ est la distance de Poincaré. Alors la pseudo-distance de Kobayashi est la
borne infèrieure de ces longueurs, par rapport à toutes les châınes possibles.

Grâce à cette pseudo-distance on peut généraliser le lemme de Schwarz
en toute dimension :

Proposition 2.5 Si f : X → Y est une application holomorphe entre deux
variétés complexes, alors

dY (f(p), f(q)) ≤ dX(p, q)

Remarque 2.6 1) Pour le disque unité ∆, d∆ cöıncide avec la métrique de
Poincaré.

2) La pseudo-distance dX peut-être dégénérée. Par exemple dC ≡ 0. En
effet pour x, y ∈ C, considérons les fonctions fn(z) = n(y − x)z + x de ∆
dans C. Alors dC(x, y) ≤ d∆(0, 1

n
)→ 0.
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Définition 2.7 Une variété complexe X est hyperbolique au sens de Kobaya-
shi si dX est une distance.

Dans la suite, lorsque nous dirons que X est hyperbolique, cela signifiera
qu’elle l’est au sens de Kobayashi.

2.2 Lemme de Brody

Une conséquence de ce qui précède est la suivante : si l’on dispose d’une
application entière non constante f : C→X alors X ne peut pas être hyper-
bolique au sens de Kobayashi. Ainsi, l’hyperbolicité au sens de Kobayashi
implique l’hyperbolicité au sens de Brody. La réciproque est également vraie
si X est compacte :

Théorème 2.8 [3]Une variété compacte lisse X est hyperbolique si et seule-
ment si elle est hyperbolique au sens de Brody.

Lemme 2.9 (de reparamétrisation de Brody [3]) Soit X une variété com-
plexe lisse munie d’une métrique hermitienne h et f : ∆→ X une application
holomorphe. Pour tout r ∈ [0, 1[, il existe R ≥ r ‖f ′(0)‖h et un biholomor-
phisme ψ : D(0, R)→ D(0, r) tels que

‖(f ◦ ψ)′(0)‖h = 1, ‖(f ◦ ψ)′(t)‖h ≤
1

1−
∣∣ t
R

∣∣2
pour tout t ∈ D(0, R).

Démonstration. Soit z0 ∈ ∆ tel que (1− |z|2) ‖f ′(rz)‖h atteigne son maxi-
mum en z0 i.e la norme de la différentielle de z → f(rz) par rapport à la
métrique de Poincaré et h est maximale. Soit ψ(t) = r t+Rz0

R+z0t
= rgz0(

t
R

), où gz0
est une isométrie pour la métrique de Poincaré. En particulier, ψ(0) = rz0.
On a

‖(f ◦ ψ)′(0)‖h = |ψ′(0)| ‖f ′(rz0)‖h = (1− |z0|2)
r

R
‖f ′(rz0)‖h

donc on doit prendre

R = r(1− |z0|2) ‖f ′(rz0)‖h ≥ r ‖f ′(0)‖h .

La norme de la différentielle de f ◦ ψ en un point t par rapport à la
métrique de Poincaré et h est(

1−
∣∣∣∣ tR
∣∣∣∣2
)
‖(f ◦ ψ)′(t)‖h .
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Puisque gz0 est une isométrie pour la métrique de Poincaré, cette quantité
est à un facteur constant près, la norme de la différentielle de z → f(rz) en
gz0(

t
R

) par rapport aux mêmes métriques. Elle est donc maximale pour t = 0.
�

Nous pouvons maintenant donner une preuve du théorème annoncé :
Démonstration. Supposons X compacte non hyperbolique. Alors il existe
une suite de fonctions holomorphes fm : ∆ → X telle que (‖f ′m(0)‖h)m
ne soit pas bornée. Alors par le lemme précédent, on obtient une suite gm :
D(0, Rm)→ X telle queRm ≥ 1

2
‖f ′m(0)‖h et ‖g′m(z)‖h ≤

1

1−| zRm |
2 , ‖g′m(0)‖h =

1 pour tout m et z ∈ D(0, Rm). Par le théorème d’Ascoli, on en déduit qu’une
sous-suite des gm converge uniformément sur les compacts de C vers une ap-
plication holomorphe g : C→X vérifiant ‖g′(z)‖h ≤ ‖g′(0)‖h = 1 pour tout
z ∈ C. En particulier g est non constante. �

Remarque 2.10 Sans l’hypothèse de compacité, le théorème est faux. Consi-
dérons le domaine de C2 : D = {(z, w)/ |z| < 1, |wz| < 1 et |w| < 1 si z = 0}.
D est hyperbolique au sens de Brody : en effet, la projection de D par rapport
à la première coordonnée est une application holomorphe sur le disque unité
dont les fibres sont des disques. Cependant, la pseudo-distance de Kobaya-
shi est dégénérée. Calculons la pseudo-distance de Kobayashi entre (0, 0) et
(0, w0). Soit f1(z) = (z, 0), f2(z) = ( 1

n
, nz), f3(z) = ( 1

n
+ z

2
, w0) définies sur

∆. f1(0) = (0, 0), f1( 1
n
, 0), f2(w0

n
) = ( 1

n
, w0), f3(0) = ( 1

n
, w0), f3(−2

n
) = (0, w0).

Ainsi, quand n tend vers l’infini la somme des distances hyperboliques tend
vers 0. On conclut que la pseudo-distance de Kobayashi entre (0, 0) et (0, w0)
est 0.

2.3 Applications

Proposition 2.11 Soit X → S une famille de variétés complexes compactes
(i.e une submersion holomorphe propre). Alors l’ensemble des t ∈ S tels que
Xt soit hyperbolique, est ouvert dans S pour la topologie euclidienne.

Démonstration. Soit Xtn une suite de fibres non hyperboliques avec tn → t.
Alors par le lemme de Brody, on obtient une suite de fonctions entières
gn : C→Xtn telles que ‖g′n‖ ≤ ‖g′n(0)‖ω = 1 où ω est une métrique hermi-
tienne sur X . Alors par le théorème d’Ascoli, on peut extraire une sous-suite
convergeant vers g : C→Xt telle que ‖g′(0)‖ω = 1. Donc Xt n’est pas hyper-
bolique. �

Ainsi l’hyperbolicité est une condition ouverte pour la topologie eucli-
dienne.
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On vient de voir que la réciproque du théorème de Brody est en général
fausse. Cependant, sous certaines hypothèses, on peut montrer que le com-
plémentaire d’une sous-variété X de Y est hyperbolique.

Théorème 2.12 Soit X une hypersurface dans une variété complexe com-
pacte Y munie d’une métrique hermitienne h.

1) Si Y \X n’est pas hyperbolique, alors il existe une courbe entière g :
C→ Y telle que g(C) ⊂ X ou g(C) ⊂ Y \X vérifiant ‖g′(z)‖h ≤ ‖g′(0)‖h = 1
pour tout z ∈ C.

2) Si X et Y \X sont hyperboliques au sens de Brody, alors Y \X est
hyperbolique.

Démonstration. Si Y \X n’est pas hyperbolique alors il existe une suite de
fonctions gm : ∆rm → Y \X convergeant uniformément sur les compacts vers
une courbe entière g : C → Y vérifiant ‖g′(z)‖h ≤ ‖g′(0)‖h = 1 pour tout
z ∈ C. Supposons g(0) ∈ X. Soit V un voisinage de g(0) dans Y tel que V ∩X
soit défini par f =

∏
fi. Soit i tel que fi(g(0)) = 0. Par le théorème d’Hurwitz

(qui stipule qu’une fonction f, limite d’une suite de fonctions holomorphes, ne
s’annulant nulle part, uniformément convergente sur les compacts, s’annule
soit partout, soit nulle part) appliqué à {fi◦gm} qui ne s’annulent nulle part,
on en déduit que fi ◦ g ≡ 0. Donc g(C) ⊂ X. �

On peut également appliquer le théorème de Brody au cas du tore com-
plexe :

Théorème 2.13 ([17]) Soit X une sous-variété d’un tore complexe T. Alors
X est hyperbolique si et seulement si X ne contient pas de translaté d’un
sous-tore.

Démonstration. Si X contient un sous-tore alors on aurait une courbe
entière C→X, ce qui contredirait l’hyperbolicité de X par le théorème de
Brody.

Réciproquement, si X n’est pas hyperbolique, alors par le théorème de
Brody, on obtient une application holomorphe f : C→X telle que ‖f ′(z)‖ ≤
1 et ‖f ′(0)‖ = 1. T = Cn/Λ où Λ est un réseau, et l’on munit T de la
structure hermitienne provenant de Cn. Alors f se relève en une application
(f1, ..., fn) à valeurs dans Cn le revêtement universel. De plus

n∑
i=1

|f ′i |
2 ≤ 1.

Ainsi, par le théorème de Liouville, les f ′i sont constantes et les fi linéaires.
On peut supposer que fi(0) = 0 donc f(C) = F est un sous-groupe de X.
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L’adhérence de Zariski de F dans X l’est également i.e F
−1 ⊂ F et F .F ⊂ F

( x → x−1, x → xa sont des homéomorphismes de X pour la topologie de
Zariski). �

3 Hyperbolicité algébrique

3.1 Le cas compact

L’hyperbolicité impose de fortes restrictions géométriques. En particulier
elle limite le type de sous-variétés qui peuvent apparâıtre.

Définition 3.1 ([10]) Soit X une variété lisse complexe compacte munie
d’une métrique hermitienne dont la (1,1)-forme positive associée est ω. On
dit que X est algébriquement hyperbolique si il existe ε > 0 tel que pour toute
courbe compacte irréductible on ait

−χ(C) = 2g(C)− 2 ≥ ε degω(C)

où g(C) est le genre de la normalisation de C, χ(C) sa caractéristique d’Euler
et degω(C) =

∫
C
ω. (Cette propriété est indépendante de ω).

Proposition 3.2 ([10]) Si X est hyperbolique alors X est algébriquement
hyperbolique.

Démonstration. Si X est hyperbolique il existe ε0 > 0 tel que kX(ξ) ≥
ε0 ‖ξ‖ω pour tout ξ ∈ TX . Soit ν : C → C la normalisation. Puisque X est
hyperbolique C ne peut être rationnelle ou elliptique, donc elle est hyperbo-
lique. On peut la munir de la métrique hyperbolique kC . Alors la formule de
Gauss-bonnet donne :∫

C

dσC =
−1

4

∫
C

curv(kC) = −π
2
χ(C)

Si j : C → X est l’inclusion, on a :

kC(t) ≥ kX((j ◦ ν)∗t) ≥ ε0 ‖(j ◦ ν)∗t‖ω

donc ∫
C

dσC ≥ ε2
0

∫
C

(j ◦ ν)∗ω = ε2
0

∫
C

ω.

�

9



3.2 Le cas logarithmique

Soit X une variété complexe lisse et D ⊂ X un diviseur à croisements
normaux i.e en tout point x de D, on peut trouver des coordonnées z1, ..., zn
telles que D = {z1...zl = 0}. On appelle (X,D) variété logarithmique et on
note X = X\D.

Définition 3.3 Soit (X,D) une variété logarithmique, ω une métrique her-
mitienne sur X. On dit que X\D est hyperboliquement plongée dans X si il
existe ε > 0 tel que pour tous x ∈ X, ξ ∈ TX,x

kX(ξ) ≥ ε ‖ξ‖ω .

Définition 3.4 ([5]) Soit (X,D) une variété logarithmique. Pour chaque

courbe C ⊂ X,C * D, soit ν : C̃ → C la normalisation de C. Alors on
définit i(C,D) comme le nombre de points distincts dans v−1(D).

Définition 3.5 Soit (X,D) une variété logarithmique, ω une métrique her-
mitienne sur X. (X,D) est algébriquement hyperbolique s’il existe ε > 0 tel
que

2g(C̃)− 2 + i(C,D) ≥ ε degω(C)

pour toute courbe C ⊂ X,C * D.

Proposition 3.6 ([28]) Soit (X,D) une variété logarithmique, ω une métrique
hermitienne sur X, telle que X = X\D est hyperbolique et hyperboliquement
plongée dans X. Alors (X,D) est algébriquement hyperbolique.

Démonstration. La preuve est parallèle à celle du cas compact en utilisant
la formule de Gauss dans le cas compact qui nous donne que pour une surface
de Riemann compacte lisse C et un diviseur D ⊂ C réduit si C\D est
hyperbolique munie de la métrique à courbure constante -1 alors

Aire(C\D) = 2π(2g(C)− 2 + deg(D))

�

3.3 Hyperbolicité algébrique des hypersurfaces et des
complémentaires d’hypersurfaces de l’espace pro-
jectif

S. Kobayashi a proposé la conjecture suivante pour les hypersurfaces de
l’espace projectif
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Conjecture 3.7 Une hypersurface générique Xd ⊂ Pn (n ≥ 3) de degré d
est hyperbolique pour d ≥ 2n− 1.

Conjecture 3.8 Pn\Xd est hyperbolique pour Xd hypersurface générique de
degré d ≥ 2n+ 1.

Dès la dimension 2, cette conjecture est très difficile à montrer donc dans
un premier temps il est intéressant de regarder si ces configurations vérifient
les propriétés conjecturalement équivalentes à l’hyperbolicité comme l’hyper-
bolicité algébrique ou mieux la conjecture de Lang

Conjecture 3.9 ([24]) Une variété X est hyperbolique si et seulement si
toutes ses sous-variétés (et X elle-même) sont de type général i.e KX est big.

Ce travail a été fait dans le cas compact par Clemens [6], Pacienza [27]
et Voisin [41], [40], [42] :

Théorème 3.10 ([27]) Toutes les sous variétés d’une hypersurface très gé-
nérique de degré d ≥ 2n − 1, n ≥ 4 et d ≥ 6, n = 3, dans Pn sont de type
générale.

Le point de départ de la preuve est une technique développée par Clemens
[6], Ein [14] et Voisin [40]. Soit X ⊂ Pn × PNd l’hypersurface universelle de
Pn de degré d. Alors

Proposition 3.11 [37] Le fibré vectoriel TX⊗p∗OPn(1) est engendré par ses
sections globales, où p est la projection Pn × PNd → Pn.

Démonstration. Considérons des coordonnées globales (Zj)0≤j≤n (resp. (aα)|α|=d)
sur Cn+1 (resp. CNd+1). L’équation de X ⊂ Pn × PNd s’écrit alors∑

aαZ
α = 0

où Zα =
∏
Z
αj
j . Considérons l’ouvert U0 = {Z0 6= 0} × {ad0...0 6= 0} de

Pn× PNd . Dans la suite on considère les coordonnées inhomogènes associées.
Soit α ∈ Nd et un entier j tel que αj ≥ 1. Sur U0 on a le champ de

vecteurs

Vα,j =
∂

∂aα
− zj

∂

∂abα
où zj = Zj/Z0, α̂k = αk si k 6= j et α̂j = αj − 1. Ce champ de vecteurs est
tangent à X0 = X ∩ U0 et on peut l’étendre à X comme champ de vecteurs
méromorphes de pole d’ordre 1.
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Soit

V0 =
n∑
j=1

vj
∂

∂zj

un champ de vecteurs sur Cn, où vj =
∑
k

v
(j)
k zk + v

(j)
0 est un polynôme de

degré au plus 1 en les zj. Alors il existe un champ de vecteurs

V =
∑
|α|≤d

vα
∂

∂aα
+ V0

tangent à X0 qui s’étend à X comme champ de vecteurs holomorphe. En
effet, la condition pour que V soit tangent à X0 est∑

α

vαz
α +

∑
α,j

aαvj
∂zα

∂zj
= 0

et les vα sont choisis de telle sorte que le coefficient du monôme zα soit égal
à zéro.

Il est maintenat facile de voir que les champs de vecteurs construits
précédemment engendrent TX ⊗ p∗OPn(1). �

On peut alors montrer :

Théorème 3.12 Soit X une hypersurface très générale de degré d ≥ 2n de
Pn et Y une sous-variété de X, avec pour désingularisation v : Ỹ → Y. Alors

H0(Ỹ ,KeY ⊗ v∗OPn(−1)) 6= 0.

Un corollaire est

Corollaire 3.13 Une hypersurface très générique de degré d ≥ 2n dans Pn
est algébriquement hyperbolique.

Démonstration. Si C ⊂ X est une courbe avec ν : C̃ → C pour désingulari-
sation. Alors

0 ≤ deg(K eC ⊗ v∗OPn(−1)) = 2g(C̃)− 2− deg(C̃).

�
Passons à la preuve du théorème

Démonstration. Soit X ⊂ Pn × PNd l’hypersurface universelle de degré
d et U ⊂ PNd l’ouvert paramétrisant les hypersurfaces lisses. On considère
une sous-variété Y ⊂ X , telle que la projection Y → U soit dominante de
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dimension relative k. On considère ν : Ỹ → Y une résolution Y . Pour un
élément générique F ∈ U, on a :

(i) KeYF ' ΩN+keY|eYF
par adjonction,

(ii)

(
n−1−k∧

TX|XF

)
⊗KXF ' ΩN+k

X |XF

et une application

(iii) ΩN+k
X|XF (−1)→ ΩN+keY|eYF (−1).

Ainsi, il est suffisant de montrer que(
n−1−k∧

TX

)
⊗OXF (d− n− 2)

est engendré par ses sections globales. Par(
n−k−1∧

TX

)
⊗OXF (d− n− 2) =

n−k−1∧
(TX (1))⊗OXF (d− 2n+ k − 1)

il suffit alors de montrer que
TX (1)

est globalement engendré car par hypothèses d ≥ 2n ≥ 2n+ 1− k. �
Le lemme 3.11 permet également de montrer la non-déformabilité des

courbes entières dans ces hypersurfaces :

Théorème 3.14 [8] Soit U ⊂ PNd un ouvert et Φ : C×U → X une applica-
tion holomorphe telle que Φ(C×{t}) ⊂ Xt pour tout t ∈ U. Alors si d ≥ 2n,
le rang de Φ n’est maximal nulle part.

Autrement dit, si la conjecture de Kobayashi est fausse les courbes entières
ne peuvent pas être rangées dans une famille holomorphe définie sur un ouvert
de l’espace des modules des hypersurfaces.

Le cas logarithmique a été traité par Chen [5], Pacienza et Rousseau [28].
Tout d’abord introduisons le formalisme lié aux variétés logarithmiques. Soit
V une variété complexe lisse et D un diviseur à croisements normaux. Soit
V = V \D le complémentaire de D.

13



En suivant [21], le fibré cotangent logarithmique T
∗
V = T ∗

V
(logD) est

défini comme le sous-faisceau localement libre du faisceau des 1-formes méromorphes
sur V , dont la restriction à V est T ∗V et en un point x ∈ D donné par

T
∗
V,x =

l∑
i=1

OV ,x
dzi
zi

+
n∑

j=1+1

OV ,xdzj

où les coordonnées locales z1,..., zn centrées en x sont choisies telles que D = {
z1...zl = 0}.

Son dual, le faisceau tangent logarithmique T V = TV (− logD) est le sous-
faisceau localement libre du faisceau TV , dont la restriction à V est TV et un
un point x ∈ D donné par

T V,x =
l∑

i=1

OV ,xzi
∂

∂zi
+

n∑
j=1+1

OV ,x
∂

∂zj
.

Rappelons qu’en partant d’un diviseur arbitraire, le théorème des résolutions
d’Hironaka [19] garantit qu’on peut le remplacer par un diviseur à croisement
normaux après éclatements.

Théorème 3.15 (Hironaka, [19]) Soit V une variété complexe algébrique
irréductible (éventuellement avec des singularités), et D ⊂ V un diviseur
effectif sur V. Il existe un morphisme projectif birationnel

µ : V ′ → V,

où V ′ et lisse et µ a pour diviseur exceptionnel except(µ), tel que

µ−1(D) + except(µ)

est un diviseur à croisements normaux.

On appelle V ′ une résolution logarithmique de (V,D).

Théorème 3.16 ([28]) Soit Xd une hypersurface très générique de degré
d ≥ 2n + 1 dans Pn. Alors toutes les sous-variétés logarithmiques (Y,D) de
(Pn, Xd) (D = Y ∩ Xd) sont de type log-général i.e pour toute résolution

ν : Ỹ → Y de (Y,D) le fibré canonique logarithmique KeY (ν−1(D)) est big.

Démonstration. Nous allons montrer le résultat plus fort : pour Xd une
hypersurface très générique de degré d ≥ 2n+ 1 dans Pn et (Y,D) une sous-

variété logarithmique de (Pn, Xd) de résolution ν : Ỹ → Y , on a

h0(Ỹ ,K eY ⊗ ν∗OPn(−1)) 6= 0.
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Soit X ⊂ Pn × PNd l’hypersurface universelle de degré d et U ⊂ PNd
l’ouvert paramétrisant les hypersurfaces lisses. On considère une sous-variété
irréductible Y ⊂ Pn×PNd , intersectant proprement X , telle que la projection
Y →U soit dominante de dimension relative k. Soit D ⊂ Y le diviseur induit
par X . On considère ν : Ỹ → Y une résolution logarithmique de (Y ,D). Pour
un élément générique F ∈ U, on a :

(i) K eYF ' Ω
N+keY|eYF

par adjonction,

(ii)

(
n−k∧

TPn×PNd (− logX )|PnF

)
⊗KPnF ' ΩPn×PNd (logX )|PnF

et une application

(iii) ΩPn×PNd (logX )|PnF (2n+ 1− k − d)→ Ω
N+keY|eYF (2n+ 1 + k − d).

Ainsi, il est suffisant de montrer que(
n−k∧

TPn×PNd (− logX )|PnF

)
⊗OPnF (n− k)

est engendré par ses sections globales. Par(
n−k∧

TPn×PNd (− logX )|PnF

)
⊗OPnF (n− k) =

n−k∧ (
TPn×PNd (− logX )|PnF (1)

)
il suffit alors de montrer que

TPn×PNd (− logX )|PnF (1)

est globalement engendré. �

Théorème 3.17 ([28]) Soit Xd une hypersurface très générique de degré
d ≥ 2n+ 1 dans Pn. Alors (Pn, Xd) est algébriquement hyperbolique.

Démonstration. Soit C ⊂ Pn une courbe intersectant proprement Xd, f :
C̃ → C une désingularisation, D := C ∩ Xd et D̃ = f−1(D) alors par la
preuve précédente

0 ≤ deg(K eC(D̃)⊗ f ∗OPn(2n− d)) = 2g(C̃)− 2 + i(C,Xd)− (d− 2n) degC.

�
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4 Courbure négative et lemme d’Ahlfors-Schwarz

Soit L un fibré en droites sur une variété compacte complexe X tel que
l’espace des sections H0(X,L) 6= 0 ait pour base s0, s1..., sN . On définit alors
une application

ΦL : X → PN ,
z → [s0(z) : ... : sN(z)].

Cette application est holomorphe en dehors des points de base où toutes les
sections s’annulent.

Définition 4.1 Si ΦL est un plongement holomorphe alors on dit que L est
très ample. L est dit ample si Lm est très ample pour un entier m > 0.

Définition 4.2 Si ΦLm est un plongement méromorphe alors on dit que L
est big.

Remarque 4.3 L est big ⇔ H0(X,L ⊗ A−1) 6= 0 pour A fibré en droites
ample ⇔ H0(X,Lm) ≥ αmn où α > 0, n = dimX.

On a alors le théorème de Kodaira

Théorème 4.4 Un fibré en droites sur une variété lisse complexe compacte
Kähler X est ample si et seulement si L peut être muni d’une métrique her-
mitienne lisse à courbure positive.

Pour un fibré vectoriel E sur X, on dit que E est ample si et seulement si
OP (E∗)(1) est ample sur P (E∗). (P (E) désigne le fibré des droites vectorielles
de E)

Une des idées fondamentales est que l’hyperbolicité devrait être liée à des
propriétés de négativité de la courbure. Par exemple on a le résultat suivant :

Théorème 4.5 (Kobayashi,Urata [39]) Soit X une variété complexe com-
pacte lisse dant le fibré cotangent est ample. Alors X est hyperbolique.

Démonstration. T ∗X est ample donc pour m suffisament grand on a assez
de sections de SmT ∗X pour obtenir une application g : TX → CN qui envoie la
section nulle 0(X) sur 0 et est un isomorphisme de TX\0(X) sur son image.
Si X n’est pas hyperbolique alors par le théorème de Brody, on dispose d’une
application f : C→ X telle que ‖f ′(z)‖ ≤ 1 et ‖f ′(0)‖ = 1. Ainsi g◦f ′ est une
application entière bornée donc constante et puisque g est un isomorphisme
en dehors de la section nulle, on a f ′ ≡ 0 et donc f est constante. C’est une
contradiction. �
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Lemme 4.6 (d’Ahlfors-Schwarz) Soit γ(t) = γ0(t)dtdt une métrique hermi-
tienne singulière sur ∆ où log γ0 est une fonction sous-harmonique telle que
i∂∂ log γ0 ≥ Aγ au sens des courants pour A > 0. Alors γ peut se comparer
avec la métrique de Poincaré ds2 :

γ ≤ 2

A
ds2.

Démonstration. Supposons d’abord γ lisse. Quitte à remplacer γ par γr(t) =
γ(rt) et faire tendre r → 1, on peut supposer que γ s’étend à un plus grand
disque. Soit a : ∆ → R+ la fonction définie par γ = ads2. Elle est continue
et vaut 0 sur ∂∆, donc atteint son maximum en t0 ∈ ∆, donc

0 ≥ i∂∂ log a(t0)

= i∂∂ log γ(t0)− i∂∂ log
1

(1− |t|2)2
|t=t0

≥ Aγ(t0)− 2
|dt|2

(1− |t|2)2
= (Aa(t0)− 2)ds2

Donc Aa(t0)− 2 ≤ 0 et a ≤ 2
A
.

Si γ n’est pas lisse on utilise un argument de régularisation. �

Corollaire 4.7 Soit X une surface de Riemann munie d’une métrique her-
mitienne singulière γ(t) = γ0(t)dtdt telle que i∂∂ log γ0 ≥ Aγ au sens des
courants pour A > 0. Alors pour toute application holomorphe f : ∆ → X,
f ∗γ ≤ 2

A
ds2.

Soit X une variété lisse complexe munie d’une métrique hermitienne ω
et v ∈ TX,x. On définit la courbure sectionnelle de ω dans la direction v
par Kω([v]) = supKf∗ω(0) où la borne supérieure est prise sur toutes les
applications holomorphes f : ∆ → X telles que f(0) = x et v est tangent à
f(∆), Kf∗ω étant la courbure de Gauss associée à f ∗ω. Alors, on a :

Proposition 4.8 Soit X une variété lisse complexe munie d’une métrique
ω à courbure sectionnelle Kω ≤ B < 0. Alors X est hyperbolique.

5 Espaces de jets et opérateurs différentiels

Soit X une variété complexe de dimension n. On définit le fibré Jk → X
des k-jets de germes de courbes dans X, comme étant l’ensemble des classes
d’équivalence des applications holomorphes f : (C, 0) → (X, x) modulo la
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relation d’équivalence suivante : f ∼ g si et seulement si toutes les dérivées
f (j)(0) = g(j)(0) cöıncident pour 0 ≤ j ≤ k. L’application projection Jk → X
est simplement f → f(0). Grâce à la formule de Taylor appliquée à un
germe f au voisinage d’un point x ∈ X, on peut identifier Jk,x à l’ensemble
des k−uplets de vecteurs (f ′(0), ..., f (k)(0)) ∈ Cnk. Ainsi, Jk est un fibré
holomorphe sur X de fibre Cnk. On peut voir qu’il ne s’agit pas d’un fibré
vectoriel pour k ≥ 2 (pour k = 1, c’est simplement le fibré tangent TX).

Définition 5.1 Soit (X ,V ) une variété dirigée i.e V ⊂ TX est un sous-fibré
vectoriel. Le fibré JkV → X est l’espace des k−jets de courbes f : (C, 0)→ X
tangentes à V , c’est-à-dire telles que f ′(t) ∈ Vf(t) pour t au voisinage de 0,
l’application projection sur X étant f → f(0).

5.1 Construction

Nous présentons la construction des espaces de jets introduits par J.-P.
Demailly dans [10].

Soit (X, V ) une variété dirigée. On définit (X ′, V ′) par :
i) X ′ = P (V )
ii) V ′ ⊂ TX′ est le sous-fibré tel que pour chaque point (x, [v]) ∈ X ′ associé
à un vecteur v ∈ Vx\{0} on a :

V ′(x,[v]) = {ξ ∈ TX′ ; π∗ξ ∈ Cv}

où π : X ′ → X est la projection naturelle et π∗ : TX′ → π∗TX . Le fibré V ′

est caractérisé par les deux suites exactes

0 → TX′/X → V ′
π∗→ OX′(−1)→ 0,

0 → OX′ → π∗V ⊗OX′(1)→ TX′/X .

La deuxième suite exacte est une version relative de la suite exacte d’Euler
associée au fibré tangent des fibres P (Vx). On définit par récurrence le fibré
de k-jets projectivisé PkV = Xk et le sous-fibré associé Vk ⊂ TXk par :
(X0, V0) = (X, V ), (Xk, Vk) = (X ′k−1, V

′
k−1). On a par construction :

dimXk = n+ k(r − 1), rangVk = r := rangV

Soit πk la projection naturelle πk : Xk → Xk−1, on notera πj,k : Xk → Xj

la composition πj+1 ◦ πj+2 ◦ ... ◦ πk, pour j ≤ k.
Par définition, il y a une injection canonique OPkV (−1) ↪→ π∗kVk−1 et on

obtient un morphisme de fibrés en droites

OPkV (−1)→ π∗kVk−1
(πk)∗(πk−1)∗→ π∗kOPk−1V (−1)
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qui admet
Dk = P (TPk−1V/Pk−2V ) ⊂ PkV

comme diviseur de zéros
Ainsi, on a :

OPkV (1) = π∗kOPk−1V (1)⊗O(Dk).

Remarque 5.2 Chaque application non constante f : ∆R → X de (X, V )
se relève en f[k] : ∆R → PkV . En effet :
si f n’est pas constante, on peut définir la tangente [f ′(t)] (aux points sta-
tionnaires f ′(t) = (t− t0)su(t), [f ′(t0)] = [u(t0)] ) et f[1](t) = (f(t), [f ′(t)]).

Nous allons décrire cela par des coordonnées dans des cartes affines :
pour chaque point x0 ∈ X, il y a des coordonnées locales (z1, ..., zn) sur un
voisinage U de x0 telles que les fibres (Vz)z∈U peuvent être définies par des
équations linéaires :
Vz = {ξ =

∑
1≤j≤n ξj

∂
∂zj

; ξj =
∑

1≤k≤r ajk(z)ξk , pour j = r+1, ..., n}. Donc la

carte affine ξj 6= 0 de P (V )U peut être décrite par le système de coordonnées :
(z1, ..., zn; ξ1

ξj
, ..., ξr

ξj
)

On peut calculer les coordonnées de f[k] dans les cartes affines :

si f[k] = (F1, ..., FN) on obtient f[k+1] = (F1, ..., FN ,
F ′s1
F ′sr
, ...,

F ′sr−1

F ′sr
)

où N = n + k(r − 1) et {s1, ..., sr} ⊂ {1, ..., N}. Si k ≥ 1, {s1, ..., sr}
contient les derniers r − 1 indices de {1, ..., N} correspondants aux com-
posantes verticales de la projection PkV → Pk−1V , et sr est un indice tel que
m(Fsr , 0) = m(f[k], 0), où m(g, t) désigne la multiplicité de la fonction g en t.

Il est clair que la suite m(f[k], t0) est décroissante au sens large puisque
f[k−1] = πk ◦ f[k]. En fait, on a :

Proposition 5.3 [10] Soit f : (C, 0)→ X un germe de courbe non constant
tangent à V . Alors pour tout j ≥ 2, on a m(f[j−2], 0) ≥ m(f[j−1], 0) et
l’inégalité est stricte si et seulement si f[j](0) ∈ Dj.

Réciproquement, si ω ∈ PkV est un élément arbitraire et m0 ≥ ... ≥
mk−1 ≥ 1 sont des entiers tels que pour tout j ∈ {2, ..., k}, mj−2 > mj−1 si et
seulement si πj,k(ω) ∈ Dj, alors il existe un germe de courbe, f : (C, 0)→ X
tangent à V tel que f[k](0) = ω et m(f[j], 0) = mj.

Un point ω ∈ Xk est dit régulier s’il existe un germe f : (C, 0) → X tel
que f[k](0) = ω et m0(f, 0) = m(f[1], 0) = ... = m(f[k−1], 0) = 1. Ceci est
possible par la proposition précédente si et seulement si πj,k(ω) /∈ Dj pour
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tout j ∈ {2, ..., k}. On définit donc [10] :

PkV
reg =

⋂
2≤j≤k

π−1
j,k (PjV \Dj),

PkV
sing =

⋃
2≤j≤k

π−1
j,k (Dj) = PkV \PkV reg.

Proposition 5.4 Soit f : (C, 0) → X un germe de courbe, avec une pa-
ramétrisation irréductible et une singularité en f(0). Alors on peut désingulari-
ser le germe de courbe par la construction des jets de Demailly, i.e il existe
un entier k tel que m(f[k], 0) = 1.

5.2 Opérateurs différentiels sur les jets

D’après [18], on introduit le fibré vectoriel des jets de différentielles,
d’ordre k et de degré m, EGG

k,mV
∗ → X dont les fibres sont les polynômes

à valeurs complexes Q(f ′, f ′′, ..., f (k)) sur les fibres de JkV, de poids m par
rapport à l’action de C∗ :

Q(λf ′, λ2f ′′, ..., λkf (k)) = λmQ(f ′, f ′′, ..., f (k))

pour tout λ ∈ C∗ et (f ′, f ′′, ..., f (k)) ∈ JkV.
EGG
k,mV

∗ admet une filtration canonique dont les termes gradués sont

Grl(EGG
k,mV

∗) = Sl1V ∗ ⊗ Sl2V ∗ ⊗ ...⊗ SlkV ∗,

où l := (l1, l2, ..., lk) ∈ Nk vérifie l1+2l2+...+klk = m. En effet, en considérant

l’expression de plus haut degré en les (f
(k)
i ) qui intervient dans l’expression

d’un polynôme homogène de poids m, on obtient une filtration intrinsèque :

EGG
k−1,mV

∗ = S0 ⊂ S1 ⊂ ... ⊂ S[mk ] = EGG
k,mV

∗

où
Si/Si−1 ' SiV ∗ ⊗ EGG

k,m−kiV
∗.

Par récurrence, on obtient bien une filtration dont les termes gradués sont
ceux annoncés plus haut.

D’après [10], on définit le sous-fibré Ek,mV
∗ ⊂ EGG

k,mV
∗, appelé le fibré des

jets de différentielles invariants d’ordre k et de degré m, i.e :

Q((f ◦ φ)′, (f ◦ φ)′′, ..., (f ◦ φ)(k)) = φ′(0)mQ(f ′, f ′′, ..., f (k))
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pour tout φ ∈ Gk le groupe des germes de k-jets de biholomorphismes de
(C, 0). Pour G′k le sous-groupe de Gk des germes φ tangents à l’identité
(φ′(0) = 1) on a Ek,mV

∗ = (EGG
k,mV

∗)G
′
k .

La filtration canonique sur EGG
k,mV

∗ induit une filtration naturelle sur
Ek,mV

∗ dont les termes gradués sont(
⊕

l1+2l2+...+klk=m
Sl1V ∗ ⊗ Sl2V ∗ ⊗ ...⊗ SlkV ∗

)G′k
.

Le lien entre ces espaces d’opérateurs différentiels et les espaces de jets
construits précédemment est donné par :

Théorème 5.5 [10] Supposons que V a un rang r ≥ 2.
Soit π0,k : PkV → X, et JkV

reg le fibré des k-jets réguliers i.e f ′(0) 6= 0.
i) Le quotient JkV

reg/Gk a la structure d’un fibré localement trivial au-
dessus de X, et il y a un plongement holomorphe JkV

reg/Gk → PkV, qui
identifie JkV

reg/Gk avec PkV
reg.

ii) Le faisceau image direct (π0,k)∗OPkV (m) ' O(Ek,mV
∗) peut être iden-

tifié avec le faisceau des sections holomorphes de Ek,mV
∗.

iii) Pour tout m > 0, le lieu de base du système linéaire |OPkV (m)| est
égal à PkV

sing. De plus, OPkV (1) est relativement big (i.e pseudo-ample )
au-dessus de X.

Démonstration. i) Pour f ∈ JkV
reg on a le relevé f[1] = (f, [f ′]) ∈ P1V

et par récurrence un (k − j)−jet f[j] et la valeur f[k](0) est indépendante
du choix du représentant pour le k-jet f. Le relèvement commute avec la
reparamétrisation donc (f ◦ φ)[k] = f[k] ◦ φ et on a une application bien
définie

JkV
reg/Gk → PkV

reg,

f mod Gk → f[k](0).

On peut la décrire explicitement en coordonnées. Prenons des coordonnées
locales (z1, ..., zn) en x0 ∈ X telles que Vx0 = V ect( ∂

∂z1
, ..., ∂

∂zr
). Soit f =

(f1, ..., fn) un k−jet régulier tangent à V. Alors il existe 1 ≤ i ≤ r tel que
f ′i(0) 6= 0 et une reparamétrisation t = φ(τ) telle que f ◦ φ = g = (g1, ..., gn)
avec gi(τ) = τ. On suppose i = r. PkV est une tour à k étages de Pr−1−fibrés.
Dans les coordonnées inhomogènes correspondantes de ces Pr−1, le point
f[k](0) est donné par la collection de dérivées

((g′1(0), ..., g′r−1(0)); (g′′1(0), ..., g′′r−1(0)); ...; (g
(k)
1 (0), ..., g

(k)
r−1(0))).
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Ainsi l’application JkV
reg/Gk → PkV

reg est une bijection et les fibres de
ces fibrés isomorphes peuvent être vues comme la réunion de r cartes affines
C(r−1)k associées à chaque choix de i.

ii) Puisque les fibrés PkV et Ek,mV
∗ sont tous les deux localement triviaux,

il suffit d’identifier les sections de OPkV (m) sur une fibre PkVx avec la fibre
Ek,mV

∗
x pour tout point x ∈ X.

Soit donc σ une section de OPkV (m) sur une fibre PkVx et f ∈ JkV reg un
k−jet régulier en x. La dérivée f ′[k−1](0) définit un élément de OPkV (−1) en

f[k](0) ∈ PkV. Alors

Q(f ′, f ′′, ..., f (k)) = σ(f[k](0)).(f ′[k−1](0))m

définit un opérateur complexe holomorphe sur JkV
reg
x invariant par repa-

ramétrisation. JkV
reg
x est le complémentaire d’un sous-espace linéaire de co-

dimension n dans JkVx donc Q s’étend holomorphiquement sur JkVx ' (Cr)k
par le théorème d’extension de Riemann (r ≥ 2). Ainsi Q s’écrit comme une
série entière convergente

Q(f ′, f ′′, ..., f (k)) =
∑

α1,...,αk∈Nr
aα1...αk(f

′)α1 ...(f (k))αk .

L’invariance sous l’action de Gk implique en particulier la multihomogénéité
de Q, et donc le fait que Q soit un polynôme.

Réciproquement, pour tout ω dans un voisinage de ω0 ∈ PkVx on peut
montrer l’existence d’une famille holomorphe de germes de courbes fω :
(C, 0) → X telle que (fω)[k](0) = ω et (fω)′[k−1](0) 6= 0. Alors Q ∈ Ek,mV

∗
x

donne une section σ de OPkV (m) sur PkVx par

σ(ω) = Q(f ′ω, f
′′
ω , ..., f

(k)
ω )(0)((fω)′[k−1](0))−m.

iii) Si g est la reparamétrisation de f telle que gr(τ) = τ, les polynômes

invariants Q(f ′, f ′′, ..., f (k)) = f ′2k−1
r g

(j)
i sont des sections de OPkV (2k − 1)

qui séparent les points dans la carte affine f ′r 6= 0 de PkV
reg
x .

Les sections f → f ′1, ..; , f → f ′r s’annulent exactement sur PkV
sing. On

peut aussi montrer (cf. [10]) que réciproquement toute section σ de OPkV (m)
sur une fibre PkVx s’annule sur PkV

sing. �

Remarque 5.6 Il découle du théorème précédent que OPkV (1) n’est jamais
relativement ample pour k ≥ 2. Par contre, pour a ∈ Zk

OPkV (a) = OPkV (ak)⊗ π∗k−1,kOPk−1V (ak−1)...⊗ π∗1,kOP1V (a1)

est relativement ample pour a1 ≥ 3a2, ..., ak−2 ≥ 3ak−1 et ak−1 > 2ak > 0.
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5.3 Métriques sur les k-jets à courbure négative

Définition 5.7 Soit L un fibré en droites sur une variété complexe lisse X.
Une métrique hermitienne singulière sur L est une fonction ‖.‖h : L → R+

donnée dans une trivialisation locale quelconque U × C u→ L|U par

‖u(x, ξ)‖h = |ξ| e−φ(x)

où φ ∈ L1
loc(U). Son courant de courbure est défini par Θh(L) = i

π
∂∂φ et le

lieu singulier de la métrique est l’ensemble des points x tels que φ ne soit pas
borné sur tout voisinage de x.

Exemple 5.8 Si s0, ..., sN sont des sections holomorphes non nulles de L,
on peut définir une métrique singulière sur L par

‖s‖2
h =

|u−1 ◦ s|2

|u−1 ◦ s0|2 + ...+ |u−1 ◦ sN |2
.

Le poids associé est la fonction plurisousharmonique

φ =
1

2
log

(
N∑
j=0

∣∣u−1 ◦ sj
∣∣2)

et le courant associé est donc positif.

Théorème 5.9 Soit L un fibré en droites sur une variété compacte complexe
lisse X munie d’une métrique lisse hermitienne ω. L est big si et seulement
si il existe une métrique singulière h sur L telle que Θh(L) ≥ εω pour ε > 0.

Définition 5.10 [10] Une métrique singulière hk de k-jets sur une variété
complexe dirigée (X,V) est une métrique sur le fibré en droites OPkV (−1),
telle que la fonction de poids φ est telle que −φ soit quasi-plurisousharmonique.
On note Σhk ⊂ PkV le lieu singulier de la métrique i.e l’ensemble des points
où φ n’est pas localement bornée, et Θh−1

k
(OPkV (1)) = − i

π
∂∂φ le courant de

courbure.
On dit que hk est à courbure négative au sens des jets s’il existe ε > 0 et une
métrique hermitienne ωk sur TPkV tels que :

Θh−1
k

(OPkV (1))(ξ) ≥ ε |ξ|2ωk , pour tout ξ ∈ Vk

Remarque 5.11 l’inégalité est prise au sens des distributions :

Comme application du lemmme d’Ahlfors-Schwarz on a :
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Théorème 5.12 [10] Soit (X,V) une variété complexe compacte dirigée. Si
(X,V) a une métrique de k-jet avec courbure négative, alors toute courbe
entière f : C → X tangente à V vérifie f[k](C) ⊂ Σhk . En particulier, si
Σhk ⊂ PkV

sing, alors (X,V) est hyperbolique.

Démonstration. Soit ωk une métrique hermitienne lisse sur TPkV . Par hy-
pothèse, il existe ε > 0 tel que

Θh−1
k

(OPkV (1))(ξ) ≥ ε |ξ|2ωk , pour tout ξ ∈ Vk.

(πk)∗ envoie Vk continûment surOPkV (−1) et le poids e−φ de hk est localement
majoré. Donc il existe C > 0 telle que

|(πk)∗ξ|2hk ≤ C |ξ|2ωk , pour tout ξ ∈ Vk.

Ainsi :
Θh−1

k
(OPkV (1))(ξ) ≥ ε

C
|(πk)∗ξ|2hk , pour tout ξ ∈ Vk.

Soit f : ∆R → X une application holomorphe non constante tangente à V.
On a un morphisme :

F = f ′[k−1] : T∆R
→ f ∗[k]OPkV (−1)

et on peut alors construire une métrique

γ = γ0(t)dt⊗ dt = F ∗hk sur T∆R
.

Si f[k](∆R) ⊂ Σhk alors γ ≡ 0. Sinon γ(t) s’annule en les points singuliers
de f[k−1] et en les points de f−1

[k] (Σhk). En les autres points, la courbure de
Gauss de γ vérifie

i∂∂ log γ0(t)

γ(t)
=
−π(f[k])

∗Θhk(OPkV (−1))

F ∗hk
=
πΘh−1

k
(OPkV (1))(f ′[k](t))∣∣∣f ′[k−1](t)

∣∣∣2
hk

≥ ε′

C
.

Le lemme d’Ahlfors-Schwarz implique alors

γ(t) ≤ 2C

ε′
R−2 |dt|2

(1− |t|
2

R2 )2

donc ∣∣f ′[k−1](t)
∣∣2
hk
≤ 2C

ε′
R−2 |dt|2

(1− |t|
2

R2 )2
.
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Si f : C→ X est une courbe entière tangente à V telle que f[k](C) * Σhk alors
on obtient par l’inégalité précédente, en faisant tendre R → +∞, que f[k−1]

est constante donc aussi f. Si Σhk ⊂ PkV
sing, alors puisque f[k](C) ⊂ Σhk on

obtient f ′(t) = 0 en tout point et f constante. �
En particulier, l’existence de suffisamment de jets de différentielles glo-

bales implique que l’on peut construire une métrique de k-jet avec courbure
négative :

Corollaire 5.13 [10] Supposons qu’il existe des entiers k,m > 0 et un fibré
en droites ample L sur X tel que

H0(PkV,OPkV (m)⊗ π∗0,kL−1) ' H0(X,Ek,mV
∗ ⊗ L−1)

ait des sections non nulles σ1, ..., σN . Soit Z ⊂ PkV le lieu de base de ces
sections. Alors toute courbe entière f : C→ X tangente à V vérifie f[k](C) ⊂
Z. Autrement dit, pour tout opérateur différentiel P, Gk−invariant à valeurs
dans L−1, toute courbe entière f : C → X tangente à V vérifie l’équation
différentielle P (f) = 0.

Définition 5.14 [10] Soit A un fibré en droites ample sur une variété com-
plexe compacte X. L’ensemble base des k−jets est défini par :

Bk :=
⋂
m>0

Bk,m ⊂ Xk

où Bk,m est le lieu de base du fibré OXk(m)⊗ π∗0,kO(−A).

D’après le corollaire précédent toute courbe entière non constante f :
C→ X vérifie f[k](C) ⊂ Bk, donc f(C) ⊂

⋂
k>0

πk,0(Bk).

Ceci peut-être mis en relation avec la conjecture de Green et Griffiths
[18] :

Conjecture 5.15 Si X est une variété de type général, toute courbe entière
f : C → X est algébriquement dégénérée et il existe un sous ensemble
algébrique propre Y ⊂ X contenant toutes les images des courbes entières
non constantes.

5.4 Le théorème de Bloch

Théorème 5.16 Soit Z un tore complexe et f : C → Z une application

holomorphe. Alors l’adhérence de Zariski f(C)
Zar

est le translaté d’un sous-
tore de Z.
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Démonstration. Soit f : C → Z une courbe entière et X l’adhérence de
Zariski de f(C). Soit Zk = Pk(TZ) le fibré de k−jets de Z et Xk l’adhérence
de Xreg

k = Pk(TXreg) dans Zk. TZ est trivial donc Zk = Z × Rn,k où Rn,k

est une variété rationnelle. Il existe a ∈ Nk tel que OZk(a) est relativement
très ample i.e il existe ORn,k(a) très ample tel que OZk(a) = pr∗2 ORn,k(a).
Soit Φk : Xk → Rn,k la restriction de la projection Z × Rn,k → Rn,k. On a
OXk(a) = Φ∗kORn,k(a).

Soit Bk ⊂ Xk l’ensemble des points x ∈ Xk tels que la fibre de Φk passant
par x soit de dimension positive. Supposons Bk 6= Xk. Alors OXk(a) est big
donc peut être muni d’une métrique singulière à courbure positive dont le
lieu de dégénérescence est Bk. Alors on a f[k](C) ⊂ Bk. Cette inclusion est
également vraie si Bk = Xk.

Ainsi par tout point f[k](t0) il y a un germe de courbe dans la fibre
Φ−1
k (Φk(f[k](t0)), t→ u(t) = (z(t), jk) ∈ Xk ⊂ Z×Rn,k avec u(0) = f[k](t0) =

(z0, jk) et z0 = f(t0). Alors (z(t), jk) est l’image de f[k](t0) par le relevé d’ordre
k de la translation τs : z → z+s définie par s = z(t)−z0. On a f(C) * Xsing

puisque X est l’adhérence de Zariski de f(C), on choisit donc t0 tel que
f(t0) ∈ Xreg soit un point régulier. On définit

Ak(f) = {s ∈ Z : f[k](t0) ∈ Pk(X) ∩ Pk(τ−s(X)).

Ak(f) est un sous-ensemble analytique de Z contenant la courbe t→ s(t) =
z(t) − z0 passant par 0. Puisque A1(f) ⊃ A2(f) ⊃ ... ⊃ Ak(f) ⊃ ..., par
Noetherianité la suite devient stationnaire à partir d’un certain rang. Ainsi,
il y a une courbe D(0, r) → Z, t → s(t) tel que le jet infini j∞ défini par
f en t0 soit invariant par translation par s(t) pour tout t. Par unicité du
prolongement analytique, on conclut que s(t′) + f(t) ∈ X pour tout t ∈ C et
tout t′ ∈ D(0, r). X étant l’adhérence de Zariski de f(C) et irréductible, on
a s(t′) +X = X. On définit alors

W = {s ∈ Z; s+X = X}.

W est alors un sous groupe de Z de dimension strictement positive. Soit
p : Z → Z/W l’application quotient. Comme Z/W est un tore de dimension
dimZ/W < dimZ, on conclut par récurrence sur la dimension que la courbe

f̂ = p ◦ f : C→Z/W a son adhérence de Zariski X̂ = f̂(C)Zar = p(X) égal à

un translaté ŝ + T̂ d’un sous-tore T̂ ⊂ Z/W. On a alors X = s + p−1(T̂ ) où

p−1(T̂ ) est un sous-groupe fermé de Z. �

Corollaire 5.17 Soit X une sous-variété analytique d’un tore complexe Z.
Alors X est hyperbolique si et seulement si X ne contient pas de translaté
d’un sous-tore.
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Corollaire 5.18 Soit X une sous-variété analytique d’un tore complexe Z.
Si X n’est pas le translaté d’un sous-tore alors toute courbe entière dans X
est analytiquement dégénérée.

Théorème 5.19 (de Bloch). Soit X une variété complexe compacte Kähler
telle que l’irrégularité q = h0(X,Ω1

X) est plus grande que la dimension n de
X. Alors toute courbe entière dans X est analytiquement dégénérée.

Démonstration. Quitte à éclater, on peut supposer X lisse. Alors l’appli-
cation d’albanese α : X → Alb(X) envoie X sur une sous-variété propre
Y ⊂ Alb(X) (car dim(Y ) ≤ dim(X) < dimAlb(X)) et Y n’est pas le trans-
laté d’un sous-tore par la propriété universelle de l’application d’Albanese.
Alors pour toute courbe entière f : C→ X on obtient que α ◦ f : C→ Y est
analytiquement dégénérée et donc f elle-même est analytiquement dégénérée.
�

6 Le cas des surfaces

La conjecture de Kobayashi prédit :

Conjecture 6.1 Une surface X ⊂ P3 générique de degré d ≥ 5 est hyperbo-
lique.

6.1 Construction de surfaces hyperboliques

Le degré le plus petit pour lequel on connâıt l’existence d’une surface
hyperbolique est 6. C’est un exemple de J. Duval [13].

Nous présentons ici un exemple de degré 8 dû indépendemment à J. Duval
et H. Fujimoto.

Considérons la surface X ⊂ P3 d’équation

P (z0, z1, z2)2 −Q(z2, z3) = 0

où P et Q sont des polynômes généraux de degrés respectifs d ≥ 4 et 2d. Elle
est lisse en dehors de l’ensemble fini S = {(z0, z1, 0, 0) ∈ P3/ P (z0, z1, 0) = 0}
qui est aussi le lieu d’indétermination de la projection

X 99K P1

(z0, z1, z2, z3) → (z2, z3).
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Si X̃ est une désingularisation minimale on obtient une application holo-
morphe X̃ → P1 qui se factorise en X̃

u→ C
p→ P1 où C est la courbe hyper-

elliptique d’équation inhomogène t2 = Q(1, z3), l’application u est donnée en
coordonnées inhomogènes par

u(z0, z1, 1, z3) = (P (z0, z1, 1), z3)

et p est le revêtement double (t, z3) → z3. Toute courbe entière f : C → X

se relève en f̃ : C→X̃. Puisque C a pour genre d − 1 ≥ 3, l’image de f̃
est contenue dans une fibre u−1(t, z3) qui est isomorphe à la courbe plane
P (z0, z1, 1) = t. C’est une courbe plane de degré d avec au plus un point

singulier qui est un noeud. Son genre est donc supérieur à 2 et f̃ est constante.
La surface de degré 2d est donc hyperbolique comme toute petite déformation
de X. On obtient donc des exemples de surfaces hyperboliques de tout degré
pair d ≥ 8.

6.2 Le cas générique (d’après Mc Quillan-Demailly-El
Goul-Siu-Paun)

Décrivons la méthode, présente dans [10], pour obtenir l’existence de suf-
fisamment de jets de différentielles dans le cas de la dimension 2.

Dans le cas des surfaces lisses de type général on obtient par Riemann-
Roch [20] :

χ(X,SmT ∗X ⊗O(−A)) =
m3

6
(c2

1 − c2) +O(m2),

puis par le théorème d’annulation de Bogomolov h2(X,SmT ∗X ⊗O(−A)) = 0
pour m suffisamment grand donc :

h0(X,SmT ∗X ⊗O(−A)) ≥ m3

6
(c2

1 − c2) +O(m2).

Il en résulte que pour c2
1 − c2 > 0, OX1(1) est big et donc

B1 :=
⋂
m>0

Bs(OX1(m)⊗O(−A))

est un sous-ensemble algébrique propre de X1. Malheureusement pour les
surfaces de P3 les techniques d’ordre 1 sont insuffisantes car

c2
1 = d(d− 4) < c2 = d(d2 − 4d+ 6).
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Pour obtenir de meilleures estimations la stratégie est d’étudier les jets de
plus grand ordre. Malheureusement, il est difficile de trouver une décomposition
simple des fibrés Ek,mT

∗
X pour pouvoir calculer leur caractéristique d’Euler.

Cependant, pour k = 2 et sur une surface on a la filtration simple :

Gr•E2,mT
∗
X = ⊕

0≤j≤m
3

Sm−3jT ∗X ⊗K
j
X .

Ceci donne

χ(X,E2,mT
∗
X) =

m4

648
(13c2

1 − 9c2) +O(m3).

En utilisant à nouveau le théorème d’annulation de Bogomolov on obtient :

h0(X,E2,mT
∗
X ⊗O(−A)) ≥ m4

648
(13c2

1 − 9c2) +O(m3).

Par conséquent OX2(1) est big et OX2(−1) admet une métrique singulière
non triviale à courbure négative sur X2 dès que 13c2

1 − 9c2 > 0. Pour les
surfaces X de P3 de degré d ≥ 15, on obtient alors des opérateurs différentiels
globaux d’ordre 3 s’annulant sur un diviseur ample. Alors par le théorème
5.12, toute courbe entière f : C → X vérifie f[2](C) ⊂ Z  X2. Tout le
problème maintenant consiste à montrer que f : C→ X vérifie suffisamment
d’équations différentielles algébriquement indépendantes.

6.2.1 La stratégie de Demailly-El Goul

La stratégie de Demailly-El Goul est alors de trouver des conditions
numériques pour que le fibré OX2(1) en restriction à une composante irréduc-
tible quelconque Z de B2 qui se projette sur X1 soit à nouveau big. Ces
conditions sont vérifiées pour une surface très générique de degré d ≥ 21.
Alors par une nouvelle application du théorème 5.12, on aura f[2](C) ⊂ Z1 &
Z  X2. Et par un argument de dimension, on obtient que f[1] : C→ X1 est
algébriquement dégénérée. Un théorème très élaboré de McQuillan [26] est
alors invoqué :

Théorème 6.2 Soit f : C→ X une feuille d’un multi-feuilletage algébrique
sur une surface de type général. Alors f : C→ X est algébriquement dégénérée.

Par application de ce théorème, puisque f[1](C) est dans une feuille d’un
feuilletage algébrique d’une surface Z  X1, on obtient que f : C → X
est algébriquement dégénérée pour X ⊂ P3 très générique de degré d ≥ 21.
Mais pour de telles surfaces Xu [43] a montré qu’elles ne contenaient pas de
courbes elliptiques ou rationnelles. Elles sont donc hyperboliques.
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Remarque 6.3 Comme le remarque J.P. Demailly dans [10], l’une des mo-
tivations principales pour l’étude des jets de différentielles Ek,mT

∗
X dans les

questions d’hyperbolicité est la propriété de positivité du fibré gradué Gr•Ek,mT
∗
X

par opposition au cas des jets de Green-Griffiths. Par exemple, on voit faci-
lement que dans le cas d’une surface X ⊂ P3 de degré d, SmT ∗X est la seule
partie de Gr•E2,mT

∗
X qui n’est pas ample lorsque d est suffisamment grand à

m fixé.

6.2.2 Une nouvelle méthode (d’après Siu-Paun)

Les techniques décrites ici ont l’avantage de donner une méthode pour
montrer l’hyperbolicité sans faire appel au résultat de Mc Quillan (mais avec
une borne sur le degré moins bonne) très utile si l’on s’intéresse à la dimension
supérieure et si l’on fait quand même appel à ce résultat, d’améliorer le degré
minimal (qui devient d ≥ 18). L’idée est de généraliser les techniques décrites
dans le paragraphe 3.3 (cf. Proposition 3.11) aux espaces de jets.

Soit X ⊂ P3×PNd l’hypersurface universelle de P3 de degré d, et J2(X ) la
variété des 2-jets de X . On considère alors la sous-variété des jets verticaux
Jv2 (X ) ⊂ J2(X ) i.e des jets tangents aux fibres de la projection π2 : X → PNd .
On définit l’ensemble algébrique affine Σ0 := {(z, a, ξ(1), ξ(2)) ∈ Jv2 (X )/ξ(1) ∧
ξ(2) = 0}. Remarquons que si le 2-jet d’un germe de courbe holomorphe
u : (C, 0)→ X est dans Σ0 alors l’image de u est contenue dans une section
hyperplane de X . On a alors le résultat suivant :

Proposition 6.4 Le fibré vectoriel TJv2 (X ) ⊗ OP3(7) ⊗ OPN (∗) est engendré
par ses sections globales sur Jv2 (X )\Σ où Σ est l’adhérence de Σ0 dans Jv2 (X ).

La démonstration consiste, comme dans la proposition précédente, à con-
struire explicitement les champs de vecteurs méromorphes cette fois-ci sur
les espaces de jets.

L’hypersurface X ⊂ P3 × PNd est donnée par l’équation∑
|α|=d

aαZ
α = 0, where [a] ∈ PNd and [Z] ∈ P3.

On se donne des coordonnées globales sur C4 et CNd+1 et on considère l’ouvert
Ω0 := (Z0 6= 0) × (a0d00 6= 0) ⊂ P3 × PNd . En coordonnées inhomogènes sur
Ω0 l’équation de X est

X0 := (zd1 +
∑

|α|≤d, α1<d

aαz
α = 0).
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Alors l’équation de Jv2 (X0) dans C3 × CNd × C3 × C3 est∑
|α|≤d, ad00=1

aαz
α = 0 (1)

3∑
j=1

∑
|α|≤d, ad00=1

aα
∂zα

∂zj
ξ

(1)
j = 0 (2)

3∑
j=1

∑
|α|≤d, ad00=1

aα
∂zα

∂zj
ξ

(2)
j +

3∑
j,k=1

∑
|α|≤d, ad00=1

aα
∂2zα

∂zj∂zk
ξ

(1)
j ξ

(1)
k = 0 (3)

On considère un champ de vecteurs

V =
∑

|α|≤d, α1<d

vα
∂

∂aα
+
∑
j

vj
∂

∂zj
+
∑
j,k

wj,k
∂

∂ξ
(k)
j

sur l’espace vectoriel C3 × CNd × C3 × C3. Alors les conditions pour que V
soit tangent à Jv2 (X0) sont

∑
|α|≤d, α1<d

vαz
α +

3∑
j=1

∑
|α|≤d, ad00=1

aα
∂zα

∂zj
vj = 0

3∑
j=1

∑
|α|≤d, α1<d

vα
∂zα

∂zj
ξ

(1)
j +

3∑
j,k=1

∑
|α|≤d, ad00=1

aα
∂2zα

∂zj∂zk
vjξ

(1)
k +

3∑
j=1

∑
|α|≤d, ad00=1

aα
∂zα

∂zj
w

(1)
j = 0

∑
|α|≤d, α1<d

(
3∑
j=1

∂zα

∂zj
ξ

(2)
j +

3∑
j,k=1

∂2zα

∂zj∂zk
ξ

(1)
j ξ

(1)
k )vα

+
3∑
j=1

∑
|α|≤d, ad00=1

aα(
3∑

k=1

∂2zα

∂zj∂zk
ξ

(2)
k +

3∑
k,l=1

∂3zα

∂zj∂zk∂zl
ξ

(1)
k ξ

(1)
l )vj

+
∑

|α|≤d, ad00=1

(
3∑

j,k=1

aα
∂2zα

∂zj∂zk
(w

(1)
j ξ

(1)
k + w

(1)
k ξ

(1)
j ) +

3∑
j=1

aα
∂zα

∂zj
w

(2)
j ) = 0

Le premier ensemble de champs de vecteurs tangents à Jv2 (X0) que l’on peut
construire sont les suivants. On note δj ∈ N3 le multi-indice dont la j-ème
composante est 1 et les autres 0.

Pour α1 ≥ 3 :

V 300
α :=

∂

∂aα
− 3z1

∂

∂aα−δ1
+ 3z2

1

∂

∂aα−2δ1

− z3
1

∂

∂aα−3δ1

.
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For α1 ≥ 2, α2 ≥ 1 :

V 210
α : =

∂

∂aα
− 2z1

∂

∂aα−δ1
− z2

∂

∂aα−δ2
+

+z2
1

∂

∂aα−2δ1

+ 2z1z2
∂

∂aα−δ1−δ2
− z2

1z2
∂

∂aα−2δ1−δ2
.

For α1 ≥ 1, α2 ≥ 1, α3 ≥ 1 :

V 111
α : =

∂

∂aα
− z1

∂

∂aα−δ1
− z2

∂

∂aα−δ2
− z3

∂

∂aα−δ3

+z1z2
∂

∂aα−δ1−δ2
+ z1z3

∂

∂aα−δ1−δ3

+z2z3
∂

∂aα−δ2−δ3
− z1z2z3

∂

∂aα−δ1−δ2−δ3
.

On obtient des champs de vecteurs similaires en permutant les zi et en
changeant les indices α comme indiqué par la permutation. L’ordre des pôles
est égal à 3.

Une autre famille de champs de vecteurs est donnée par le lemme suivant.
Considérons une matrice complexe 3 × 3, A = (Akj ) ∈ M3(C) and let Ṽ :=∑
j,k

w
(k)
j

∂

∂ξ
(k)
j

, where w(k) := Aξ(k), for k = 1, 2.

Lemme 6.5 Il existe des polynômes vα(z, a) :=
∑
|β|≤3

vαβ (a)zβ où chaque coef-

ficient vαβ a pour degré au plus 1 en les (aγ) tel que

V :=
∑
α

vα(z, a)
∂

∂aα
+ Ṽ

est tangent à Jv2 (X0) en tout point.

La démonstration se réduit à de l’algèbre linéaire en écrivant les équations
de l’espace tangent à Jv2 (X0).

Finalement pour engendrer toutes les directions il ne reste plus qu’à
considérer V =

∑
|α|≤2

vα
∂
∂aα

et les conditions pour que V soit tangent à Jv2 (X0) :

∑
|α|≤2

vαz
α = 0
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3∑
j=1

∑
|α|≤d, α1<d

vα
∂zα

∂zj
ξ

(1)
j = 0

∑
|α|≤2

(
3∑
j=1

∂zα

∂zj
ξ

(2)
j +

3∑
j,k=1

∂2zα

∂zj∂zk
ξ

(1)
j ξ

(1)
k )vα = 0

En notant Wjk := ξ
(1)
j ξ

(2)
k − ξ

(1)
k ξ

(2)
j l’opérateur Wronskien. Puisqu’on

cherche l’engendrement global en dehors de Σ, on peut supposer W12 6= 0.
Alors on résout le système précédent avec pour inconnues v000, v100, v010. Par
la règle de Cramer, on voit que chacune des trois quantités précédentes est
une combinaison linéaire des vα, |α| ≤ 2, α 6= (000), (100), (010) avec pour
coefficients des fonctions rationnelles en z, ξ(1), ξ(2). Le calcul donne un ordre
au maximum égal à 7 pour les pôles.

Pour obtenir, l’hyperbolicité des surfaces génériques de P3, il reste à
utiliser ce résultat pour construire suffisamment d’équations différentielles
vérifiées par une courbe entière non-constante dans une telle surface. L’idée
est que l’on peut considérer un opérateur différentiel de Green-Griffiths comme
une fonction holomorphe sur l’espace des jets. Pour obtenir un nouvel opérateur
différentiel il nous suffit alors de différentier cette fonction holomorphe par
les champs de vecteurs que nous venons de construire.

Soit X ⊂ P3 × PNd l’hypersurface universelle de P3 de degré d. On a vu
que pour un degré d ≥ 15, on pouvait construire des opérateurs différentiels
invariants globaux i.e des sections globales de E2,mT

∗
Xa ⊗ K−tXa . Par semi-

continuité, on obtient l’existence d’un ouvert de Zariski Ud ⊂ PNd , tel que
pour tout a ∈ Ud, il existe un diviseur irréductible et réduit Ya = (Pa = 0) ⊂
(Xa)2 où

Pa ∈ H0((Xa)2,O(Xa)2(m1,m2)⊗K−tXa)

tel que la famille des sections (Pa) varie de manière holomorphe avec a. On
peut alors voir la famille de sections (Pa) comme une fonction holomorphe
P : Jv2 (X )Ud → C qui est polynômiale de degré m = m1 + m2 sur chaque
fibre de π : Jv2 (X )→ X . En prenant la différentielle de cette fonction avec
un des champs de vecteurs construits plus haut on obtient une section de
O(Xa)2(m1,m2) ⊗ OP3(7 − t(d − 4)). Ainsi, par la propriété d’engendrement
global précédente, on peut construire, en dehors de Σ et du lieu au-dessus
des points où tous les coefficients de P , vue comme fonction de ξ(1), ξ(2), sont
nuls, un opérateur différentiel non-nul. Pour conclure à la dégénérescence
algébrique de toute courbe entière il reste à contrôler l’ordre des pôles pour
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garantir que le nouvel opérateur différentiel s’annule bien sur un diviseur
ample.

Cela est garanti par le lemme suivant :

Lemme 6.6 Soit X une surface projective de type général. Alors

h0(X,E2,mT
∗
X ⊗K−δmX ) ≥ εm4((18δ2 − 10δ + 13/3)c2

1 − 3c2) +O(m3)

où ε > 0 si 0 < δ < 1/3.

Puisqu’on différentie moins de m fois, la condition δ(d − 4) > 7 est suf-
fisante pour conclure. Cette condition ajoutée à celle de la positivité du co-
efficient dominant du lemme précédent donne l’hyperbolicité pour un degré
suffisamment grand. cependant cette borne est nettement plus grande que
celle obtenue par Demailly-El Goul, 21.

Pour obtenir une meilleure borne, utilisons le résultat de McQuillan et
la condition numérique obtenue par Demailly-El Goul. On obtient alors une
borne inférieure sur l’ordre d’annulation de l’opérateur différentiel.

Proposition 6.7 [12] Pour m(13c2
1 − 9c2) > 12tc2

1, il existe un diviseur
Y1 ⊂ X1 tel que im(f[1]) ⊂ Y1.

Par McQuillan il nous suffit de montrer que pour f : C → X, f[1] : C →
X1 est algébriquement dégénérée. Supposons le contraire et donc f[1] : C →
X1 Zariski dense. Alors par la proposition précédente l’ordre d’annulation de
l’opérateur différentiel vérifie

t ≥ m
13c2

1 − 9c2

12c2
1

.

Par le même raisonnement que précédemment, on obtient la dégénérescence
algébrique si

m
13c2

1 − 9c2

12c2
1

(d− 4) > 7.

Une analyse un peu plus fine montre que m ≥ 6, ce qui donne d ≥ 18.

7 Le cas de la dimension 3

Nous présentons ici l’approche développée dans [32], [33], [34] et [35] vers
la conjecture de Kobayashi en dimension 3.
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7.1 Etude algébrique

On définit : Ak = ⊕
m

(Ek,mT
∗
X)x l’algèbre des opérateurs différentiels en un

point x ∈ X.
Soit G

′

k le groupe des reparamétrisations φ(t) = t+b2t
2+...+bkt

k+O(tk+1)
tangentes à l’identité. G

′

k agit sur (f ′, f ′′, ..., f (k)) par action unipotente. Par
exemple pour k = 3, on a l’action :

(f ◦ φ)′ = f ′; (f ◦ φ)′′ = f ′′ + 2b2f
′; (f ◦ φ)′′′ = f ′′′ + 6b2f

′′ + 6b3f
′

Donc une représentation :

G
′

3 ↪→ U(3) : φ→

 1 0 0
2b2 1 0
6b3 6b2 1


Déterminer Ak revient donc à déterminer (C[(f ′), (f ′′), ..., (f (k))])G

′
k .

En dimension 2, on a G
′
2 = U(2). Les invariants par le groupe unipotent sont

bien connus (cf.[31]). Ainsi :

(i) A1 = C[f ′1, f
′
2],

(ii) A2 = C[f ′1, f
′
2, w12] où w12 = f ′1f

′′
2 − f ′′1 f ′2.

On a la propriété suivante :

Proposition 7.1
An = An[f ′−1

1 ] ∩ An[f ′−1
2 ]

Démonstration. Il suffit de prouver An[f ′−1
1 ] ∩ An[f ′−1

2 ] ⊂ An. Soit F ∈
An[f ′−1

1 ]∩An[f ′−1
2 ] : F = P

(f ′1)l
= Q

(f ′2)m
. Ainsi : (f ′2)mP = (f ′1)lQ et (f ′1)l divise

P, donc F ∈ C[f ′, f ′′, f ′′′]. De plus F est invariant par reparamétrisation donc
F ∈ An. �

Nous étudions maintenant la dimension 3 :

G
′
3 =


 1 0 0

2b2 1 0
6b3 6b2 1

 ⊂ U(3).

Faisons le lien avec la théorie classique des invariants.

G
′
3 agit sur

 f ′1 f ′2 f ′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

 par multiplication à gauche.
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Considérons l’action de GL3 :

A ∈ GL3, A.

 f ′1 f ′2 f ′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

 =

 f ′1 f ′2 f ′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

A−1.

Cette action induit une action sur les polynômes P (f ′, f ′′, f ′′′) qui commute
avec celle de G

′
3. Ainsi on a une action de GL3 qui laisse A3 invariant.

Nous cherchons à déterminer les invariants par G
′
3 du système de vecteurs

(x1, x2, x3) où xi =

 f ′i
f ′′i
f ′′′i

 .

La théorie des invariants fournit le cadre suivant à notre situation.

Définition 7.2 (cf. [30]) Soit F une forme multi-linéaire en les variables
u1, ..., ul où les ui sont des vecteurs d’un espace vectoriel V. Soient x1, ..., xm
m vecteurs de V. On définit Sx1,...,xm(F ), l’espace vectoriel engendré par tous
les polynômes obtenus en substituant les variables x1, ..., xm aux variables
u1, ..., ul en permettant les répétitions. Cet espace est clairement invariant
sous l’action de Glm.

Soit G un groupe linéaire arbitraire agissant sur un espace vectoriel de
dimension n. On considère le problème de trouver les G−invariants d’un
système de vecteurs de V , i.e les polynômes invariants sous l’action de G dans
la somme directe de plusieurs copies de V. Il est clair que l’algèbre de tous
les G−invariants d’un système de vecteurs est linéairement engendré par les
invariants qui sont homogènes en chaque variable. Si f est un tel invariant, sa
polarisation complète en est un aussi. Ainsi si l’on est capable de trouver tous
les invariants multi-linéaires, alors on obtient tous les invariants homogènes
en y substituant de nouvelles variables (en permettant les répétitions).

Définition 7.3 (cf.[30]) Un ensemble {Fα} de formes multi-linéaires G-
invariantes est appelé système complet de G-invariants d’un système de m
vecteurs si les espaces de polynômes Sx1,...,xm(F ) associés aux formes Fα en-
gendrent l’algèbre de tous les G-invariants du système de vecteurs x1, ..., xm.

Théorème 7.4 ([30]) Soit V un espace vectoriel de dimension n.
1) Tout système complet de G-invariants d’un système de n vecteurs est aussi
un système complet pour tout nombre de vecteurs.
2) Si G ⊂ SL(V ) alors tout système complet de G-invariants d’un système
de n− 1 vecteurs auquel on ajoute la forme ”det” est un système complet de
G-invariants pour tout nombre de vecteurs.
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On a bien G
′
3 ⊂ SL3. Il nous suffit donc de connaitre un système com-

plet de G
′
3-invariants pour deux vecteurs i.e en dimension 2. Cela nous est

donné par le théorème annoncé par J.P. Demailly dont nous donnons ici une
démonstration :

Théorème 7.5 (Demailly) En dimension 2 :

A3 = C[f ′1, f
′
2, w

1
12, w

2
12][w12]

où wi12 = (f ′i)
4d( w12

(f ′i)
3 ) = f ′i(f

′
1f
′′′
2 − f ′′′1 f

′
2)− 3f

′′
i (f ′1f

′′
2 − f ′′1 f ′2)

et (R) : 3(w12)2 = f ′2w
1
12 − f ′1w2

12.

La démonstration nécessite deux lemmes :

Lemme 7.6 w12 est quadratique sur C[f ′1, f
′
2, w

2
12, w

1
12].

Démonstration. Par (R), w12 est algébrique sur C[f ′1, f
′
2, w

2
12, w

1
12] de degré

2 ou 1.
Supposons qu’il existe deux polynômes P et Q tels que :

P (f ′1, f
′
2, w

2
12, w

1
12)w12 = Q(f ′1, f

′
2, w

2
12, w

1
12).

Par (R) on remplace w2
12 par

f ′2w
1
12−3(w12)2

f ′1
dans P et Q.

Ainsi on obtient une égalité, après multiplication par (f ′1)m avec m suffisam-
ment grand, entre deux polynômes en les variables {f ′1, f ′2, w12, w

1
12} qui sont

algébriquement libres. Mais l’un des polynômes a toutes ses puissances en
w12 impaires et l’autre, paires ; ce qui implique P = Q = 0.
Ainsi le degré de w12 est 2. �

Lemme 7.7 {f ′1, f ′2, w2
12, w

1
12} sont algébriquement libres.

Démonstration. w12 est algébrique sur C(f ′1, f
′
2, w

2
12, w

1
12) donc

deg .tr(C(f ′1, f
′
2, w

2
12, w

1
12)) = deg .tr.(C(f ′1, f

′
2, w

2
12, w

1
12, w12))

≥ deg .tr(C(f ′1, f
′
2, w12, w

1
12)) = 4.

�

On peut maintenant passer à la démonstration du théorème 7.5 :

Démonstration. D’après la proposition 7.1 on est ramené à déterminer
A3[f ′−1

1 ] ∩ A3[f ′−1
2 ]. On considère la reparamétrisation φ = f−1

1 sur la carte
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(f ′1 6= 0). Soit P ∈ A3. Donc P (f ◦ φ) = (φ′)mP (f) ◦ φ. Remarquons mainte-
nant par le calcul :

(f2 ◦ f−1
1 )′ =

f ′2
f
′
1

◦ f−1
1 ,

(f2 ◦ f−1
1 )′′ =

w12

(f ′1)3
◦ f−1

1 ,

(f2 ◦ f−1
1 )′′′ =

w1
12

(f ′1)5
◦ f−1

1 .

Ainsi P ∈ C[f ′1, f
′
2, w12, w

1
12][f ′−1

1 ] et donc A3[f ′−1
1 ] = C[f ′1, f

′
2, w12, w

1
12][f ′−1

1 ].
Par symétrie : A3[f ′−1

2 ] = C[f ′1, f
′
2, w12, w

2
12][f ′−1

2 ].
L’inclusion

C[f ′1, f
′
2, w12, w

1
12, w

2
12] ⊂ C[f ′1, f

′
2, w12, w

1
12][f ′−1

1 ] ∩ C[f ′1, f
′
2, w12, w

2
12][f ′−1

2 ]

est immédiate puisque par (R) :

w2
12 ∈ C[f ′1, f

′
2, w12, w

1
12][f ′−1

1 ] et w1
12 ∈ C[f ′1, f

′
2, w12, w

2
12][f ′−1

2 ].

Il reste donc à montrer

C[f ′1, f
′
2, w12, w

1
12][f ′−1

1 ] ∩ C[f ′1, f
′
2, w12, w

2
12][f ′−1

2 ] ⊂ C[f ′1, f
′
2, w12, w

1
12, w

2
12].

Soit F ∈ C[f ′1, f
′
2, w12, w

1
12][f ′−1

1 ] ∩ C[f ′1, f
′
2, w12, w

2
12][f ′−1

2 ] :

F =
P (f ′1; f ′2;w12;w1

12)

(f ′1)l
=
Q(f ′1; f ′2;w12;w2

12)

(f ′2)m

Par (R) :

P (f ′1; f ′2;w12;w1
12) = P1(f ′1; f ′2;w1

12;w2
12)w12 + P2(f ′1; f ′2;w1

12;w2
12),

Q(f ′1; f ′2;w12;w2
12) = Q1(f ′1; f ′2;w1

12;w2
12)w12 +Q2(f ′1; f ′2;w1

12;w2
12)

Ainsi :

((f ′2)mP1(f ′1; f ′2;w1
12;w2

12)− (f ′1)lQ1(f ′1; f ′2;w1
12;w2

12))w12

+((f ′2)mP2(f ′1; f ′2;w1
12;w2

12)− (f ′1)lQ2(f ′1; f ′2;w1
12;w2

12)) = 0.

Or w12 est quadratique sur C[f ′1, f
′
2, w

2
12, w

1
12] donc :

(f ′2)mPi(f
′
1; f ′2;w1

12;w2
12)− (f ′1)lQi(f

′
1; f ′2;w1

12;w2
12) = 0, i = 1, 2.

{f ′1, f ′2, w2
12, w

1
12} sont algébriquement libres donc :

Pi(f
′
1; f ′2;w1

12;w2
12) = (f ′1)lRi(f

′
1; f ′2;w1

12;w2
12).
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Et le résultat est prouvé. �

On peut maintenant caractériser les opérateurs différentiels d’ordre 3 en di-
mension 3.

En notant ui =

 u1
i

u2
i

u3
i

 et en définissant :

F1(u1) = u1
1;

F2(u1, u2) = u1
1u

2
2 − u2

1u
1
2;

F3(u1, u2, u3) = u1
3(u1

1u
3
2 − u3

1u
1
2)− 3u2

3(u1
1u

2
2 − u2

1u
1
2).

on obtient que l’ensemble {F1, F2, F3} de formes multilinéaires G
′
3-invariantes

est un système complet de G
′
3-invariants d’un système de 2 vecteurs.

Par application du théorème 7.4 de Popov, on obtient la preuve du théorème
suivant et donc, la caractérisation algébrique de l’algèbre A3 des germes
d’opérateurs invariants en dimension 3 :

Théorème 7.8 En dimension 3 :

A3 = C[f ′i , wij, w
k
ij,W ], 1 ≤ i < j ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 3

où W =

∣∣∣∣∣∣
f ′1 f ′2 f ′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣ , wij = f ′if
′′
j − f ′′i f ′j,

wkij = (f ′k)
4d(

wij
(f ′k)3

) = f ′k(f
′
if
′′′
j − f ′′′i f ′j)− 3f ′′k (f ′if

′′
j − f ′′i f ′j).

De plus, deg .tr(C(f ′i , wij, w
k
ij,W )) = 7

Démonstration. Il ne reste qu’à justifier l’assertion sur le degré de trans-
cendance. Mais celle-ci est une conséquence immédiate du théorème 5.5 qui
identifie Ek,mT

∗
X,x avec les sections de OPkV (m) au-dessus de (π0,k)

−1(x). �

Remarque 7.9 1) Pour tout k, G
′

k ⊂ SLk, donc par le raisonnement précédent
pour déterminer Ak en toute dimension il suffit de déterminer Ak en dimen-
sion k − 1.

2) On a montré que le groupe G
′
3 =


 1 0 0

2b2 1 0
6b3 6b2 1

 ⊂ U(3) est un

groupe de Grosshans de GL3 i.e C[GL3]G
′
3 est une algèbre de type fini. De
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plus, ce groupe n’est pas régulier i.e normalisé par un tore maximal car : λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 1 0 0
2b2 1 0
6b3 6b2 1

 λ−1
1 0 0
0 λ−1

2 0
0 0 λ−1

3

 =

 1 0 0
2b2λ

−1
1 λ2 1 0

6b3λ
−1
1 λ3 6b2λ

−1
2 λ3 1

 /∈ G
′

3.

On ne peut donc pas appliquer le résultat de L. Tan [38] sur la conjecture de
Popov-Pommerening pour montrer que G

′
3 est un sous-groupe de Grosshans.

3) Sans l’utilisation du théorème de Popov, la détermination par un calcul
”à la main” des générateurs de A3 semble difficile.

7.2 Applications géométriques

Il s’agit d’étudier le fibré E3,mT
∗
X en dimension 3 pour obtenir sa filtration

en représentations irréductibles de Schur qui nous permettra, par un calcul de
Riemann-Roch, de calculer sa caractéristique d’Euler. Rappelons que E3,mT

∗
X

est muni d’une filtration dont les termes gradués sont

Gr•E3,mT
∗
X =

(
⊕

l1+2l2+3l3=m
Sl1T ∗X ⊗ Sl2T ∗X ⊗ Sl3T ∗X

)G′3
.

D’après la théorie de la représentation, ces termes gradués se décomposent
en représentations irréductibles de Gl(T ∗X) : les représentations de Schur.
La caractérisation algébrique précédente va nous permettre de trouver les
représentations irréductibles qui interviennent dans cette décomposition.
Pour cela, on a besoin de la filtration des 3-jets en dimension 2 :

Théorème 7.10 En dimension 2 on a :

Gr•E3,mT
∗
X = ⊕

0≤γ≤m
5

( ⊕
{λ1+2λ2=m−γ; λ1−λ2≥γ; λ2≥γ}

Γ(λ1,λ2)T ∗X)

Démonstration. On sait que

A3 = C[f ′1, f
′
2, w

1
12, w

2
12][w12]

où wi12 = (f ′i)
4d( w12

(f ′i)
3 ) = f ′i(f

′
1f
′′′
2 − f ′′′1 f

′
2)− 3f ′′i (f ′1f

′′
2 − f ′′1 f ′2)

et 3(w12)2 = f ′2w
1
12 − f ′1w2

12.
A3,m est une représentation polynômiale deGL2. La théorie de la représentation
nous dit que A3,m est somme directe de représentations irréductibles qui sont
déterminées par les vecteurs de plus haut poids.
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Rappelons qu’un vecteur est vecteur de plus haut poids s’il est invariant sous

l’action de U(2) =

{(
1 ∗
0 1

)}
.

Ici :
V = {(f ′1)α(w1

12)γ(w12)β / α + 5γ + 3β = m}
est clairement un ensemble de vecteurs de plus haut poids, de poids

(α + β + 2γ, β + γ).

On en déduit que chaque représentation Γ(λ1,λ2) vérifiant

{λ1 + 2λ2 = m− γ;λ1 − λ2 ≥ γ;λ2 ≥ γ}

apparâıt une et une seule fois dans les représentations déterminées par cet
ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit (λ1, λ2) un tel couple
alors

{α = λ1 − λ2 − γ; β = λ2 − γ}
et (α, β, γ) sont déterminés de manière unique.
On a donc :

Gr•E3,mT
∗
X ⊃ ⊕

0≤γ≤m
5

( ⊕
{λ1+2λ2=m−γ; λ1−λ2≥γ; λ2≥γ}

Γ(λ1,λ2)T ∗X).

Pour avoir l’égalité il suffit de montrer que l’ensemble V est l’ensemble de
tous les vecteurs de plus haut poids, i.e :

V = (A3,m)U(2).

Soit P ∈ (A3,m)U(2) : P = P1 + P2.w12, avec Pi ∈ C[f ′1, f
′
2, w

1
12, w

2
12].

Soit u ∈ U(2) : u.P = u.P1 + (u.P2).w12 car u.w12 = w12.
Donc u.P = P ⇔ u.Pi = Pi (car w12 est quadratique par le lemme 7.6).
Donc pour déterminer (A3,m)U(2), il nous suffit de déterminer C[f ′1, f

′
2, w

1
12, w

2
12]U(2).

Soit : u =

(
1 λ
0 1

)
∈ U(2) :

On a les relations suivantes :

u.f ′1 = f ′1;

u.f ′2 = λf ′1 + f ′2;

u.w1
12 = w1

12;

u.w2
12 = w2

12 + λw1
12.

Rappelons que {f ′1, f ′2, w2
12, w

1
12} sont algébriquement libres par le lemme 7.7,

donc déterminer C[f ′1, f
′
2, w

1
12, w

2
12]U(2) revient à déterminer les invariants du
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groupe unipotent U(2) qui sont bien connus en théorie classique des invariants
(cf.[31] p.87). Donc on a l’égalité :

C[f ′1, f
′
2, w

1
12, w

2
12]U(2) = C[f ′1, w

1
12, f

′
2w

1
12 − f ′1w2

12] = C[f ′1, w
1
12, (w12)2].

Finalement on obtient l’inclusion :

(A3,m)U(2) ⊂ C[f ′1, w
1
12, w12].

Par l’unicité de (α, β, γ) vue précédemment on obtient bien :

(A3,m)U(2) = V.

�

On passe maintenant à la preuve du théorème :

Théorème 7.11 Soit X une variété complexe de dimension 3, alors :

Gr•E3,mT
∗
X = ⊕

0≤γ≤m
5

( ⊕
{λ1+2λ2+3λ3=m−γ; λi−λj≥γ, i<j}

Γ(λ1,λ2,λ3)T ∗X)

où Γ est le foncteur de Schur.

Démonstration. On suit le même schéma que dans la preuve précédente.
Soit

V = {(f ′1)α(w1
12)γ(w12)βW δ / α + 5γ + 3β + 6δ = m}.

V est un ensemble de vecteurs de plus haut poids de poids

(α + β + 2γ + δ; β + γ + δ; δ).

Soit (λ1, λ2, λ3) vérifiant :

(P) : {λ1 + 2λ2 + 3λ3 = m− γ, 0 ≤ γ ≤ m

5
;λi − λj ≥ γ, i < j}.

Comme précédemment on obtient que chaque représentation Γ(λ1,λ2,λ3)T ∗X
où (λ1, λ2, λ3) vérifie (P) apparâıt une et une seule fois dans les représentations
déterminées par cet ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit
(λ1, λ2, λ3) vérifiant (P).
Alors :

{α = λ1 − λ2 − γ; β = λ2 − λ3 − γ; δ = λ3}

et (α, β, γ, δ) sont déterminés de manière unique.
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Donc on a l’inclusion :

Gr•E3,mT
∗
X ⊃ ⊕

0≤γ≤m
5

( ⊕
{λ1+2λ2+3λ3=m−γ; λi−λj≥γ, i<j}

Γ(λ1,λ2,λ3)T ∗X).

Pour avoir l’égalité il suffit à nouveau de montrer que V est l’ensemble de
tous les vecteurs de plus haut poids de A3,m i.e : V = (A3,m)U(2).

L’idée importante ici est d’utiliser un argument qui apparait dans la
preuve du théorème 7.4 de Popov [30] et permet de voir que le résultat
obtenu pour la dimension 2 implique le résultat pour la dimension 3.
Si (x1, x2, x3) est un système de vecteurs en position générale tel que

det(x1, x2, x3) = 0

alors par l’action de U(3) on se ramène au système (x1, x2, 0).
Soit P ∈ (A3,m)U(3), un vecteur de plus haut poids. Montrons que

P ∈ C[f ′1, w
1
12, w12,W ]

par récurrence sur m. Pour m = 0, c’est trivial.
Supposons maintenant (A3,p)

U(3) ⊂ C[f ′1, w
1
12, w12,W ] pour p < m. Montrons

que le résultat est vrai pour m. Considérons P1 la restriction de P à l’hyper-
surface (W = 0). Par l’invariance de P1 sous l’action de U(3) et la remarque
précédente montrant que par U(3) on transforme le système (x1, x2, x3), en
position générale, en le système (x1, x2, 0), on obtient que P1 ne dépend que
des deux premiers vecteurs i.e P1 est un vecteur de plus haut poids de dinen-
sion 2, donc par le théorème 7.10 P1 ∈ C[f ′1, w

1
12, w12].

P − P1 est un polynôme qui s’annule sur l’hypersurface (W = 0). Par le
Nullstellensatz, on obtient que (P − P1) ∈

√
(W ) donc par l’irréductibilité

de W on a :
P = P1 +W.P2.

Il est clair que P2 ∈ (A3,m−6)U(3) donc par hypothèse de récurrence

P2 ∈ C[f ′1, w
1
12, w12,W ]

et de même pour P .
On en déduit que (A3,m)U(3) ⊂ C[f ′1, w

1
12, w12,W ].

Donc V = (A3,m)U(3) par l’unicité de (α, β, γ, δ).
Le théorème est démontré. �

Un calcul de type Riemann-Roch fournit alors :

Proposition 7.12 Soit X une hypersurface lisse de degré d de P4, alors

χ(X,E3,mT
∗
X) =

m9

81648× 106
d(389d3−20739d2 +185559d−358873)+O(m8)

Corollaire 7.13 Pour d ≥ 43, χ(X,E3,mT
∗
X) ∼ α(d)m9 avec α(d) > 0.
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7.3 Opérateurs différentiels

Pour montrer l’existence d’opérateurs différentiels globaux, on est ramené
à un contrôle de la dimension des groupes de cohomologie des fibrés de jets.
On se ramène au cas des fibrés en droites de la façon suivante.

Soit X une variété complexe lisse de dimension 3. Notons Fl(T ∗X) la
variété des drapeaux de T ∗X i.e des suites de sous-espaces vectoriels embôıtés

D = {0 = E3 ⊂ E2 ⊂ E1 ⊂ E0 = T ∗X,x}.

Soit π : Fl(T ∗X) → X. C’est une fibration localement triviale dont la
dimension relative est : N = 1 + 2 = 3.

Soit λ = (λ1, λ2, λ3) une partition telle que λ1 > λ2 > λ3. Notons Lλ le
fibré en droites sur Fl(T ∗X) dont la fibre au-dessus du drapeau précédent est

LλD =
3
⊗
i=1

det(Ei−1/Ei)
⊗λi . D’après le théorème de Bott [2], si m ≥ 0 :

π∗(Lλ)⊗m = ΓmλT ∗X ,

Rqπ∗(Lλ)⊗m = 0 si q > 0.

Les fibrés ΓmλT ∗X et (Lλ)⊗m ont donc même cohomologie.
Nous allons montrer le théorème

Théorème 7.14 Soit X une hypersurface lisse de degré d de P4, alors

h2(X,Gr•E3,mT
∗
X) ≤ Cd(d+ 13)m9 +O(m8)

où C est une constante.

La preuve s’inspire de la démonstration algébrique [1] des inégalités de
Morse de Demailly [11] qui stipulent :

Théorème 7.15 Soit L = F−G un fibré en droites sur une variété compacte
Kähler X où F et G sont des fibrés en droites nef. Alors pour 0 ≤ q ≤ n =
dimX

hq(X,L⊗k) ≤ kn

(n− q)!q!
F n−q.Gq + o(kn).

Montrons tout d’abord la proposition

Proposition 7.16 Soit λ = (λ1, λ2, λ3) une partition telle que λ1 > λ2 > λ3

et |λ| =
∑
λi > 4(d− 5) + 18. Alors :

h2(Fl(T ∗X),Lλ) = h2(X,ΓλT ∗X) ≤ g(λ)d(d+ 13) + q(λ)

où g(λ) = 3|λ|3
2

∏
λi>λj

(λi−λj) et de plus q est un polynôme en λ de composantes

homogènes de plus haut degré 5.
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Démonstration. On a

Lλ = (Lλ ⊗ π∗OX(3 |λ|))⊗ (π∗OX(3 |λ|))−1 = F ⊗G−1,

avec F = Lλ⊗π∗OX(3 |λ|), G = π∗OX(3 |λ|). Lλ⊗π∗OX(3 |λ|) est positif. En
effet, on a la propriété générale [9] que si E est un fibré vectoriel semi-positif
i.e E ≥ 0 alors le fibré en droites correspondant L(E)λ est aussi semi-positif.
Ici, E = T ∗X ⊗OX(2) est semi-positif et

L(E)λ ' Lλ ⊗ π∗OX(2 |λ|) ≥ 0,

donc
Lλ ⊗ π∗OX(3 |λ|) > 0.

Soit Y = Fl(T ∗X). Tout d’abord montrons que H i(Y, F ) = 0 pour tout
i ≥ 1 et λ telle que |λ| =

∑
λi > 4(d − 5) + 18. Pour cela nous utilisons le

théorème d’annulation de Kodaira qui stipule que pour tout fibré en droites
A ample sur une variété projective Z complexe H i(Z,KZ ⊗ A) = 0 pour
i > 0. En effet, regardons à quelles conditions

F ⊗K−1
Y > 0.

Rappelons [25] que

KY = L−(5,3,1) ⊗ π∗(KX ⊗ det(T ∗X)⊗3) = L−(5,3,1) ⊗ π∗OX(4(d− 5)).

Donc
F ⊗K−1

Y = Lλ+(5,3,1) ⊗ π∗OX(3 |λ| − 4(d− 5)).

Or on a

Lλ+(5,3,1) ⊗ π∗OX(2 |λ+ (5, 3, 1)|) = Lλ+(5,3,1) ⊗ π∗OX(2 |λ|+ 18) ≥ 0.

Par conséquent F ⊗K−1
Y > 0 si

3 |λ| − 4(d− 5) > 2 |λ|+ 18

c’est-à-dire
|λ| > 4(d− 5) + 18.

Prenons un diviseur D = π∗E1 ∈ |G| , lisse et irréductible. On a la suite
exacte :

0→ OY (F ⊗G−1)→ OY (F )→ OD(F )→ 0.

donc la suite exacte longue en cohomologie :

0 = H1(Y,OY (F ))→ H1(D,OD(F ))→ H2(Y,OY (F⊗G−1)→ H2(Y,OY (F )) = 0.
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Donc
h2(Y,OY (F ⊗G−1)) = h1(D,OD(F )).

Prenons un deuxième diviseur D′ = π∗E2 ∈ |G| , lisse et irréductible, rencon-
trant D proprement. Soit Z = D ∩D′, F ′ = F ⊗ G et E3 = E1 ∩ E2. On a
la suite exacte

0→ OD(F ′ ⊗G−1)→ OD(F ′)→ OZ(F ′)→ 0.

Par adjonction
KD = (KY )|D ⊗OD(D)

donc
F ′|D ⊗K−1

D = (F ⊗K−1
Y )|D > 0.

Ainsi

h1(D,OD(F )) ≤ h0(Z,OZ(F ′)) = h0(Z,OZ(F ⊗G)) ≤ h0(Z,OZ(F ⊗G2)).

Or comme précédemment

OZ(F ⊗G2)⊗K−1
Z = (F ⊗K−1

Y )|Z > 0

donc
h0(Z,OZ(F ⊗G2)) = χ(Z,OZ(F ⊗G2)).

On a
χ(Z,OZ(F ⊗G2)) = χ(E3,Γ

λT ∗X|E3
⊗OE3(9 |λ|)).

Par Riemann-Roch, on sait explicitement calculer

χ(X,ΓλT ∗X ⊗OX(t)).

On a les suites exactes

(1) 0 → ΓλT ∗X ⊗OX(t− E1)→ ΓλT ∗X ⊗OX(t)→ ΓλT ∗X|E1
⊗OE1(t)→ 0

(2) 0 → ΓλT ∗X|E1
⊗OE(t− E3)→ ΓλT ∗X|E1

⊗OE1(t)→ ΓλT ∗X|E3
⊗OE3(t)→ 0.

Donc

χ(E3,Γ
λT ∗X|E3

⊗OE3(9 |λ|)) = χ(E1,Γ
λT ∗X|E1

⊗OE1(9 |λ|))
−χ(E1,Γ

λT ∗X|E1
⊗OE1(6 |λ|))

= (χ(X,ΓλT ∗X ⊗OX(9 |λ|))− χ(X,ΓλT ∗X ⊗OX(6 |λ|)))
−(χ(X,ΓλT ∗X ⊗OX(6 |λ|))− χ(X,ΓλT ∗X ⊗OX(3 |λ|))).
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On termine le calcul de Riemann-Roch explicite (par exemple avec le
logiciel Maple) et la proposition est démontrée. �

Passons maintenant à la démonstration du théorème 7.14 :

Démonstration. Estimons maintenant

h2(X,Gr•E3,mT
∗
X) =

∑
0≤γ≤m

5

(
∑

{λ1+2λ2+3λ3=m−γ; λi−λj≥γ, i<j}

h2(X,Γ(λ1,λ2,λ3)T ∗X)).

Pour m suffisamment grand λ vérifie |λ| =
∑
λi > 4(d− 5) + 18. En effet

4m

5
≤ m− γ = λ1 + 2λ2 + 3λ3 ≤ 6λ1

donc

|λ| ≥ λ1 ≥
2m

15
.

On applique la proposition 7.16 et par sommation :

h2(X,Gr•E3,mT
∗
X) ≤ d(d+13)

∑
0≤γ≤m

5

(
∑

{λ1+2λ2+3λ3=m−γ; λi−λj≥γ, i<j}

g(λ))+O(m8).

Remarquons qu’à priori la sommation se fait pour γ > 0 car nos inégalités
supposent λ1 > λ2 > λ3, mais la sommation pour γ = 0 n’influence pas le
terme dominant, c’est un O(m8).

Il ne reste plus qu’à évaluer
∑

0≤γ≤m
5

(
∑

{λ1+2λ2+3λ3=m−γ; λi−λj≥γ, i<j}
g(λ)). Ce

calcul se fait par Maple :∑
0≤γ≤m

5

(
∑

{λ1+2λ2+3λ3=m−γ; λi−λj≥γ, i<j}

g(λ)) ∼
m→+∞

49403

252.107
m9.

Et le théorème est démontré. �

On peut maintenant montrer le théorème :

Théorème 7.17 Soit X une hypersurface lisse de degré d ≥ 97 de P4 et A
un fibré en droites ample, alors il y a des sections globales de E3,mT

∗
X ⊗A−1

pour m suffisamment grand et toute courbe entière f : C→X doit satisfaire
l’équation différentielle correspondante.
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Démonstration. On a

h0(X,E3,mT
∗
X) + h2(X,E3,mT

∗
X) ≥ χ(X,E3,mT

∗
X)

et :

χ(X,E3,mT
∗
X) =

m9

81648× 106
d(389d3−20739d2+185559d−358873)+O(m8).

Par ailleurs

h2(X,E3,mT
∗
X) ≤ h2(X,Gr•E3,mT

∗
X) ≤ Cd(d+ 13)m9 +O(m8)

donc

h0(X3,OX3(m)) = h0(X,E3,mT
∗
X)

≥ m9(
1

81648× 106
d(389d3 − 20739d2 + 185559d− 358873)

−Cd(d+ 13)) +O(m8).

Il ne reste plus qu’à evaluer pour quels degrés

1

81648× 106
d(389d3 − 20739d2 + 185559d− 358873)− Cd(d+ 13)

est positif. Cela se fait par Maple. On obtient alors que OX3(m) est ”big”
pour d ≥ 97 donc pour m suffisamment grand :

H0(X3,OX3(m)⊗ π∗3A−1) ' H0(X,E3,mT
∗
X ⊗ A−1) 6= 0.

�

7.4 Dégénérescence des courbes entières

La stratégie est maintenant la même que pour les surfaces. On considère
X ⊂ P4 × PNd l’hypersurface universelle d’équation∑

|α|=d

aαZ
α = 0, where [a] ∈ PNd and [Z] ∈ P4.

La première étape est de montrer un résultat d’engendrement global pour
les champs de vecteurs méromorphes avec des pôles d’ordre borné sur l’espace
des 3-jets verticaux :
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Proposition 7.18 Soit Σ0 := {(z, a, ξ(1), ξ(2), ξ(3)) ∈ Jv3 (X ) / ξ(1) ∧ ξ(2) ∧
ξ(3) = 0}. Alors le fibré vectoriel TJv3 (X ) ⊗ OP4(12) ⊗ OPNd (∗) est engendré
par ses sections globales sur Jv3 (X )\Σ, où Σ est l’adhérence de Σ0.

Ensuite, on utilise la méthode qui nous dispense du résultat de Mc Quillan
(qui n’existe pas en dimension 3).

Lemme 7.19 Soit X une hypersurface lisse de P4 de degré d, 0 < δ < 1
18

alors h0(X,E3,mT
∗
X ⊗K−δmX ) ≥ α(d, δ)m9 +O(m8).

Alors, par les arguments développés précédemment, on obtient la dégéné-
rescence des courbes entières si

δ(d− 5) > 12,

donc pour δ > 12
(d−5)

et α(d, δ) > 0. Ce qui est le cas pour d ≥ 593.
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