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Mes travaux concernent l’hyperbolicité des variétés complexes et l’étude
des jets de Demailly-Semple.

En 1970, S.Kobayashi [Ko.70] a posé le problème suivant: Est-il vrai que
le complémentaire d’une hypersurface générique de degré d ≥ 2n+1 dans Pn

C
est hyperbolique ?

Pour P2
C, les résultats connus sont que le complémentaire d’une courbe très

générique C à k composantes C1, ..., Ck de degrés (d1, ..., dk) est hyperbolique
et hyperboliquement plongé dans P2 dans les cas suivants:
1) k ≥ 5 et des degrés quelconques [Bab84]
2) k = 4 avec des degrés tels que

∑
di ≥ 5 ([Gr74], [DSW92])

3) k = 3 et d1, d2, d3 ≥ 2 ([DSW92],[DSW94]);
∑

di ≥ 5 ([DL04] et [SY95]).
4) k = 1 et d1 ≥ 15 ([SY95];[E.G])

La première partie de ma thèse a consisté en l’étude du cas k = 2, en
utilisant les techniques de jets développées par J.P. Demailly, J. El Goul,
G.Dethloff, S.Lu. ([De95] ; [DL96]).

Notions fondamentales: Pour X une variété complexe et V un sous fibré
vectoriel holomorphe de TX , la construction due à J.-P. Demailly de fibrés
de k-jets de courbes Xk = PkV permet d’analyser l’hyperbolicité en termes
de négativité de courbure. Le fibré πk : Xk → X est une tour de fibrés
projectifs sur X et il est muni d’un fibré en droites tautologique OXk

(1). Les
images directes (πk)∗OXk

(m) peuvent être vues comme des fibrés vectoriels
d’opérateurs différentiels d’ordre k et de degré m agissant sur les germes de
courbes holomorphes dans X tangents à V et invariants par reparamétrage:
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pour f : (C, 0) → X un germe d’application holomorphe, on introduit le fibré
vectoriel EGG

k,mV ∗ → X dont les fibres sont les polynômes à valeurs complexes

Q(f ′, f ′′, ..., f (k)) sur les fibres de JkV, fibré des germes de courbes d’ordre k
sur X tangentes à V , de poids m par rapport à l’action de C∗:

Q(λf ′, λ2f ′′, ..., λkf (k)) = λmQ(f ′, f ′′, ..., f (k)).

On définit le sous-fibré Ek,mV ∗ ⊂ EGG
k,mV ∗, appelé le fibré des opérateurs

différentiels invariants d’ordre k et de degré m, i.e:

Q((f ◦ φ)′, (f ◦ φ)′′, ..., (f ◦ φ)(k)) = φ′(0)mQ(f ′, f ′′, ..., f (k))

pour tout φ ∈ Gk le groupe des germes de k jets de biholomorphismes de
(C, 0).

Les jets de Demailly-Semple possèdent de nombreuses propriétés qui en
font des outils efficaces pour étudier certains problèmes géométriques. Ainsi,
j’ai montré qu’ils permettaient de désingulariser les germes de courbes.

J.-P. Demailly a démontré que pour tout opérateur différentiel P de ce
type, à valeurs dans le dual d’un fibré en droites ample, toute courbe entière
f : C →X tangente à V vérifie l’équation différentielle P (f) = 0. Ce résultat
précise l’approche de Green et Griffiths [GG80]. L’utilisation de ces out-
ils a permis à J.-P. Demailly et J. El Goul de prouver l’hyperbolicité des
surfaces très génériques de P3

C de degré d ≥ 21 [DEG00] et, par l’analogue
logarithmique, J. El Goul a montré que le complémentaire d’une courbe très
générique de P2

C de degré d ≥ 15 est hyperbolique et hyperboliquement plongé
dans P2.

Hyperbolicité du complémentaire dans P2 d’une courbe à deux
composantes

L’étude de l’hyperbolicité du complémentaire dans P2 d’une courbe à deux
composantes est fondée sur l’utilisation des jets logarithmiques, développés
par Dethloff et Lu et utilisés par El Goul dans le cas d’une seule composante.
Le résultat principal de cette étude que j’ai obtenu est:
Théorème Le complémentaire d’une courbe trés générique à deux com-
posantes de degrés d1 ≤ d2 dans P2 est hyperbolique pour:
1) d1 ≥ 5
2) d1 = 4 et d2 ≥ 7
3) d1 = 4 et d2 = 4
4) d1 = 3 et d2 ≥ 9
5) d1 = 2 et d2 ≥ 12.

Ce résultat a donné lieu à une publication aux Comptes Rendus Mathé-
matiques de l’Académie des Sciences en 2003 (Ser. I 336 (2003)
635-640):
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”Hyperbolicité du complémentaire d’une courbe : le cas de deux composantes”.

Etude des jets de Demailly-Semple en dimension 3
La deuxième partie de ma thèse est constituée par l’étude des jets de

Demailly-Semple en dimension 3 dans la perspective d’attaquer le problème
de l’hyperbolicité des hypersurfaces projectives génériques de grand degré de
dimension 3 pour lequel il n’y a pas encore de résultats.
Cette étude est fondée sur l’utilisation de la théorie de la représentation. Si
on définit Ak = ⊕

m
(Ek,mT ∗

X)x l’algèbre des opérateurs différentiels en un point

x ∈ X, celle-ci peut-être vue comme une représentation du groupe linéaire
Gln. On sait alors que l’on a une décomposition de cette représentation en
somme directe de représentations irréductibles de Schur. Ainsi Demailly
[De95] a caractérisé les fibrés de jets d’ordre 2, de degré m:

Gr•E2,mT ∗
X = ⊕

λ1+2λ2=m
Γ(λ1,λ2,0)T ∗

X ,

où Γ est le foncteur de Schur.
L’étude algébrique de A3, par la théorie classique des invariants, m’a permis
d’obtenir une caractérisation des jets d’ordre 3, en dimension 3:

Théorème En dimension 3:

A3 = C[f ′i , wij, w
k
ij, W ], 1 ≤ i < j ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 3

où W =

∣∣∣∣∣∣
f ′1 f ′2 f ′3
f ′′1 f ′′2 f ′′3
f ′′′1 f ′′′2 f ′′′3

∣∣∣∣∣∣ , wij = f ′if
′′
j − f ′′i f ′j,

wk
ij = (f ′k)

4d(
wij

(f ′
k)3

) = f ′k(f
′
if

′′′
j − f ′′′i f ′j)− 3f ′′k (f ′if

′′
j − f ′′i f ′j).

Cette étude algébrique a conduit à des applications géométriques au niveau
des fibrés de jets.
Le résultat principal que j’ai obtenu est la caractérisation du gradué du fibré
des jets d’ordre 3 en dimension 3:

Théorème Soit X une variété complexe de dimension 3:
Alors:

Gr•E3,mT ∗
X = ⊕

0≤γ≤m
5

( ⊕
{λ1+2λ2+3λ3=m−γ; λi−λj≥γ, i<j}

Γ(λ1,λ2,λ3)T ∗
X)

où Γ est le foncteur de Schur.

Un calcul de type Riemann-Roch fournit alors:
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Proposition

χ(X, E3,mT ∗
X) =

m9

81648× 106
d(389d3−20739d2 +185559d−358873)+O(m8)

Corollaire Pour d ≥ 43, χ(X, E3,mT ∗
X) ∼ α(d)m9 avec α(d) > 0.

Pour obtenir l’existence de suffisamment d’opérateurs différentiels, une
étude de la cohomologie s’avère nécessaire contrairement au cas de la di-
mension 2 où des théorèmes d’annulation dus à Bogomolov permettaient de
conclure [Bo79].
L’étude en dimension 3 a montré la nécessité de considérer les jets d’ordre 3.
En effet, l’utilisation des complexes de Schur m’a permis d’obtenir le résultat
suivant qui illustre l’idée plus générale qu’en dimension n, il faut étudier les
jets d’ordre n:

Théorème: Soit X une hypersurface lisse et irréductible de degré d ≥ 2 de
P4.
Alors:

H0(X, E2,mT ∗
X) = 0.

Autrement dit, il n’y a pas de jets de différentielles d’ordre 2 défini globale-
ment sur X.

J’ai montré qu’on pouvait utiliser les théorèmes d’annulation classiques pour
obtenir le résultat

Théorème Soit X ⊂ P4 une hypersurface lisse et irréductible de degré d.
Alors pour q ≥ 1,

Hq(X, Γ(a1,a2,a3)T ∗
X) = 0 pour a3(d− 1) > 2(a1 + a2) + 3(d− 1).

L’étude m’a permis de constater que contrairement au cas des jets d’ordre
2 en dimension 2, on ne peut espérer avoir H2(X, Gr•E3,mT ∗

X) = 0 car pour
tout m suffisamment grand, il existe H2(X, Γ(λ1,λ2,λ3)T ∗

X) 6= 0 par la

Proposition Soit X ⊂ P4 une hypersurface lisse et irréductible de degré
d ≥ 6.
Alors

h2(X,SmT ∗
X) ∼

+∞
(− 7

24
d +

1

8
d2)m5.

La perspective de ce travail est, après avoir démontré l’existence d’opérateurs
différentiels à valeur dans le dual d’un fibré ample, d’obtenir des résultats

4



sur l’hyperbolicité des hypersurfaces génériques de P4 de degré suffisamment
grand.
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