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Correspondencia pruebas/programas

Correspondencia de Curry-Howard

Teoria de la demostracion Prog. funcional
Proposiciéon Tipo
Regla de deduccién Regla de tipaje
A= B A— B
rFA=B TFA [Ft:AsB  TTFu:A
resg [ (t)u:B

@ Matematicas constructivas : légica intuicionista
e Axioma de eleccion valido!

@ Martin-Lof : sistema mdas expresivo, ofrece una prueba sencilla
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Intuiciones :
@ Separacidn entre los lenguajes de términos (testigos) y de
pruebas
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Intuiciones :
@ Separacién entre los lenguajes de términos (testigos) y de
pruebas
@ Ya que el testigo se puede extraer, porqué no exigirlo con la
prueba?

% suma fuerte/dependiente : (t, p) : IxA(x)
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Ingredientes

la:AFp:B x:TkEp:A
= A7

N=Xap:A—=B FEAx.p:VxTA

FEp:Alt/x] THt: T MEp:3xTA(x)

3
M- (t,p): IxTA L Trprfp: A(witp) £
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Ingredientes

ra:AFp:B | x:TkEp:A
TFrap.A>B [FAxp:WxTA
FEp:Alt/x] THt: T MEp:3xTA(x)

3
M- (t,p): IxTA L Trprfp: A(witp) £

Axioma de eleccién

ACy - VxA3yBP(x,y) — IFA7BYXAP(x, f(x))
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ra:AFp:B | x:TkEp:A
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Ingredientes

ra:AFp:B | x:TkEp:A
TFrap.A>B [FAxp:WxTA
FEp:Alt/x] THt: T MEp:3xTA(x)

3
M- (t,p): IxTA L Trprfp: A(witp) £

Axioma de eleccién

ACy - VxA3yBP(x,y) — IFA7BYXAP(x, f(x))

A8
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Ingredientes

ra:AFp:B | x:TkEp:A
TFrap.A>B [FAxp:WxTA
FEp:Alt/x] THt: T MEp:3xTA(x)

3
M- (t,p): IxTA L Trprfp: A(witp) £

ACy - VxA3yBP(x,y) — IFA7BYXAP(x, f(x))

ACa = AH.(Ax. AX. )
: — IFATBYAP(x, f(x))
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Ingredientes

ra:AFp:B | x:TkEp:A
TFrap.A>B [FAxp:WxTA
FEp:Alt/x] THt: T MEp:3xTA(x)

3
M- (t,p): IxTA L Trprfp: A(witp) £

ACy - VxA3yBP(x,y) — IFA7BYXAP(x, f(x))

ACp = AH.(Ax.wit(Hx),Ax.prf(Hx))
: — IFA7BYXAP(x, f(x))
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Légica cldsica y eleccién

Griffin, 1990

call/cc: (A= B)=A)=A

9~ Calculos con operadores de control : A\, Ac , Apfi...
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Légica cldsica y eleccién

Griffin, 1990

call/cc: (A= B)=A)=A

9~ Calculos con operadores de control : A\, Ac , Apfi...

@ Independencia del axioma de eleccién (Cohen)
@ Imposibilidad de lograr una realizacién recursiva :
Vx3dy (y = 0 & ¢(x)) = VX (f(x) = 0 & ¢(x))
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Légica clasica y eleccidon

Griffin, 1990

call/cc: (A= B)=A)=A

9~ Calculos con operadores de control : A\, Ac , Apfi...

@ Independencia del axioma de eleccién (Cohen)
@ Imposibilidad de lograr una realizacién recursiva :
Vx3dy (y = 0 & ¢(x)) = VX (f(x) = 0 & ¢(x))

Eleccién numerable/dependiente

Enfoque por realizabilidad :
@ Berardi-Bezem-Coquand 1998
@ Krivine 2003
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Une ligera incompatibilidad

Pizarrén : prueba de 0=L1.
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Une ligera incompatibilidad

ACyp := AH.(Ax. wit(Hx), Ax. prf(Hx))

@ En légica clasica :

callcc, (1, ¢(throw, (2, p)) : IxP(x)
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Une ligera incompatibilidad

ACyp := AH.(Ax. wit(Hx), Ax. prf(Hx))

@ En légica clasica :
Ho := callcc, (1, ¢(throw,(2, p)) : IxP(x)

o el testigo puede depender del contexto, y la prueba
también !
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Une ligera incompatibilidad

ACyp := AH.(Ax. wit(Hx), Ax. prf(Hx))

@ En légica clasica :
Ho := callcc, (1, ¢(throw,(2, p)) : IxP(x)
o el testigo puede depender del contexto, y la prueba
también !

@ reduciendo un término en distintos contextos, uno podria
llegar a una contradiccion :
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Une ligera incompatibilidad

ACyp := AH.(Ax. wit(Hx), Ax. prf(Hx))

@ En légica clasica :
Ho := callcc, (1, ¢(throw,(2, p)) : IxP(x)
o el testigo puede depender del contexto, y la prueba
también !

@ reduciendo un término en distintos contextos, uno podria
llegar a una contradiccion :

P(0,2)

(wit(ACa H) 0,prf(ACa H) 0) ~» (wit Ho,prf Ho) ~ (1,7 p ")
~——

3yP(0.y) SyPexy
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Une ligera incompatibilidad

ACyp = AH.(Ax. wit(Hx), Ax. prf(Hx))

@ En légica clasica :
Ho := callcc, (1, ¢(throw,(2, p)) : IxP(x)
o el testigo puede depender del contexto, y la prueba
también !

@ reduciendo un término en distintos contextos, uno podria
llegar a una contradiccion :

P(0,2)

(wit(ACa H) 0,prf(ACa H) 0) ~» (wit Ho,prf Ho) ~ (1,7 p ")
~——

3yP(0.y) SyPexy

9~ idea : necesitamos compartir...
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Hacia una solucidon?

@ Restriccion a la eleccidon numerable :

AGy : YxN3yBP(x,y) — 3By P(x, f(x))
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Hacia una solucidon?

@ Restriccion a la eleccidon numerable :
ACy : VxNIyBP(x,y) = IFN7BYXNP(x, f(x))
@ Prueba :

AC := AH.(An.wit(Hn), An. prf(Hn))
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Hacia una solucidon?

@ Restriccion a la eleccién numerable :

AGy : YxN3yBP(x,y) — 3By P(x, f(x))
@ Prueba :
AC := AH.(An.if n =0 then wit H 0 else
if n=1 then witH 1 else ...

An.if n =0 then prf H 0 else
if n=1 then prf H 1 else ... )
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Hacia una solucidon?

@ Restriccion a la eleccién numerable :

AGy : YxN3yBP(x,y) — 3By P(x, f(x))
@ Prueba :

AC := MH.let Hy = H 0in
let Hi=H 1in

(An.if n =0 then wit Hp else

if n=1 then wit H; else ...,
An.if n =0 then prf Hy else

if n =1 then prf H; else ... )
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Hacia una solucidon?

@ Restriccion a la eleccién numerable :

ACy : VxNIyBP(x,y) — IFBYXNP(x, f(x))
@ Prueba :
AC :=AH.letHw=(HO,H1,....,Hn,...)in
(An.nth n He, An.nth n Hy)
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Hacia una solucidon?

@ Restriccion a la eleccién numerable :

ACy : VxNIyBP(x,y) — IFBYXNP(x, f(x))
@ Prueba :
AC := AH.1let Hy, = cofix% (H n, f(S(n))) in
(An.nth n He, An.nth n Hy)
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Hacia una solucidon?

@ Restriccion a la eleccién numerable :

ACy : VxNIyBP(x,y) — IFBYXNP(x, f(x))
@ Prueba :
AC := AH.1let Hy, = cofix% (H n, f(S(n))) in
(An.nth n He, An.nth n Hy)

@ Se puede adaptar sencillamente a la eleccién dependiente
@ La prueba es intuicionista !
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Elemento pertubador

a.k.a. Dénde empiezan la aventura
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La receta : dPA%

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic

Un sistema formal :
e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p
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La receta : dPA%

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic

Un sistema formal :

e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p
@ con tipos dependientes

o férmulas: A,B:=..|[a:A|l=B|t=u,
e términos : t,u = ... | wit p,
o pruebas: p,q:=...|prfp
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La receta : dPA%

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic

Un sistema formal :

e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p
@ con tipos dependientes
o férmulas: A,B:=..|[a:A|l=B|t=u,
e términos : t,u = ... | wit p,
o pruebas: p,q:=...|prfp

@ una compartimentacion

Definicidn : Negative-elimination-free

Valores : V = a | () | Ax.p| Aa.p| (t,p) | (V, V)] (V)
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La receta : dPA%

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic

Un sistema formal :

e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p
@ con tipos dependientes
o férmulas: A,B:=..|[a:A|l=B|t=u,
e términos : t,u = ... | wit p,
o pruebas: p,q:=...|prfp

@ una compartimentacion

Definicidn : Negative-elimination-free

N, M:=..|Xap|(N,N)|¢(N)|prf N|leta=MinN | ..
FFp:3xTA(x) p Nef FTFp:3xTAx) T,x:T,a:AkFgq:B
Ik prfp: A(wit p) It destpas ((x,a))ing : B
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La receta : dPA%

Un sistema formal :

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic

e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p
@ con tipos dependientes

o férmulas: A,B:=..|[a:A|l=B|t=u,
e términos : t,u = ... | wit p,
o pruebas: p,q:=...|prfp

@ una compartimentacion ,
o call-by-value y sharing : p,q := ... | leta=qginp
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La receta : dPA%

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic

Un sistema formal :

e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p
@ con tipos dependientes
o férmulas: A,B:=..|[a:A|l=B|t=u,
e términos : t,u = ... | wit p,
o pruebas: p,q:=...|prfp
@ una compartimentacion
o call-by-value y sharing : p,q := ... | leta=qginp
@ con constructores inductivos y coinductivos :
p,q == ... | ind tof [p|(x,a).q] | cofix}, p
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La receta : dPA%

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic

Un sistema formal :

e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p
@ con tipos dependientes
o férmulas: A,B:=..|[a:A|l=B|t=u,
e términos : t,u = ... | wit p,
o pruebas: p,q:=...|prfp
@ una compartimentacion
o call-by-value y sharing : p,q := ... | leta=qginp
@ con constructores inductivos y coinductivos :
p,q == ... | ind tof [p|(x,a).q] | cofix}, p

@ pereza para el cofix
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Lenguaje

Términos

t,u=x|0]S(t)| rectof [t|(x,y).t]| Ax.t |t u|witp

p,q == al()|lp)|(pr,p2)|(t.p)[Aa.p|Ax.p
casepof [a1.p1 | a2.p2]

split pas (ai,a2)ing

dest pas (x,a)ing

leta=gqinp

pq|pt|exfalso p

cofixj p|ind tof [pg | (x,a).ps]
refl | subst p q | prfp

catch, p | throw,p
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Reglas de reduccion

Términos :

wit(t, p) >t

(Ax.t)u > t[u/x]

recOof [to | (x,y)-ts] > to

rec S(t)of [to | (x,y).ts] > ts[t/x][rectof [ty | (x,y)-ts]/y]
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Reglas de reduccion

Call-by-value :
leta=(i(p)ing
leta=(p1,p2)ing
leta=(t,p)ing
leta= Ax.ping
leta= Ab.ping
leta=()ing
leta=bing

casej(p)of [a1.p1 | a2.p2]
split(p1, p2)as (a1,a2)ing
dest(t,p)as (x,a)ing
pri(t,p)

(Aa.p)q

(Ax.p)t

subst refl p

ind Oof [pg | (X, a).ps]

ind S(t) of [po | (x,).ps]

vVvVVvvVvVVvVvVVVV VVVVVVYV

dPA“

let b= pingq[(b)/a]

leta; = prinlet ay = pping(a1, 32)/a]
let b= ping[(t, b)/a]

q[Ax.p/a]

q[Ab.p/a]

ql()/a]

q[b/a]

letaj = pinp;

leta; = prinletay = pping
leta= pingq[t/x]

p

leta=gqginp

plt/x]

p

Po

ps(t/x][ind tof [po | (x,a).ps]/a]

[e]e]e] le]elele)
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Reglas de reduccion

Légica clasica :

Flexfalso p] > exfalsop
F[throw, p] > throw, p
Flcatch, p] > catch, F[p[F/a]]
exfalsoexfalsop > exfalsop
exfalsothrowgp [> throwgp
exfalsocatch, p [> exfalso plexfalso[|/q]
throwg exfalsop > exfalsop
throwg throw, p > throw,p
throwgcatch, p > throwg p[3/a]
catch, throw, p > catchyp

>

catchgcatch, p catchg p[f/a]
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Reglas de reduccion

Cofix :

@ pereza :
Fc[] == case[]of [a1.p1 ]| a2.p2] | split[]as (a1,a2)ing
| dest[]as (x,a)ing

Fc[cofixl p] > letc = cofixi, pinF |c]
o desplegamiento :

leta = cofix! , pin D[F[a]]
> let a = p[\y.cofix} p/b][t/x] in D[F,[a]]

@ control :
C[] ::= exfalso[] | throwg|] | catch,]

leta=cofix} pinC[q] > C[leta= cofix} ping]
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Reglas de reduccion

Formulas :

0=0 > T

0=5(v) > L

S(t)=0 > L

S(t)=S(u) ©> t=u

VA > Alt/xILAF(x) = 0]
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@ Vimos que

wit(catchy p) = problemas...
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@ Vimos que
wit(catchy p) = problemas...
@ Vamos a definir una compartimentacion :

I+p:3xTA(x) p intuicionista?
I prfp: A(wit p)

N-p:la:Al=B TFq:A a¢ FV(B)siq no es intuicionista?

F+pq:Blg/a]

dPA“
00008000
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@ Vimos que
wit(catchy p) = problemas...
@ Vamos a definir una compartimentacion :
Fep:3IxTA(x) p valor?
I+ prfp: A(wit p)
l-p:la:Al=B TFq:A a¢ FV(B)siqnoes valor?
r+pq:Blg/al

Primera aproximacion :

Valores

Via=al() [ AxplArap|(t,p)](V,V)]u(V)
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@ Vimos que
wit(catchy p) = problemas...
@ Vamos a definir una compartimentacion :

Fep:3xTA(x) p Nef
Ik prfp: A(wit p)

N-p:[a:Al=B TFq:A a¢ FV(B)signoes Nef
F+pq:Blg/a]

Negative-elimination-free

N, M:=..|Xap|(N,N)|¢(N)|prf N|leta=MinN | ..

% catch,, throw,, cofixj p,pq,pt sélo dentro de Aa.p o Ax.p

Etienne Miquey Una prueba constructiva del axioma de eleccién dependiente en légica clasica



dPA“
00008000

(a:A)el I'ep:A A=B T'ep:l
AXIOM CONV T 1
F'ra:A 'vp:B reQ:T I'+exfalso p:C
T'kpi: Ay T'rpr:iAs I'rp:A;

\/i

A1
Tk (pr,p2) : Al AA2 I'ru(p): A1 VA

IF'tp:AANAy T,ay:Aa, 1 Ay v q: Bl(ay,az)/al a ¢ FV(B) if p not N-elimination-free ay,a, ¢ FV(B)

AE
I'+ split p as (aj,a2) in g : B[p/al

p:AIVAy T,a : A rp:Blu(a)/al T,a:AzF pr: Blw(az)/al a ¢ FV(B) if p not N-elimination-free a;,a; ¢ FV(B)

VE
I+ case p of [a;.pi|ay.p2] : Blp/al

la:Avp:B I'tp:la:A] - B T'tq:A aé¢ FV(B)if g not N-elimination-free
e —E
T'rdap:la:Al—> B I'rpq: Blg/al
la:A%rp:A I'tp:A (@:AY) el
T CATCH —— " THROW
I'tcatch,p: A I'+ throw, p: C
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Ix:Trp:A Trp:VxTA T+t:T
— Y Ve
IrAxp:VxTA T+ pt:Alt/x]
Crp:Alt/x]  Tre:T Trp:TA T,x:T,a:Avrq:B
3, E)
Tr(p):3xTA I'+dest p as (x,a) ing: B
Crp:xTA p is N-elimination-free
JPRF
[+ prfp: Alwit p/x] £
I'+7:N F'tpit=u I'tq:Alt/x] x ¢ Dom(I")
REFL SUBST

T'rrefl:t=t¢ '+ substpgq: Alu/x]

I'rr:N 't p:A[0/x] Ix:T,a:Avrq:A[S(x)/x]

IND
I'+ind ¢ of [p|(x,a).q] : A[t/x]

I'etp:A lNa:Avrq:B a ¢ FV(B) if p not N-elimination-free

cuT
I'tleta=pingq: Blp/al

T+e:T ILf:T->N,x:T,b:Vyf(y)) =0rp:A [ positive in A

VI
'+ cofix) p:vi A
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(x:T)eTl Ix:Uvrt: T T'rt:U—>T F'ru:U F're: N

F'rx:T F'rAxt:U—->T F'rtu:T rr0:N T'rS@:N

F+t:N  Trity:U Ix:N,y:Urts:U Trp:3Ix"A pis N-elimination-free

ElWIT
[+ rec ¢ of [to](x,y).45]: U Crwitp:T £
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Eleccion numerable

Eleccién numerable

ACy = 77
Vn3yP(n,y) — 3fVnP(n,f(n))
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Eleccion numerable

Eleccién numerable

ACy := MH.leta= cofix) (Hn,b(S(n))
in (An.wit(nth(n, a)), An. prf(nth(n, a))
Vn3yP(n,y) — 3fVnP(n, f(n))
dénde
nth(n,a) := mi(ind nof [a | (X, c).m2(c)])
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Eleccion numerable

Eleccién numerable

ACy := MH.leta= cofix) (Hn,b(S(n))
in (An.wit(nth(n, a)), An. prf(nth(n, a))
Vn3yP(n,y) — 3fVnP(n, f(n))
dénde
nth(n,a) := mi(ind nof [a | (X, c).m2(c)])

Proof :
% pizarrén
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Eleccién dependiente

Eleccién dependiente

DC = 7
Vx3JyP(x,y)
— Vxo3f (7 (0) = xo A VnP(f(n),7(S(n))))
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Eleccién dependiente

Eleccién dependiente

DC = MHMxg.letb=sHxpin
(An.wit(nth(n, xo, b)),
refl, An.m1(prf(prf(nth(n, xo, b)))))
Vx3yP(x,y)
— Vxo3f (£ (0) = xo A VnP(f(n),f(5(n))))
dénde
sax = cofixj destbnas (y,c)in(y,(c,by))
nth(n, xp,b) := indnof
[b] (m, c).(wit(pri(c), ma(pri(pri(c)))))]
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Propiedades ?

Nos gustaria tener las propiedades siguiente :

Subject reduction

SilrFp:Aypr> q, entonces ' - g : A

Normalizacién

Si T p: A entonces p se normaliza.

Correcién

¥ apaw L
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La respuesta en el préximo capitulo!
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