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En el capitulo anterior...

Etienne Miquey a prueba constructiva del axioma de eleccién dependiente en légica clasica
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La meta

O Objetivo : definir un sistema de tipos para tener una prueba
del axioma de eleccién dependiente

@ Bonus : correccidn del sistema sin meta-uso del axioma de
eleccion

© Super-bonus : equiconsistencia con otro sistema l6gico
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

[a:AFp:B . x: TEp: A
TFrap. A=B [FAxp:UxTA
M= p: Alt/x] FFt:TEl M-p:3IxTA(x)
1

- (t,p):3Ix"A

Martin-Lof'73

ACsr = AH.(Ax.wit(Hx), A x.prf(Hx))
: — IFATBYXAP(x, f(x))

It prfp: A(wit p)
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Teoria de tipos de Martin-Lof (1973)

Ingredientes

[a:AFp:B . x: TEp: A
TFrap. A=B [FAxp:UxTA

M= p: Alt/x] FFt:TEl M-p:3IxTA(x)
1 E

- (t,p):3Ix"A It prfp: A(wit p)

Martin-Lof'73

ACsr = AH.(Ax.wit(Hx), A x.prf(Hx))
: — IFATBYXAP(x, f(x))

Herbelin'12

ACy = MH.let Hy = cofix® (H n, f(S(n)))in
(An.nth n Hoo, An.nth n Hyo)
— 2BV P(x, f(x))
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dPAY

Ref : Hugo Herbelin (LICS'12)

A Constructive Proof of Dependent
Choice, Compatible with Classical Logic
Un sistema formal :

e clasico : p,q ::= ... | catch, p | throw, p

@ con tipos dependientes
o férmulas: A,B:=...|[a:A|l=B|t=u,
e términos : t,u = ... | wit p,
o pruebas: p,q:=...|prfp

@ una compartimentacion :
FFp:3xTA(x) p Nef FTFp:3xTAx) T,x:T,a:AkFgq:B
Ik prfp: A(wit p) It destpas ((x,a))ing: B
o call-by-value y sharing : p,q := ... | leta=qginp
@ con constructores inductivos y coinductivos :
p,q = ...|ind tof [p| (x,a).q] | cofix} p
@ pereza para el cofix
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Propiedades

SiTFp:Aypr g, entonces g : A.

SiT F p: A entonces p se normaliza.

If Ais —-v-wit-V-free, and Fypaw p: A, then Fypw p: A

Vapaw L
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Continuacion : aspecto légico

Légica clasica :
@ ldgica intuicionista + axioma clasica

@ Encaje en ldgica intuicionista :
% traduccién negativa :

A (A= 1)— 1

Calculo clasico :

@ calculo intuicionista + manipulacién explicita de
continuaciones

@ “compilacién” en un célculo intuicionista :
% traduccién CPS :

t:A=[t]:(A—1L)— 1
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Normalizacién por CPS

@ Lenguaje 1 : A\-coso, reduccién, tipaje

o Lenguaje 2 : \-cosa, reduccién, tipaje, normalizacién

Normalizacién

M1 p: A = p normaliza.

Proof :
Q@ Si Tkip:A entonces [I]F2[p]: [A]
Q Si p—1q entonces [p] 2 [q]

% si p no normalizaba, tampoco normalizaria [p], absurdo !
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Semantic artefacts

CPS : Ariola et al (FLOPS'12)

Classical Call-by-Need Sequent Calculi :
The Unity of Semantic Artifacts

Semantica operacional :
@ Cilculo big-step : variante del Mujfi-célculo ?

@ Definicién small-step
3 reduccidon context-free

@ Traduccién CPS : variante del \-cdlculo ?

@ Correccién computacional

Normalizacion :
@ Tipaje de la traduccidn : sistema F?

@ Happy end?
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Auji - un calculo de secuentes

(Nuestra arma principal)
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Ventajas :
@ Lenguaje de comandos : (p | e)
@ Manipulacién atémica de las continuaciones : pa.c

@ Permite varias estrategias de reduccién

Definicidon

Pruebas p == al|lap|pac
Contextos e = al|p-e]jac
Comandos c == (ple

(pov.c | e) ~= cle/a]
(p | fia.c) v clp/a]

(Aaplg-e) ~  (qlfia(p]e))
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FEp:A|lA T|le:AFA

ple:TFA cut
c:(I'I—A,oz:A)Iu c:(Ma: AFA)
M- jac:AlA Mjiac:AFA M
a:Arp:BlA Mq:A[A T|e:BFA
lFXap:A—=B|A MNg-e:A->BFA
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Célculo de secuentes :

FrFA|A T]AEA

A cur
(rean, (MLAFA)
TEA[A rfarFa ”
MAFB|A r-A|A [|BFA
- —E
A B|A [[A>BFA
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Extendiendo para tipos dependientes

Definicidén

Términos t = x|neN|witV
Pruebas p == a|la.p|pa.c
| (t,p) [prfV
Contextos e 1= «|p-e]jia.c
Comandos ¢ = (p|e)
(pov.c | e) ~ cle/a]
(V| fia.c) ~= c[V/al
(Aaplq-e) = (q | ha(p|e)
>
laard
e
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Extendiendo para tipos dependientes

Definicidén

Términos ¢ x|neN|witV

Pruebas p == a|la.p|pa.c
| (t,p) [prfV
Contextos e 1= «|p-e]jia.c
Comandos ¢ = (p|e)
(pa.c | e) ~ cle/a]
(V| fia.c) ~= c[V/al
(Aaplq-e) = (q | ha(p|e)
((t,p) | €) ~  (p|fa((t,a) | e))
PUNN
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Extendiendo para tipos dependientes

Definicidén

Términos ¢ x|neN|witV

Pruebas p == a|la.p|pa.c
| (t,p) [prfV
Contextos e 1= «|p-e]jia.c
Comandos ¢ = (p|e)
(pa.c | e) ~ cle/a]
(V| fia.c) ~= c[V/al
(Aaplq-e) = (q | ha(p|e)
((t,p) | e) ~  (p|fa((t,a) | e))
(pri(t,V)[e)  ~ (V]e)
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Extendiendo para tipos dependientes

Definicidén

Términos ¢ x|neN|witV

Pruebas p == a|la.p|pa.c
| (t,p) [prfV
Contextos e 1= «|p-e]jia.c
Comandos ¢ = (p|e)
(pa.c | e) ~ cle/a]
(V| fia.c) ~= c[V/al
(Aaplq-e) = (q | ha(p|e)
((t,p) | e) ~  (p|fa((t,a) | e))
(pri(t,V)|e)  ~ (V]e)
(prfp|e) ~  (p| fa(prta|e))
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Tipaje (bis)

FEp:A|A Tle:AFA
(ple):THA

cuT

c:(TkHAa:A)

c:(la:AFA) |
MN-pac:AlA

I jac:AFA
Ma:AFp:B|A
M-Xap:la:Al=B|A

NrN-qg:A|A T|e:B[g/aFA q§ZV:>a$B%
MNqg-e:[a:Al=BFA

THt:N|A THp:A(t)|A

MN=V:3xA(x) | A £
I
FF (t,p) : AKX | A ! FFprfV: A(wit V) [A T
M- p:3xA(x) | A rEp:AlA AEBCO MNe:AFA AEBCO
—_—————— Wi NV NV
FFwitV:N|A "F [Fp:B|A Fle:BFA

Etienne Miquey
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Otra vez, un problema...

(Aaplg-e):THA vt

(qfia(p|e)  TFA ot
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Otra vez, un problema...

Ma:AkFp: | A r-q:A|lA Me: FA geV
NcXap:[a:Al=B|A |'|q-e:[a:A]—>B|—AC
(Aaplg-e):THA

uT

(qfia(p|e)  TFA ot
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Otra vez, un problema...

MNa:AFp:Bla | A r-q:A|lA MNe:Blgl-FA qgeV
NcXap:[a:Al=B|A |'|q-e:[a:A]—>B|—AC
(Aaplg-e):THA

uT

(qfia(p|e)  TFA ot
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Otra vez, un problema...

MNa:AFp:Bla | A r-q:A|lA MNe:Blgl-FA qgeV
NcXap:[a:Al=B|A |'|q-e:[a:A]—>B|—AC
(Aaplg-e):THA

uT

PONN
MNa:Akp: Ma:Ale: Ut
(ple)y:Tya:AFA |
- fi
Frqg:A|A r . CAFA
q:A| | fia(p | e) cut

(q | taip|e)):THA
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Otra vez, un problema...

MNa:AFp:Bla | A r-q:A|lA MNe:Blgl-FA qgeV
NcXap:[a:Al=B|A |'|q-e:[a:A]—>B|—AC
(Aaplg-e):THA

uT

Ma:Akp:B[a|A MNa:Ale:BlqlFA
(ple) :T,a:AFA cur
Mq:AlA Mia(p|e) :AFA "
(g fia(p|e) : TFA c

uT
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Otra vez, un problema...

MNa:AFp:Bla | A r-q:A|lA MNe:Blgl-FA qgeV
NcXap:[a:Al=B|A |'|q-e:[a:A]—>B|—AC
(Aaplg-e):THA

uT

Ma:Akp:B[a|A Ma:Al|e:BlglF A;{alqg} Ut

(ple):Tya: A A;{alq} .

M-q:AlA F|ﬁa.<p|e>:AFA;{.|q}Z
(g | palple):THAL{|}

uT
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Tipaje (ter)

FTEp:Aa|Aie Tle:A-F A {|p}e
CuU

(ple):THA;: B
c:(FTFAa:Ae) c:(Ma: A A {alple)
Mt poac: Al A;e [|ja.c:AF A {|p}e !
Ma:Akbp:B|A;e N Fr-qg:A|A Tle:Blq]F A;{|pa.(p q-n>5_>
TFhap:[a:Al =B | D Tlg-e:la:Al—BFA {|p)e £
Ft:N|A Thp:A(t)|A;e M=V :3xA(x) | Ase £
T
TF (t,p): AKX | B e ! M prf V:A(wit V)| Ae ©
M- V:i3xAx) | Ae r-p:A|lA;e A=B
FFwitV:N|Az “0F FFp:B|A: oW
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Tipaje (ter)

FrEp:A+|Ae T A F A pte
piA A Tle Uk

(ple):THA;: B
c:(FTFAa:Ae) c:(Ma: A A {alple)
Mt poac: Al A;e [|ja.c:AF A {|p}e
Ma:AFp:B|A;e N r-qg:A|A r\e:B[q]l—A;{-\/l,a.<p|q-n>}5_}
/ E
M=Xap:la:Al—= B|A;e MNg-e:[a: Al—= BF A {|p}e
FTEt:N|JA TEp:A(t)] Ae M- V:3xAKx) | Ase ot
TF (t,p): AKX | B e ! M prf V:A(wit V)| Ae ©
M- V:i3xAx) | Ae Fr-p:A|A;e AEBCONV
FFwitV:N|Az “0F TFp:B|A-

Subject reduction

SiC:|-|_A;{.|.}ycwc’,entoncesc’:rl—A;{'!'}
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Otra vez, un problema... (bis)

@ Hicimos un “bricolaje” para solucionar eso :

(MAa.p|lg-e):TEA ~ (q | a(p|e):THA
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Otra vez, un problema... (bis)

@ Hicimos un “bricolaje” para solucionar eso :
(MAa.p|lg-e):TEA ~ (q | a(p|e):THA
@ Pero en la CPS, seguimos teniendo el problema :

[(q | fia-(p | e))] == [q] [fia-(p | €)]
= [q] (Aa. [p] [e])
~—~—
~-Ala] -Alq]

Etienne Miquey Una prueba constructiva del axioma de eleccién dependiente en légica clasica
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Otra vez, un problema... (bis)

@ Hicimos un “bricolaje” para solucionar eso :
(MAa.p|lg-e):TEA ~ (q | a(p|e):THA
@ Pero en la CPS, seguimos teniendo el problema :

[(q | fia-(p | e))] == [q] [fia-(p | €)]
= [q] (Aa. [p] [e])
~—~—
~-Ala] -Alq]

@ Nos gustaria tener algo como :

[{q | fa-(p | )] := ([q] (Aa.[p])) €]

% explicacién en el pizarrén

Etienne Miquey Una prueba constructiva del axioma de eleccién dependiente en légica clasica



Afi
00000000e

Extendiendo una ultima vez

Definicidon

Términos t = x|neN|witV
Pruebas p = a|da.p|pac|(tp)]|prtfV
| ll/tAP‘Ct})
Contextos e = al|p-e]jiac]|
Comandos ¢ = (p|e
ce = (p| )| (V] fiacy)
Qap|Vee) =~  (utp(V|falp| o) | e
(Aa.p|q-e) ~  {q | pap]e))

(utp(p | tp) | &) ~  (ple)
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Aljt, pereza y sistema F
(La dltima dificultad)
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Introduciendo pereza

Reducciéon CbV

(pa.c | e) ~ cle/a]
(V| fia.c) e clp/a]
(Aaplqg-e) ~  (q|phalp]e))

% pizarrén
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Introduciendo pereza

Términos p == V|upac
Valores V = v]a
Funciones v o= da.p
Contextos e == E|jac
Co-valores E == F|alfpa{a]|F)r
Contextos forzadores F = «a|p-E
Comandos c == (p]e
Entorno T u= e|7[la:=1t]
Reduccién CbN
(p | fia.c)r ~  crla:=p|
(woc | By ~  (clE/a])r
(a| Fyrla:=pl7"  ~  (pl|Qlal(a] F)7')7
(VIalal(a| F)yrhr  ~ (V| F)rla:= V]
(Aaplq-Eyr ~  (ql|fia(p| E))7T
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CPS para el A\ifi perezoso

Pasos chicos :

(p | fia.c)et ~ ceTla = p]
(p| E)er ~ P | E>p7'

(poc | E)pr ~  (c[E/a])T
(VIEpr ~  (V|E)eT
(V|ilal(a| FyrYer  ~  (V[F)yrla:= V]
(VIFer ~  (V[F)yr
(a| Fyyr[a = p]™’ ~ (p| flal-{a | F)T")pT

(Aa.p| Fyyr ~ (Na.p | FYpT
(Aaplg-E)pr ~  (q|fa{p|E))er
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CPS para el A\ifi perezoso

CPS :
[pler] = [elelr]-Iplp
[fa.cleTp = [c] 7[a == p]
[Elerp =  p7[Ele
[hoclprE = ([c]eT)[E/e]
VloTE = Er[V],
[ifa]-(a | F)r'leTV = Vrla:= V] [F]e
[Fle TV = Vr[F]e
[alv T F = r(a) T (A\TV.V 7[a:= V] [F]F)
[Na.plv 7 F = Fr1(AqTE.[p]p7la:= q] E)
lg-Elg7v = vigl, T [E]E

rueba constructiva del axioma de eleccién dependiente en légica clasica
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CPS para el A\ifi perezoso

CPS :
[pler]l = lelelr]-Irl»
[fa.cleTp = [c] 7[a == p]
IIE]]eTp = PTl[E]]E
[paclpmE = ([cleT)[E/q]
VloTE = Er[V],
[ifa]-(a | F)r'leTV = Vrla:= V] [F]e
[Fle TV = Vr[F]e
[alv T F = r(a) T (A\TV.V 7[a:= V] [F]F)
[Na.plv 7 F = Fr1(AqTE.[p]p7la:= q] E)
lg-Elg7v = vigl, T [E]E
% Tipaje?
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Notas / cuestiones :

@ Pasaje de continuacion y entorno

o 5 niveles : [Ale : 7 — ([A], —» L) — L
[Alp : 7= ([Ale = L) = L
[Ale = 7= (IAL = 1) = L

@ Como tipar el entorno 77
@ Resultado?
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Indices de De Bruijn :

Man:Abp:B|A [[|=n c:(Ma,:AFA) |[|=n

FEXap.p: A= B|A | fiap.c: AFA

Nan:AT|F:AFA TEA;7:T |[|=n M(i)=a:A

[ ji[an]-(an | F)7: Ak A MFa:A|A

c:(MT-Aa,: A) Al =n A()=a;: A

e pap.c: Al A Mo :AEA
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Tipaje del entorno :

TEp:A|A  Tle:AFA  c:(ILT'FA)  THA7T:T

(ple):(TFA) cr: (T'FA)

r=A;7:17 NrEp:AlA

M- Asee Fr-A;rla:=p]:Ma: A
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Correccién de la CPS

Pizarrdn : tipaje del entorno en la CPS?
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Correccién de la CPS

Enriqueciendo la CPS con todas las informaciones de tipaje,

Teorema

La traduccién es bien tipada, i.e.

=, A;v:A  implica
IF:AFe A implica
=y A;V:A implica
[E:AFg A implica
NFp A;p: A implica
[e:AFs A implica
c:(MkFc A) implica

[FF, A v:AlT
[FF:AFeA]T
[FFy A VAT
[E:AFeA]T
[FHpA;p: AT
[Fe:AreA]T
[c: (THe )T

Etienne Miquey
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Final feliz

Vimos cémo :
@ definir un calculo de secuentes con tipos dependientes
@ definir un cdlculo de secuentes perezoso

@ definir su traduccién tipada por CPS y demostrar asi su
normalizacién
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Final feliz

Vimos cémo :
@ definir un calculo de secuentes con tipos dependientes
@ definir un cdlculo de secuentes perezoso

@ definir su traduccién tipada por CPS y demostrar asi su
normalizacién

Mezclando esos ingredientes y dPA%, conseguimos :
@ un lenguaje dLPA“ con una prueba de ACy y DC
@ una traduccién CPS tipada desde dLPA“ hacia HA¥
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Final feliz

Vimos cémo :
@ definir un calculo de secuentes con tipos dependientes
@ definir un cdlculo de secuentes perezoso

@ definir su traduccién tipada por CPS y demostrar asi su
normalizacién

Mezclando esos ingredientes y dPA“, conseguimos :
@ un lenguaje dLPA“ con una prueba de ACy y DC
@ una traduccién CPS tipada desde dLPA“ hacia HA¥

Teorema

PA? 4+ DC es equi-consistente con HA?

Demostracidn : sin meta-uso de DC o ACy!!
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