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Introduccién
°

Correspondencia pruebas/programas

Teoria de la demostracion

Prog. funcional

Correspondencia de Curry-Howard

Proposiciéon
Regla de deduccién
A= B

r-FA=_-8 r=A
MN=B

Etienne Miquey

Tipo
Regla de tipaje
A— B

l't:A— B Fr—u:A

M= (t)u:B
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Proposiciéon
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Tipo
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M= (t)u:B
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Introduccién
°

Correspondencia pruebas/programas

Correspondencia de Curry-Howard

Teoria de la demostracion

Prog. funcional

Proposiciéon
Regla de deduccién
A= B

r-FA=_-8 r=A
MN=B

Tipo
Regla de tipaje
A— B

l't:A— B Ml—u: A

M= (t)u:B

o Matematicas constructivas: légica intuicionista

o Correspondencia estricta:

let stupid n =

if n=n+1 then 27 else true
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Introduccién
°

Correspondencia pruebas/programas

Pruebas/programas

iDemasiado estricta? iLdgica clasica?
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Relajamiento: realizabilidad

Pruebas/programas

Realizabilidad iLdgica clasica?
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Introduccién
000

Relajamiento: realizabilidad

Realizadores

o t I~ Nat si t>=n
otlFA=B si ulkAimplica (t)ulk B
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Introduccién
000

Relajamiento: realizabilidad

Realizadores

o t I~ Nat si t>=n
otlFA=B si ulkAimplica (t)ulk B

@ Términos cerrados: no contexto
@ Definiciéon puramente computacional: no sintaxis
@ Relacién t I A indecidible

Etienne Miquey ENS Lyon, FING

Realizabilidad clasica : una introduccién



Introduccién
oeo
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call/cc: (A= B)=A)=A
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@ Curry-Howard clasico :
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e Anadir la regla de tipaje correspondiente

Etienne Miquey ENS Lyon, FING

Realizabilidad clasic una introduccién



Introduccién
oeo

Légica clasica

call/cc: (A= B)=A)=A

@ Lodgica intuicionista + Ley de Peirce = Ldgica clasica
@ Curry-Howard clasico :
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Introduccién
oeo

Légica clasica

call/cc: (A= B)=A)=A

@ Lodgica intuicionista + Ley de Peirce = Ldgica clasica
@ Curry-Howard clasico :

e Anadir un operador de control
e Anadir la regla de tipaje correspondiente

@ Problema: anélisis de los programas
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Introduccién
ooe

Realizabilidad clasica

Pruebas/programas

tiFA call/cc

Realizabilidad ’ Calculo clésico‘
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Introduccién
ooe

Realizabilidad clasica

Pruebas/programas

tiFA call/cc

Realizabilidad

A

’ Calculo clasico ‘

N

Realizabilidad clasica
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Realizabilidad clasica
°

A-calculo

Términos, pilas, procesos

B: constantes de pilas
C: instrucciones (cuyas a), numerable

Términos t,u == x|Ax.t|tu|ks|k keC
Pilas T = «a | t-w (o € B,t cerrado)
Procesos p,q = txm (t cerrado)

Etienne Miquey ENS Lyon, FING

Realizabilidad clasica : una introduccién



Realizabilidad clasica
°

A-calculo

Términos, pilas, procesos

B: constantes de pilas
C: instrucciones (cuyas a), numerable

Términos t,u == x|Ax.t]|tu|ks;|k keC
Pilas T = a | t-w (o € B,t cerrado)
Procesos p,q = tx*xw (t cerrado)
KAM
PusH : (yuxm = txu-m
GRAB : A.txu-m = t{x:=ulxm
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Realizabilidad clasica
°

A-calculo

Términos, pilas, procesos

B: constantes de pilas
C: instrucciones (cuyas a), numerable

Términos t,u == x|Ax.t|tu|ks|K keC
Pilas T = a | t-w (o € B,t cerrado)
Procesos p,q = txm (t cerrado)
KAM

Pusu (uxm > txu-m

GRAB A.txu-m = t{x:i=ulxm

SAVE cxt-m = txk;-w

RESTORE : kixt-p > t*xm
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°

A-calculo

Términos, pilas, procesos

B: constantes de pilas
C: instrucciones (cuyas a), numerable

Términos t,u == x| Ax.t|tu|k:|~k KEC
Pilas T = a | t-w (o € B,t cerrado)
Procesos p,q = txm (t cerrado)
KAM

Pusu (uxm > txu-m

GRAB A.txu-m = t{x:i=ulxm

SAVE cxt-m = txk;-w

RESTORE : kixt-p > t*xm
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Realizabilidad clasica
°

A-calculo

Términos, pilas, procesos

B: constantes de pilas
C: instrucciones (cuyas a), numerable

Términos t,u == x|Ax.t|tu|ks|r keC

Pilas T = «a| t-w (o € B,t cerrado)

Procesos p,q = txm (t cerrado)
KAM

SAVE : cxt-m = txkpew
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Realizabilidad clasica
°

A-calculo

Términos, pilas, procesos

B: constantes de pilas
C: instrucciones (cuyas a), numerable

Términos t,u == x|Ax.t|tu|ks|r keC
Pilas T = a | t-w (o € B,t cerrado)
Procesos p,q = tx*xw (t cerrado)
KAM
SAVE : cxt-m = txkp-w
QUOTE : quotex ¢ -t-m = txng-T
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Realizabilidad clasica
°

A-calculo

Términos, pilas, procesos

B: constantes de pilas
C: instrucciones (cuyas a), numerable

Términos t,u == x| Ax.t|tu|k:|~k KEC
Pilas T = a | t-w (o € B,t cerrado)
Procesos p,q = txm (t cerrado)
KAM

SAVE wxt-m = txkp-w

QUOTE : quotex¢@-t-m = tkxNg-T

FOrRkK : Mxt-u-m = t*x7

FOorRk : Mxt-u-m = UxT
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°

Aritmética de secundo orden

Expresiones e = x|f(e,...,ek)
Formulas A B = X(en,...,ex)| A= B|VxA| VXA
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Realizabilidad clasica

Aritmética de secundo orden

Expresiones e = x|f(e,...,ek)
Formulas A B = X(en,...,ex)| A= B|VxA| VXA

Abreviaciones :

1 = VvzZ.Z
-A = A= 1
AANB = VZ((A=B=2)= 2)
AVB = VZ(A=2Z)=(B=2Z)= 2)
AsB = (A= B)A(B=A)
IxA(x) = VZ(¥x(A(x) = Z2) = Z)
IXA(X) = VZ(VX(AX) = 2Z) = 2)
€1 =6 = VZ(Z(el) = Z(eg))
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Realizabilidad clasica
.

Reglas de tipaje

(A er —— FV(1)  dom(T)
l-Ft:A=B8B rt:A Nx:AFt:B
MN-tu:B N=Xx.t:A=B
%X & Fv(n) r I—rt}_: Z\{XX:A e}
TrrRa XD AE)?(;:,.V.).(;@) =B}

N+ac:(A=B)=A)=A
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Realizabilidad clasica
000

Semantica

@ valor de falsedad || Al|:

@ valor de verdad |A| :

@ polo 1l:
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Realizabilidad clasica
000

Semantica

@ valor de falsedad ||A||: pilas

@ valor de verdad |A| : términos

@ polo 1L: conjunto de procesos

Etienne WL ENS Lyon, FING

Realizabilidad clasica : una introduccién



Realizabilidad clasica
000

Semantica

@ valor de falsedad ||A||: pilas, oponente a A

@ valor de verdad |A| : términos, defensor de A

@ polo LL: conjunto de procesos, arbitro
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Realizabilidad clasica
000

Semantica

@ valor de falsedad ||A||: pilas, oponente a A

@ valor de verdad |A| : términos, defensor de A

@ polo LL: conjunto de procesos, arbitro

tx
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Realizabilidad clasica
000

Semantica

@ valor de falsedad ||A||: pilas, oponente a A

@ valor de verdad |A| : términos, defensor de A

@ polo LL: conjunto de procesos, arbitro

ExT = po =+ > pn

Etienne Miquey ENS Lyon, FING

Realizabilidad clasica : una introduccién



Realizabilidad clasica
000

Semantica

@ valor de falsedad ||A||: pilas, oponente a A

@ valor de verdad |A| : términos, defensor de A

@ polo LL: conjunto de procesos, arbitro

tHhT = po == pp€ L7
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Realizabilidad clasica
000

Semantica

Intuicion

@ valor de falsedad ||A||: pilas, oponente a A

@ valor de verdad |A| : términos, defensor de A

@ polo LL: conjunto de procesos, arbitro

tHhT = po == pp€ L7

~s 1l C A¢ + I cerrado por anti-reduccion
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Realizabilidad clasica
000

Semantica

Intuicion

@ valor de falsedad ||A||: pilas, oponente a A

@ valor de verdad |A| : términos, defensor de A
@ polo LL: conjunto de procesos, arbitro
t*TT = Po == pn € 117
~s 1l C A¢ + I cerrado por anti-reduccion

Valor de verdad definida por ortogonalidad :
A=A ={t€Ac:Vr e A, txm e 1L}
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Realizabilidad clasica
000

Semantica

Intuicion

@ valor de falsedad ||A||: pilas, oponente a A

@ valor de verdad |A| : términos, defensor de A

@ polo LL: conjunto de procesos, arbitro

txm = po > - > pp€ L7

~s 1l C A¢ + I cerrado por anti-reduccion

Valor de verdad definida por ortogonalidad :
A=A ={t€Ac:Vr e A, txm e 1L}

Caso particular : 1L = () = Modelo estandar (verdad/falso)
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Realizabilidad clasica
oe0

Semantica

1L C A¢ x I cerrado por anti-reduccidn :
Vp,pl eNexN: (p=p)AN(PeLL)=pe ll
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Realizabilidad clasica
oe0

Semantica

1L C A¢ x I cerrado por anti-reduccidn :
Vp,pl eNexN: (p=p)AN(PeLL)=pe ll

Valor de verdad (defensores):

A=A ={teAc:Vre|Al,txme L}
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Realizabilidad clasica
oe0

Semantica

1L C A¢ x I cerrado por anti-reduccidn :
Vp,pl eNexN: (p=p)AN(PeLL)=pe ll

Valor de verdad (defensores):
A=A ={teAc:Vre|Al,txme L}

Valor de falsedad (opponentes):
o VXAl = Unen [A{x := nj|
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Realizabilidad clasica
oe0

Semantica

1L C A¢ x I cerrado por anti-reduccidn :
Vp,pl eNexN: (p=p)AN(PeLL)=pe ll

Valor de verdad (defensores):
A=A ={teAc:Vre|Al,txme L}

Valor de falsedad (opponentes):
o VXAl = Unen [A{x := nj|
o IVXAJ = Upne o IALX = I

Etienne Miquey
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Realizabilidad clasica
oe0

Semantica

1L C A¢ x I cerrado por anti-reduccidn :
Vp,pl eNexN: (p=p)AN(PeLL)=pe ll

Valor de verdad (defensores):
Al = ||A|* ={teAc:Vre|A|,txm e 1L}
Valor de falsedad (opponentes):
o |[VxAll = Upen IA1x = ni]
o [IMXA = Up oy pmy IALX = FY|
o ||Fer,....ex)ll = F([edl, - -, [ex])
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Realizabilidad clasica
oe0

Semantica

1L C A¢ x I cerrado por anti-reduccidn :
Vp,pl eNexN: (p=p)AN(PeLL)=pe ll

Valor de verdad (defensores):
Al = ||A|* ={teAc:Vre|A|,txm e 1L}
Valor de falsedad (opponentes):
o [VxA| = Unen [A{x == n}
o VXA = Upspmy IALX = F}|

o ||F(er,....en)l = F([ed], - - -, [ex])
o [A=Bl|={t-7:te|Alynme|B}

Etienne Miquey
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Realizabilidad clasica
oe0

Semantica

1L C A¢ x I cerrado por anti-reduccion

Valor de verdad (defensores):
Al = [|A|" ={te A :Vrc|A|,txm e 1}
Valor de falsedad (opponentes):
o [VxA|l = Upen I[A{x == n}|
o VXA = Uy pim IIALX == F}|
o ||F(er,...,e0)ll = F([e], - -, [ex])
o |[A=B||={t-m:te|Alynme|B|}
tlFA  ssi te|A =AY
tI-FA  ssi tI- A para todo 1L
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Realizabilidad clasica
ooe

Observaciones

Caso Ul = ) (Modelo degenerado)

o Verdadera igual a la del modelo estandar :

N si[Al =1
”A”_{@ si [A] =0

@ Realizable < Verdad en el modelo estandar
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Realizabilidad clasica
ooe

Observaciones

Caso Ul = ) (Modelo degenerado)

o Verdadera igual a la del modelo estandar :

N si[Al =1
”A”_{@ si [A] =0

@ Realizable < Verdad en el modelo estandar

@ txm € 1l = paratodo A, k;tIFA
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Realizabilidad clasica
ooe

Observaciones

Caso Ul = ) (Modelo degenerado)

o Verdadera igual a la del modelo estandar :
A si[A]=1

1Al = -
0 si[A]=0

@ Realizable < Verdad en el modelo estandar

@ txm € 1l = paratodo A, k;tIFA

@ Restriccién a las casi-pruebas

Etienne Miquey ENS Lyon, FING
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Realizabilidad clasica
°

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

o icl-((A=B)=A) = A)?

Etienne Miquey ENS Lyon, FING
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Realizabilidad clasica

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

(] La: I ((A = B) = A) = A) ? Consideramos u € |[(A = B) = A|, 7 € ||Al:

icxu-m € 17
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Realizabilidad clasica

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

(] La: I ((A = B) = A) = A) ? Consideramos u € |[(A = B) = A|, 7 € ||Al:

icxu-m =uxk;-mell?
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Realizabilidad clasica

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

(] La: I ((A = B) = A) = A) ? Consideramos u € |[(A = B) = A|, 7 € ||Al:

icxu-m =uxk;-mell?

o ik, -me| (A= B)=A|?
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Realizabilidad clasica
°

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

(] La: I ((A = B) = A) = A) ? Consideramos u € |[(A = B) = A|, 7 € ||Al:

icxu-m =uxk;-mell?

o ik;IFA=B7?
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Realizabilidad clasica

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

(] La: I ((A = B) = A) = A) ? Consideramos u € |[(A = B) = A|, 7 € ||Al:

icxu-m =uxk;-mell?

] (_kﬂ A= B ? Consideramos v € |Al, 7" € ||B] :
k. xv.7
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Realizabilidad clasica

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

(] La: I ((A = B) = A) = A) ? Consideramos u € |[(A = B) = A|, 7 € ||Al:

icxu-m =uxk;-mell?

] (_kﬂ A= B ? Consideramos v € |Al, 7" € ||B] :
kpxv -7 =v*m
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Realizabilidad clasica

clF(A=B)=A)=A

SAVE : acxt-m > txkg-w
RESTORE : krxt-p = t*xm

(] La: I ((A = B) = A) = A) ? Consideramos u € |[(A = B) = A|, 7 € ||Al:

icxu-m =uxk;-mell?

] (_kﬂ A= B ? Consideramos v € |Al, 7" € ||B] :
kpxv-7 =vxmel
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Realizabilidad clasica
.

Realizabilidad vs Tipaje

Lema de adecuacidn

X1 AL, .., xk AkELEA
Vi e [1,/(](1‘,' I A,')

= t[tl/Xl,. R tk/Xk] A
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Realizabilidad clasica
.

Realizabilidad vs Tipaje

ma de adecuacid

X1 AL, .., xk AkELEA

= tlt/x,. .. t/xd] IF A
Vi € [1, K](t IF A) [t/a /%]

.
¥ \\\\
o o5 > s
)< il Gt G\ % /
< = e/ C 8
/’ IRy © yote
@9 1§

orievged
Etienne Miquey
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Aplicaciones
0

Especificacion

Dada una formula, jse pueden caracterizar todo sus realizadores?
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Aplicaciones
0

Especificacion

Proposiciéon

Los siguientes son equivalentes :
Q tlFvYX(X = X)

@ txu-m> uxm (para todo u, )
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Aplicaciones
0

Especificacion

Proposiciéon

Los siguientes son equivalentes :

Q tlFvYX(X = X)

@ txu-m> uxm (para todo u, )
Prueba (1) = (2):

@ Sean u,m, definimos

U ={p:p>u*m} S={n}
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Aplicaciones

[ Je]

Especificacion

Proposiciéon

Los siguientes son equivalentes :

Q tlFvYX(X = X)

@ txu-m> uxm (para todo u, )
Prueba (1) = (2):

@ Sean u,m, definimos

U ={p:p>u*m} S={n}
— uxm e Il entonces uly S, e ||S||y u-7 € [[VX(X = X)||
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Aplicaciones

[ Je]

Especificacion

Proposiciéon

Los siguientes son equivalentes :

Q tlFvYX(X = X)

@ txu-m> uxm (para todo u, )
Prueba (1) = (2):

@ Sean u,m, definimos
U ={p:p>u*m} S={n}

— uxm e Il entonces uly S, e ||S||y u-7 € [[VX(X = X)||
= txu-mell
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Otra prueba :
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U =A{p:txu-7# p} S={r}
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Los siguientes son equivalentes :
Q tlFvX(X = X)

Q txu-m> uxm (para todo u, )

Otra prueba :

@ Sean u,m, definimos

U =A{p:txu-7# p} S={r}
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Especificacion

Proposicion

Los siguientes son equivalentes :
Q tlFvX(X = X)

Q txu-m> uxm (para todo u, )

Otra prueba :

@ Sean u,m, definimos

U =A{p:txu-7# p} S={r}

= txu-mé¢ 1
= entonces -7 ¢ ||S= S| yuk, S
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Aplicaciones
0

Especificacion

Proposicion

Los siguientes son equivalentes :
Q tlFvX(X = X)

Q txu-m> uxm (para todo u, )

Otra prueba :

@ Sean u,m, definimos

U =A{p:txu-7# p} S={r}

= txu-mé¢ 1
= entonces -7 ¢ ||S= S| yuk, S
= uxmé¢ 1l

Etienne Miquey ENS Lyon, FING
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Aplicaciones
oce

Modelo de PA2

QO M\z.z IIF VxVy(s(x)=s(y)=x=y)
Q@ \z.zu IF Vx(s(x)=0= 1)

O siNEVx - Vxc(er(xa, .., xn) = e(x1,...,xk)) entonces

[l

Az.z IIF ¥xq - Vxg (er(x1, ..., xn) = e(x1, ..., Xk))
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oce

Modelo de PA2

QO M\z.z IIF VxVy(s(x)=s(y)=x=y)
Q@ \z.zu IF Vx(s(x)=0= 1)

O siNEVx - Vxc(er(xa, .., xn) = e(x1,...,xk)) entonces

[l

Az.z IIF ¥xq - Vxg (er(x1, ..., xn) = e(x1, ..., Xk))

Nat(x) = YZ(Z(0) = YyIZ(y) = Z(s(y))] = Z(x))
Para todo n, n I- Nat(n)
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QO M\z.z IIF VxVy(s(x)=s(y)=x=y)
Q@ \z.zu IF Vx(s(x)=0= 1)

O siNEVx - Vxc(er(xa, .., xn) = e(x1,...,xk)) entonces

[l

Az.z IIF ¥xq - Vxg (er(x1, ..., xn) = e(x1, ..., Xk))

Nat(x) = VZ(Z(0) = vy[Z(y) = Z(s(y))] = Z(x))
Para todo n, nl- Nat(n) ... pero no existe t tq t Il Vx(Nat(x))
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Aplicaciones
oce

Modelo de PA2

QO M\z.z IIF VxVy(s(x)=s(y)=x=y)
Q@ \z.zu IF Vx(s(x)=0= 1)
Q si NE=Vxg---Vxk (er(x1, ..., %xn) = €(x1,..., %)) entonces

Az.z lIF ¥xg - Vxp (er(xa, ..., xn) = e(x1, ..., Xk))

Nat(x) = VZ(Z(0) = vy[Z(y) = Z(s(y))] = Z(x))

Para todo n, nl- Nat(n) ... pero no existe t tq t Il Vx(Nat(x))
Quantificadores relativizados
YNxA = Vx(Nat(x) = A) VXA = 3x(Nat(x) = A)
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Aplicaciones
°

Extraccion de testigo

e Ldgica intuicionista: t IF 3xA(x) = t > (n, u) donde u |- A(n)
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Aplicaciones
°

Extraccién de testigo

e Ldgica intuicionista: t IF 3xA(x) = t > (n, u) donde u |- A(n)
e Dificultad: backtrack

Proposicion

Sea A(x) decidible y refutable. Si t lIF 3NxA(x), pues existe u-7 tq:
txu-m>stopkxh-m

donde A(n) es verdad.
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Especificacion de formulas mas complejas :
@ Ley de Peirce (a continuacidn...)
e formulas aritméticas
Modelos de ZF:
@ quote sirve para realizar el Axioma de Eleccién Dependiente
QUOTE : quotex @ -t-m = txng-T
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e formulas aritméticas
Modelos de ZF:
@ quote sirve para realizar el Axioma de Eleccién Dependiente
QUOTE : quotex @ -t-m = txng-T

@ Permite usar técnicas de Forcing (a continuacién...)
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Especificacion de formulas mas complejas :
@ Ley de Peirce (a continuacidn...)
e formulas aritméticas
Modelos de ZF:
@ quote sirve para realizar el Axioma de Eleccién Dependiente
QUOTE : quotex @ -t-m = txng-T
@ Permite usar técnicas de Forcing (a continuacién...)
e Existencia de subconjuntos (muy) patoldgicos de R :
@ X2 no es bien ordenado
@ Xn 7 Xn+1

® Xnt1 7 Xn
@ Xm X Xn = Xmn

Etienne Mi uey ENS Lyon, FING
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Gracias por su atencién

ENS Lyon, FING
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Algunas preguntas ?

na introducci
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