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Probléme 1 Intégration

La propriété de monotonie de 'intégrale invoquée a plusieurs reprises ci—dessous est la propriété
suivante : f < g = fQ fdu < fQ gdpu.

1. a. On pose gn(w) = f(w)Ll{fsn}(w). SiN = {w; f(w) = oo}, le fait que f soit intégrable
entraine que p(N) = 0 (en fait 'énoncé dit que f prend ses valeurs dans R, , donc N = (),
mais notre argument montre que le résultat serait vrai méme avec f a valeurs dans IR.).
Pour tout w & N, dés que n > f(w), gn(w) = 0. Donc pour tout w € N, g, (w) — 0 quand
n — 00, soit g, — 0 p. p. En outre 0 < g,(w) < f(w), et f est intégrable. Donc par le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue, quand n — oo,

/{f>n} Jeln = /Q gn(w)p(dw) — 0.

En fait on aurait pu invoquer le théoréme de convergence monotone, car on a une suite
décroissante {g,}, majorée la fonction intégrable f.

b. On pose h,(w) = f(w)1l{r<i/m}(w). Par définition de hy,, on a I'inégalité 0 < h,(w) <
1/n. Donc hy,(w) — 0 quand n — oo, pour tout w € Q. En outre 0 < h,(w) < f(w)
et f est intégrable, donc par le théoréme de convergence dominée (ou par le théoréme
de convergence monotone, la suite {h,} étant décroissante et majorée par une fonction
intégrable), quand n — oo,

[ fn= [ hantds) 0
{f<1/n} Q

0 < alyysa(w) < fW)l{fsa(w).

D’out par monotonie de l'intégrale

2. Pour tout w,

0 < ahs(a) < /

f@é/ﬂw
{f>a} [¢)

Si f est intégrable, le membre de droite de I'inégalité ci—dessus est fini, donc en particulier
alf(a) < oo, soit en divisant par a > 0, Af(a) < co. En outre, d’aprés la premiére partie
de la question 1, f{f>a} fdp — 0 quand @ — oo, donc a fortiori, aAf(a) — 0, quand
a — oQ.

3. Si0 < a< 1/n, pour tout w, puisque f(w) > 0,

aliacr<imy (W) < f(W)lacr<im (W) < f(0)r<i/my (W),

donc par monotonie de I'intégrale,

olsta) = A/l < [ g

{f<1/n}
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Donc

oh@< [ g adsi/n)
{f<1/n}

a—0

0 <liminfaAs(a) <limsupalAs(a) < / fdu,
0 {/<i/m}

ceci pour tout n > 1 fixé. En faisant tendre n — oo, donc 1/n vers 0, on en déduit, a
I’aide de la seconde partie de la premiére question, que si f est intégrable,

0 <liminfaAs(a) <limsupaAs(a) <0,

a—0 a—0

ce qui démontre que aA¢(a) — 0 quand a — 0.

. On remarque que pour tout w,

fw) < Z 251 gk priny (W)

< Z 2 ey (W),

soit, par monotonie de I'intégrale

k=400

/fdug D 2FTIAL(2N).
Q

k=—00
Donc puisque f est positive, si S25="°° 28A ((2¥) < oo, alors Jo [fldp = [, fdu < oo, et
f est p—intégrable.

. On a pour tout w
k=+oc0

Z 2k1{2k<f§2k+1}<W) < f(w),

k=—o00

soit par monotonie de I'intégrale

k=+oc0

> 2 (A2 =A@ )] < [ pau

k=—o00

On a clairement pour n’importe quelles suites {uy} et {vg},

k=N k=N
g Uk (Vg — V1) = E (Uk — Up—1)Vk + U_N_1V_N — UNUN41,
k=—N k=—N

soit avec uy, = 2% et vy, = A¢(2*), en remarquant que 2% — 2F"1 = (2 — 1)2~1 = 2k~1

k=N k=N
Do 2F[AR25) = A 2] = D0 2MAL2N) 27V AL27) — 2V, 2N,
k=—N k=—N

Mais si f est intégrable, grace aux questions 2 et 3,

1 1

2NA (2N+1> 22N+1A (2N+1) N 07 27N71Af(27N) — 527NAf(27N) N 0,



quand N — oo, donc on peut faire tendre N — oo dans l'identité précédente, d’ou il
résulte exactement

k=+o00 1 k=+o00
D 2 [AH(2N) = A 2] = 3 > 2PA(2Y).
k=—o00 k=—o00

On a donc établi que
k=+o00

kA k
E f(Q)SQ/QfdM

k=—00

donc si f est p—intégrable, lzzfz 28N (2F) < 0.

Probléme 2 Probabilités

1. On a {Max(X,Y) <z} = {X <z} N{Y < z} (les deux inclusions sont immédiates,
puisque le Max est plus petit ou égal a x si et seulement si X et Y sont plus petit ou
égaux a x). Donc par I'indépendance de X et de Y,

PMax(X,Y) <z)=P(X <z)x P(Y <z).

2. Puisque X et Y sont indépendantes, toutes deux exponentielles de parameétres A\, d’aprés
le Corollaire 4.6.5 du cours, la loi du vecteur aléatoire (X,Y) est la probabilité sur IRi
de densité A\? exp(—A[x + y]) par rapport a la mesure de Lebesgue po sur IRi. Donc A
désignant la diagonale de IR%F,

PX=Y)= / N exp(—A[x + y])pa(dz, dy) = 0,
A
puisque s (A) = 0.
3. Les trois ensembles A, B et {X = Y} forment une partition de €2, donc grace a la question

précédente,
PA)+P(B)+P(X=Y)=IPA)+IP(B)=1.

Maintenant comme les lois des v. a. (X,Y) et (Y, X) sont les mémes (toutes deux la
loi précisée a la question précédente), on a clairement que IP(A) = IP(B), d’ou IP(A) =
IP(B) =1/2.

4. On a clairement pour tout z,y > 0,

{r<Uy<V}={e<Uy<V,X<Y}IHe<Uy< VY <X} He<Uy<V,X=Y}

ces trois ensembles étant disjoints. Le troisiéme est de probabilité nulle, et les deux pre-
miers ont la méme probabilité, & nouveau parce que les deux vecteurs aléatoires (X,Y)
et (Y, X) ont la méme loi. En outre

{r<Uy<V,X<Y}={e <X, X+y<VY},
les deux inclusions étant immédiates. On a donc bien
Plz<Uy<V)=2Prz< X, X+y<Y).
Remarquons que

P(z < X,X +y <Y)=1P((X,Y) € D) = Pxy)(D),
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pourvu que 1’on pose
D:={(s,t) eRY, s>xett>s+y}

Donc (la probabilité IP(xy) a été explicitée a la question 2 ci-dessus)

Pr<X,X+y<Y)= / Ae™As (/ Ae‘”dt) ds

+y

= /00 e e M) gg

o0
:e_)‘y/ e P4 ds
xr

o 1 =2z _—Ay
=3¢ e VY
soit

Plr<Uy<V)=e e

. On déduit du résultat précédent tout d’abord que

PU>2)=Pa<U0<V)=Plax<U0<V)=e2?
P(V>y)=PO<Uy<V)=PO<Uy<V)=e?

La seconde égalité de la premiére ligne exploite le fait que {V = 0} = {X = Y} est
de probabilité nulle, celle de la seconde ligne que {U = 0} = {X = 0} N {Y = 0} est
également de probabilité nulle. Donc la loi de U est la loi exponentielle de paramétre 2,
celle de V' est la loi exponentielle de paramétre A. En outre il résulte de ce qui précede
que pour tous z,y > 0,

P(U >xz,V>y)=PU >z) x P(V >y),

ce qui suffit, puisque U et V sont a valeurs dans IR, a établir I'indépendance de U et V.
Ceci a été démontré en TD. Donnons deux arguments qui I’établissent.

On peut argumenter que {{U > z}, = > 0} et {{V > y}, y > 0} constituent deux
m—systémes qui engendrent I'un o(U), 'autre o(V'), et donc d’aprés le Théoréme 4.6.3 du
cours que l'égalitée P(ANB) = P(A) xP(B)V A e {{U >z}, 2 >0}, Be {{V >
y}, y > 0} entraine I'indépendance de o(U) et o(V'), soit de U et V.

On peut aussi déduire de l'identité établie que les deux probabilités Py et Py x Py
coincident sur le m—systéme {{(u,v), u > z,v > y}, x,y > 0} qui engendre la tribu
borélienne de IRfL, donc ces deux probabilités coincident par le Théoréme 1.4.7, ce qui
entraine 'indépendance de U et V par le théoréme 4.6.4.

. OnaU+V =Max(X,Y). Or U+V est la somme de deux v. a. indépendantes, exponen-
tielles de parameétres resp. A et 2, et Max(X,Y") est le sup de deux v. a. indépendantes,
toutes deux exponentielles de paramétre A, ce qui justifie affirmation de I’énoncé.



