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Exercice

1. — a. Puisque y > 0, z — y < z, et aussi 0 < z Donc (z — y)* = sup(z — y,0) < x.

— b. En additionnant ls deux formules de I’énoncé pour z et |z|, on obtient |z| 4+ x = 2z7.

2. — a. Premiére preuve Il faut montrer que IP(X < 0) = 0. Mais {X <0} = U2 {X < —1/k},
et par la continuité monotone séquentielle des probabilités, IP(X < —1/k) — IP(X < 0),
quand k — oo. Donc il suffit de montrer que IP(X < —1/k) =0, Vk > 1, soit P(X < —¢) =0,
Ve > 0. Mais puisque X,, > 0 p. s, {X < —¢} C{|X — X,| > ¢}. Or IP(|X — X,,| > ¢) — 0,
quand n — oo. Donc IP(X < —¢) = 0.

Seconde preuve Il existe une sous—suite {X,,, } telle que X,,, — X p.s. quand k — oo. Pour
IP presque tout w, X (w) = limy X,,, (w) > 0.

— b. On vérifie aisément que (X — X,,)™ — 0 en probabilité (en utilisant la définition). En outre,
par la question la, 0 < (X — X,,)"™ < X, et on a supposé¢ X intégrable. Donc le résultat découle
du Corallaire 6.2.7 (convergence dominée).

— ¢. On utilise la question 1b.

IE|X - Xn‘ = 2IE(X - Xn)+ - ]E(X) + E(Xn)

Le résultat découle alors de 2b et de 'hypothése IE(X,,) — IE(X).

Probléme

1. Le changement de variable y = z/c dans le calcul de [ f.(z)dz permet de déduire que cette
intégrale vaut 1.

2. Si X suit la loi de Cauchy de paramétre c,

B0 =B ) = [ e = e

puisque l'intégrand se comporte comme ¢/x quand x — co. Donc X non seulement n’est pas
intégrable, mais n’est pas quasi-intégrable. On ne peut pas définir son intégrale (donc il est
interdit d’écrire IE(X), ¢a ne veut rien dire!). A fortiori,

E(X2) / e
= —_—axr = O
oo (X% 4 ?) ’

puisque 'intégrand tend vers la constante strictement positive ¢/ quand * — —oo et quand
T — +00.

Var (X +Y> _ Var(X +Y) _ Var(X) + Var(Y) ~ Var(X),

V2 2 2

otl on a utilisé successivement Var(aZ) = a?Var(Z), la formule pour la variance d’une somme de
v. a. indépendantes, et Var(X)=Var(Y) (puisqu’elles ont méme loi).

4. Pour tout u € IR,



A [T
oz(u) = / exp(—A|z| + iux)dx

— 00

A 0 N\ [0
=3 / exp(Azx + juzx)dx + 5 / exp(—Ax + tuz)dz
—00 0
B A B A
2N Hdu)  2(=A+iu)
)\2
TN+

On a utilisé a la troisiéme égalité lim,_,_ o exp(Az + iux) = limy_, 4 exp(—Az + iux) = 0.

. On remarque que la fonction u — pz(u) est intégrable sur IR, donc on peut appliquer la formule

a la fin du rappel de ’énoncé a la variable aléatoire Z, soit, en notant fz la densité de la loi de
Z,
1

" or

fz(x) / exp(—iux)pz(u)du,

R

autrement dit
S exp( Ml = 5 [ expl—iua)a
—exp(=Alz|) = — | ——— exp(—iuz)du,
g P o Jr A2 +u2

soit en multipliant par 2/, et en intervertissant u et x,

A .
exp(—)\|u])—/E{Mexp(—zux)da:,

ce qui donne la bonne formule pour ¢x(u), & condition de poser ¢ = A, et de changer z en —z.

. Si X et Y sont deux v. a. r. indépendantes, respectivement de loi de Cauchy de paramétre c, et

de loi de Cauchy de paramétre ¢, alors (Corollaire 5.2.7)

pxty(u) = ox (u)py (u) = exp(—(c + )|ul),
donc la loi de X + Y est bien la loi de Cauchy de paramétre ¢ + ¢’.
On a
Pax (u) = @x (au) = exp(—cla| x |u]).

. 1l suffit de combiner les deux questions précédentes, avec o = 1/2. Si IE[X?] < +oco, d’aprés

la question 3, on aurait Var[(X + Y)/v/2] = Var(X), soit Var[(X + Y)/2] = Var(X)/2, donc
I’égalité en loi que 'on vient d’établir entrainerait que ces variances sont nulles, ce qui n’est pas
le cas ici.

. On a que p_x(u) = px(—u) = Px(u). D’ou le résultat.
10.

Puisque ¢x(u) est un nombre rel, on peut poser 1(u) = log ¢ x (u). Donc 'hypothése de ’énoncé
entraine que Vo, 8 > 0, ¥([a + Blu) = Y(au) + ¥ (fu). En choisissant o = 1 et successivement
B=n—1, n—2, ...,1 on obtient

P(nu) = P(u) +((n — Du) = 2¢(u) + (0 = 2)u) = -+ = nY(u).

En changeant v en u/n et n en m, on obtient ¥ (u/m) = (u)/m, donc en combinant avec

I’identité précédente,

o (Su) = () = Lo,

m m m

pour tous n, m entiers > 1. Donc pour tout ¢ rationel positif, u € R, (qu) = qb(u). Mais ¥
est le log d’une fonction caractéristique, donc est continue. Donc on a ¥ (zu) = z1(u) pour tout
z>0,ueR. Doncsiz>0,1¢(z) =2¢(1), et si 2 <0, (z) = |z[p(—1). En utilisant & nouveau
la symeérie de la loi de X, on a que ¥(—1) = 1(1), et ce nombre est négatif (parce que px (1) < 1),
donc en posant ¢ = —(1), et en prenant ’exponentielle, on obtient le résultat souhaité, a savoir
qu’il existe ¢ > 0 tel que

px(2) = exp(—clz]), ¥z € R,



