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We establish equations of non linear filtering, prediction (extrapolation) and smoothing 
(interpolation) in the case where the signal is a non degenerate diffusion process, and the 
observation is a noisy functional of the signal. We consider both the case of observation 
noise correlated with the signal, and the opposite case where we establish "robust" form of 
the equations. We study finally the case of unbounded coefficients, and the case where there 
is a feedback from the observation to the signal. 

1. INTRODUCTION 

Soit X, un processus markovien de diffusion. Supposons que l'on observe 
le processus: 

oh est un processus de wiener-eventuellement correle avec X,. Soit 3 
la tribu des observations jusqu'a l'instant t. Le probleme de filtrage 
consiste a calculer la loi conditionnelle de X,, sachant e;;. Si s < t ,  le 
probleme de prediction consiste a calculer la loi conditionnelle de X,, 
sachant F,, et le probleme de lissage a calculer la loi conditionnelle de X,, 
sachant e. Le probleme de filtrage a ete etudie par de nombreux 
auteurs-voir en particulier Liptzer-Shiryaev [12]. La solution du 
probleme de prediction est un corollaire facile de celle du probleme de 
filtrage. Mais le probleme de lissage--dans le cas non-lineaire-a ete 
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194 E. PARDOUX 

beaucoup moins etudie. On trouvera cependant des resultats dans ce sens 
dans [12] et [13]. 

Le but de cet article est principalement de montrer comment la 
methode que nous avons utilisee en [14] pour etablir l'equation de Zakai 
du filtrage non-lineaire, permet de resoudre egalement le probleme du 
lissage. 

De nouvelles demonstrationsdfies a Krylov-Rosovskii 181--des 
resultats essentiels de [12, TI0 Partie] sont indiquees; elles sont beaucoup 
plus simple que dans [14]. 

Dans une seconde partie, nous 6tablissons par une methode directe la 
forme dite "robuste" (voir Clark 121, Davis [3]), des equations du 
filtrage, de la prediction et du lissage, dans le cas ou le bruit d'observation 
est independent du signal X,. 

La fin de cet article etudie deux generalisations. L'une concerne le cas 
ou certains coefficients sont non bornes, de faqon a inclure comme cas 
particulier le cas lineaire. L'autre concerne le cas ou le processus observe 
Y, apparait dans les coefficients de l'equation du signal X,. 

La plupart des resultats des $1 a 5 sont egalement decrits dans [16]. 

2. FORMULATION DU PROBLEME-HYPOTHESES 

On considere le systeme differentiel stochastique: 

d X ,  = b( t ,  X , ) d t  + a( t ,  X , )  dCt: 

ou X, prend ses valeurs dans R", I: dans RD, et (q/q) est un wiener 
standard a valeurs dans RN+*.  

On fait les hypotheses suivantes sur les coefficients: 

a=u* est une application mesurable et bornee de R, 
x R N ,  a valeurs matrices N x N (2.2)  

x -+o( t ,x )  est continue, uniformement sur tout compact de 
R ,  x R~ (2.3) 

3n>O t.q a( t ,  x )=oOo( t ,  x ) z  a l ,V( t ,  x ) .  (2.5)  
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 195 

b et h sont mesurables et bornkes, de R ,  x RN, a valeurs 
dans R~ et RD respectivement (2.6) 

g et g sont mesurables, de R ,  a valeurs matrices D x N et 
D x D respectivement. (2.7) 

On suppose que l'on a normalis6 le bruit d'observation, i.e.: 

On suppose enfin: 

3 8  > 0 t.q. g(t)g*(t) 2 PI, Vt 2 0. (2.9 

On pose Q = c ( R + ; R ~ + ~ ) ,  

I1 resulte des hypotheses cidessus--cf. Stroock-Varadhan [18]--que 
V(s, x), 3 une unique loi de probabilite P,, sur (Q, 99" telle que: 

i) P,,(X, = x, Y, = 0) = 1 

ii) P,, est solution du probleme de martingales associe a (2.1) 

Soit no une loi de probabilite sur RN, de densite po(x). On suppose: 

On notera P la probabilite sur (R,Y), solution du problime de 
martingales associte a (2.1), tel que sous P,  la loi de X o  soit no, et Yo = O  
p.s. On supposera que toutes les tribus introduites ci-dessus- et plus 
loin- contiennent tous les ensembles de P-mesure nulle de la tribu 9?. 

On pose 
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196 E. PARDOUX 

et on definit les lois P sur (Q3) et P,, sur (R, 9 " )  par: V t >  s, 

Alors il existe un @-wiener standard (w#?J) tel que P p.s.: 

d X ,  = [b ( t ,  X i )  -c*(t, X , )k ( t ,  X , ) ]  dt + ~ ( t ,  X , )  d Wi (2.11) 
d X = g ( t ) d ~ i + g ( t ) d m ;  

Dans toute la suite, on icrira fi pour (Q9, P )  
On pose 9 s = o { Y , -  Y, , s585 t ) , e=Fp .  
On notera E[resp. E, E,,, I$,] l'esperance suivant la loi P [resp. P, P,,, 

k.1. 
Le resultat suivant est facile a verifier, et permet de ramener l'etude des 

lois conditionnelles sous la loi P, a celle des lois conditionnelles sous la loi 
P :  
LEMME 2.1 Soient 2 et p>O. On pose 8 =;lop. Alors VV v.a.r. YA 
rrzesurable et bornde, 

Introduisons enfin deux operateurs aux derivees partielles. On designe 
par L,  le gknbrateur infinitesimal du processus de Markov X,: 

Soient H' AH' ( R N )  = {U E I ? ( R ~ ) ;  (&/ax i )  E P ( R N ) ,  i =  1 . .  . N )  et H-'  
= ( H I ) ' .  G r k e  a (2.4), L, peut-ttre redefini comme une famille d'e16ments 
de 9 ( H 1 ;  H-') de la f a ~ o n  suivante: Vu, VEH' ,  

N 2u dv 
(L,u, 0) = -$ 1 [ ai j ( t ,  x)-  ( x ) -  ( x )  d x  

i ,  j= 1 RN ?xi d x j  
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 

On definit de plus B, E 9 ( H 1  ; (I? ( R N ) ) D )  par 

Remarque 2.2 I1 nous arrivera dans cet article d'utiliser des processus 
du type cc(X,), ou cc(x) n'est dkfini que pour presque tout x € R N .  Les 
hypothkses faites ci-dessus entrainent que Vt ,  la loi de X, admet une 
densite par rapport a dx. Donc r (X , )  est alors bien defini comme une 
classe de variables aleatoires p.s. egales. 

3. LE CAS GENERAL 

3.1 Le probleme de filtrage 

Nous allons rappeler les resultats de [14] en donnant les demonstrations 
proposees depuis par Krylov-Rozovskii [voir [8], ou ces rtsultats 
sont d'ailleurs generalises au cas ou cr et P de (2.5)-(2.9) peuvent 
s'annuler], lesquelles sont beaucoup plus simples que celles de [14]. 

Introduisons tout d'abord la notion d'integrale de Ito retrograde. (R, B, 
%,$, Y,) Ctant un processus de Wiener standard a valeurs dans RD, fixons 
t > &qui jouera le r81e d'instant final. 

Posons 9: = o{Y, - l.;, s s  8 5 t}. % A  Y, - l.; est un "9; processus de 
Wiener retrograde"; i.e. V0 5 8 Ss ,  $ - % est une v.a. gaussien~e centree, 
d'operateurs de covariance (s - B)I ,  independante de 9;. Si (t,, s E [0, t]) 
est un processus a valeurs dans RD, 9;-adapt&, a trajectoires continues et 
borne, on peut definir I'integrale de Ito retrograde. 

ou s=t,<t, < ... <t,=t ,  et Sn=sup,.ntk-tk-,. 
Cette definition s'ktend sans peine comrne la definition usuelle. 
Si 5, est mesurable et 9; adapte, avec 
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198 E. PARDOUX 

est une 9; martingale retrograde. On a de plus une formule de Ito 
retrograde. Si <, et 9, sont mesurables et F: adaptes a valeurs dans RD et 
OB, avec 

alors avec: 

Considrons I'EDP stochastique retrograde: 

ou f €L2(RN)  n L""(RN). On cherche une solution v ( s )  adaptee a 9s. Alors 
(3.1) admet une solution unique: 

On a de plus le resultat suivant-qui est une sorte de generalisation de 
la formule de Feynman-Kac: 

THEOREME 3.1 vs E LO, tl, on a Yegalit6 suivant dF x dx p.p.: 

Preuve Etant donne q E Lm (0, t ; RD), on definit le processus: 

cp etant deterministe, l'integrale stochastique dans l'exponentielle peut itre 
prise en n'importe quel sens. p k s t  .9; adapte, et il resulte de la formule 
de Ito retrograde: 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 199 

Soient u E K V(s) = p%v(s). Appliquant la formule de Ito retrograde, on 
obtient, en designant-ici et dans toute la suite-par (. , .) le produit 
scalaire dans (RN): 

Cette igalite est vraie VUE K Posons V(s)=k[~(s)] .  On obtient 

Definissons une nouvelle loi de probabilitk P:x sur (SZ,9;) par: 

51 = exp [- i 47,k(8, X,)  d B ]  
d P S X  9; S 

I1 rksulte du theoreme de Girsanov qu'il existe un PTX Wiener (w:'/ii.':)t 
- q : 

La solution p de 1'Cquation ci-dessus peut s'ecrire a l'aide de la formule 
de Feynmann-Kac : 

Ce rbsultat est classique (cf. par example Bensoussan-Lions [I]) avec un 
peu plus de rbgularite sur les coefficients. Notre resultat s'en dkduit par 
passage a la limite (cf. [5]). La formule ci-dessus peut se reecrire: 
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200 E. PARDOUX 

Mais lorsqu'on fait varier cp dans Lm(O, t ;  RD) ,  les combinaisons lineaires 
des p' correspondants forment un ensemble dense danr L,(Q. 9:. P,,) . 

On considbe alors l'EDP stochastique progressive:? 

Cette fois, un cherche une solution 9,-adaptee, et de nouveau (3.3) a 
une solution unique: 

Le resultat interessant est que (3.3) est I'equation adjointe de (3.1), au 
sens suivant : 

THEOREME 3.2 Le processus { ( ~ ( s ) ,  p (s ) ) ,  O $ s t )  est a trajectoires p.s. 
constantes. 

Preut'e I1 suffit de montrer que Vs,, s, E [0, t ] ,  

Soient cp et pqefinis comme dans la preuve du theoreme 3.1. On pose: 

D'apres le dernier argument utilise au Theoreme 3.1, il suffit de montrer 
que Vs,, s, E [O, t l ,  

i.e. il suffit de montrer que I'application: 

S--%P(~(S), P ( ~ ) ) I  

tEn Anglais, forward 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 

est constante, de [0, t ]  dans R. Or:  

ou pe t  I' sont les solutions de: 

et il est immediat que 

I1 resulte alors des theoremes 3.1 et 3.2: 

Ceci est vrai V f E L ? ( R ~ )  n P ( R ~ ) ,  et Vt >O, donc d'apres le lemme 2.1, 
p ( t , x )  est la "densite conditionnelle non normalisee" de Xt, sachant F,; 
i.e.: 

COROLLAIRE 3.3 p ( t , x ) ( $ ~ p ( t ,  x ) d x ) - I  est la densit4 de la loi 
conditionnelle de X,, sachant 9,. 

Remarque 3.4 L'equation (3.3) est souvent appelee "equation de 
Zakai". Cet auteur l'a en effet etablie-voir [19]--dans un cadre un peu 
moins general, en particulier en supposant g =O. Le densite conditionnelle 

STOCH- C 

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [

A
ix

-M
ar

se
ill

e 
U

ni
ve

rs
ité

] 
at

 0
1:

38
 1

0 
A

pr
il 

20
13

 



202 E. PARDOUX 

satisfait une EDP stochastique non lineaire, appelee equation de 
Kushner-Stratonovtich, qui est moins facile a traiter, tant thtoriquement 
que numeriquement. 

3.2 Le probldme de prediction 
Supposons que l'on observe Y jusqu'a l'instant s < t ;  et que l'on cherche la 
loi conditionnelle de X,, sachant Fs. Ce problemedi t  de prediction se 
ramene artificiellement a un probleme de filtrage de la f a ~ o n  suivante. 
Posons: 

- - A A t= X A , +  w- @;=o{Y0- ~ , s ~ o ~ ~ } ,  

Alors, d'apres les rksultats du 53.1, si f i  designe la solution de: 

De plus, puisque &,=F, v e, et que & et v rr(X,) sont 
indbpendantes sous la loi P, 

On a donc le: 

THEOREME 3.5 

est la densite de la loi de X , ,  conditionne'e par Fs. . 
Remarquons que la technique que nous venons d'employer permet aussi 

de resoudre des problemes de filtrage (ou prediction, ou lissage) lorsque 
l'observation est intermittente. 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 203 

3.3 Le probleme de lissage 
On cherche maintenant la loi conditionnelle de X,, sachant (s (s t ,  s et t 
fixes dans tout ce paragraphe). On va voir que la solution de ce probleme 
s'exprime a l'aide de deux equations de type (3.1)--retrograde, et ( 3 . 3 F  
progressive. 

L'equation (3.1) n'est plus seulement un outil intermediaire pour les 
demonstrations. 

On considere I'EDP stochastique retrograde: 

On choisit une "fonction poids" p par exemple p(x)=(l+ / ~ 1 ~ ) - ~  telle 
que p(x) 20 ,  12p/dxi(x)l s c p ( x )  et LZ(R") c L ~ ( R ~ ;  p(x)dx). On note Li et 
H i  les espaces L2(RN) et H1, ou I'on a remplace la mesure dx par p (x)dx. 
Alors la methode developpee dans 114, I" partie] permet de montrer 
l'existence et l'unicite d'une solution de (3.6): 

v(0) &ant 9: adapte. De plus, il resulte du theoreme 3.1, par un passage a 
la limite monotone: 

PROPOSITION 3.6 L'e'galitd suivante a lieu dB x dx p.p.: 

On dtsigne maintenant a nouveau par p la solution de l'equation (3.3). 
On a le: 

T H ~ O R ~ M E  3.7 V f E co(RN)t ,  

Admettons un instant ce resultat. I1 resulte alors 

COROLLAIRE 3.8 p(s. x)v(s, x)(p(s), u(s))- ' est la densitd de la loi 
conditionnelle de X,, suchant 9,. 

tC,(RN) designe l'espace des fonctions de R N  dans R, continues li support compact 
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204 E .  PARDOUX 

Preuve D'apres (3.4) et la proposition 3.6, p(s ,  x )v(s ,  x )  20 d@ x d x  p.p. 
I1 rksulte alors du theoreme 3.7, par un passage a la limite monotone: 

et cette quantite appartient p.s. a 10, + m[. I1 resulte alors du Lemme 2.1: 

et ceci ~f E c ~ ( R ~ ' ) .  . 
Le dkmonstration du theoreme utilise les deux Lemmes: 

L E M M E  3.9 Si f E c,(R"), 

Prewe  I1 suffit d'ktablir que Vcp v.a.r. F, mesurable et bornke, V$ v.a.r. 
9; mesurable et bornte, les produits scalaires dans des deux 
membres de l'egalite ci-dessus avec cp$ coincident. On va utiliser ci- 
dessous la propriete de Markov du processus { ( X e ,  ", - x), 9 2 0 ) ,  dont 
I'etat a l'instant B=s ne depend que de X,. 

On note gy la tribu borklienne de R" 

LEMME 3.10 Soit (x,o)+G(x,w) une application gN@P; mesurable a 
culeurs darts R,. Alors: 

Preuve D'apres le theorkme des classes monotones, il suffit d'etablir le 
resultat pour : 

G ( x , w ) = g b ) l ~ ( m )  
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 205 

I1 suffit donc de montrer que V q ,  $ comme au lemme prkcedent, 

Preuve de thebreme 3.7 11 suffit de demontrer le theoreme avec f 2 0 .  
On utilise successivement le Lemme 3.9, la Proposition 3.6, et le Lemme 
3.10: 

4. LE CAS OU LE BRUIT D'OBSERVATION 
EST INDEPENDANT DU SIGNAL 

On rajoute aux hypotheses du $2: 

g = 0  (4.1) 

I1 resulte de (4.1) et (2.8) que la seconde equation de (2.1) se rkecrit: 

De plus, c = O  dans (2.11), et dans l'expression de B. 
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206 E. PARDOUX 

4.1 Le probleme de filtrage 

v et p etant les quantites definies au 53.1, on considere maintenant: 

On pourrait deduire de (3.1) et (3.3) les equations pour u et q-comme 
I'on fait Rozovskii [I71 Liptzer-Shiryaev [I21 et Clark [2] pour q. Le 
changement de variable (4.3) est un cas particulier des changements de 
variable proposks par Doss [4] et Sussmann [19], pour ramener la 
rCsolution d'une equation de l to  a celle d'une equation differentielle 
ordinaire. Cependant nous allons plut6t indiquer une derivation directe 
des equations du 14 et q suivant I'expose 11151. L'inter2t esit que cette 
derivation est tout a fait elementaire (sauf en ce qui concerne les notations 
!), et se prite a des generalisations commodes, par exemple en theorie du 
controle-voir Fleming-Pardoux [5] .  Davis [3] a egalerment etabli 
]'equation de q,  dans le cas oh X, appartient h une classe plus generale de 
processus de Markov que celle consideree ici. 

Remarquons tout d'abord que sous les lois P et P,,, X. et I: sont 
independants, i.e. : 

ou W[resp. W,,] designe la mesure de Wiener sur C(R + ; RD) [resp. C([s, 
+ s [ ;  RD)], et P, P,, des solutions du probltme de martingales associees 
a : 

Alors 

Supposons pour I'instant que la fonction h est "reguliere". Alors, en 
in~kgrant par parties l'integrale stochastique qui se trouve dans 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 

l'expression de Zs7 on obtient: 

exp(Y, .  h(X, ) )Z;=exp (X. W,)) 

Fixons maintenant une trajectoire de I: On definit alors une nouvelle 
mesure PTx sur (Q, a(X,,  s 5 8 5 t))  par: 

dP,'x 
-=exp{-j Y,. ( o v h ) ( x , ) d % - + j  (aY. .vh ,  &.Yh)(X,)dB 
dCX S S 

(4.5) 

Alors compte tenu de (3.2), (4.3), (4.4), (4.5) et du calcul fait ci-dessus: 

D'apres la formule de Feyman-Kac, on est amene a considerer I'EDP 
retrograde suivante: 
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208 E.  PARDOUX 

Apres integration par parties, pour faire disparaitre les derivees 
secondes de h, (4.7) devient: 

dii 
-+L,u+e^(s, I:)u=O, s s t  
ds 

i ( t ) =  f exp ( x h ( t ) )  

oh L et sont definis par: Vu, a E Hi, 

6(s, Y,, x )  s'obtient a partir de e(s, Y,, x)  en rempla~ant L,h par 6. Vh 

Suyysons que J'Ec,(R"). Alors d'apres par exemple Bensoussan- 
Lions [I], pour chaque trajectoire de Y fixee, l'equation (4.8) a une 
solution unique: 

et u depend continfiment de Y-voir Fleming-Pardoux [ 5 ] .  De plus: 

THEOREME 4.1 VS E [0, t ] ,  l'dgalitd suiz:ante a lieu dx x d W,, p .p .  

i.e. la solution de (4.8) est bien le quantitP dPJi:nie par (4.3). 

Preuce I1 suffit de dernontrer le resultat avec des coefficients b, o et h 
"reguliers", puisque a la fois u-solution de (4.8)-et P,, dependent 
continfiment de ces coefficients; le resultat general s'obtient alors par 
passage a la limite-voir les details de cet argument dam [ 5 ] .  

Or si h E C,',2 ( R ,  x R"; RD), et si a et b sont un peu plus reguliers que 
suppose ci-dessus (par exemple chaque bi et aij dans Ct . ' (R+ x R")) ,  
alors d'aprks Bensoussan-Lions [1] ,  la solution de (4.7)- donc aussi de 
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FILTRAGE, PREDICTlON ET LISSAGE 209 

(4.8)- est donnee par (4.6), et done aussi par (4.9), compte tenu du calcul 
qui nous a mene a (4.6). 

Considerons maintenant Yequation adjointe de (4.8): 

A nouveau pour chaque trajectoire de cette equation a une solution 
unique: 

et de plus, pour presque tout s E [0, t ] ,  

Nous avons demontre le: 

THEOREME 4.2 Vt 2 0 

est la densite de la loi conditionnelle de  X, ,  sachant Ft. 1 

Remarque 4.3 L'equation (4.10) permet de construire une application: 

definie sur tout l'espace C ([0,  t ] ; ~ ~ ) ,  et continue. Ce resultat tres 
important est dG a Clark [2]. . 
4.2 Le probleme de prediction 

D'aprbs (4.2), on ne peut plus ramener le probleme de prediction a un 
probleme de filtrage, comme nous I'avons fait au $3.2. 
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210 E PARDOUX 

Mals si s < t ,  f E CO (R' ), 

E(J (X,) 1 B,)=E"'E~'(~ (X,)) 

Or 11 rQulte d'un argument similaire a celui du Theoreme 4.1 que: 

E"f J ( X ,  11 = G(s, X, ) 

ou li est la solution de: 

Et d'apres le theoreme 4.2, si q designe a nouveau la solution de (4.10), 

(9b)exp (Y,h(s). 4 s ) )  E". [G(s, X,)] = --- 
(q(s),exp (Y,h(s)) 

De plus, si p designe la solution de: 

11 resulte que la dualite entre (4.12) et (4.13): 

(qb)exp(Y,h(s)), 4 s ) ) =  ( ~ ( t ) > f  

De plus, puisque (4.13) est une equation de Fokker-Planck: 

on a montre le: 

THEOREME 4.4 Vt  >s, la densitt: de lu loi cnnditionnelle de X , ,  sachant 
B , ,  est donnie par p(t, x)(p(t), 1) - 

4.3 Le probleme de lissage 

On cherche maintenant la loi de X,, conditionte par Y t ( s <  t ) .  On 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 

considere l'equation : 

Si p, L; et H i  sont definis comme au $3.3, alors pour toute trajectoire 
Y, l'equation (4.14) a une solution unique: 

u€L2(0 ,  t ;  Hj) n C([O, t ] :  L , Z )  

I1 resulte de ThCoreme 4.1, par un passage i: la limite monotone: 

Alors, d'apres la propriete de Markov du processus X, ,  et I'irgalitir Eq 
=b(cp19t) pour cp 9, mesurable, 

d'apres (4.11), si q designe toujours la solution de (4.10). I1 resulte alors du 
Lemme 2.1 : 

THEOREME 4.5 Vse [0, t ] ,  la densit6 de la loi conditionnelle de X,, 
suchanr 8, est donnde par 

ou q d6signe la solution de (4.10), u celle de (4.14). 

5. LE CAS DES COEFFICIENTS NON BORNES 

5.1 Hypotheses 

Parmi les hypothkses faites ci-dessus, l'une des plus ginantes est que les 
coefficients sont tous supposes bornb. Cela interdit en particulier de 
considirrer le cas linCaire comme un cas particulier de la theorie faite ci- 
dessus. Dans [ l o ] ,  Kunita a considere une situation assez generale, avec 
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E. PARDOUX 

des coefficients non bornts. Cependant, il n'obtient qu'un resultat 
d'existence locale (en t )  pour I'equation du filtrage. Nous allons nous 
limiter a un probleme plus particulier, mais qui inclut le cas lineaire, et 
donner un resultat d'existence globale pour les equations du filtrage, du 
lissage et de la prediction. 

Nous nous limitons a la situation etudiee au 44. On fait sur les 
coefficients de diffusion les memes hypotheses qu'au $3; i.e. on suppose 
verifikes (2.2), (2.3), (2.4), (2.5), (2.8) et (4.1). On suppose en outre: 

b, h, hi sonf mesurables de R+ x RN d valeurs dans RN, RD et RD; et 

5.2 Existence et unicite de solutions aux EDP associees 
Considerons tout d'abord l'equation retrograde (4.7): 

On suppose f E C, (R").  
On cherche une solution u de la forme (4.6) i.e; 

Remarquons que d'aprCs les hypothitses ci-dessus, et I'expression de e, 3 
une constante C-qui depend de Sup, / & 1-telle que : 

e(8, X,, Y,) 5 C(1+ /x,/), s 5 9 5 t (5.7) 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 213 

On peut deduire de (5.6), (5.7) et (5.8), en utilisant une inegalite 
exponentielle sur les martingales, que lu(s,x)l est major6 par exp(d 
+Ix\)ed"-"+' ou d est une constante qui dtpend de supsgssr (&It. 

On pose alors: 

q(s ,  X )  =exP [(d + I X [ ) ~ ~ ( * - ~ + ' )  I (5.9) 

LEMME 5.1 Pour route trajectoire de I: 3d tel que l'dquation (5.5) ait au 
plus une solution, parmi les fonctions u(s, x) qui ve'rifient: 

Preuve Posons 

Soient u, et u, deux solutions de (5.5) qui vkrifient l'hypothese du Lemme, 
i i=u,  -u2,  E.=q-'ii. Alors: 

On peut diviser cette egalite par q, d'ou il r6sulte que 1; E LZ(O, t ;  H - I ) .  
On peut donc multiplier scalairement l'egalitk resultante par E. Or, 

d'apris un resultat rappele dans Bensoussan-Lions [I, p. 1101, 

On obtient donc apres calculs: 

+La demonstration de ce resultat, qui m'a Bte suggeree par W. Fleming, a ete le point de 
point de depart du raisonnement qui va suivre. 
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214 E. PARDOUX 

oh Q est un coefficient qui verifie une inegalite de type (5.7). Donc, en 
choisissant d assez grand, on obtient, compte tenu de (2.5), 

Mais i ( t )  = 0, donc i ( s )  = 0, Vs  E [0, t ] .  

THEOR~ME 5.2 Pour toute trajectoire de 2: l'iquatiotz (5.5) a une solution 
unique u ~>er[f iant  (5.9)-(5.10), acec d sujjisamment grand De plus, 
Vs  E [O. t ] ,  dx x d? p.p. 

Preuce Soit b,, h, une suite de coefficients qui verifient les mimes 
hypotheses que b et h, sont born&, et convergent-pour chaque s fixevers 
b et h, uniformement sur tout compact. Soit u, la solution de I'equation 
(5.5), correspondante, et A,=u,cp-', ou d dans cp a ete choisi tel que le 
Lemme 5.1 s'applique, et que i , ( t )  reste dans un borne de L2(RN). Alors I-, 
vkrifie (5.11 ). 

Donc i., reste dans un borne de L2(0, t ;  H1), et on peut extraire une 
sous-suite (encore notee A,) telle que dans L2(0, t; H1) faible. Soit 
c E COX ( R ,  x R" ). Alors, SI (5.5), s'ecr~t : 

r 

On verifie aisement que: 

cp(L,,)*c-+cpL*c dans L20, T ;  H -  ' )  fort 

cpenc-tcpev dans L2(0, T ;  L 2 ( ~ " ) )  fort 

On peut donc passer a la limite dam l'egalite ci-dessus, d'ou il resulte 
que u = cpiL une solution unique de (5.5) 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 215 

I1 reste a montrer (5.12).  
Fixons s E [0, t]. On peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que 

u,(s)-+u(s) dans E ( R ~ )  faible. (5.13) 

I1 suffit d'ktablir (5.12) dans le cas f 2 O .  Soit 8 une application continue 
de R dans [W,ZO, bornee et 9; mesurable. On pose OR = 8 1 { I Y , I s R )  Soit 
p € C 0 ( R N ) ,  p 2 0 ,  i p ( x ) d x =  1. On note P& la loi ] p ( x ) P ; , ( . ) d x  et on 
definit de m6me P,,. On note W la mesure de Wiener sur C ( R ,  ; R D ) .  I1 
resulte de l'independance entre Y, et Pf, sous la loi 6: 

Mais P:, converge Ctroitement vers P,, d'apres Stroock-Varadhan [18]; 
et avec (5.13) et le theoreme de convegence dominee de Lebesque, on peut 
passer a la limite dans le terme de gauche de (5.14) quand n+co. On fait 
ensuite tendre R -+ co, par convergence monotone, d'ou: 

(5.12) decoule alors de la latitude de choix de 8 et p, et du fait que 

est 9: mesurable, comme limite de v.a.r. 

9: mesurables. 

5.3 Equations du filtrage, du lissage et de la prediction 

On considere I'equation adjointe de (5.5): D
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216 E .  PARDOUX 

THEORFNE 5.3 

est lu densite de la loi conditionnelle de X i ,  sachant Pi .  

Preuve Soit qn la solution de (5.15), oh b et h sont remplacks par b, et 
I?,. D'apres (4.1 I), V j' E C, ( R E ) :  

En reprenant la demonstration du theoreme 5.2, on s'aperqoit que, la 
suite qn se comportant comme la suite u,, q - l q n ( t )  reste dans un borne de 
L~(R") .  Donc, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que q n ( t )  
+ q ( t )  dans L ~ ( R " )  faible. I1 en resulte que I'on peut passer a la limite 
dans le membre de droite de (5.16). Le passage a la limite dans le membre 
de gauche risulte de ce que 8" converge Ctroitement vers 8. Donc: 

Par un passage a la limite monotone, on obtient la relation (5.17) avec f 
= 1. Le ThCoreme dkcoule alors du Lemme 2.1. 

On peut de la mtme f a ~ o n  passer a la limite sur le resultat du 
Theoreme 4.4, pour etablir l'equation de la prediction. Les irquations du 
lissage s'obtiennent aisement a partir de (5.12) et de (5.17), par le 
raisonnement fait au 94.3. 

6. LE CAS OU L'OBSERVATION APPARAIT DANS L'EQUAT 
ION DU SIGNAL 

6.1 Hypotheses et notations 
Le modele consider6 jusqu'a present peut se generaliser en 

d X , = b ( t , X , ,  I : ) d t+a( t ,X , ,  X ) d W  
dl ;= h(t, X,, K ) d t + g ( t ,  x ) d n ; + g ( t ,  x ) d R  

(6.1 ) 

ou ( X i ,  I.;) est donc un processus de Markov dont seule la deuxi6me 
"composante" I.; est observke. A nouveau, ( ~ 1 % )  est un wiener standard 
a valeurs dans R N f  D. 

Remarque 6.1 La seule dissymetrie que l'on est oblige de conserver 
entre X  et I: est la non dependance en X  du coefficient de diffusion de k: 
Cette restriction va nous permettre de supposer que l'on a fait la 

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [

A
ix

-M
ar

se
ill

e 
U

ni
ve

rs
ité

] 
at

 0
1:

38
 1

0 
A

pr
il 

20
13

 



FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 217 

normalisation gg* + &j2 = 1, puisque = Sb[gg* +&-I - ' I 2  dY est alors 
observable au mime titre que Y Cette normalisation fait que, sous la loi 
@, Y est un wiener, ce qui est crucial dans nos derivations. 

Cette restriction semble &re cruciale pour pouvoir utiliser une methode 
de "probabiliti: de referencem-voir Szpirglas-Mazzioto [20]. A notre 
connaissance, le seul travail qui ne fait pas cette hypothkse est celui de 
Kunita [9], qui utilise une methode de type "innovation". 

Signalons que les equations du filtrage et de la prbdiction, pour le 
probleme (6.1), ont deja ete etablies par Krylov-Rozovskii [7], par une 
methode differente. . 

On fait les hypothhes suivantes sur les coefficients: 

b, a =  a*, h sont des applications borntes de R +  x R~ x RD 
a valeurs dans RN, R N x N  et RD, continues en (x, y), 
uniformement sur tout compact de R +  x R" x R ~ .  

g, g" sont des applications bornires de R +  x RD, a valeurs 
dans R~ x N  et RDxD, continues en y, uniformement sur (6.2,) 
tout compact de R +  x RD. 
2aij 
ax; 

1 
- E L ~ ( R + x R ~ x R ~ )  et est continue en (x ,y ) ,  1 
unlformtment sur tout compact de R +  x R~ x R ~ ;  i, j (6.3) 
=1 ..., N 

ahk acik 1 -, 1 ---E Lm(R+ x R~ x RD) et sont continues en 
k = l  a ~ k  k = l  'yk 
(x, y), uniformement sur tout compact de R +  x RN x RD; i 1 

On definit Q, 3" gt, P, 6, Zi et 9; comme au $2, avec a nouveau 
l'hypothkse (2.10). On dkfinit enfin @,,, et @,,, correspondant aux 
conditions initiales : 
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218 E. PARDOUX 

sous P ,,,, X , = x  et Y,= y ps . ;  sous P,,, X,=x p.s. et est un vecteur 
aleatoire gaussien centre d'operateur de covariance sl .  

Comme dans (2.11), 

ou (W:/@;) est un k-wiener standard a valeurs dans RNtD. I1 rksulte de 
(6.5), (6.6) et de ce que gg* et g*g ont memes valeurs propres: 

On definit 

I1 resulte alors du theoreme de P. Levy que (I.;/$) est un  processus us de 
Wiener standard a valeurs dans R ~ + ~ .  De plus, 

d X ,  = [b(t, X , ,  k;) -c*h(t, X t ,  I.;)] dt +c*(t, X t ,  I.;)dI.;+ E(t ,  X , ,  x ) d t  
(6.8) 

ou c =go, F= o[l - g*g]1'2 

On definit enfin les operateurs a coefficients stochastiques: 

6.2 Etude d'une EDP stochastique retrograde 

L'EDP stochastique progressive (3.3) se genkralise de f a ~ o n  naturelle et 
sans ambiguite, lorsqu'on remplace les operateurs L: et B$ par les 
adjoints des deux premiers operateurs a coefficients stochastiques definis 
ci-dessus. I1 n'en va pas de mEme de 1'E.D.P.S. retrograde (3.1). Comme 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 219 

les operateurs dependent de Y,, la solution v(s) ne peut pas ktre P:=o{Y, 
- Y,, s 5 6 5 t)-adaptee, mais elle sera = o{G ; s 5 0 2 t}-adaptke. 

Or au $3, on a utilisk le fait que t = Y, - E: est un " ~ - p ; - ~ i e n e r  
rktrograde", i.e. V s ,  <s2 ,  El-  t2  est un vecteur aleatoire gaussien centre 
d'operateur de covariance (s, -s,)I, independent de 9;. I1 est clair que 
n'est pas un c -wiener  retrograde. 
Mais 

Alors d'aprks un resultat de Ito [6], traduit en termes "retrogrades", le 
processus p,, defini par: 

est un P - Wiener retrograde. 
Compte-tenu d'un terme correctif dil a la dependance de B, par rapport 

a Y, (qui s'introduit pour des raisons qui apparafiront plus loin), on est 
amen6 a considher 1'E.D.P.S. retrograde: 

ou I'on suppose: 

La dependance en Y, des operateurs dans (6.9) ne pose pas de 
problemes particulier pour I'existence et I'unicitk d'une solution. Par 
contre, le terme multiplicatif Y,/s affaiblit le resultat: l / s  interdit toute 
estimation au voisinage de 0, et Y, detruit I'estimation que I'on avait au $3 
pour les moments d'ordre 2 de v. On demontre a partir des resultats de 
[14, I" partie], par une technique de localisation par des temps d'arrgt. 
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220 E. PARDOUX 

THEOREME 6.1 L'e'yuation (6.9)  a une solution unique p:-ndapt6e: 
v E L2(&, t; H I )  n C([E,  t ] ;  L2(RN)); V F  > 0, 3 a s .  

Nous allons avoir besoin d'un resultat de convergence d'un schema de 
discretisation en t de (6.9). Soient s €10, t[, et s = t ,  < t ,  < . . . < t ,  = t ,  avec 

On note AD, = P,,+, -Pi,,  et on considire le schkma: 

On reecrit la premiere partie de (6.11) sous la forme abregee 

I1 resulte de (6.4) que pour At suffisamment petit, 

est un optrateur coercif, et que (6.11) definit alors une suite de v.a. vi, F:'- 
mesurable a valeurs dans H1. On definit: 

~ " ( 0 ,  X) = L.~(x),  si0 E [t,, ti+, [ (6.12) 

On a alors le: 

L E M M E  6.2 La suite ( { p R v n , n ~  N) reste dans un born6 de 
L~(Q;  L~( s ,  t: H I ) )  n L ~ S ,  t; L I (R~) ) .  
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 

I1 existe une sous-suite vm telle que: 

P R ~ ~ ( s ) - + P R U ( S )  

dans L2(R x R N )  faible 

Preuve Posons 

On definit la suite v f  par: 

On pose vRn(O, X )  = v f ( 0 ,  x ) ,  si0 E [ti, t i+ [ 
On montre, comme dam [14, 11" partie, thCoreme 3.11, que vR" reste 

dans un borne de L2 ( R ;  L2 (0, T ;  H1 ) n Lm (0, T ;  L2 ( R N ) ) ) ,  et qu'il existe une 
sous-suite vRm(s) qui converge vers vR(s)  dans L2(R x R N )  faible. vR est la 
solution de: 

dvR(s) + L , v ~ ( s )  ds + B , v ~ ( s )  dp, 

Le lemme resulte alors de ce que pRvn - pRvRn et pRv = P R O  
R 

LEMME 6.3 Supposons, outre les hypothe'ses (6.2). . . (6.7), que tous les 
coefficients qui apparaissent ont leurs de'rivkes de rous ordres par rapport a 
x borndes, et continues en ( x ,  y) uniformeinent sur tout compact de 
R +  x R N  x RD. On suppose en outre que f E C,"(RN). 

Alors la suite {pRvn, n E N) reste dans un borne de 
L2(R, Lrn(O, T;  C , ~ ( R ~ ) ) ) .  
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E. PARDOUX 

Preuve G r k e  aux hypotheses faites sur les coefficients, les derivees 
partielles en x de tous ordres de (up ; i = 0, 1, . . ., n )  satisfont un systeme 
d'equations du type (6.14). On montre alors, grice au lemme 6.2, que la 
suite cRn reste dans un borne de L2(!2; Lx(O, T; H k ) ) ,  Vk E N, ou 

Or si k > N l 2  + 2, H h  s'injecte continfiment dans l'espace des fonctions 
de classe C2, nulles a l'infini ainsi que leurs derivees jusqu'a l'ordre 2- 
Lolr Lions [l 11. 

6.3 Equations du filtrage et de la prediction 

Nous allons maintenant generaliser les resultats des theoremes 3.1 et 3.2. 
I1 ne semble pas que les demonstrations de Krylov-Rosovskii [8] 

puissent s'adapter a la situation de ce parahraphe. Nous allons reprendre, 
en les adaptant, les demonstrations de [14]. 

PROPOSITION 6.4 Outre (6.2). . . (6.7), on suppose uPrfiBes les hypoth2ses 
du lemme 6.3. Alors Vs €10, t ] ,  Vx E R", 

Preuve On definit p, par (6.1 3). Soit s = t ,  < t ,  < . . . < tn = t ,  avec t,, , 
- t ,  = ( t  - s)/n. On pose: 

oh cn est dkfini par (6.11)-(6.12). 

D'apres le lemme 6.2, VR > O ,  la quantite ci-dessus converge vers 

dans L2(Q x R ~ )  faible. Nous allons maintenant etablir que V X E  R", VR 
> 0, la mime quantitk tend vers O dans L1 (R ,V,  FS,). 

Ceci suffira a demontrer la proposition. 
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oh Hi appartient au segment de droite joignant Xti et XtiT1,  et 

En utilisant (6.8) on obtient: 

x;=A;+B;+C;+D;+E;, avec: 
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224 E. PARDOUX 

f i ~ l  

C; =Z:pon(ti+ ,, Xi,) j b ( X , ,  Y , ) d r  
, 

On montre aisement que 

tendent vers 0 dans L'(R), quand At+O. Nous allons traiter l'expression D
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 

pour laquelle la demonstration est un peu plus delicate. Le terme 

se traite de faqon similaire, apres avoir remarque que $,(./@) de 
l'intigrale par rapport a d P est nulle. 

L'expression suivante diffhre de B: par un terme en o(At): 

En appliquant la formule de Ito a l'integrand ci-dessus, on obtient: 

Le premier terme dans @ est d'ordre de grandeur o(At), et 
&,(./@;) du dernier terme est nulle. I1 reste a considerer: 

Ce terme est d'ordre de granduer o(At), car 5, est continue en moyenne 
quadratique. 

Finalement, par un raisonnement classique: D
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226 E. PARDOUX 

On a alors le: 

THEOREME 6.5 Sous les hypotheses du 46.1 et (6.10), V s e ] O , t ] ,  on a 
I'tgalitk suivante, d ~ x  dx p.p.: 

Preuve Supposons tout d'abord f E C," (RN) .  

Soit bn, on, hn, g", g" une suite de coefficients qui verifie les hypotheses 
de la proposition 6.4. On suppose que ces coefficients verifient (6.2). . . (6.7) 
avec des bornes et des constantes cr et 6 independantes de n. On suppose 
que ces coefficients convergent respectivement vers b, a ,  h, g, et g, 
uniformement en ( t ,  x, y), et qu'il en est de m6me de 

Alors ex converge ktroitement vers P,, (cf. Stroock-Varadhan 1181). 
Remarquons que les restrictions de P;x et P,, zi  9; coincident avec la 
restriction 9; de e .  

On montre par un raisonnement classique que p,an(s)+p,v(s) dans 
P(R x ~ ~ ; d e  xdx). 

Soit 4 une application continue de R dans R, 9; mesurable, qui 
s'annule en dehors de I'ensemble 

D'apres la Proposition 6.4, 

D'apres ce qui precede, on peut passer a la limite, pour n+m,  dans 
l'egalite ci-dessus. Donc : 

Donc, grice B la latitude de choix de 5 et de R, 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 227 

dk x d x p.p., lorsque f est reguliere. Le resultat general s'en dkduit par 
passage a la limite. 

On introduit alors 1'E.D.P.S. progressive: 

Soient s = to < t1  < . . . < t, = t ,  comme ci-dessus. On considkre le schema 
d'approximation de (6.15): 

(6.16) dkfinit une suite de v.a. pi, BCi mesurable a valeurs dans H1.  On 
pose: 

On peut alors montrer, par la methode du Lemme 6.2: 

LEMME 6.6 pn reste dans un born6 de P ( Q ; L Z ( S , ~ ; H ~ ) ) .  Il existe une 
sous suite pm(t)  de pn(t), telle que: 

d a m  L2(Q x R ~ )  faible. 

Multipliant scalairement (6.1 1) par pi, et (6.16) par vi+ ,, et iterant de i 
= l  a n-1, on obtient: 
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228 E. PARDOUX 

G r k e  aux lemmes 6.2 et 6.6, on peut passer a la limite dans l'egalite ci- 
dessus, d'ou l'on tire: 

On a montrt le: 

THBORGME 6.7 Le processus (p(s ) ,  v ( s ) ) ,  ~ € 1 0 ,  t ] ,  est p.s. constant. 

On peut maintenant etablir le: 

THEOREME 6.8 Vt  >O,P(t, x ) ( p ( t ) ,  I ) - '  est la densitd de la loi 
conditionnelle de X, ,  sachant Yt. 

Preuve I1 suffit de nouveau de montrer que Vt  LO, v f E C, ( R ~ ) ,  

Fixons f E C, ( R N ) .  On notera v(s, x )  la solution correspondante de 
l'equation (6.9). Fixons alors t>O, et soit e ~ ] O , t [ .  Par un argument 
similaire a celui de Lemme 3.9, 

I1 resulte alors du thCor6me 6.2: 

Soient Pz et @ des mesures de probabilite definies comme P et F, avec 
les coefficients h, g et 2 remplaces par: 

Soit alors p, la solution de: 

On verifie aisement que, sous la loi p, P , ( E )  est la densite de la loi 
conditionnelle de X,, sachant YE, Mais (6.11) est encore vraie si l'on 
remplace 2 par 2. Donc, par un argument sirnilaire celui de Lemme 
3.10, 
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FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 229 

De f a ~ o n  analogue au theoreme 6.7, on vkrifie que le processus (p,(s) ,  v ( s ) )  
est p.s. constant sur I'intervalle [ E ,  t ] .  
Donc: 

I1 reste a passer a la limite dans (6.19). Soit V E  C,(Q, R), Ff mesurable. I1 
resulte de (6.19):  

Mais PE converge etroitement vers P, lorsque E+O-voir Stroock-Varadhan 
[18]. De plus, on montre par un raisonnement classique: 

p, ( t )+p( t )  dans E(Q, q, 8) quand 6-0.  

On peut donc passer a la limite dans (6.20), quand 8-0, d'ou: 

(6.17) rksulte alors de la latitude de choix de q. 
La solution du probleme de prediction rksulte de celle du probleme de 

filtrage, par l'argument deja utilisk au 43. 

6.4 Equations du lissage 

Soient p et v les solutions des E.D.P.S: 

d p ( r ) =  L,*p(r)dr + B,*p(r)dY, ,  r z O  
(6.21 ) 

p(O)=p,  

Y, d v ( r )  + L,v(r )  dr + B,v(r)$dp, +- B,v(r)  dr  = C,v ( r )  dr, 0 5 r 5 t r (6 .22)  
v ( t )  = 1 

En combinant les raisonnements du 56.2 et du 43.3,  on obtient que 
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230 E. PARDOUX 

l'equation (6.22) a une solution unique v ( r ) c  adaptke, avec: 

THEOR~ME 6.9 Vs €10, t ] ,  p(s, x)v(s ,  x)(p(s),  v(s))-  ' est la densi t i  de la loi 
conditionrlelle de X,, suchunt .E. 

Preuve: En adaptant les demonstrations des Lemmes 3.9 et 3.10, en 

utilisant le t h e o r h e  6.5 avec f= 1 et (6.17), ainsi que I'CgalitC hzsYs= kzi, 
on montre que V f E C1 (R'), 

= B"'[z,  j (x,)v(s, X,)] 

Mais alors p(s, x ) v ( s ,  x ) z O  p.p. et p.s., donc par convergence monotone: 

Ici, ( . , . ) designe le produit de dualite entre I! ( R N )  et Loc ( R N ) .  On montre 
en effet a partir de (6 .17)  et du Theorbme 6.5: 

Le Theoreme decoule alors du Lemme 2.1. 

Remarque 6.6 On peut montrer que quand sl0, u(s,.w) converge vers 
~ ( O , X ) = & , , ( Z , / ~ , ) .  Le resultat du Thtoreme 6.9 s'etend alors au cas s 
= 0. . 
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