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Exercice 1
Exercice 2

Probléme Dans tout ce probléme, X;,..., X, sont des v. a. indépendantes a valeurs dans
IR, . On pose
A :=min(Xy,..., Xk).

Partie A On rappelle que la loi de la v. a. X & valeurs dans IR, est la loi exponentielle de
parameétre A > 0 si et seulement si

P(X > z) =exp(—Azx), Vz>0.

1. Soit X et Y deux v. a. indépendantes, X de loi exponentielle de paramétre A\, Y de
loi exponentielle de paramétre p. Montrer que la loi de la v. a. min(X,Y) est la loi
exponentielle de paramétre A + pu.

2. Montrer que sous les mémes hypothéses que ci-dessus, IP(X =Y) =0 et

P(X < V)= 2

Ap
3. Montrer que plus généralement si Xy, ..., X; sont des v. a. indépendantes, chaque X; de
loi \; (1 < i< k), alorslaloidelav. a. A est laloi exponentielle de paramétre A +- - -+ Xy
et \
P(X;=A :—i, 1<i<k.
( e

4. On note [ la v. a. a valeurs dans {1, ..., k} qui indique quel X; est le plus petit. Montrer
que cette v. a. est p. s. bien définie, préciser la loi de I, et montrer que les deux v. a. I et A
sont indépendantes (on calculera pour 1 < ¢ < k et > 0 quelconques IP(I =i, A > x)).

Partie B On suppose maintenant que pour 1 < i < k, la loi de X; admet la densité f;(z). On
appelle fonction de survie de la v. a. X; la fonction S;(z) = IP(X; > z), et fonction de risque
de la v. a. X; la fonction h;(z) = fi(z)/Si(x).



. Calculer IP(A > x) en fonction des quantités S;(z), 1 < ¢ < k. En déduire une expression
pour la densité fi(x) de la loi de A.

. Montrer que l'événement {X; = A} coincide a un ensemble de mesure nulle prés avec
Pévénement Nf_ i, {Xs < X;}.
. Soit ¢ € Cp(IR4). Montrer que

E [Lsned)] = [ 1 5,
=1
. Déterminer une fonction H(x) (qui s’exprime en fonction des h;(x))telle que
B [Lsonp)] = [ H@p@)fs(e)ds
. Montrer que

P(X; = AJA) := IE [1x.—ay|A] = H(A).

. En déduire que, avec les notations de la partie A, les v. a. I et A ne sont pas indépendantes,
dés que les fonctions h;(x) ne sont pas constantes.



