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I. Introduction 

Soit { Xt,O < t < 1 } un processus de diffusion dans ~d 

solution de I'E.D.S: 

dX t = b(t,Xt)dt + ~ (t,Xt)dW t 

oK {Wt,O < t < I } est un mouvement brownien standard dans ~£ 

Continuant le travail de [2 ], nous nous posons la question suivante: 

existe-t-il un brownien standard dans ~£ {Wt,O < t < 1 } et des coef- 

ficients { b(t,x), ~(t,x);O < t < l,x 6 ~d } tels que le processus 

Xt = Xl-t'O < t < i, soit solution de : 

dX t = b(t,Xt)dt + ~(t,X t) dW t 

Notre m6thode consiste ~ identifier {Wt } ,en r6solvant un 

probl~me de grossissement de filtration . On pourrait probablement 

d6duire le r@sultat ci-dessous de ceux de Jeulin [4] et de Jacod 

[3] , mais cela ne semble pas possible de fagon directe sans faire 

des hypoth@ses plus fortes que celles que nous utilisons ici. En ou- 

tre, il nous para[t int@ressant de donner une d@monstration "directe" 

du r@sultat. On trouvera dans l'introduction de[2 ] une bibliographie 

sur le retournement du temps des diffusions . 

2. Le r6sultat. 

On suppose d6finis sur un espace de probabilit@(~,F,P) 

un vecteur al@atoire X ~ valeurs dans ~d et un mouvement brownien 
o 

standard {Wt,O < t < i } ~ valeurs dans ~z ind@pendant de X ° 

Soit b, ~l(i = i,...,£ ) des applications mesurables de [0,i] x 

valeurs dans ~d qui satisfont : 

3 K > O.t.q. V(t,x,y) 6 [O,i ] x ~d x ~% 

(HI) Ib(t,x)-b(t,y) n + E L oi:{t,x)- oi(t,y) I < KLx-yL 

Jb(t,x) E+ E loi(t,x) ]< K(I + Jxl ) 
1 

Soit {Xt,t 6 [O,i ] } le processus de Markov solution de 
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I'E.D.S. au sens de Ito : 

(i) xt = Xo ÷ ftb( ~ Xs fto~ , )ds + (S,Xs)dW ,O < t < 1 
O o 

Ici et dans la suite, nous utilisons la convention de som~ation sur 

indices r~p~t~s 

Pour t £ [O,i] , on pose : 

~t Ws_W t Ao{ , t<s<l} 

G t d@signera la tribu obtenue en compl6tant ~t par les ensembles de 

P-mesure nulle de F , et : 

H t ~ G t G t v o(X I) = v ~(X t) 

{G t} et {H t} sont des " filtrations r@trogrades ", 

i.e. des suites d@croissantes de tribus . Ii est clair que 
. ~t 

{Wt-Wl,t 6 [O,i]} est un u -mouvemenn brownien r@trograde ",i.e. 

V 0 < s < t < i, Ws-W t est un vecteur al@atoire gaussien de ioi 

N(O, (t-s)I), ind~pendant de G t. La question pos6e est : {Wt-W I} est-il 

une " t H -semi-martingale r@trograde " ? Et si oui , quelle est sa d6- 

composition de Doob-Meyer ? 

Pour pouvoir donner une r@ponse ~ ces questions , formulons 

tout d'abord une seconde hypoth~se : 

(i) la loi de X ° admet une densit~ Po 6 L 2(]Rd ; 

(H2) (ii) 

dx 

l+ixlk ); 
pour un certain k £ 

~2a.. , 

6 L~(]O,l[x md),o~ a(t,x)A o(t,x) o (t,x), 
~x, 3x, 

l 3 

et ~ d@signe la matrice d x i r de colonnes oi,i:l..~ 

On trouvera dans [2] la d~monstration (purement analyti- 

que) du : 

Lemme 2.1. Si(Hl)et(H2)sont satisfaites, alors pour presque tout t 

dans [0,i], la loi de XtPOss~deunedensit@p(t,x),et ~m6 31~ tel que : 

flf d (i+ Ix[m)-l(p2(t,x)+ x(oi. Vp)2(t,x))dx dt < 

o IR 1 

oD V d6signe le gradient par rapport ~ x, et . le produit scalaire 

dans ]R d [] 

Notons que dans l'6nonc@ ci-dessus Vp est pris au sens 

des distributions. Grace ~ (HI), on peut multinlier cette distribution 
i 

par o ,et le r~sultat du lemme signifie en particulier que les dis- 

tributions i . ?p, i = i... £ , sont des fonctions de L 21oc (] O,l[x ]R d ) . 
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On ale : 

Th@or~me 2.2. Supposons (HI) et (H2) satisfaites . Alors ]e processus 

~t,t 6 [0,I] } ,dont la i-~me composante est donn@e par : 

-i i i ip -i 
W t = Wt-W 1 - ~ (s,X s) div(olp) (S,Xs)dS 

t 
est un H ~ mouvement brownien r@trograde (ici et dans toute la suite 

-i 
chaque terme contenant p est remplac6 par z@ro lorsque pest nul 

Ce r@sultat sera d@montr@ au § 4 . 

Remarque 2.3. Ii est clair que si l'on remplace X dans (H2)par 
O 

X t (t o > 0), on ale th~or~me 2.2. avec 0 remplac6 par t O . En partl- 
o 

culier ,si(H2) est vraie avec X ° remplac@ par X t , V t o > O, alors 
o 

{Wt,t 6] 0,I] } est un H ~ mouvement brownien r6trograde . Signalons 

en outre que(ii) dans (H2) peut @tre remplac@e par l'hypoth~se : 

3 e >O.t.q. a(t,x) > a I, V(t,x) 6 [0,i] x ~d 
[] 

Remarque 2.4. Ii est clair que { t;p(t,Xt)= O } est p.s. de mesure 

de Lebesgue nulle. Donc le choix d'une valeur ~ donner ~ l'expression 

contenant p-l, lorsque pest nul, est arbitraire . Signalons que 

Zheng [7 ] a montr@ que sous certaines conditions suppl@mentaires de 

r@gularit@ sur p , le processus (t,Xt)ne rencontre p.s. jamais l'en- 

semble{(t,x) ;p(t,x) = 0 } [] 

D@finissons ce que nous appellerons " int@grale de Ito 

r6trograde ". Si {Wt,t 6 [0,i ]}est un H~ mouvement brownien r@trogra- 

de, et { ~t,t 610,1 ] } un processus H ~ adapt@ ~ trajectoires conti- 

nues, on pose : 

fl ~s ~ d W s = lim 
t n-~o 

o~ t = t n < n o t I < . . .  < t  n = 1 ,  e t  
n 

n-i 

E ~ n 04 n -W n ) 
i =O ti+ 1 ti+l ti 

= sup t n - t n O,quand n 
6n i i+l i ~ 

On d@duit alors du th6or~me 2.2. le : 

Corollaire 2.4. (i) {Xt,t 6 [O,i] } est solution de l'E.D.S.r@trograde: 

dX t = b(t,Xt)dt + oi(t,Xt) @ dW t 

oO : b. (t,x) A b. (t,x)-(p(t,x)) -I 1 = l ~x. (aijP) (t,x) 
] 

(ii) {Xt ,t 6 [0,i] } est solution de I'E.D.S : 

i -- --i 
dX t = b(t,Xt)dt + ~ (t,Xt)dW t 

o~ : b (t,x)= - b(l-t,x), ~(t,x)= - o (l-t,x) , et W t = WI_ t. 
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Preuve : (i) r6sulte du th@or~me 2.2., en tenant compte de la cor- 

rection int6grale de Ito progressive-int@grale de Ito r@trograde . (ii) 

r@sulte de (i) en changeant ten l-t . 

[] 

3. Deux Lemmes. 

Nous rappelons tout d'abord un r@sultat qui est d@montr@ 

dans [2 ] : 

Lemme 3.1 Supposons (HI) et (H2) satisfaites . Alors(ol.Vp) (t,x) = O 

dt x dx p.p. sur l'ensemble { (t,x) 6[0,i] x ~d ; p(t,x)= 0 }, i= i,..,£ 

[] 

Lemme 3.2. Supposons (Hl)satisfaite. Soit g mesurable born~e , de 

~d ~ valeurs dans ~ , ~ support compact . Fixons t 6 [O,i ] . Pour 

(s,x) 6 [ O,t ]x ~d , on pose : 

v(s,x) = E [g(Xt) / X s = x ] 

Alors , V n 6 ~ , 

(l+Ixl n) v2(s,x) dx < sup ~d 
O~sHt 

Preuve : Soit ~ 6 C2(]Rd), t.q. q0(x) = 0(Ixl ), 

avec p : IR ~ [ 1 , +  ~, [ f o n c t i o n  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e ,  t e l l e  q u e  + 
p(u) = u, pour u 7> 2 . On pose ~(x)= Log M(x), et on note P 

sx 
de { X u , U  6 [ s , 1  ] } ,  s a c h a n t  q u e  X s = x .  S o u s  P s x '  

1 
9(Xt): ,(x)+ ft(b(Xu).V}(Xu)+ ~ Tr [a(Xu)~2,(Xu ) ] )du + 

s 

+ Stv ~(Xu) 0 (X u)dw u 
s 

Ii r6sulte du choix de M que les int6grands sous les int6grales par 

rapport ~ duet ~ dW u sont des processus born@s .Donc B c t.q. : 

s I I~ (X t)- ~ (x)l ~< c(t-s) + I M t 

o~ {M 3 ,  u 6 [ s , 1  ] } e s t  u n e  m a r t i n g a l e  c o n t i n u e  a v e c  M s=s O e t  

< MS>t ~ c(t-s) 

Soit k 6 I R + -  {O} e t  x 6 1R d , t . q .  I x l  > k .  

Psx ( IXtl ~< k) = Psx ~(Xt)~< ~(k)) 

la loi 

< Psx I ~( X t)- ~(x)l I> ~(x) - ~(k)) 

< Psx [ Mtl ~> ~ (x)- ~(k)- c(t-s)) 

2 
< 2 exp [- (~(x)- ~(k!- c(t-s)) 

2 c (t-s) 



52 

pourvu que ~ (x) ~> 

nue (cf.par ex. [6,page 87 ] ) . 

Posons A = SUD d ] g(x) 1 et B = Sup ]xl. 
x 6JR x £ Sup (g) 

v 2 (s,x) ~ A 2 Psx(Xt < B) 

2 
~< 2 A 2 exp ( _ [9(x)- ~(B)-c(t-S) ] ) 

2 ct 

V s E[O,t ], V x t.q. ~(x) ~> ~(B)+ ct . Soit D >i 2 tel que 

~(x) ~> ~(B) + ct , d~s que Ixl >~ D 

~R d (l+Ixln)v2{s,xldx <~ A 2 S (l+ix~Ix+2~ 
{ Ix I~ < D} { IxI~>D} 

(k)+ c(t-s). La derni~re in@galit6 est bien con- 

2 
(l+Ix!n)exp(-(,,9(x)-s) )dx 

2 ct 

I1 reste donc ~ montrer : 

J (l+Ixl n) exp( - (Log lxl - ~ )2 ) dx < ~ , Va ,B> O ;D > 2 

{Jx1> D } B 

Or, ~ un facteur pr6s qui d@pend de la dimension d, l'expression ci- 

dessus vaut : ~ ) .u_ .2 

~[e du + d (n+d)u ] exp[- B ]du < 
Log D 

[] 

4. Preuve du th6or~me 2.2 

Grace aux Lemmes 2.1 et 3.1 , le processus : 

"i i i S1 div (oip) (U,Xu) 
Wt = Wt - W1 - du 

t p(u,X u) 

est bien d@fini . Posons : 

O si IX l ] < n 

Tn = 1 si IXlJ > n 

est une suite de "Ht-temps d'arr@t r@trogrades". Nous ~Tn,n E ~ ] 

allons montrer que Vt E [O,i ];i =l,..~,~;n 6 IN , ~i~t vT est une 
n 

variable al@atoire int@grable,et que si O ~<s <t ~< I, 

(2) E( vT s vT / Ht) = 0 
n n 

que {W i, t E[ O,i]} est une Ht-martingale lo- Ceci suffira montrer 
t 

cale r@trograde, donc un H -mouvement brownien, compte tenu de sa 

variation quadratique . 
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(W~' v T n- Wis vT n/Ht) = i{ IX11< n} E(Wt-Wi /Ht) E 

i i 
E (Wt-W s /X t) = i{ [Xll~< n} 

v 6tant d@fini comme au lemme 3.2, avec g satisfaisant les m@mes con- 

ditions, app!iquons formellement la formule de Ito pour diff6rentier 

la martingale v(U,Xu). On obtient formellement (dans ce qui suit , 

l'indice i est fix@ ) : 

i i = (Wt-W i ) V (U, XU) " ] E[ (Wt-Ws)G (Xt) ] E[ ' ~ V i dWu 1 

= E ]t(oi V v)(U,Xu)dU 
S 

= ]tl ~ p(u,x) (o i Vv) (u,x)dx du 
s ]R e 

(3 

(4 

D'o~,apr~s int6gration par parties : 

,W i W i, t 
E [ ~ t -; s)g(Xt) ] = - ~ }d div(~P) (u,x)v(u,x)dx du 

s]R 
Admettons un instant cette @galit@ . Grace au lemme 3.1, 

~t ] div(~ip) (u,x)v(u,x)dx du = E[g(Xt); t div(~iP) (u'Xu) du] 
S ]Rd s P(U,X u) 

D'apr~s(4), il r@sulte des lemmes 2.1 et 3.2 que la v.a.r. 

qul apparait sous l'esp@rance dans le membre de droite de (4) est in- 

t@grable , V g born@e et ~ support compact . 

Donc E ( [ ft div~Ip) (U,Xu) du J/H t) < ~ p.s., 
s P(U'Xu) 

et, en choisissant t = 1 et g(x)= 1 { rx]< n }' on obtient que la 

f l  -1 
V a.r (p(u Xu)) div(~ip) (U,Xu)dU est int~grable. Doric ~i " ' , tvT 

t vT n n 
est int6grable, et d'apr~s(3)+ (4) : 

E(W~-W~/Ht): - E( ft(p(U,Xu))-i div(ip) (U,Xuldu/Ht) 
s 

ce qui entraIne (2). 

Iine nous reste plus qu'~ d@montrer le : 

Lemme 4.1. L'@galit@ (3) est satisfaite . 

Preuve : Supposons tout d'abord , outre (HI) et (H2), que bet 

sont de classe C 2 en x et c ~ support compact dans [0,i] x ~d , et 

que g est de classe C ~ 

Aiors - cf. [i ] -vest de classe C I'2, et satisfait l'6quation de 

Kolmogorov : 

~v (u,x) + L v(u,x) = O ~u 
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O~ Lest le g@n@rateur infinit@simal de {X t} 

Alors les calculs qui m~nent ci-dessus i (3) sont justifi@s, toutes 

les int@grabilit@s d@coulant ais@ment du fait que o est ~ support 

compact . 

Revenons aux hypotheses du th@or~me, en supposant encore g 

de classe C ~ On peut construire une suite { bn, On;n 6 IN } de 

coefficients qui satisfont les conditions ci-dessus, satisfont(Hl) 

et (H2)uniform@ment en n, et tels que V R > O , 

Z Io i(s,x)- oi lira [ ~T sup ( tb(s,x)-bn(S,X) I+ E (s,x) r)ds = O 
n ~ ~ o IxL <R 1 

Alors , Vn 6 IN, 

(3 n) E n [(~4 t i t (Oinpn) (u,x)vn(u x)dx du -Ws)g(Xt) ] :- f fd div 
s 

En outre,d'aprTs [6] ,pn = P , et pn ~ p. On peut donc 
UX UX 

passer ~ la limite dans le membre de gauche de (3n), et de plus 

vn(u,x) ~ v(u,x) , V(u,x) 

D'autre part, il r@sulte de la preuve du Lemme 3.2 que I vn(s,x) Iest 

major@e par une fonction ind@pendante de n, et qui appartient 

L2( ]O,i [ x ]R d ; (l+IxJ m) dt dx). 

Donc v n v dans L2( ]O,i [x IR d ; (l+Ixlm)dt dx). 

Ii r@sulte du Lemme 2.1 que div( O~D n) reste dans un born@ 

de L2( ]O~i[ x ]R d -i ; (l+Ixl m) dt dx) donc, quitte a extraire une sous- 
i n 

suite , div(onp ) converge faiblement dans 

L2( ]O,I [ x ]R d ; (l+Ixlm) -I dt dx) . Sa limite ne peut qu'@tre la li- 

mite au sens des distributions de la m@me suite, qui est div(oip). 

On peut donc prendre la limite dans le second membre de (3n). (3) est 

6tabli avec g de classe C ~ . Le passage ~ g mesurable born@ et 

support compact quelconque est facile . 

5. Conclusion . 

Avec des hypoth@ses tr~s proches de celles de [2] ,mais 

cependant un peu plus rigides , la m@thode de grossissement de filtra- 

tion donne un r@sultat de retournement du temps plus complet, puisqu'- 

elle permet d'identifier non seulement bet ~ , mais aussi W ,y compris 

iorsque ~ est d@g@n@r@ . Le r@sultat d@montr6 ici avait @t@ annonc@ 

dans [5] , et utilis6 dans l'Ttude du probl@me de lissage non lin@aire. 
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