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Chapitre 1

Mesure

Un espace mesuré est un triplé (Q,F,u) constitué de:
un espace (ou ensemble) 2
une o—algebre (ou tribu) F de parties de 2
une mesure y sur l’espace mesurable (Q,F).
Le but de ce chapitre est de définir et d’étudier cette notion.

1.1 Rappels sur les limites de réels

Etant donnée {z,,n € IN} une suite quelconque de nombres réels, les
quantités suivantes sont toujours définies dans IR:

limsupz, =limsupz, = lim | [supz,]
00 00 n—oo p>n

liminfz, =liminfz, = lim 7 [inf z,)]
n—00 00 n—00 p>n

Avec les notations a V b = sup(a,b) et a A b = inf(a,b) on peut encore

écrire:
lim sup z,, = /\ \/ Ty

n—oo
liminf z,, = \/ /\ T
n—oo

Proposition 1.1.1. Une suite {x,, n € IN} de nombres réels converge dans
R =R Uﬁ—oo} U{—o0} si et seulement si lim x, = lim x,. Dans ce cas,
lim z, =lim z,, = lim z,,.
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Notons que l'on a toujours lim x,, < lim z,,.

a) Supposons que z, converge dans IR.

— ler cas: x, — +oo i.e. VM € IR, dny tel que

T, > M,¥Yn > ny.

d’ou
inf x, > M Vn > nyy.
p>n

donc limx, > M,VM € R ie. limz, > lim z, = +oo.
2eme cas: r,, — —00 raisonnement analogue.
3éme cas: {z,} est une suite de Cauchy, i.e.

Ve>0,3n. € N t.q VYnp>n.|z, —z,| <e.
Fixons tout d’abord p > n.. On a, Vn > n.:

T, € [Ty — €, xp + €.

donc aussi
sup x, € [z, — €,2, + €]
q>n
d’ou
limz, € [z, —¢,x, +¢]
donc

z, € [lim z, —¢,limx, —¢],Vp > n.,

d’ott I'on déduit comme ci-dessus: lim z,, € [limz, —¢,limz, + €].
soit
[lim z, — lim z,| > e.

Cette derniére inégalité étant vraie Ve > 0, on a lim z,, = lim z,,.

b) Supposons que lim z,, = lim z,,.

— 1ler cas:

lim z,, = lim x,, = +00
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Alors V M, nys tel que V n > ny,

inf z, > M
p=n
i.e.
Ty > M, Vn > nyy.

Cela suffit a démontrer que x,, — +00
— 2eme cas:

lim x,, = lim z,, = —oc0

Raisonnement analogue.
— 3eme cas:

limz, =limz, =z € R

Alors Ve > 0, 3 n, tel que V n > n,,

|supx, — x| <cet|infz, —z| <e
p=n pzn

dousupzx, € [x —e,x +¢|, et infz, € [t —e,x+ €], donc z, €
p>n pzn

[z — e, + €] ¥p > n, et en particulier Vp > n.. Donc x,, — z.
]

Remarque 1.1.2. 1. Etant donnée une suite {x,} de nombres réels, on
n’a pas le droit d’écrire “lim x,,” tant que [’on ne sait pas st cette limaite
existe, i.e. si limsup x,, = liminf x,. La limite existe toujours lorsque
la suite {x,} est soit croissante, soit décroissante.

2. On dit qu’une suite de réels {z, } converge (dansIR) si on a a la fois:
a- liminf z, = limsup z, = lim z,, et
b- lim x, € RR.
On dit qu’une suite de réels {x,} diverge (dans IR ) si elle ne converge
pas, i.e. Si:
soit limsup =z, # liminf z,
soit limsup z,, = liminf z,, = 400 ou —00
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1.2 Opérations sur les ensembles

On note A,B,C, ... les parties de 2. On définit

A={we Quw¢ A}
AUB={we Qwe Aouwe B}
ANB={we Qwe Aet we B}
AAB = (AN B°)U(A°N B)

=AUB\ANB.

La notation A\B n’est utilisée que lorsque A D B, et elle désigne alors

A/capB°©.
Si Au 1 (i Ay C Apa), lim A, = | 4,

Si A, | (i Ay D Aye), lim A, = () A,

n
Etant donnée {A,,,n € IN} une suite de parties de €2, on définit:

limsup A4,, = lim | [U Al

p>n

liminf A, =lim T [n A

p>n

-U 4

n p>n
= {w € Q;ZlA%(w) < +oo}
1

limsup A, est ’ensemble des w qui appartiennent a une infinité de A.
liminf A, est I’ensemble des w qui appartiennent & tous les A, sauf au
plus un nombre fini.
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1.3 Espace mesurable

Définition 1.3.1. Une classe Fy de parties de ) est appelée une algebre
4.

A, BeFo= A AUB e Fy

[donc aussi AN B € Fy).
0

Définition 1.3.2. Une algébre F est appelée une o—algebre (ou tribu) si
de plus:

A, eFin=12 ... :>UAn€f.
1

0
On vérifie aisément qu’une intersection quelconque d’algebres [resp. de
o—algebres| est une algebre [resp. une o—algebre].
Proposition 1.3.3. Soit G une algébre. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) G est une o—algébre
(ii) G est stable par intersection dénombrable
(iii) G est stable par limite croissante
(iv) G est stable par limite décroissante.
PREUVE
Par passage au complémentaire, (i)< (ii) et (iii) < (iv). (i) = (iii) est
évident [cf. définition de la limite croissante]. (iii) = (i) résulte de U A, =

limn 1 (U 4.

p<n

n

0

Proposition 1.3.4. Soit C une classe de parties de ). Alors il existe une plus
petite algebre contenant C, et une plus petite o—algebre contenant C, notée
a(C).
PREUVE

Il existe au moins une o—algebre contenant C, a savoir P(Q2) [=classe
de toutes les parties de Q. Or l'intersection de toutes les algebres [resp. les
o—algebres| contenant C est une algebre [resp. une o—algebre)]. O

Définition 1.3.5. Soit Q un espace topologique (i.e. un espace muni d’une
famille d’ouverts, par exemple un espace métrique). On appelle o—algebre (ou
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tribu) borélienne sur Q la plus petite o—algébre contenant tous les ouverts
de Q. O
Espace mesurable produit
Etant donnés (1, F1) et (92, F2) deux espaces mesurables, on note
(1 x Q9,1 ® F3) lespace mesurable produit défini par:

)y x 2y = ensemble des couples (wy,ws),0U wy € Q) et wy € Oy
Fi1®Fy, =0(F; x Fy), ow:

Fix Fo 2 {A x Ay Ay € Fi et Ay € Fy)

Définition 1.3.6. Une classe P de parties de ) est appelée un m—systeme
si elle est stable par intersection finie.
Définition 1.3.7. Une classe des parties de () est appelée un A—systeéme si
elle vérifie:

MN) QeLl

(h2) ABeL et BCA= AyacksladhB € L

(As) {AwmeN}CLetA,TA=AcL
Exercice 1.3.8. (i) Une o—algébre est a la fois un m— et un A—systéme.

(i) Une classe qui est a la fois un m—et un \—systeme est une o—algébre.
Théoréme 1.3.9. (m—\) Soit P un w—systéme, et L un A\—systeme, tels que
P cC L. Alorso(P) C L.
PREUVE

Soit A(P) le plus petit A-systéme contenant P. Bien str, A(P) C L. Si

A(P) est aussi un m-systeme, alors c’est une o—algebre (cf. 1.3.8 (ii)), et dans
cecas o(P) C ANP) C L.

Montrons donc que A(P) est un m—systeme. VA C 2, posons G4 = {B; AN
B e A(P)}. A€ A(P) = G4 est un A-systeme (exercice), A € P = P C Gy,
et a fortiori G4 est un A-systeme. Donc A € P = A(P) C G4, ce qui veut
dire que si A € P,B € A(P), alors AN B € A(P). Donc si B € A(P), Gr
est un A-systéme qui contient P, donc A(P), c’est a dire: B,C € A(P) =
B N Ce\P).
Corollaire 1.3.10. (m — \) Soit P un w-systeme. Alors A\(P) = o(P).

PREUVE
On a montré que o(P) C A\(P).
Mais o(P) est un A-systeme. Donc A\(P) C o(P)
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Autre énoncé du corollaire A — 7:
Soit P une classe stable par intersection. La plus petite classe contenant
P et Q, stable par différence et limite croissante, est o(P).

1.4 Mesure

On suppose donné un espace mesuré (§2,F).
Définition 1.4.1. Une application p: F — I_R+ est appelée une mesure si:
(i) p(¢) = 0;
(ii)Etant donné {A,,n € N} C F, avec Ay N Ay = ¢, dés que k # {, alors

2 (U An) = Z M(An>'

La propriété (ii) est appelée la o—additivité. On définit de la méme fagon

une mesure sur une algebre Fy de parties de €2, en rajoutant dans (ii) la
[e.e]

condition “si U A, € Fy”. Une mesure yu est dite finie ou infinie, suivant

1

que () < oo ou p(N2) = +o0.

Définition 1.4.2. Une mesure p, définie sur un espace mesurable (Q,F),
sera dite o—finie si 3{A,,n € IN} C F telle que:

(i) J4. =@

(i1) p1(Ay) < oo, Yn € IN.
Soit C C F. On dira que u est o—finie le long de C, si (i) et (ii) sont
satisfaites avec une suite {A,,n € IN} C C.

O

Exemple 1.4.3. Supposons que ) est un ensemble fini ou dénombrable. On
définit la mesure de comptage v sur P(2):

VA C Q, v(A) = Card(A).

v est finie si §) est fini, o—finie si Q) est dénombrable.
O

Dans toute la suite, nous nous limiterons a ’étude des mesures o—finies.
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Proposition 1.4.4. Soit u une mesure définie sur un espace mesurable

(€,7).
(i) Si {A,,ne N} C F, A, T A, alors u(A,) T u(A)
(1)) Si {A,ne N}yC F, A, | A, u(Ay) < oo, alors pu(Ay) | u(A)

(iii) Si {A,;me N} C F, pu <U An> <> u(Ay)

(iv) Si u est o—finie, alors F ne peut pas contenir une collection non dénombrable
d’ensembles disjoints de mesure non nulle.

PREUVE
(i) Posons By = Ay; B, = A, — A,—1, n > 2. Les B, dont deux a deux
disjoints, A, = U B, A= U By.. Donc (i) résulte de la o—additivité.
1 1

(ii)) On a A; — A, T Ay — A. Il résulte de (i):

(A1) = p(Ap) = p(Ar — Ap) T p(Ar — A) = p(Ar) — p(A)

(iil) Vn, p (O Ak> < i w(Ay) [exercice] donc p (O Ak> < i w(Ag),
et on ap%)hque (i) ali membre de gauche. 1 1

(iv) Soit { By,0 € ©} C F une collection d’ensembles disjoints, avec p(By) >
0, V0 € O. Etant donné {A,,n € IN} C F, avec [j A, = Q, et
p(Ay,) < oo, Vn. On pose O,, = {0 € O; u(A, N By) > 6}

0, = U OF avec O = {0 € O;u(A, N By) > i} Or card(©F) <
p=1

p 1(A,) < co. Donc ©,, est au plus dénombrable, ainsi que © = U O,.
1

U
a) (ii) n’est pas vrai sans I’hypothése p(A;) < co. [ou du
moins 3 n tel que u(A,) < oo/. Exemple: u = X\ =mesure de Lebesgue
sur (R By). 4, = {z = (21,22);0 < 25 < 1} \(4,) = +o0, Vn. Or
AMA) = 0. [ef.ci-dessous].

Remarque 1.4.5.
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b) La proposition 1.4.4 est encore vraie si F est remplacée par une algebre
Fo, a condition de supposer A € Fyl(i),(i1)], U A, € Fy [(ui)], et p
1

est o—finie le long de Fy, [(iv)].
UJ

Théoreme 1.4.6. Soit pg une mesure définie sur une algébre Fy de parties
de Q. Il existe une mesure p sur F = o(Fy), telle que p| g, = po. Lextension
W de po a F est unique si o est o—finie le long de Fy.
PREUVE

Existence: On définit une “mesure extérieure” sur P(Q2) par: VA C (,
p(A) = inf Z to(Ay), ou l'inf est pris sur toutes les suites dénombrables

{A,} telles que A, € Foet AC UA"'

On démontre que la restriction de p* a Fy est g, et que la restriction de
©* a F est une mesure. Nous admettrons ces points.

Unicité: Elle résulte du Théoreme suivant:

Théoréme 1.4.7. Soit deuxr mesures p; et ps définies sur une o-algebre
F =0(P), ou P est un m—systéme. On suppose:
(i) p1 et ps sont o—finies le long de P
(1) p(P) = pa(P), VP € P.
Alors py = pa.

PREUVE

a) Soit A € P, t.q. u1(A) = pua(A) < oo. Posons L = {B € a(P); (AN
B) = ps(AN B)}. L est un A\-systeme (exercice), et £ O P. Donc
-Théoreme 1.3.9- L D o(P), d’ou L = o(P). [puisque, par définition de
L, L Co(P).

Donc p1 (ANB) = pa(ANB), VB € F,et VA € P t.q. u1(A) = pa(A) <

00.
b) Soit {A,,n > 1} C P t.q. UA” =Q, et po(A,) <00, Vn>1, a=12.

1
Soit B € F. Or pour « = 1,2, et Vn > 1, on a I’égalité suivante
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(exercice)

) e (CJ(B n A») = (B A

1
© Y me(BAANA)

1<i<j<n

+(=1)"ua(BNAN---NA,)

Comme P est un m—systeme qui contient les A;, il contient les A; N
A;, ... Il résulte alors de la formule (*) et de la partie a) que

f (U(B N Ai)) = 2 (U(B N Ai))

1 1

En faisant tendre n — 0o, on obtient:
1 (B) = pa2(B)

O
On a le résultat d’approximation:

Proposition 1.4.8. Soit (Q,F,u) un espace mesuré, et Fy une algebre, t.q.
o(Fo) =F. VA€ F tel que p(A) < oo etVe >0, 3Ag € Fy t.q. u(AA Ap) <
E.
PREUVE

D’apres l'indication donnée pour la démonstration du théoreme 1.4.7,

u(A) = ianu(An); A, € Foet AC UA, Donc 3 une suite {4,} C Fy

telle que:

-]

_ g _
p(An) < p(A) + 5, Ac A

~
o)
e
=
/N
3
Ny
3
|
N
~_
VAN
l\il o
g
=
N

n) < o0o. Alors AN t.q. p (U f_ln) <

» (e)ere(0r-()
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et Ay = U[lne}"o

n<N

O

On ne peut pas en général étendre p a la o—-algebre de toutes les parties
de 2, comme le montre I'exemple suivant:

Exemple 1.4.9. (Ensemble non mesurable) Considérons Q0 = [0,1], muni de
sa tribu borélienne B = B([0,1]). On définit sur (2,B) la mesure de Lebesgue
A (cf.ci—dessous section 5) t.q.

AM[ab)) =b—a, 0<a<b<1

Pour x,y € [0,1], on définit

{x+y, six+yel0,1]
TDy= :

z+y—1, stx+y=>1

si A C [0,1[,x € [0,1] on pose A® z = {a® z,a € A}.

Montrons que VA € B, (*) A®x € B et A(A® z) = A(A).

Pour cela, posons L = {A € B qui vérifient(x)}. L est un A\—systeme qui
contient les intervalles, d’ou d’apres le Théoréeme nm — A\, L = B.

On dira que x et y sont équivalents (v ~ y) si 3 r rationnel € [0,1] t.q.
rdr=y.

Grace a Uaxiome du choiz, 3 une partie H de [0,1] qui contient exactement
un représentant de chaque classe d’équivalence. Considérons les ensembles
H®r, r parcourant 'ensemble des rationnels de [0,1]. Il s’agit d’une collection
dénombrable d’ensembles disjoints, dont la réunion est [0,1]. Donc si H € B,

1= Z MNH®T).

re)0,1]
r rationnel

Mais N(H @ 1) = ANH). Soit N\(H) = 0 et 1 =0, soit A\(H) > 0, et
1 =+o00!. Donc H ¢ B.
U

Définition 1.4.10. On dira que la mesure i est portée par A € F si
pu(A) = 0.
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1.5 Mesure de Lebesgue

Nous allons maintenant définir la mesure de Lebesgue A sur (IR%By).
Considérons tout d’abord le cas d = 1.

Soit S la classe des intervalles de la forme [a,b] (—o00 < a < b < 400)
{ou]—o00,b[—00 < b < 400}. Soit Fy la plus petite algebre contenant S.
Alors By = o(Fy). Fo est la classe des réunions finies d’intervalles disjoints
de la forme ci—dessus. Soit A € Fy. A possede une décomposition canonique

iU
1

ou {Iyk < n} C SetVk ¢ ( [,UIl ¢ S On définit une application
A: S — R, par:

AabD) = b—a [et (A(] = 0ob]) = +0d]
On étend A\ a Fy en posant:

n

MA) =" M) Ae F
1
ou {1,k < n} est la décomposition canonique de A.
Proposition 1.5.1. A est une mesure sur Fy.

PREUVE
Il est clair que A(¢) = 0. Soit {A,,n > 1} C Fot.q AxNAy=¢sik #L,
o0 p

et A= UA" € Fo. Soit A = U I}, la décomposition canonique de A. Alors
1 1

o0

I, = U(A" N 1), et il suffit de montrer que A\(I) = Z AMA, N I). Or
1 1
chaque A,, N I est une réunion finie d’éléments de S, et il suffit en fait de

montrer que A est “o-additive sur §”, i.e.si {[,,p>1} CS, [, N1, = ¢ si
pF£qetl= U I, € S, alors \(I) = Z)\(Ip). Cette propriété résulte des
1 1

deux lemmes qui suivent.
Lemme 1.5.2. Si {[a,bg], & € IN} est une suite d’intervalles disjoints t.q.

U[ak,bk[c [a,b[, alors
k

Z(bk—ak)gb—a

k
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PREUVE

Placgons nous tout d’abord dans le cas d’une suite finie de n intervalles.
Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai pour une suite de longueur
n — 1, et supposons que la numérotation des (ag,by) est telle que a, > ag,
Vk<n-—1Alors:

L_J [ag,bi[C [a,a,]

Par 'hypothese de récurrence,

n—1

Z(bk —ag) <a,—a
1

Donc Z(bk—ak) <b,—a<b-—a
1
Dans le cas d’une suite infinie, on a, par la premiere partie de la preuve,

n

Z(bk - a’k) < b— a, \V/’I’L,

1

ce qui suffit a établir le résultat.

Lemme 1.5.3. Si [a,b[C U[ak,bk[, alors b —a < Z(bk — ag)
k K
PREUVE

Placons nous tout d’abord dans le cas d’une suite finie de n intervalles.
Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai pour une suite de longueur
n

n — 1. Etant donné [a,b[C U [ak,by[, on suppose, pour fixer les idées, que la
k=1
numérotation des (ax,by) est telle que a, < b < b,. Si a, < a, le résultat est

immédiat. Dans le cas contraire,

n—1

[a — a,[C U [ag,bx

1

d’ou par I’hypothese de récurrence,

b—agbn—CLgZ(bk—ak)
1



18 CHAPITRE 1. MESURE

Le résultat est démontré dans le cas d’'une suite finie. Dans le cas d’une
o0

suite dénombrable avec [a,b[C U[ak,bk[, soit € €]0,b — al. Les intervalles
1
Jar, — €27% by, forment un recouvrement ouvert du compact [a,b — €], ot

B {a siaeR
a =

M sia= -
- b sibelR
M sib=+o00

et M est choisi tel que b>a+e. Donc 3 n tel que:

n

a.b — e € | Jlar — 27" by

1

et a fortiori:

[a.b — e[ | Jlar — 27%bi[
1

D’apres le résultat dans le cas d’une suite finie,

B—s—aSZ(bk—ak)—l—a, Ve > 0,VM

1
Dolth—a <> (b — ax)
1

O
Il résulte de la proposition 1.5.1, grace a 1.4.6, que A s’étend en une
unique mesure sur B = o(S). Pour traiter le cas d > 1, on peut soit refaire
le raisonnement ci—dessus en remplacant les intervalles par des pavés, soit
utiliser la théorie des mesures produit - cf. Chapitre II ci-dessous. Nous
admettrons donc provisoirement 1’existence de la mesure de Lebesgue \ sur
(IR%,B,), caractérisée par le fait que si A = {z;2; € [a;,b;[,i = 1---d} avec
a;,b; € R, a; < b; , Vi
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(avec la convention 0.00 = 0)
Théoréme 1.5.4. Si A € By, alors A+x={x+a;a € A} € By, et

MA) = MA +2), Vo € R?

PREUVE

Soit G = {A CR%; A+ a2 € By, Vo € R%}.

G est une o—algebre qui contient les pavés, donc G D By, mais G C By,
d’ou I'égalité.

Soit = € R fixé. Posons i(A) 2 AMA+1x), A€ By pet A coincident sur
le m-systeme des pavés, donc pu = A. O

I1 résulte de ce théoreme et de 1.4.4 (iv) que la mesure de Lebesgue de
tout sous espace vectoriel de IR? de dimension < d — 1 est 0. Soit en effet V'

un tel sous espace 3z € R? — V, t.q. U V4+ar CRYetlesV+ax

acR
sont disjoints et tous de méme mesure de Lebesgue. Il résulte de 1.4.4 (iv)

que cette mesure commune est 0.

1.6 Mesures sur (IR%,B,)

On a le:

Théoréme 1.6.1. Soit i une mesure sur (IRY,By) t.q. p(A) < oo, VA € By,
A borné.

(i) VA € By et e >0, 3 un fermé F et un ouvert O tels que
FCACO
et p(O —F) < e.
(ii) Si A € By, et u(A) < oo, alors:

p(A)= sup  p(K).
KCA
K compact

Remarque 1.6.2. On ne pourrait en général pas trouwver O et F' tels que
OCACEF, et u(F—0) <e. Exemple: p = dx, définie par

5.(B) = 1 sixe B;
0 sizd¢ B; A= {x}.
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PREUVE

a) Montrons que (i) = (ii). Si u(A) < oo, 3 Ay € By, Ag borné, tel que
Ay C Aet u(A— Ay < ¢/2. Or (i)= IK C Ay, K fermé (donc
compact puisque borné) t.q. pu(Ag — K) < €/2; donc pu(A — K) < e.

b) Montrons (i). Il suffit de montrer que 30 ouvert D A t.q. u(O —A) < e.

La 2eme partie du résultat s’en déduit par passage au complémentaire.
Supposons tout d’abord que A est un pavé borné de la forme: A =
{z;a; < z; < b; : i =1,...d}. Soit O, = {z;q; —% < x; < b}
u(01) < 00, O, | A, done (cf.1.4.4 (ii)) In t.q. u(O, — A) < €.
Les réunions finies de pavés (éventuellement non bornés; —oo < a;,b; <
0o) forment une algebre Fy et o(Fy) = By. Or tout pavé est une réunion
dénombrable de pavés bornés.Il résulte donc de la preuve du théoreme
d’extension 1.4.6 que VA € By, 3 une suite {A,,n € IN*} de pavés
bornés t.q.

AC[OJAn
1
M(D An—A> <eg/2.
1

et Vn, 3 un ouvert O,, O A, t.q. u(0O, — A,) <e/2". Or
Jon-aclJo.- A (U An—A>
1 1 1

Donc p (U 0, — A) <eg, et U O,, est un ouvert O A.
1 1

1.7 Applications mesurables

Soit (2, F) et (E,E) deux espaces mesurables, f une application de (2
dans E.
Définition 1.7.1. L’application f: Q — E est dite F/E mesurable (ou tout
simplement mesurable) si VA € £, f~1(A) € F.
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Exercice 1.7.2. Soit ¢ : Q2 — E. Si C est une classe de parties de E, on
note ¢ 1(C) = {7 1(C);C € C}. Si A est une classe des parties de 0, on
note o(A) = {B C E; o ' (B) € A} Montrer:
(i) C est une o—algébre = ¢~ 1(C) est une o—algebre.
(ii) A est une o-algébre = ¢(A) est une o—algébre.
(iti) o(~1(C)) = ¢~ (a(C)).
U
(G,G) désignera un troisieme espace mesurable.
Théoréme 1.7.3. (i) Soit C une classe de parties de E, t.q. o(C) =&, et
[:Q—E.Si f7Y(C) e F,VC e€C, alors | est F/E mesurable.
(i) Si f : Q — E est F/E mesurable, et g : E — G est £/G mesurable,
alors go f : Q0 — G est F/G mesurable.
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PREUVE

(i) D’apres l'exercice ci-dessus {A C E; f~1(A) € F} est une o-algebre de
parties de F, qui contient C, donc o(C) = &.
(ii) est évident.

Considérons maintenant le cas (F,£) = (IR%,By).

Proposition 1.7.4. f: Q — R est /By mesurable si et seulement si

Vie{l,....d}, fi: Q— R est F/B mesurable

fi(w)
(ot f(w) = )
fa(w)

PREUVE .
On remarque que: {w; fi(w) < 21,...,fa(w) < x4} = n{w; filw) < z}.
i=1

On applique 1.7.3 (i).
O
Proposition 1.7.5. Si f : R — R? est continue, alors elle est By/By
mesurable.
PREUVE
Appliquer 1.7.3 (i) avec C=classe des ouverts de RY.
O

On va maintenant considérer des applications mesurables f : (2,F) —

(IR,B), ou
R =RU{+o0}U{—00}, B=0c(B,{+o0},{—00}).

Dans la suite, pour signifier que f : Q — IR est F/B mesurable, on dira que
f est F mesurable.

Remarquons que si f et g sont des applications F mesurables de ) dans
IR, f+g, fg (si elles sont définies!), sup(f,g) et inf(f,g) sont mesurables
(appliquer 1.7.5 et 1.7.3 (ii)).

Théoréme 1.7.6. Soit {f,,n € IN} des applications F-mesurables, de Q a
valeurs dans R.

(i) sup f,, inf f,, limsup f,, liminf f, sont F-mesurables.
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(i7) Si f(w) =lim f,(w)3IVw, alors [ est F-mesurable.

(iii) {w; fn(w) converge} € F.

(iv) si f: Q2 — R est F-mesurable, alors {w; f,(w) — f(w)} € F.
PREUVE

(i) Vz € R, {S?lp fo<at=({fa <2}

inf fn = - Sup(_fn)

n

limsup f, =infsup fi
n n k>n

liminf f, = —limsup(—f,)

(ii) L’hypothese faite entraine que f(w) = limsup f,(w); Vw.

(iii){ f,, converge } = {limsup f,, — liminf f, = 0}
(iv) {fn — f} = {limsup f,, — liminf f, =0} N {f — limsup f, = 0}.
O
On appelle fonction (F mesurable) étagée une fonction de la forme:

F=Y als, neN o, e RAEF
=1

Proposition 1.7.7. La classe des applications F mesurables de 0 dans IR
est la plus petite classe de fonctions de Q dans IR qui contient les fonctions
F mesurables €tagées, et est fermée pour la convergence ponctuelle.
PREUVE

Le fait quune fonction F mesurable étagée est F mesurable est évident
(exercice!). De plus, la classe des fonctions F-mesurables est fermée pour
la convergence ponctuelle. cf. 1.7.6 (ii). Il reste & montrer que si f est F
mesurable, alors 3 f,, étagées t.q. f,(w) — f(w), Vw. On pose:

k4l
AZ:f‘lqg, Z D,ne]N*,kEZ
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n2 ]{:
falw)= > SLap(w) = n Lo oo —np (W)
k=—n?2

+ nlffl([n_’_%’_i_oo})(W) — n]_ffl([—oo,fn[)

g

Théoréme 1.7.8. (des classes monotones)
Soit H un w—systéme de parties de Q). o(H) = F et L une classe d’appli-
cations F-mesurables & valeurs dans R, qui vérifie:
(i)leL; 1€ L, VAEH.
(i) fge Leta,feR=af+Pge L
(iii) fn€ Loet f,Tf=[f€L.
[resp. (iii)’ a condition que f(w) € R, Vw € 2]
[resp.(iii)” a condition que 3¢ € Ry t.q. |f(w)] < ¢, Yw € Qf
Alors:
(¢c) L contient toutes les applications F-mesurables a valeurs R.
[resp.(c)’ L contient toutes les applications F—mesurables a valeurs R).
[resp.(c)” L contient toutes les applications F-mesurables et bornées a
valeurs RJ.

PREUVE

a) J = {A;14 € L}. J est un A-systeme qui contient H, donc d’apres le
théoreme 7 — A\, F C J

b) Soit f une application F—mesurable & valeurs R . f,, étant définie comme
a la Proposition 1.7.7, fon T f, et fon € L.
Donc f € L. Si f est une application F mesurable & valeurs dans IR,
alors f = f* — f~, et nous venons de voir que f* et f~ € L. Donc
f € L, d’apres (ii). Les deux autres cas se traitent de facon similaire.

O
La démonstration ci—dessus contient celle du:
Corollaire 1.7.9. Mémes hypothéses qu’au théoreme 1.7.8, en remplagant
(i) et (ii) par:
(i)l,€ L,VAEF
(i) fye Leta,B3>0=af+BgeL
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On a alors les mémes conclusions, en remplacant IR par IR, et IR par R,
[
Définition 1.7.10. Soit (Q,F 1) un espace mesuré, f : Q — E une appli-
cation F/E mesurable. On définit alors la mesure sur (E,£), image de p par
fopf~t par 1 1
pfHA) =p[fH(A)], A€



26

CHAPITRE 1. MESURE



27

Chapitre 2

Intégration

Dans ce chapitre, on suppose donné un espace mesuré (€,F ).

2.1 Propriété vérifiée presque partout

On dira qu’'une propriété P(w) est vérifiée presque partout si 3N € F
avec u(N) =0, t.q. Vw ¢ N, P(w) est vérifiée.

Par exemple, si {f,,n € IN}, f et g sont des applications de € a valeurs
dans R ou IR, on pose;
Définition 2.1.1. f et g sont dites égales presque partout (en abrégé p.p.)
siAN € F, avec p(N) =0, t.q YVw ¢ N, f(w) = g(w).

On écrira

flw)=g(w) pp
ou plus simplement
f=g9 pp

" est une relation d’équivalence. (cf. chapitre I11I).

‘f=g9pp’
[
Définition 2.1.2. On dit que f, converge vers f p.p. si 3 N € F avec
u(N) =0 t.q.
Vw & N, fulw) = f(w)
On écrira f,(w) — f(w) p.p. ou plus simplement f, — f p.p.
Théoréme 2.1.3. Soit G C F une tribu, et {f,,n € IN} une suite d’appli-
cations G—mesurables, et f une application de Q dans R t.q.

fn— f p-p.
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Alors il existe une application G-mesurable f t.q.
f=7fpp

PREUVE
I' = {w; fu(w) converge } € G, d’apres le Théoreme 1.7.6 (iii).

Posons f(w) = {Em fn(w) z z ; ?

Alors (f) = f p.p., et f est G-mesurable, puisque

Vo > 0{f <z} =T Jr n{limf, <z})€g
Vazgo,{f<a:}:1“ﬂ{ﬂfn <z}eg

O

Remarque 2.1.4. Presque partout veut dire en dehors d’un ensemble N €
F, t.q. u(N) = 0. Etant donné N un tel ensemble mesurable de mesure nulle,
et N C N, N' ¢ F, peut-on dire que N' est de mesure nulle ? Autrement
dit, avec la notation FV G = o(FUQG), et étant donnée

F=FVo(NCQ3I AecFNCAetuAd)=0)
peut—on étendre ji a F ? La réponse est oui: il existe une unique extension de

pa F, que lon note encore p. L’espace mesurable (Q,F 1) est dit complet.
Noter que la tribu complétée F dépend de p.

0

2.2 Intégrale des fonctions non négatives
Dans cette section, f, g désignent des applications F-~mesurables a valeurs

dans R,.

On va définir:

[ tan= [ feriuo) = [ reina)
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On appelle partition finie de € une collection finie {A;;1 <i<n} C F
telle que:

Jai=2
1
A;NA; = ¢, deés que ¢ # J.

on définit:

[ rau=sw [Z (wiggi f(w)) (4

ou:
(i) La somme est évaluée avec la convention: 0- 0o =00-0=0
(ii) Le sup est pris sur toutes les partitions finies {A;,1 < i < n} de Q.
Théoréme 2.2.1. (i) Etant donnée {A;;1 < i < n} une partition finie de

Q{1 <i<n}CRy, sif= inlAi,
1
Alors /fd,u = i%‘#(/‘lz‘)
i=1
(i1) Si0 < f(w) < g(w), ¥V w, alors /fd,u < /gdu.
(117) Si 0 < f(w) T f(w), Yw, alors
o

(iv) Si o, >0, f et g sont non négatives,

l/@fﬁ@ﬂuza/ﬁm+ﬁ/mM-
PREUVE
(i) Soit {B;;1 < j < m} une partition finie de Q, y; = wiélzgjf(w)' Si
A;N Bj # ¢, alors y; < z;.

Donc Y y;u(By) =Y (AN By) <Y wip(Ai N Bj)
j i i
= Z zip(Ai)

Or le sup est atteint avec la partition {A;;7 < n}
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(i) Trivial d’apres la définition.
(iii) D’apres (ii), /fndu T, /fnd,u < /fdu. I1 suffit donc de montrer que

/fdu < lim/fnd,u, ou encore, V{A;,1 < i < k} partition de €,

k

() Duala) < [ o ot vi= inf f).
Pour établir (x), il suffit de considérer les partitions telles que

k
Z UZ/’L(AZ) > 07
1

et de montrer que:

k
Vo < ZUM(A@'), x < lim/fndu.
1

Soit donc

k
< Z%M(Ai) cHug;i <k}t
1

{soit():ui:vi

k
et x < w; (A
soit 0 < u; < v; ; iH(As)

Siw € A, soit f(w) ] flw)>vi=u; =0
soit fr(w) T flw) >v; >u; >0

Donc si A;, = {w € A;; fu(w) > u;}
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k
/fndu >y (wi&f fn(w)) 1(Aim) +0
- in
k
> ZMM(AW), donc:
1

k
lim/fndu > Zui,u(Al-) > T
1

(iv) Il suffit de montrer I’égalité avec f et g étagées. On passe ensuite a la
limite avec les mémes suites qu’au Théoreme 1.7.8, en utilisant (iii).

n n
Soit f = inl Ay § = Zyjlgj. Sans restreindre la généralité, on

1 1
peut supposer que {A;;i < n} et {B;;7 < m} forment des partitions
de €.

af + g = Z(Qxi + By;)Lans,
i,
{A; N Bj;i <n,j <m} est encore une partition de €2, et

m

> u(Ain By) = u(Ay), ZM(Az' N B;) = u(B;), dou :

j=1

Jaf +Bodu= Y (e + B4 B)

=a Z zip(Ai) + 3 ZﬁjM(Bj)
:oz/fdu+5/gdu.

Théoréme 2.2.2. (i) Si f =0pu p.p. , alors /fdu =0.

(ii) Si p{w; f(@) > 0}) > 0, alors / fdu > 0.
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(iii) Sz'/fd,u < 00, alors f < oo p p.p.
(i) Si f =g u p.p., alors /fd,u = /gdu
(v) Si f <gpp.p., alors /fdu < /gdu-

PREUVE

(1)
VA; € F, soitA;N{f =0} +# ¢, et igjf(w) =

soitA; N{f =0} = ¢, et u(A4;) =0.

(ii) Posons A, ={f > %}, A, 1{f > 0}. Puisque u({f >0}) >0, 3 n t.q.
n(Az) >0

/fdﬂ> —(An) + 0p(A7) >

(i) +00 > [ fdn 2 +o0. ul{f = +oc}) = ulf = +50) 0.
(iv) Soit

M) = {o i f(w) = g(w)

+00  sinon

Vw € Q, f(w) < g(w) + h(w). D’apres 2.2.2 (ii) et (iv), (i) ci-dessus,

/fd,u</g+hd,u /gd,u—l—/hdu /gdu.

On montre de méme /gdu < /fdu.
(v) On pose

hw) = {o st f(w) = g()

+00 sinon
Vw € Q, f(w) < g(w) + h(w). On a ensuite les mémes inégalités qu’en

n
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2.3 Intégrale des fonctions de signe quelconque.

Etant donnée f une application mesurable & valeurs dans IR, on utilise la
décomposition:
f=r-r.
On définit / frdu et / fdu. Trois cas se présentent:
a) /f*d,u = /fd,u = 400, et alors l'intégrale de f ne peut pas étre
définie.
b) L’une au moins des deux quantités /f*d,u et /fd,u est finie. f est

alors dite quasi intégrable, et on pose

[tin=[ran- [ra em

c) Les deux quantités / ftdu et / f dp sont finies. f est alors dite

intégrable, et on définit / fdu comme dans le cas quasi—intégrable.

Alors /fdu € R.
Remarquons que |f| = f* + f~, donc d’apres le Théoreme 2.2.1 (iv), f

est intégrable si et seulement si [ |f|du < oo.

Définition 2.3.1. Une application mesurable f & valeurs dans R est dite

p-intégrable si:
[ 171 < .
O

On peut remarquer que si f est quasi-intégrable, et si | / fdu| < oo,

alors f est intégrable. Mais on n’a pas le droit d’écrire / fdp avant
d’avoir vérifié que f est intégrable (ou au moins quasi—intégrable).

Théoréme 2.3.2. (i) Monotonie Si f et g sont quasi—intégrables, et f <
g p.p., alors /fdu < /gd,u.
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(ii) Linéarité Si f et g sont intégrables, a,0 € R, alors af + Bg est
intégrable, et

Jtas+pgau=a [ tau+5 [ gin
PREUVE

(i) résulte du Théoreme 2.2.2 (v),car f < gp.p. = fT < g pp.et f~ >g
b-p.
(ii) II résulte du Théoreme 2.2.1

[tes + sgldus [ el 151+ 151 1o
~lol [ ldu-+131 ol < o

Donc af 4+ Bg est intégrable. De plus,

a/fdu:/afdu.

Il reste a établir I'égalité avec a = 3 = 1.

f+9)"=(f+9) =f+9=f"—f"+9"—g
f+9) " +f +g =fT+g"+(f+9)

Jerorans [raws [gdu= [ rrans [grans [(r+97an

d’apres le Théoreme 2.2.1 (iv). Le résultat s’obtient en regroupant convena-
blement les termes.
O

Corollaire 2.3.3. Si f est quasi—intégrable, g intégrable, o, € R, alors
af + Bg est quasi—intégrable, et

Jtas+p9du=a [ tau+5 [ gin



2.3. INTEGRALE DES FONCTIONS DE SIGNE QUELCONQUE. 35

PREUVE

Si| | fdu| < oo, alors f est intégrable, et le résultat découle du Théoreme
2.3.2. Supposons donc que \/fdu| = +400. Pour fixer les idées, supposons

que / fdu = +oo et a > 0. (les autres cas se traitent de fagon analogue). Le

second membre de I’égalité a établir vaut +oo. Or a.f+/3g n’est pas intégrable,

1
sinon f = +(af + fg) — g le serait, et (af + 89)” < af~ + 18] ~ gl qu
est intégrable.

Donc/(af + Bg)dp = +o0.

0

Corollaire 2.3.4. f et g désignent des applications mesurables a valeurs
dans R.

(i) Si f est intégrable, |/fdu| < /|f|du En particulier si f et g sont
intégrables, \/fdu—/gdul < /|f—g\dﬂ-
(i) Si f =0 p.p., alors [ est intégrable et /fd,u =0

(iii) Si f est intégrable et g = f p.p., alors g est intégrable et /fdu =

/gdu.

PREUVE
(i) résulte du Théoreme 2.3.2 (i), car —|f| < f < |f].
(ii) résulte du Théoreme 2.3.2 (i) et de (i).
(iii) d’apres (ii) f — g est intégrable et /(f —g)dp = 0. 1l reste a appliquer
le Théoreme 2.3.2 (ii).

O

Théoréme 2.3.5. (de convergence monotone) Soit f,,f des applications me-
surables a valeurs dans R.

(i) si /fld,u < oo, et fu 1 f p.p., alors /fndu 7 /fd,u.
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(1) sz’/ fifdu < oo, et f, | p.p., alors /fndu ! /fdu.

PREUVE
(ii) résulte de (i) par multiplication par —1. Montrons (i). On pose g, =
fo+tfi:9.>0DD. 9 T g DD, avec g = f + f; . Il résulte des Théoremes

2.2.1 (iii) et 2.2.2 (iv): /gnd,u T /gd,u. Le résultat découle alors du Corol-

laire 2.3.3.
O

Remarque 2.3.6. (i) s’applique en particulier lorsque f, >0, f, T f.

(i) s’applique en particulier lorsque f, <0, fn | f.
Théoréme 2.3.7. (“Lemme de Fatou”) Soit {f,,n € N} une suite d’appli-
cations mesurables a valeurs dans R.

(i) Si 3f intégrable t.q. f, > [ p.p., Yn, alors:
/(lirr;inf fo)dp < lin;inf/fnd,u
(i) Si 3f intégrable t.q. f, < [ p.p.,¥Yn, alors
/(lim sup f)dp > limsup / fndp.

Tous les intégrands qui apparaissent dans les intégrales ci—dessus étant
quasi—intégrables.

PREUVE
(ii) résulte de (i) par multiplication par —1.
Montrons (i). Posons g, (w) = ir;f fn(@). f < gn < fuD-D-, g T liminf f,.

Donc g; < f~, g; est intégrable, et d’apres le Théoreme 2.3.5 (i),

/(limgn)du = lim/gnd,u
/(lim inf f,)dp = lim/gnd,u
< liminf/fndu.

La derniere inégalité s’obtient en prenant la lim inf dans I'inégalité / gndp <

[ e



2.3. INTEGRALE DES FONCTIONS DE SIGNE QUELCONQUE. 37

Remarque 2.3.8. (i) est vrai en particulier dés que f, > 0 p.p., ¥n, et (ii)
est vrai en particulier des que f, <0 p.p.,Vn.

Théoréme 2.3.9. (de convergence dominée de Lebesgue) Soit { fu,n € IN}
et f des applications mesurables de €2 a valeurs dans IR, t.q.

(i) fo = f p-p-
(i) 3 ¢ intégrable t.q. |f,(w)| < g(w) p.p., Yn € IN. Alors f, et [ sont

intégrables, et
[ o~ [ s
PREUVE

Posons N,, = {|f.| > g}, N ={f. /— f}. Alors M = NU(G N,,) vérifie

1
u(M) =0, et Vw ¢ M, |f(w)| < g(w). D’apres le Théoreme 2.2.2 (v), f, et
f sont intégrables.

Posons gn = |f = ful; g0 < 29 p.D-
Grace au théoreme 2.3.7 (ii)

0 <lim inf/gnd,u < lim sup/gnd,u < (limsup g,,)dp = 0.

Donc/gndu—>0. Or /fdu—/fndu S/gnd,u. UJ

! Attention! g doit étre indépendante de n!
On déduit des théoremes de convergence ci—dessus les propositions:

Proposition 2.3.10. Soit {f,n € IN} des applications mesurables a valeurs
dans IR.

(i) si fr, >0 p.p., alors/ (Z fn> dp = Z/fndu

(ii) Si an converge p.p., et \ka| < g p.p., Vn, ou g est intégrable,

alors Z fn est intégrable, et

/andN:Z/fndﬂ
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(i1i) Si Z/ | fuldp < oo, alors an converge p.p., la somme de la série
est intégrable et

/andM:Z/fndﬂ

PREUVE

N N
i) / (Z fo)dp = Z / fndp, et grace au Théoreme de convergence mo-
1 1

notone, on peut faire tendre N — oc.
(ii) résulte immédiatement du Théoreme de convergence dominée.

(iii) 'hypothese entraine que Z | fn| < oo p.p., donc Z fn converge p.p.,
1 n

et | Z frl < Z | fn| qui est intégrable. On applique alors (ii)
1 1

U

Proposition 2.3.11. Soit f : Qx]a,b[— R t.q. Vt €la,b], w — f(w,t) soit
mesurable.

(i) Supposons que w p.p., t — f(w,t) est continue au oint ty €]a,b[ et que I g

intégrable t.q. |f(w,t)| < g(w) p.p., ¥Vt €]a,b], alorst — /f(t,w)du(w)

est continue au point tg.
(ii) Supposons que p.p., t — f(w,t) est dérivable en tout t €]ab[, que 3 g
intégrable t.q. |f'(w,t)| < g(w)p.p. On suppose en outre que f(t) est

intégrable, V't €la,b. Alors t — /f(w t)du(w) est dérivable en tout

t €la,b|, et—/fwtd,u /f w,t)dp(w
PREUVE

(i) résulte directement du Théoreme de convergence dominée.

(i)
H/fwwhdﬂ /fwtdu }

:/fw,t+hh— flw ’)du(w)
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flwt+h)— f(wt)
h

ot ‘f(w,t+ h) — f(w,t)

Or

— f'(w,t) p.p., quand h — 0,

h

par le théoreme des accroissements finis.

' = |f'(w,t +0h)| < g(w) p.p

Etant donnés f mesurable et intégrable et A € F on définit:

/A fip = [ afdp

Remarque 2.3.12. (lien avec l'intégrale de Riemann)
Soit ab € IR, a < b, et f € C(IR). Alors f est mesurable et |1 f] <

sup |f(x)] X Liap), qui est intégrable, donc la construction ci-dessus permet
z€la,b]

de déﬁm'r/ f(x)dx, intégrale de 1, b1 f par rapport a la mesure de Lebesgue
[a.,b]
A sur (IR,B).

b
Par ailleurs, on sait dans ce cas définir l’intégrale de Rz’emann/ f(z)dx =

n—1
lim E fa?)(zl, — o) ;o a=ay <2} <--- <x = b vérifie sup(zy, | —
n—oo 4 i

1=0

zy) — 0 quand n — oo.

On vérifie aisément que les deux intégrales coincident. Remarquons que
les fonctions Liqp f, Ly [, s f €t Loy f sont A= p.p. égales. Donc on
peut adopter, pour la valeur commune de leurs intégrales, la notation unique

b
/ f(z)dz. 1l n’en serait pas de méme si l'on intégrait par rapport & une

mesure jv sur (IR,B) qui ne vérifie pas u({z}) = 0,Va € R. Alors la notation

b
/ n’aurait aucun sens, et serait a proscrire: il faudrait absolument préciser

sl s’agit de/ ,/ .
Ja,b] [a,b]
O

Sif>0,vA) = / fdu, A € F, définit une mesure v sur (Q,F) (exer-
A

cice).
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On dit alors que v admet la densité f par rapport a u, et on a la propriété
(%) VAe F, u(A) =0 = v(A) = 0. Si deux mesures v et p vérifient la
propriété (x), on dit que v est absolument continue par rapport a p -noté
v .
Proposition 2.3.13. Soit f > 0, v la mesure sur (Q,F) définie par v(A) =

/ fdu. Si g est une application mesurable de Q dans R, t.q. fg est p—quasi—

A
intégrable, alors g est v quasi—intégrable, et:

/gdv:/gfd -
PREUVE

Il suffit de démontrer 1’égalité ci-dessus lorsque g > 0. Soit £ la classe des
applications mesurables & valeurs dans IR qui vérifient 1’égalité de 1’énoncé.
L contient 14, A € F par définition de v. Le résultat découle aisément du
Théoréme des classes monotones (Corollaire 1.7.9)

O

Soit (£2',F") un deuxiéme espace mesurable, T': ) — ' une application
F/F' mesurable.

Théoréme 2.3.14. Soit f une application mesurable de € dans IR. f est
pT =t quasi—intégrable si et seulement si foT est u quasi—intégrable, et alors:

[ roT@ntan) = [ r@wt e,

PREUVE

Identique a celle du 2.3.13
Corollaire 2.3.15. Soit T une bijection d’un ouvert V.C R® sur un ouvert
TV de RY. On suppose que T est continue et admet des dérivées partielles

du ler ordre continues et on note J(x) = det (g—fj(@) Alors flpy est A-
quasi—intégrable si et seulement si f o T1y|J| est X quasi intégrable.
PREUVE

On va se limiter au cas d = 1, V =|a,b[. L’égalité sur 1’énoncé peut alors
se réécrire:
Tb

Ta
f(y)dy ( siTa < Tb,/ sinon )

Tb

| @) -

Ta
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qu’il suffit d’établir pour f > 0. On définit sur B(]a,b]) la mesure: v(A) =

/A T (z)|da.

Si B est un sous—intervalle de |a,b[, on a

uT‘l(B):/T_lB |T’(x)|dx—/de

(traiter séparément les cas 7" > 0 et 7" < 0; 7" a un signe constant, puisque
T est injective).
Donc vT~! = )\, mesure de Lebesgue. Il résulte alors du Théoréme 2.3.14:

[ roT@ptan = | )y

Il suffit de choisir B =|T'a,TY|.

2.4 Mesure produit et Théoreme de Fubini

Dans cette section, on se donne deux espaces mesurés (X, X ) et (Y, V,v),
ou u et v sont des mesures o—finies (cette hypothese est cruciale!). On notera
x le point générique de X, y le point générique de Y.

On définit I’espace mesurable produit de (X x Y,X ® Y) comme au Cha-
pitre 1, section 3.

Proposition 2.4.1. (i) Si FE € X ® )Y, Vo € X, {y;(z,y) € E} € Y et
VyeVY, {z;(z,y) € E} € X.
(ii)) Si f : X xY — R est X ® Y mesurable, alors Vz € X, y — f(z,y) est
Y mesurable et Vy € Y, x — f(x,y) est X mesurable.
PREUVE

(i) Ve € X, on définit T, : X — X x Y par T,(y) = (z,y)

Bsize A
psizg A
Donc T, '(A x B) € Y. 1l résulte du Théoreme 1.7.3 (i) que T, est

X /X ®)Y mesurable. Ceci démontre la premiere partie de (i). La deuxieme
partie se démontre de fagon analogue.

VAe X,Be), Txl(AxB):{
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(ii) On remarque que 'application y — f(x,y) coincide avec f o T, et on
applique le Théoreme 1.7.3 (ii).
U
Proposition 2.4.2. Soit E€ X ® ).
(i) © — v({y; (x,y) € E}) est X -mesurable.
(1) y — p({z; (z,y) € E}) est Y-mesurable.
PREUVE
Les deux propriétés se démontrent de la méme fagon, montrons (i). Soit
C la classe des E C X x Y qui sont tels que x — v({y;(z,y) € E}) est

X mesurable. C est un A\-systeme qui contient le m—systéme des rectangles
Ax B, Ae X, B, puisque

v({y: (zy) € Ax B}) = 1a(x)v(B)
est X mesurable, & valeurs dans IR, . Donc, d’apres le Théoréme 7 —\ , 1.3.9,

EDo(XxY)=X®).
U

Théoreme 2.4.3. [l existe une unique mesure o finie
T=puxvsur( X xY,X®)Y)t q :
7(A x B) = u(A)u(B)

De plus, VE € X ® Y,

7T(E)I/XV({Z/; (z,y) EE})du(ﬂf)nyﬂ({x; (z,y) € E}dv(y)

PREUVE
Les deux formules:

#(B) = [ vl (e) € EDano
X
#(5) = [ u{s: (e9) € EDivty)
Y
définissent deux mesures sur (X X Y,X ® )) qui coincident sur X x ) =

{Ax B;Ae€ X,B e Y} Eneffet /(A x B) =7"(A x B) = u(A)v(B). Or
X x ) est un m-systeme, et o(X x V) = X ® Y. Et il résulte aisément de ce
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que i et v sont o—finies, que 7’ et 7’ sont o—finies le long de X x Y. Donc
7' et 7" coincident. L’unicité se démontre de la méme facon.

O

Théoréme 2.4.4. (Fubini) Soit f : X x Y — IR une application X ®@ Y
mesurable.

a) Si f >0 7 p.p., alors:
(i) / f(xy)dv(y) est X mesurable, / f(zy)du(z) est Y mesurable.
Y X

(i)
o= ([ )
:L<LNWWM0W@-

(i)” Pour p—-presque tout z, y — f(z,y) est v—intégrable Pour v—
presque tout y, x — f(x,y) est p—intégrable

b) Si f est m—intégrable, alors:

(i)’ / f(zy)dv(y) est p.p. égale a une fonction X mesurable et p
Y

intégrable. / f(zy)du(zx) est p.p. égale a une fonction Y mesu-

rable et v im?(égmble.
(iii)" Les égalités (i1) sont satisfaites.

Remarque 2.4.5. (i)Le théoréme de Fubini permet d’intervertir les ordres
d’intégration par rapport a u et v, lorsque f est > 0, ou m = pu X v—
intégrable. En fait, le résultat est encore vrai si f est m—quasi—intégrable.
Majis lorsque cette hypothése n’est pas satisfaite,il se peut que les quan-

nm/(/fym/OW d/(/fyw )()mm

toutes deux définies, mais soient différentes. Voici un exemple d’une
telle situation: X =Y =[0,1], X =Y = B([0,1]), p = v = A, mesure
de Lebesque. Soit 0 = a1 < ag -+ < Qp,a, — 1, quand n — 00. V n,
on suppose donnée une fonction g, € C([0,1]), telle que g,(t) = 0, si

1
t &an,ani1l, et/ gn(t)dt = 1. On pose:
0

f@y) = [gn(x) = gni1(®))gn(y)

n=1
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V(x,y) € [0,1]%, un terme au plus de la somme ci—dessus est non nul,
donc la série converge.

e e}

ve e 0.1, / )y =3 [gu(@) ~ guia(@)] = 1)

n=1
1 1
donc/ d:c/ f(zy)dy =
0 0

vy € [0,1] / f () = 0; / dy / f () de =

Et nous n’avons bien intégré que des fonctions intégrables.
(ii) En pratique si f > 0, on peut intervertir l'ordre des intégrations. Si f

est de signe quelconque, il faut s’assurer que / |fldm < oo, ce que
XxY

lon fait en calculant soz't/ d,u/\f|d1/, soz’t/du/ | f|dp.
X Y X

PREUVE

a)Si f =1p, E € X®Y, le résultat découle de 2.4.2 et 2.4.3. Le fait que (i)
et (ii) sont satisfaites par toutes les applications X @ ) mesurables a
valeurs dans IR résulte du Théoreme des classes monotones (Corollaire

1.7.9).
b) D’apres a) et la m—intégrabilité de f,

| ([ s e = [ ([ 1l ) avw <

Il en résulte, d’apres le Théoreme 2.2.2 (iii), que

[ 1f@aldty) < copp. et [ |fwalduta) < oo p.
Y X

On a montré (i)’. Montrons la premiere partie de (ii)’.

Si A= { / |f(x,y)|dv(y) } , t(A) =0, et on pose:

(2) = size A
x
g fX (z,y)dv(y), size A°
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Il résulte aisément de a) (i) que g est X mesurable. g est py—intégrable, puisque

lg(z)| < / |f(x,y)|dv(y). Bien que / f(x,y)dv(y) ne soit éventuellement pas
X

défini pour = € A, puisque Vo ¢ A(u(A) = 0), / f(zy)dv(y) = g(z),on
pose par convention v

/}((/Y f(x,y)dl/(y)) du(z) = /Xg(x)dﬂ(x)-

(iii)” résulte de (ii) en utilisant la décomposition f = f* — f~.
0

Exercice 2.4.6. Déduire (i) et (iii) de la Proposition 2.3.10 comme corol-
laire du Théoréme de Fubini. [On choisit (X, X,u) = (Q,F,u),Y,Yv) =

(N,P(IN),> 4,)/.
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Chapitre 3

Espaces LF

On suppose a nouveau donné un espace mesuré (2, F 1), avec p mesure
o—finie.

3.1 Définition des espaces L.

Deux exposants p,q € [1,+ oo] seront dits conjugués si 1—1)+% =1 (d’ou
soit p,q €]1, + ool, soit I'un vaut 1 et Pautre +00).

Proposition 3.1.1. Soit p,q €]1,+ 0] deux exposants conjugués, f et g deux
applications mesurables a valeurs dans R, .

(i) (Inégalité de Holder)

/Q fgdp < ( /Q fpdu) " ( /Q quu) "

(ii) (Inégalité de Minkowski)

(/Q(f +g)du) " < (/Q f”du) " + (/Q g”du) "

(i) Si l'un des deux facteurs du second membre de I'inégalité est nul, le
membre de gauche est nul, et I'inégalité est satisfaite. De méme, I'inégalité
est satisfaite lorsque I'un des deux facteurs du second membre est égal a

PREUVE
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1/p
+00, 'autre étant non nul. Donc si 'on pose A = </ fpd,u) B =

1/q
( / qu,u) , il suffit de faire la démonstration dans le cas A,B €

10, + ool

Posons F = f/A, G = g/B. Soit w € ) tel que F(w),G(w) €0, + 0.
Alors st € R t.q. F(w) = e*/P et G(w) = €4, et la convexité de
I’application exponentielle entraine:

S t 1 ].
erta < Zef 4 e
p q
d'ou F(w)G(w) < %F(w)p + %G(w)q inégalité qui est en fait vraie Vw €
Q2. Donc en intégrant.

1 1
/FGd,u < —+ — =1, d’ou le résultat.
p g

(ii) A nouveau, il suffit de faire la preuve dans le cas ot le second membre
de l'inégalité est strictement positif et fini, et f + g n’est pas p.p. égal
a 0.
(f+9P =F(f+9)" " +9(f+9)"" et dapres (i),

frsearme (fra)” (fosa )
farvor e (fru)”(forsara)

Par addition

freras [(fra) " ([ ] )

D’apres la convexité de t — t? de Ry dans Ry, p > 1, 27P(f +
g)P < 27YfP + ¢P). 1l résulte alors des restrictions faites ci—dessus

que /(f + g)Pdu €]0, + oo[, et on peut multiplier la derniére inégalité

par ( Ju+ g)”du)
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OJ

Remarque 3.1.2. Dans le cas p = q = 2, l'inégalité (i) est aussi appelée
inégalité de Cauchy—Schwarz. On peut la redémontrer de la facon suivante:

/(f+A)2du= /deu+2A/fng+A2/92dM > 0,

VA € R, donc le discriminant du trinome est < 0. Le discriminant est nul
(i.e. on a l’égalité dans l'inégalité de Cauchy—Schwarz) si et seulement si
JA e R tel que f+Ag=0 u p.p.

O
Définition 3.1.3. Soit f une application mesurable & valeurs dans IR.

1/p
Sip € (L4 ool on pose 11, = ([ 1170
On pose

Iflle =47 si p(|f| > a) >0, ¥a >0
00 = inf{a > 0; p(|f| > a) =0} sinon

Pour p € [1,+ o0, on désigne par LP(Q,F i) - ou plus simplement £P(u)-
I'espace vectoriel des f t.q. || f]], < oc.
0
Le fait que £P(11) est un espace vectoriel est immédiat pour p = 1 ou +o0,
et résulte de l'inégalité de Minkowski, pour p €]1, + ool.
Exercice 3.1.4. Montrer que si || f|lco, p({w;|f(w)| > ||flloc}) = 0.

| - ||, est une semi-norme sur LP(yu):

1fllp =0 (Ifll, =0 f=0pp)
[Afllp = 1AL 111l
1f +glly < 11l + llgllp-
Considérons sur LP(u) la relation d’équivalence f ~ " < f = f' u

p.p.. Cette relation d’équivalence est compatible avec la structure vectorielle
d’espace semi-normé de LP(u), puisque:

f~ =1l =11,
f~flg~d=frg~f 44
f~fr= A~ Af
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L’ensemble des classes d’équivalences d’éléments de LP(u) forme un es-
pace vectoriel, noté LP(Q,F i) - ou LP(n), et |||, est une norme sur LP(Q,F ).
Remarque 3.1.5. En sus des propriétés ci—dessus, on a que si f ~ f', f

est (quasi)—intégrable si et seulement si f l’est, et alors /fd,u = /f'd,u.

De plus, si f, ~ f., n € IN, alors sup f, ~ sup f,, inf f, ~ inf f il en
neN neN nelN nelN
est de méme avec les limsup et les liminf, et les limites lorsqu’elles existent.

Ces propriétés ne seraient plus vraies pour des familles non dénombrables
d’applications mesurables.

Etant donnée une application mesurable f, désignons par f sa classe
d’équivalence, i.e. f = {f mesurable ; f' ~ f}. Les propriétés ci-dessus
permettent d’opérer sur les classes d’équivalences d’applications mesurables
comme sur les applications mesurables elles—meémes, a condition de ne considérer
qu’une quantité dénombrable d’applications mesurables a la fois.

Dans la suite on confondra par abus de langage une classe d’équivalence
avec l'un quelconque de ses représentants. Par exemple, on écrira f € LP(u).
Cet abus de langage est sans danger tant que ’'on ne considére qu’une quantité
dénombrable d’applications mesurables a la fois!.

Exercice 3.1.6. a) Montrer que si p est une mesure finie, p < r, alors
L™(u) C LP(u) [appliquer Holder a 1-|f|P], et que dans le cas ot p est
une probabilité, p — || f||, est croissante.

b) SiQ =N, u= Z dn, on note P espace LP(u). Montrer que sip <,
1
wcr.
c) Montrer que si Q@ = IR, F = B, u = A, mesure de Lebesque, p < r,
df € LP(X) t.q. f ¢ L"(N\) et g € L"(N) tel que g ¢ LP()).
3.2 Propriétés des espaces L’(u)
Théoréme 3.2.1. Vp € [1, + oo|, l'espace LP(u), muni de la norme || - ||,,

est un espace de Banach.
Muni du produit scalaire

(f.9) = /fgdu

Iespace L? (1) est un espace de Hilbert.
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PREUVE
11 suffit de montrer que LP(u) est complet, i.e. que toute suite de Cauchy
converge.
a) Cas p < o0

Soit {f,,n € N} C LP(u) t.q. V N. > 0, 3IN. avec n,m > N =
1= Fully < 2.
Définissons une sous-suite F),, en choisissant: ng = 0; Vk > 1, ng
vérifie: ng > ng_1 VYnom > ng, |fo — full, < 275 Alors VE > 1,
”fnk+1 o fnka < 27%. On pose:

k [
gk = Z |fm+1 = fuil g = Z |fm+1 — fri
1 1

Il résulte de I'inégalité de Minkowski que ||gx||, < 1, donc par conver-
gence monotone, ||g|[, < 1, et en particulier si A = {w;g(w) < oo},
p(A°) = 0. Mais Vw € A, la série

frr (w +Z Frig (@) = fo, (@)

converge absolument. On définit:

f(W) - {fnl(W) " ch)o(f”zﬂ(w) - fm(w)> siwe A

0 sinon

Il est clair que f,, — f p.p.. Il reste a montrer que f € LP(u), et

fo — [ dans LP(p), Le. [|fo — fll, — 0.
Soit € > 0, et N. t.q. ||fn — fullp < Ne, Vn,m > N. Alors si m > N,
par le lemme de Fatou,

||f - fmllp S hmklnf ||fnk - fm”p S €.
b) Cas p = +oo Posons Ay, = {w; [fu(w)] > |[fells}, Bn,m = {w; | fulw) —
fm@)| > |Ifo — fnlloo}- et E = <U Ak> U( U Bnm> . Alors

n,m=1
u(E) = 0. Sur E°, f, converge uniformément vers une limite bornée f.

On définit f sur €2 en posant f(w) =0siw € F.
Alors f € Loo(u)a et ||fn - f”oo — 0
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Onnotera f, ~2 f pour f, — f dans LP(i), L. fu.f € (1) ot [|f— full, —
0. On vient de démontrer au passage:

Théoréme 3.2.2. Sip € [1, + o] et si f, el f, alors 3 une sous—suite

{fu.} t.q.
Jne — fp-p.

Théoreme 3.2.3. Soit S la classe des fonctions de la forme
P
1

avecn € N; A, e R, A, e Fi=1,...netp UAZ> < 00. Alors V1 <
1

p<oo, S CLP(u) et S est dense dans LP(1).
Remarque 3.2.4. S n’est en général pas dense dans L™= () (ex: Q = R, F =

B(Ry),u = A, fz 125 2n41] M€ peut pas étre approchée en norme || - ||-o0

0
par une suite de S.

PREUVE

S C LP(u) résulte de p UA"> < 0. Soit f € LP(u), f > 0. Alors,

1
3 une suite {f,} de fonctions étagées t.q. 0 < f, T f. Alors f, € S, et
|f — full, = 0, d’apres le théoreme de convergence monotone. Pour f de
signe quelconque, on décompose f = ft — f~.

O
Théoréme 3.2.5. Soit i une mesure sur (IR%,By) t.q. u(A) < oo, VA € By,
A borné. Alors Cc(]Rd), espace des fonctions continues a support compact de
R? & valeurs dans IR, est dense dans LP(u), Vp € [1, + ool
Exercice 3.2.6. Donner un contre—exemple dans le cas p = +00.

O

On va d’abord établir le:

Lemme 3.2.7. Soit K un compact et O un owvert de R?, avec K C O. Alors
il existe g € Co.(RY) avec 0 < g(z) < 1, Va, g(x) = 1, Vo € K; g(z) = 0,
Vo € O°.
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U
PREUVE
Il suffit de traiter le cas O borné. Alors g(x) = d(z,0) répond
' d(z,K) + d(z,0°)
a la question.
U

PREUVE du Théoreme 3.2.5:
Il est clair que C.(IRY) C LP(x). Pour montrer la densité, il suffit de
montrer que Vf € S et ¥V > 0, 3g € C.(IR?) t.q.

If =gl <n

11 suffit donc en fait de montrer que VA € F, avec pu(A) < oo, Ve > 0,
Jg € C.(R?) t.q.

1a—gll, <e
D’apres le théoreme 1.6.1 (i) 3 O ouvert tel que A C O et u(O — A) < e/2,
et d’apres 1.6.1 (ii), 3 K compact t.q. K C Aet p(A— K) <¢/2.

Donc: K C AC O, u(0O —K) <e,

et si g désigne la fonction construite au lemme 3.2.7,
114 —gll, <7

OJ

Théoreme 3.2.8. Soit i une mesure sur (R4,By) t.q. u(A) < 0o, VA € By,
A borné. Alors, sip € [1,+ oo, LP(u) est séparable.

PREUVE
d

Soit Fy la classe des réunions finies de pavés de la forme H[ai,bi[ de
IR?, dont les sommets ont leurs coordonnées dans Q U {+o00} U {—oc}. (@Q=
ensemble des rationnels). Alors Fy est dénombrable, car le produit de deux
ensembles dénombrables est dénombrable et I’ensemble des parties finies d’un
ensemble dénombrable est dénombrable.

Fo est une algebre, et o(Fy) = By. Soit

L= {Z@z‘lAﬁ” €N, a; €Q, A; € Fo, u(4;) < OO} .
1
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A nouveau, £ est dénombrable. Pour montrer que £ est dense dans L”(u), il
suffit de montrer que V f € S, n > 0,dg € L t.q. ||f — g/ < n. En fait, il
suffit pour cela de montrer que Voo € IR, A € F avec u(A) < oo, Ve > 0,

16 €@Q,Be Fytqlalsy—pPlgl, <e¢

Mais Ly — Bl < o = 51 (u(A)7 + la] A 18] - (u(A & B))Y2. T
reste donc a montrer que V6 > 0,

dB € Fy t.q. u(AA B) < 6.

Puisque u(A) < oo et Fy est une algebre t.q. o(Fy) = F, cette derniere
propriété est une conséquence immédiate de la Proposition 1.4.8

U

3.3 Théoreme de Radon—Nikodym et dualité
des espaces L”

Soit A et 1 deux mesures o—finies sur (2,F). On dit que A est absolument
continue par rapport a u, noté A < u, si VA € F, u(A) =0 = A(A) = 0.
Elles sont dites équivalentes si 'on a a la fois A < p et u < A. Elles sont
dites étrangeres si 3 £ € F t.q. A(E) = pu(E°) = 0.

Théoréme 3.3.1. (Radon—Nikodym) Soient X et u deux mesures o—finies sur
(QF), t.g. X < . Alors 3 h, application mesurable a valeurs dans R ,t.q.:

A=h-pu

i.e. VAe F,NA) = / hdp.
A

PREUVE

a) Supposons tout d’abord A(2) < oc.
Posons v = A+ pu. VA € F, AM(A) < v(A). Donc si V f € L*(v),f €
L*(\) € LY(N) (car A(2) < c0), et:

I/fdAIS\/m,//deAg\/W /f?dy.
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Donc l'application f — / fdX est une fonctionnelle linéaire continue

sur lespace de Hilbert [?(v), d’ott (cf. cours L3) 3¢9 € L?(v) t.q.:

/fdA:/fgdz/, Vfe L2 (v)

Si{A,,n € IN} vérifie v(A,,) < oo, Vn et U A,, = ), alors en choisissant
1
f = la,ngg<oy, m» = 0,1,... dans I'égalité ci-dessus, on montre que

g > Ov p.p. Alors grace au théoreme de convergence monotone, I’égalité
est encore vraie avec f = 1,1y, d’ott l'on tire:

Vg >0z Ag>1)= [ gin

{g>1}

Donc/ (g—1)dv<0=g<1lvpp.
{g—1>0}
i.e. 3 g mesurable a valeurs dans [0,1] t.q.

A =g - v, soit:
(1=9)-A=g-u

Donc
M(g=1)=/ (1—g)dA=0
{g=1}
Or
(*) A= 1gayg f et Ly - A

Mais puisque A < p, A(g = 1) =0, et 15—y - A = 0. D’ou le résultat

cherché avec h = 11 ]
-9
b) Le cas général: \ o—finie;
Soit {Cyn € N} C F tuq. Co = ¢, Cy C Copr, | JCn = Q, et M(C,) <
1

00. Vn définissons, pour n > 1:

A(A) = ANAN(C, —Cry)), A€ F
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Alors les A\, sont des mesures finies, et:
MA) =D A(A), VA€ F.
1

D’apres la partie a) de la démonstration, Vn, 3 h, t.q. A\, = hy, -, avec
h, > 0 partout, et on peut le choisir t.q. h,, = 0 sur (C,, — C,,_1)°".

Alors, Yw € Q, la série h(w) = Z hn(w) converge, et
1

A=h-pu.

O
Théoréme 3.3.2. (Décomposition de Lebesgue)

Soit \ et u deux mesures o—finies sur (1,F). A s’écrit de fagon unique
comme la somme d’une mesure absolument coninue par rapport a i, et d’une
mesure étrangere par rapport a ji;

PREUVE

L’unicité est facile. L’existence de la décomposition a été écrite dans la
preuve de 3.3.1 cf. égalité (x), dans le cas A(£2) < co. Le cas général est laissé
en exercice. U

Définition 3.3.3. On appellera mesure signée sur (2,F) une application p
de F dans R t.q.:

(i) p(¢) =0
(it)
V{A,,n e N} C F avec AyNAy=¢ sik#(

M(U Ap) = Z 1(An)

Nous admettrons la:

Proposition 3.3.4. (Jordan—Hahn) Si pu est une mesure signée définie sur
(Q,F), alors les formules:

p(A) = sup u(B) et u~(A) = sup(—u(B))
Beh Beh

définissent deux mesures finies sur (2,F) t.q.
(i) p=p"—p~
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[ii) u* et u= sont étrangéres.
La mesure |p] = pt + p~, appelée variation totale de p, vérifie:

VAEF, [pl(A) =sup Y |u(A),
1

ot le sup est pris sur toutes les partitions {A,,n > 1} de A.
O

Corollaire 3.3.5. Soit A une mesure signée, p une mesure o—finie, définies
sur (LF). SiVN € F, u(N) =0 = AN) = 0, alors AT et \™ sont
absolument continues par rapport a u, et Ih € L*(p) t.q:

A(A) = / hdp, VA € F.
A

PREUVE
D’apres la proposition 3.3.4, 3 F € F t.q.:

AT(A)=XANE)
A (A) = —A(AN E°)

Soit N € F t.q. u(N) = 0. Alors u(NNE) =0, donc A(NNE) = A\T(N) =0.

De méme, A\~ (N) = 0. Il reste a appliquer le Théoreme de Radon—Nikodym
a At et & A\ et a utiliser le fait que ce sont des mesures finies.

!

Soit (€,F ;) un espace mesuré, p € [1, + oo] et ¢ 'exposant conjugué

de p. Soit g € L9(p). 1l résulte de I'inégalité de Holder que ®(-) définie par:

O(f) :== | fgdp est une forme linéaire continue sur LP(u), et que ||| =

sup |®(f)| < |lgllq- Nous allons nous poser la question réciproque: toutes
[1fllp=1
les formes linéaires continues sur LP(u) sont—elles de la forme ci-dessus? i.e.:

peut-on identifier le dual de LP(u) & L(u)?
La réponse est (en général) non pour p = +00; et oui pour p € [1, + ool.
Théoréme 3.3.6. Soit p une mesure o—finie sur (,F), p € [1, + oo|, et @

une forme linéaire continue sur LP(u). Alors g € L (u) (ou —+—-=1) t.q:
qg D

o(f) = /fgdu, VfeL(u)
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De plus, ||| := “?ﬁlgl DA = llglly; i-e.
LP(u) est isomorphe et isométrique au dual de LP(p).

PREUVE

a) P'unicité(de la classe d’équivalence) est claire: si g et ¢’ satisfont les
propriétés de 1'énoncé, alors, V A avec pu(A) < oo, /(g — ¢')du = 0.

A
Cela suffit a entrainer g — ¢’ = 0 p p.p. (utiliser la o—finitude de p!).

b) Le cas pu(2) < 00. VA € F, 14 € LP(u), donc on peut poser: A(A) =
®(14). A est une application de F dans IR qui vérifie:

(i) A(¢) =0

[e.9]

(ii) )\(U A,) = Z AAy), st Ay N Ay = ¢, dés que k # (. En effet,
1

1

Lupay =il =lm) 1, =3 14,
1 1
et la convergence a lieu dans LP(u); Donc A est une mesure signée. Or

p(A)=0=14~0= A(A) =0.
Il résulte alors du Corollaire 3.3.5 que 3 g € L*(p) t.q.

AMA) = / gdp , et par linéarité:
A
o(f) = /fgdu, Vf étagée, i.e. de la forme

f = ZailAi'
1

cas p > 1 Soit h, une suite croissante de fonctions étagées, t.q. h, 1 ||
On définit 'application € de IR dans IR par: e(z) = +1si 2 > 0, —1 si
x < 0. Alors £(g)(h,)? ! est étagée, et 'on a:

[t < @@ < oy

Donc ||hy,||; < ||| d’ott par convergence monotone,
lgllg < [|®] done g € L9(p)
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cas p = 1 Supposons que ||g|l > [|®[. Alors: h = e(g)1yg> |y est
étagée et # 0.

®(h) = dp > || @ o
(h) /g>”¢”} |gldp > [[f|p(lg] > [I@])

Ty / b du

ce qui est impossible, car ®|h| < ||| /(h)du, pour A # 0. Donc

lglloc < ||®]]. Done, dans tous les cas, ¢ et f — /fgdu sont deux

formes linéaires continues sur LP(u), qui coincident sur le sous en-
semble dense des fonctions étagées (cf. Théoreme 3.2.3), donc sont
identiques. De plus, on vient de montrer que ||g||, < ||®||, mais par
Holder, [|®]| < |lgllq, d’on Iégalité.
c) Le cas général: ;i o—finie
[e.e]

HA,n > 1} tq. UA" =, les A, sont disjoints, et u(A,) < oo, V¥ n.
1

Posons
o0

hw) =) [nPp(An)] M La, (W)

1
Alors h € L'(u). Posons fi = h.u. ji est finie, et on peut lui appliquer
le résultat de b).

Or f — h'/%f est une isométrie de LP(ji) sur Lp( ), et ¥(f) = ®(RYPf)

définit une forme linéaire continue sur L”(f), donc

%€ L) ta. (f / f3di

Posons g = h'/? §(= g si p=1). Alors:
Csips1, / gl du = / 3l = | || = ||%]¢

—si p = 400, |9l = ||Gllec = [|¥]| = ||®||. Finalement, comme
g-fi="h'g-p,

() = b(hVaf) = / (b fgdf = / fodn.
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n

3.4 Compléments sur la théorie de I’'intégration

Nous allons indiquer trois compléments a la théorie de 'intégration, pour
I’essentiel sans démonstration. Les démonstrations manquantes peuvent se
trouver par exemple dans W. Rudin: Analyse réelle et complexe, Masson.

3.4.1 Théoreme de représentations de Riesz

Notons Cc(]Rd) Iespace des fonctions continues a support compact, de
IR? & valeurs dans IR, et Cy(IR?) I'espace des fonctions continues de IR? &
valeurs dans IR qui sont nulles a l'infini (i.e. t.q. f(z) — 0, quand ||z|| — 0).

Muni de la norme sup, Cy(IR?) est un espace de Banach, et C,(IRd) est
dense dans Co(IR?). Nous allons caractériser le dual de Cy(IR%).

Théoréme 3.4.1. (Riesz) YO forme linéaire continue sur Co(IR?), 3 une
unique mesure signée p définie sur (R%,By), telle que:

B(f) = / fdu, Vf € Co(RY)

De plus, on a:

1B 2 sup |B(f)] = [p|(RY)

sup | f|=1

ou . désigne la variation totale de .

Exercice 3.4.2. Montrer l'unicité

3.4.2 Intégrale de Stieltjes—Lebesgue

Plagons—nous dans le cas (€2,F). Si IP est une probabilité, i.e. une mesure
P t.q. P(©2) = 1, (cf. ci-dessous Chapitre V), on peut lui associer sa fonction
de répartition, F': IR — [0,1], et si f € L'(IP), on peut noter:

/de:/fd]P

Cette notation est assez naturelle, puisque:
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SiFeCl(R),/de:Lf(x)F’(x)dx
Sife CC(R),/de:T}EEOiO Fw) [F (221) _F (%)]

1=—00

avec y; € [, 2], Vi.

’'n

Soit maintenant p une mesure o—finie sur (IR,B), t.q. u(A) < oo, VA € B,
A borné. On peut encore lui associer une fonction croissante et continue a
gauche F', unique a une constante additive pres, telle que

Va,b € R,a < b, p([a,b]) = F(b) — F(a).

Réciproquement, si F' = IR — IR est monotone croissante, elle est conti-
nue sauf au plus en un ensemble dénombrable de points, et on peut choisir
un représentant de F' (dans la classe d’équivalence pour 1’égalité A p.p.) qui
soit continu & gauche. F(z) = liTm F(y).

ylax

y<x

La relation (x) u([a,b]) = F(b) — F(a) définit une mesure sur la semi
algebre des intervalles semi—ouverts [a,b[, qui s’étend en une mesure o—finie
sur B.

Soit maintenant une mesure signée p sur ([0,1],8([0,1])); Alors u = p* —
p~, et on lui associe une fonction FF = F* — F~ F =[0,1] — IR, qui est la
différence de deux fonctions croissantes continues a gauche.

La classe des fonctions F' = [0,1] — IR qui sont différences de deux
fonctions croissantes coincide avec la classe des fonctions a variations bornées
Fie. t.q.

V(f)= SUPZ_: |F(xi41) — F(x;)| < o0,

ou le sup est étendu a toutes les suites. 0 =z < 21 < 29 < -+ - <z, =1
(Décomposition de Jordan - analogue & la Proposition 3.3.4).

Soit donc F' & variation bornée, F = F* — F~ ou F' et F~ sont deux
fonctions croissantes. Soit F* et [~ les représentants continus & gauche de
F* et F~; On leur associe par (*), deux mesures p* et p~ sur ([0,1],8(]0,1])),
et la mesure signée = put — pu~.

Alors, si f € L*(u), on notera /de I'intégrale /fdu, et on l'appelle
intégrale de Stieltjes—Lebesgue.
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3.4.3 Théoreme de différentiation de Lebesgue
Soit f € C.(IR). On sait que la fonction F' = R — IR définie par:

0= [ 1o

est de classe C, et que F'(x) = f(z),Vz € R. (cf. Théorie de I'intégrale de
Riemann).
Soit maintenant f € L'(\) — X mesure de Lebesgue sur (IR,B), et F(z) =

/ f(y)dy, = € R. On se pose la question: F' est—elle dérivable, et si oui,

sa dérivée coincide—t—elle avec f7 Il est clair que I'on ne peut pas avoir un
résultat aussi fort que ci-dessus. (ex: f(z) = 1oy, F(x) = 2™).
Théoreme 3.4.3. (de différentiation de Lebesque). Soit f € L1(N).

On pose F(x) 2 / f(y)dy.

Alors 3 Ny € B, tel que A(Ny) =0 et sur R — Ny, F' est dérivable et sa
dérivée coincide avec f.

d

On a une généralisation en dimension d:
Théoréme 3.4.4. Soit g la mesure de Lebesque sur (R%,By). V f € L' (\g),
ANy € By avec \g(N) =0 tel que Vo ¢ Ny,

1

m o, fy)dy — f(x),

ot {Q,} est une suite décroissante d’hypercubes centrés en x, avec ﬂ Q. =

1
{z}.
O
Remarque 3.4.5. (d=1)
(i) Une fonction dérivable p.p. n'est pas nécessairement l'intégrale de sa
dérivée.
~ Fx 1: F(x) = 150y, F'(x) est définie et nulle p.p.
— Ex 2: 3 F monotone croissante: [0,1] — [0,1], avec F(0) = 0 et
F(1) =1, et telle que Vz ¢ C (C: ensemble triadique de Cantor),
F'(x) existe et est nulle. La mesure associée a F (cf. 3.4.2) est
étrangere par rapport a la mesure de Lebesgue.
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(ii)Soit F' : [0,1] — IR, t.q. F soit p.p. dérivable, et coincide avec l'intégrale
de sa dérivée. Alors 3 f € L'([0,1],B8([0,1]),A) t.q. Vx € [0,1],

Fla) = /0 " f(y)dy

Ceci entraine (cf. 3.4.2) que F' est a variation bornée, et que la mesure
i qui lui est associée est telle que u* et p~ sont absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesque. Une fonction F' qui possede ces
propriétés est dite fonction absolument continue. Une fonction F :
[0,1] — IR est absolument continue si et seulement si¥e >0, 35 >0
t.q. ¥ {[an,bn],n € N} intervalles disjoints de [0,1],

(e 9]

D (bn—an) <5=Y |F(by) — Fla,)| <e.

0

(#i) 1l convient de rapprocher ce que nous venons de discuter de la théorie
de la dérivation au sens des distributions.



64

CHAPITRE 3. ESPACES L*



65

Chapitre 4

Probabilités-Indépendance-
Variables aléatoires

4.1 Probabilités

Soit (€2,F) un espace mesurable (on dit aussi probabilisable).

Définition 4.1.1. On appelle (mesure de) probabilité sur (2,F) une appli-
cation P : F — [0,1] qui vérifie:

(1) P(Q) =1

(1)) V{Apm > 1} CF, tq AxNAr=0¢ sik#1L

P JA,) =) P(A4,).

Remarque 4.1.2. Une probabilité est une mesure p de masse totale 1, i.e.
t.q. p(2) = 1.
O
Remarque 4.1.3. Dans le cas d’une mesure de probabilité on dit “presque
surement” - en abrégé p.s. - au lieu de presque partout.
O
Un triplet (©2,F,IP), ou IP est une mesure de probabilité, est appelé espace

de probabilité. Un tel espace de probabilité (€2, IP) sera supposé donné dans
toute la suite de ce chapitre.
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4.2 Probabilités conditionnelles

Définition 4.2.1. Soit A,B € F, avec P(A) > 0. La probabilité de ’événement

B, conditionné par A (ou “sachant A”, ou “si A”) est donnée par:
IP(ANB)
IP(B|A) = ——=

(Bl = =i

O
A étant fixé tel que IP(A) > 0, on vérifie aisément que PP(-|A) est une
probabilité sur (Q,F). L’égalité de la définition se réécrit encore:
P(ANnB)=1P(A)IP(B|A)
Cette derniere éqgalité peut s’écrire méme lorsque IP(A) = 0, 4 condition de

CONVENIT que
0 x terme indéterminé =0

Proposition 4.2.2. Soient A, € F; k=1,...,n. Alors, avec la convention
ci—dessus,

- PA AN AN N A, )
PREUVE
a) Casou IP(A;NAyN---NA,) =0.SiP(A;) =0, I'égalité est satisfaite.
SilP(A;) >0,3m e {2,--- n} t.q.
IP(Alﬂ-"ﬂAm) =0 <IP(A1ﬂ"'ﬂAm_1)
Dou P(A,,|A1 N---NA,—1) =0 et I'égalité est satisfaite.
b) Casou IP(A;NAsN---NA,) > 0. On démontre 1’égalité par récurrence.

Elle est satisfaite pour n = 2.
Supposons que l'on ait:

PAN---NA,_1) =P(A)P(As/Ay) - IP(A1|A1 N - N Ayo).
Alors en multipliant ’égalité ci—dessus par:

P(A NN Ay)
P(AN---NA, )

on obtient le résultat.
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4.3 Evénements indépendants
Définition 4.3.1. Deux événements A et B € F sont dits indépendants si
P(ANB)=1P(A)-IP(B)

O
Lorsque IP(A) - IP(B) # 0, A et B sont indépendants si et seulement si
IP(B) =P(B/A), ouIP(A) = P(A/B); i.e. A et B sont indépendants si et
seulement si la probabilité de B n’est pas modifiée par I'information “A est
réalisé”;
Exemple 4.3.2. Probabilité produit:

(QF,P) = (21 x Qo,F; @ Fo,IP; x IPy)
Sotent A = A1 X Qg, B = Ql X Bs

ANB=A; x By
P(AN B) = P1(A1)IP2(B;) = IP(A)IP(B)

Exercice 4.3.3. Soit A et B € F deux événements indépendants.
(i) Montrer que A° et B¢ [resp. A® et B, A et B¢ sont indépendants.
(i1) Etablir la relation: P(AU B) = IP(A) + IP(B) — P(A)IP(B).
Définition 4.3.4. Une suite {Aq,...,A,} CF est dite indépendante si:

P(A;, N A, N...NA,) = P(A,)P(Ay) ... P(A;)

pour tout suite d’indices deux a deux distincts iy, ...,ix compris entre 1 et n.
O

Remarque 4.3.5. Le fait que les A, soient deux a deux indépendants
n’entraine pas que la suite {A;,...,A,} soit indépendante, comme le
montre l’exemple suivant: on joue 3 fois a Pile ou Face avec une piéce non
truquée. On pose:

X {1 si on obtient Pile au ieme coup
P =

0 st on obtient Face au iéme coup

On suppose la suite { X7 = 1}, { Xy = 1}, { X3 = 1} indépendante, chacun
de ces événements étant de probabilité 1/2.
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On pose A;; = {X; = X,}. Les événements Az, Asz, Az sont deux
deux indépendants, mais la suite n’est pas indépendante, puisque

1
IP(Ayp) = P(Ag3) = IP(A3) = 5,]13(1412 N Ays) = IP(As N Agy

1
— IP<A12 N A31) — IP<A12 N A23 ﬁ ABI) - —.

4
Proposition 4.3.6. Si la suite {Ay,...,A,} est indépendante, les 2" suites
{A,... AL} obtenues en choisissant A, = A; ou AS sont encore indépendantes.

PREUVE

I1 suffit d’établir que I'indépendance de la suite {A;, ..., A, } entraine celle
de {Ay, ..., Ar1,A5 Avsr,. .. An}, YO € {1,...,n}, et d'itérer ce résultat.
La notion d’indépendance d’une suite ne faisant pas intervenir l'ordre, il
suffit en fait d’établir le résultat pour ¢ = 1. Pour établir I'indépendance de
{AS, Ay, ... A, }, il suffit d’établir que Vi, . . . ig indices deux a deux distincts
dans {2,...,n},

P(AT N A, 0. NA;,) = P(AD)IP(A;) - - - P(A;))
Or le membre de gauche est égal a:

P(A,N...NA)—PANA,N...N(A,) =
— (1 —IP(A))IP(A;,) ... IP(A,;,).

O
Etant donnée une suite { Ay, ... A, }, définissons les tribus F; = {¢,A;, A¢,Q}.
On déduit alors aisément de la Proposition 4.3.6:

Corollaire 4.3.7. Pour que la suite {A1,...,A,} soit indépendante, il faut
et il suffit que ’égalité:

soit satisfaite V.B; € Fi;i=1...n.
Définition 4.3.8. Une suite infinie d’événements {A,,n € IN} est dite

indépendante si toutes les sous—suites finies de { A,,n € IN} sont indépendantes,
i.e. siVk, iy, ... i entiers deux a deux distincts,

IP(AM n---nN Alk) = ]P(All) e ]P(Alk)
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Lemme 4.3.9. (Borel-Cantelli)
[i) Pour toute suite infinie {A,,n € N} C F,

Z]P(An) < 0o = IP(limsup A4,,) = 0.
1
[ii) Si la suite {A,,n € IN} est indépendante,
Y P(A,) = +oo = P(limsup 4,) = 1.
1

Remarque 4.3.10. 1. Dans le cas d’une suite indépendante, on a en par-
ticulier une loi 0 — 1: IP(limsup A,,) ne prend que les valeurs 0 et 1.

2. (ii) est faux sans I’hypothése d'indépendance, comme le montre l'exemple
suivant:

A, =A 0<IP(A) <1
limsup A, = A

PREUVE

P(limsup A,,) =P [lim ! <U An>

()

n=m

< lim i P (A,)

=0,

puisque par hypothese la série Z IP(A,) converge.
1
(ii)

(30)o+(p9
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Il suffit donc de montrer que IP (7 AS) = 0,¥m. D’apres 'indépendance,
v (A1) -Tlo- P

En posant log0 = —oco, et en utilisant 'inégalité log(1 + ) < z, Vo >
—1, et 'hypothese, on obtient:

log [Hu —1P(4,))

m

— 3 log(1 - P(A,)

< —iIP(An) = —o0.

4.4 Variables aléatoires

Définition 4.4.1. On appelle variable aléatoire réelle une application
mesurable: X : (Q,F) — (R,B).

On appelle vecteur aléatoire (de dimension d) une application me-
surable X : (Q,F) — (IR%,By).

O

On emploiera souvent “variable aléatoire” (en abrégé v.a.) pour désigner
indifféremment une variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.) ou un vecteur
aléatoire.
Remarque 4.4.2. Pour vérifier que: X : 2 — IR est une v.a.r., il suffit par
exemple de vérifier que Vo € R, {w; X(w) <z} € F.
Définition 4.4.3. On appelle tribu naturelle du vecteur aléatoire X (de
dimension d) la tribu

o(X) 2 XY (By) = {X"X(B),B € By}

Si G et 'H sont deux tribus de parties de €2, on note G VH = (G U H)
la plus petite tribu qui contient G et H. De méme, G; VG, V...V G, =
o(GiUGaU---UG,).
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Proposition 4.4.4. Soit {X;,i = 1,...,n} des vecteurs aléatoires de dimen-
sion respective dy, . ..,d,. On pose:
X1
X=1":
Xn

)—U
=
&
()
<
=1
—
[oW
&
)
n
o
Q
&
n
S
Il
no
L
—_
I
S8
[\
I
=

o(X1) = X7 '(B1) = X' ({4 x R: 4, € Bi})
X {]R,XAQ;AQ 681})
1

ol
C= {A1 X R, A€ Bl} U {R X AQ,AQ € BQ}

Or (C) = By, et o(X7C)) = X Ho(C)) = o(X).

OJ
Définition 4.4.5. Etant donné un vecteur aléatoire X de dimension d, on
appelle loi de probabilité de X la mesure de probabilité IP x sur (le,Bd) définie
par: Px =PX!.

OJ

Etant donné une mesure de probabilité @ sur (IR%,3,), il existe un espace

de probabilité, et un v.a. défini sur cet espace, de dimension d, de loi Q). Il
suffit de choisir @ = R4, F = B4, IP = Q, X (w) = w.
Définition 4.4.6. Soit X une v.a.r. [resp. un vecteur aléatoire de dimension
dJ. On appelle fonction de répartition de X la fonction:

F : Rlresp.RY — [0,1]

définie par F(X) = IP(X < 2) = Px(] — oo,x[). [resp.F(x1,...,2q4) =
]P(Xl <Tp,...,Xg < l’d)]
O
Plus généralement & une probabilité @ sur (IR%,,), on associe sa fonction
de répartition.
Propriétés des fonctions de répartition.

a) Cas d =1

(i) F est croissante
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(ii) F est continue a gauche:

(ii)
F(z) — 0, si v — —00
F(z) — 1, si z— 4o0.

d
b) cas d > 1 Soit a,b, € R?, avec a < b. Soit A le pavé H[ai,bi[. Ce pavé
1
a 2% sommets, qui sont les z = (z;, . ..,74), ot chaque ; est égal soit a
a;, soit a b;.
On pose A F = Z sgna(z) F(x), ou sgna(x) = £1, suivant que

sommets de A

le nombre de x; égaux a a; est pair ou impair.
d
(i) AuF >0,V A= []labi] a<b.
1

(i) Si z(k) Tz [le. 2 1 a;, Vi, alors F(2®)) — F(x).
(iii) Si3j t.q. z; — —o0 F(z) — 0
Siz; — 400, j=1,....d, F(z) — 1.

Proposition 4.4.7. Soit ' une application de R? dans R qui vérifie (i), (ii)
et (iii). Alors il existe une et une seule mesure de probabilité P sur (R®,By),
dont F est la fonction de répartition.
PrREUVE Existence (cas d = 1). On définit IP sur la semi-algebre J des
intervalles de la forme [a,b], par IP([a,b]) = F(b) — F(a).Grace a la conti-
nuité a gauche de F', on démontre que IP est o—additive sur J, comme a la
Proposition 1.5.1.

Unicité Elle résulte du Théoreme 1.4.7, en remarquant que P = ({z <
z0},20 € RY) est un m-systeme, t.q. o(P) = By.

O

Définition 4.4.8. Soit f une application mesurable de R® & valeurs dans
R... On dit qu'une probabilité P sur (R%,By) admet la densité f (par rapport

a la mesure de Lebesque) siVB € By, IP(B) = [ f(x)dz; alors nécessairement
b

f(z)dx = 1.
Rd
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4.4.1 Exemples de lois de probabilité

1 si Xo € A
0 sizg g A
C’est la loi d'une v.a. X t.q. P(X = x¢) = 1.

1. Mesure de Dirac au point zg; 6,,(A) = {

2. aq,...,a, >0, Zai =1. Zaiém = loi d’'une v.a. X qui prend ses
1 1

valeurs dans {xy,...,x,}, P(X =2;) =, i=1,... n.
Cas particulier: Loi de bernoulli B(p) ,p €]0,1[;n = 2,2y = 0,25 = 1

PX=1)=p,P(X=0=1-p

3. Soit X, ...,X, des v.a.r.. i.i.d. (indépendantes et identiquement dis-
tribuées), de loi commune B(p). Alors laloi de Y = X 4+ ---+ X, est
appelée loi binomiale B(n,p), caractérisée par:

P(Y =k)=Ckp*(1 —p)"™% k=0,1,...,n (exercice)

4. Loi de Poisson de parametre A > 0 P(\)

n

A
P(X =n)=e""~-neN.
n:

5. Loi géométrique
G(p).p €]0,1]
P(X =n) = (1 p)p"n € N

6. Loi uniforme sur [a,b]
loi sur (IR,B) de densité (b —a) 1,y
7. Loi exponentielle E(\),A > 0
loi sur (IR;,B(IR,)) de densité \e**.
loi (X)=FE(\) & P(X>z)=e?** 2€R,.
8. Loi gaussienne (ou normale) sur IR N(ju,0?)
Loi de densité (ov/2m)t exp(—(z — p)?/20?)
9. Loi gaussienne sur R? N(u,A) p € R% A € RY avec A = A* > 0.
Dans le cas dét A # 0, cette loi admet la densité

1
(2m)~42(dét A)~/2 exp{—é <Az —p)r—p>}
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10. Loi log—normale lg N (p,0?)
Soit Y une v.a.r., loi (Y ):N( et X =eY.
Alors on note Ig N(p,0?) la loi de X. Cette loi admet la densité (exer-

cice):

2T 202

1 log x — 11)?
exp (—7( g Q) ) lisoy

4.5 Variables aléatoires indépendantes

Définition 4.5.1. — La suite finie Cy ...C, de sous classes de F est dite
indépendante si [’égalité:

P(B; N ByN...NB,) =P(B)P(By)...IP(B,)

est vraie ¥ B; € C;U{Q},i=1,...n
— La suite des wvecteurs aléatoires Xy, ..., X, (de dimension respective
dy,...,d,) est dite indépendante si la suite des tribus o(X1),...,0(X,)
est indépendante.
O
Nous allons tout d’abord relier cette notion d’indépendance avec celle de
la Section 3.
Proposition 4.5.2. Soit (Ay,...,A,) C F.Vi < n, onnote F; = {p,A;,AS 2}
Les trois conditions suivantes sont équivalentes:
(i) La suite d’événements (Ai,...,A,) est indépendante (au sens de la
Définition 4.3.2).
(ii) La suite de tribus (Fi,...,JF,) est indépendante.
(#i) La suite de v.a.r. (14,,...,14,) est indépendante.
PREUVE
(i) < (ii) a été établi au Corollaire 4.3.4
(ii) = (iii) résulte de ce que F; = o(14,)
O
Théoreme 4.5.3. Soit Cy,...,C, des m—systemes inclus dans F. Si la suite
Ci,...,Cy estindépendante, alors la suite de tribus (o(Cy), ... ,(Cy)) est indépendante.
PREUVE
Soit As, ... A, avec A; € C;U{Q}, et P(A2N---NA,) >0.S0it Q: F —
[0,1] défini par:
P(ANAN---NA,)
P(Asn---NA,)

Q(A) =
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() est une probabilité, qui coincide avec IP sur Cy, donc sur o(Cy) [cf. Théoreme
1.4.7].
L’égalité:

P(AiNAyN---NA,) =P(A)P(Ay)---IP(A,)

est donc vraie VA, € 0(Cy),Ay € CLU{Q},... A, € C, U{Q}. Par récurrence,
on démontre que cette égalité est vraie V A; € o(C;), i < n.

0

Théoréme 4.5.4. Pour que la suite de v.a. X1, ..., X, (dedim resp. di,...,d,)
soit indépendante, il faut et il suffit que la loi du vecteur aléatoire X =
(X1,...,X,) sur R4 soit le produit des lois des X, i.e.

Px(dxy,...,dr,) = Px,(dry) x - -+ x Px, (dzy,)

PREUVE
Soit Bl € de c. ,Bn € Bdn-

Px(By x---x B,)=P((Xq,...,X,) € By X -+ x B,)
=P({X, € B} n---N{X, € B,})
=1Px,(By)... Py, (B,),

si la suite Xy, ...,X,, est indépendante. Réciproquement, si cette égalité est
satisfaite, alors V By € By, ...,B, € By, ,

PH{XieBi}n...n{X, € B,})=P(X,€ By)...P(X, € B,)

Le.

0J
Corollaire 4.5.5. Si la suite des v.a. X;...X, (de dimension respective
dy,...,d,) est indépendante, et si chaque P, admet une densité f; par rap-

port & la mesure de Lebesque sur R, alors P, admet la densité:

f(xlv e 7xn) = fl(x1> : fn<xn)

par rapport a la mesure de Lebesque sur R-T %
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Proposition 4.5.6. Soit X1, ..., X, une suite de vecteurs aléatoires indépendants,
(X1,...,X]) une permutation de (X1, ...,X,). Alors les k vecteurs aléatoires:

(X0 XD, - X)X s X)X e X))

(ot ny < n sont indépendants).

PREUVE

Utiliser 4.5.4, et 'associativité du produit de mesures. O
Proposition 4.5.7. Soit X1, ...,X,, une suite de v.a. indépendants (de di-
mension respective dy, . ..,d,), et f; : R% — ]Rdé, 1 =1,...,n, des applica-
tions mesurables. Alors f1(X1),...,[o(X,) est une suite de vecteurs aléatoires
indépendants.
PREUVE

Il suffit de remarquer que o(f;(X;)) C o(X;)
U

Proposition 4.5.8. Une suite infinie de sous classes de F est indépendante
si toutes les sous suites finies sont indépendantes.

Une suite infinie de v.a. est dite indépendante si toutes les sous suites
finies sont indépendantes.

4

4.6 Moments des variables aléatoires

Soit X une v.a.r. définie sur 'espace de probabilité (2,F,P). X est
dite quasi—intégrable si au moins 1'une des deux quantités [ XTdIP ou
Q
/Xle est finie, intégrable si / | X |dIP = / X*dP + / X dIP < oo.
Q Q Q Q

Définition 4.6.1. Soit X une v.a.r. intégrable (ou seulement quasi—intégrable).
on définit alors ’espérance mathématique de X par:

E(X) = /Q X (w)dP(w)

Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, X = (Xy,...,X4)" tel que
chaque X;(i = 1,...,d) soit une v.a.r. intégrable. On définit alors ’espérance
de X, IE(X), comme le vecteur de coordonnées IE(X;),i=1---d.
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O

Tous les Théoremes que nous avons démontrés pour les intégrales s’ap-
pliquent aux espérances, avec la particularité que IP est une mesure finie.
Cela entraine par exemple que les constantes sont IP-intégrables.

On déduit du Théoreme 2.3.14:

Proposition 4.6.2. Soit X un v.a. de dimension d, ¢ : R — R une appli-
cation mesurable. Alors p o X est IP (quasi-) intégrable si et seulement si ¢
est Px (quasi-) intégrable, et dans ce cas:

/Q 50 X(w)dIP(w) = / o(2)dIPx (x)

Rd

0

Cette proposition est essentielle pour le calcul pratique des espérances.
Etant donnée ) une probabilité sur (IR,B), si / |z|dQ(z) < oo, alors on
R

peut définir espérance de la probabilité () comme la valeur commune
des espérances des v.a.r. de loi (), grace a 4.6.2.

Proposition 4.6.3. (Inégalité de Jensen).
Soit X un vecteur aléatoire de dimension n, et p : R" — R une fonction
convexe. Si X est intégrable, alors (X)) est quasi—intégrable, et

P[IE(X)] < Elp(X)]

PREUVE
On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes: Vg € IR"da €

R" t.q.:

(x)VxeR"
(X) ps.

Il reste a prendre 'espérance de cette inégalité.

(a2 — x0) + @(w0) <

(0, X —E(X)) + o(E(X)) < ¢

OJ

L’inégalité de Jensen ne s’étend pas au cas ot 'on remplace 'espérance

par une intégrale par rapport a une mesure quelconque.

Soit X une v.a.r. Si X? est intégrable (on dit que X est de carré intégrable),
alors X est intégrable [appliquer l'inégalité de Cauchy—Schwarz a 1-|X|].

Si X et Y sont de carré intégrable, alors X + Y est de carré intégrable et

1
XY est intégrable (utiliser (z + y)? < 22% + 242, |zvy| < 5(3:2 +9%).
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On peut alors poser la:

Définition 4.6.4. Soit X une v.a.r. de puissance p ieme intégrable (p > 0).
On appelle moment d’ordre p de X la quantité: TE(XP).
St X est de carré intégrable, on appelle variance de X la quantité:

Var(X) == E[(X — E(X))] = E(X?) — (E(X))*

S1t X etY sont deux v.a.r. de carré intégrable, on appelle covariance de X
et Y la quantité:

Cov(X)Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))]
— E(XY) - E(X)E(Y)

Définition 4.6.5. Soit X un v.a. de dimension d, t.q. chaque X; (i =1---d)
soit de carré intégrable. Alors on appelle

— matrice des moments d’ordre 2 de X la matrice:
E(XX')
— matrice de covariance de X la matrice:
E (X - E(X))(X - EX))) = E(XX') - EX)EX)’

Ces deux matrices sont autoadjointes et > 0.

Proposition 4.6.6. (Inégalité de Bienaymé—Tchebicheff) Soit X une v.a.r.,
et p> 0. Alors:

P(X| > ¢) < E(XP)/, Ve >0

PREUVE

MWWZ/ X[PdP > PP(|X] > o)
{IX|>c}

l

Proposition 4.6.7. Soit X et Y deux v.a.r. intégrables et indépendantes.
Alors:

(i) XY est intégrable
(1)IE(XY) = E(X)E(Y)
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PREUVE
a) Supposons tout d’abord X > 0,Y > 0. On utilise 4.6.2, 4.5.4 et Fubini:
R2
= /azy dIP x (x)dPy (y)
= ([ears@) ([ vrvn)
= EX)E(Y)

b) Cas général: | X| et |Y| sont indépendantes. Donc (i) résulte de a). (ii) se
démontre alors comme en a).

OJ
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Chapitre 5

Fonction caractéristique et loi
de Gauss

5.1 Fonction caractéristique d’une loi de pro-
babilité sur IR

Soit IC une classe de fonctions de Cy(IR;C).
Définition 5.1.1. On dit que la classe IC est séparante si VIP et () probabilités
sur (IR,B),

{/ﬂ@m%m:/j@mm@yfem}ﬁng.

O

Lemme 5.1.2. L’espace Co(IR) des fonctions continues a support compact
est séparant.

PREUVE
Soit ¢ < b € IR. on définit:
0 six ¢la—2b+ 1
nr—a)+1 sizc€la—Lia
A=l sizelotal
1 six € [a,b]

nlb—z)+1 size [bb+ 1]
Alors si IP est une probabilité sur (IR,5),

P@m:@Lh@m@
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Donc si /fd]P = /fdQ,Vf € Co(R), on a aussi IP(J) = Q(I), VI

intervalle fermé borné. Or la classe des intervalles fermés bornés est stable
par intersection finie et engendre B.
D’ou IP = @), d’apres le Théoreme 1.4.7.
Théoréme 5.1.3. La classe des fonctions {e™u € R} est séparante.
On va utiliser la:
O
Proposition 5.1.4. Soit p € IN et f une fonction continue de [—p, + p| a
valeurs dans IR, telle que f(—p) = f(p). Alors il existe une suite f,, de la
forme:
fm(x) = age™ P (af €C).
—m<k<m
telle que fn(x) — f(x), uniformément sur [—p,p|.
PREUVE On va montrer le résultat pour f a valeurs dans C. Soit g 'appli-
cation de (—p, + p| a valeurs dans le cercle unité F du plan complexe définie

par: A
g(!L‘) — ezwx/p.

La fonction f de I’énoncé peut se factoriser sous la forme: f = h o g, ou
h € C(E;C). Soit A C C(E;C) 'algebre engendrée par les fonctions 1, z et
Z. A sépare les points de E. Rappelons le théoreme de Stone—Weierstrass:

Toute algebre de A de fonctions de C'(F;C) (E compact), conte-
nant les constantes, qui sépare les points de E et qui vérifie
feA= fc A, est dense dans C(E;C) [cet espace étant muni
de la topologie de la convergence uniforme]

Soit donc h,, une suite dans A, t.q. hy,(2) — h(z) uniformément. Alors
si fon = hp, 0 g, la suite f,, a les propriétés de 1’énoncé.
U
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PREUVE du Théoreme 5.1.3
Soit IP et @) deux probabilités sur (IR,B) t

/ei“md]P(:c) = /ei”mdQ(az), VuelR.

Alors V/ e NV ayq,...,0p €C,uy,...,us € R,

(%) / <Z Oéke“““m> dIP(z / (Z ozke“"“:”> dQ(z). On va main-

tenant déduire de (x) et de 5.1.4 que

/fd]P = /fdQ, vV f e Cy(R), dou IP = @ d’apres le Lemme 5.1.2.

Fixons donc f € Cy(IR). On va construire une suite f, de la forme f, =
h, o g,h, € A, t.q.
(%) [ fodlP — [ fdIP et [ f,dQ — [ fdQ.
I Ny t.q. Vn > ng, f(—n) = f(n) = 0. Fixons n > ny.
INeNeto,e€C, k=—-N,...,0,1,... N t.q. si

N
Z“rrkz/n
= E are
—-N

1
[f(2) = fal@)] < =, V& € [-n.n]
ce qui entraine | f,,(z)] < sup|f(z)| + 1 car f,, est périodique de période 2n.

(% %) résulte des deux dernieres inégalités, par le Théoreme de convergence
dominée.
O
Définition 5.1.5. — Etant donnée une probabilité IP sur (R,B), on ap-
pelle fonction caractéristique ¢ de P la fonction définie sur IR, a
valeurs dans C, définie par:

pl = [ eap()

(= transformée de Fourier de la mesure IP; d’apres le Théoréme 5.1.3
elle mérite bien son nom!).
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— FEtant donnée une v.a.r. X, on définit sa fonction caractéristique px
comme étant la f.c. de la mesure Px, i.e.

oxc(u) = /R ¢ 1P () = T[]

O
Proposition 5.1.6. Si ¢(u) est la f.c. d’une mesure de probabilité P, alors:
(1) p(0) =1
(ii) [p(uw)] < 1, ¥n € R
(iii) ¢ est uniformément continue sur R
() p(—u) = @(u).
PREUVE (d=1)
(i) trivial
(ii) /ei“”‘“d]P(:c)
(iii)

g/}el’“xydlp(x) =1

il + B) — ()] = ] [ e - nawe)
< / e 1] dIP(x) = §(h),

ou d(h) — 0 quand h — 0, par le Théoreme de convergence dominée.
(iv) trivial.
Théoréme 5.1.7. (Transformée de Fourier inverse) Soit p(u) la f.c. d’une
probabilité IP sur (R,B), t.q. / lo(u)|du < oo.
R

Alors P admet une densité f(x) uniformément continue et bornée, donnée
par:

(x)  fl@) =5 [eo(u)du.

On va utiliser le Lemme (qui par ailleurs est important en lui-méme):
Lemme 5.1.8. Soit X etY deuz v.a.r. indépendantes X de loi IP, et Y de
loi Q admettant une densité bornée g(x).

Alors la loi de la v.a.r. X +Y admet la densité h(x) = / g(z—y)dP(y).

R
PREUVE
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Posons Z = X + Y. D’apres le Lemme 5.1.2, il suffit de montrer que

¥ f € Co(IR),
_ /Rf(z) (/Rg(z—x)dIP(x)) dz

On va utiliser & deux reprises le Théoreme de Fubini (vérifier en exercice
qu’on a le droit de le faire).

E[f(Z2) f(X+Y)]

//fx+ydIP x)g(y)dy

=1 s o] avi
- [| [ #0206 - 0| awia)
_ / £(2) { / g(z—x)dIP(x)] dz.

PREUVE du Théoreme 5.1.7

On va admettre pour l'instant - on le vérifiera directement ci—dessous a
la section 3 - qu’il existe au moins une loi @ sur IR, de densité bornée g(z),
et de f.c. intégrable ¥ (u), qui vérifient ().

Par définition de ¢, on a, en utilisant successivement le Théoreme de
Fubini, et 'hypothese que nous venons de faire

3 [ etwve = - [ [ e mpuard
= [l [ e vtuauir)

~ [ oty - 2)aP(a)

Cette fonction de y est, d’apres le Lemme 5.1.8, la densité de la loi de
X +Y, s X et Y sont indépendants X de loi IP et Y de loi Q.

1
Soit € > 0. La densité de la loi de €Y est —g (E>, sa f.c. est poy(u) =
e’ \¢
Y(eu). €Y vérifie encore (x).

0
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Dongc, par le raisonnement ci—dessus,
1 —u
() 5 [ etuiene = p.()

= densité de la loide X +¢Y.

Soit F' € Cy(IR). Intégrant F'(y) par rapport aux deux membres de (x ),
on obtient:

(% %) // cu)e ™ du dy = E[F(X + £Y)]
Quand € — O

X+¢eY — X ps.
Y(eu) — 1Vu e R

Faisant tendre ¢ — 0 dans (* % %) a 1’aide du Théoreme de convergence
dominée, on remarque que |F(y)| X |p(u)| est d y x d u intégrable, on obtient

/ / e dudy = E[F(X))]

Soit, en utilisant (),

/F@ﬂwwzjfwMvaFe%mn

f est donc la densité de IP, d’apres le Lemme 5.1.2. Il est clair que f est
bornée (car ¢ est intégrable). En outre

h < — “hh_|d
1) = 7)) < 5 [ letw] du

qui tend vers 0 quand h — 0, par le théoreme de convergence dominée. Donc
f est uniformément continue.

U
Théoréme 5.1.9. Si E(]X|") < oo, alors

N ()8 ey ()"

k=0

avec |0(u)| < 2IE (| X|"), Vu e R
et 6(u) — 0, quand u — 0.
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PREUVE
Si f(y), définie sur IR, est contintiiment dérivable jusqu’a 'ordre n, on a:

= f(0) +yf'(0 // 1" (ug)dusduy

_ % / / / (F™ () — F7(0))duy - - - iy

d’ou: .
(%) e X = Z (zuk' ) + (iu) R(u,X), avec

R(u,X) = n'/ / / e — 1)dv,, - - - dvy, d'ott |R(u,X)| < 2| X]|"
On peut donc prendre l'espérance dans (x), d’ou 1'égalité de ’énoncé, avec

o(u) = [ (u,X)]
done |0(u)| < 2 E[|X]"],

et (u) — 0 quand u — 0, par le Théoreme de convergence dominée.
O

Corollaire 5.1.10. Soit X une v.a.r. t.q. IE(|X|") < co. Alors sa f.c. px(u)
est n fois continument dérivable, et

O0) =" EXY); k=12,...n

PREUVE

i(ut+h)X _ jiuX

e e A

E —EliX i(u+6 h) X
[ - ] [iX 9]
ou @ est une v.a. a valeurs dans ]0,1[. Mais:

iX e HOMX X X bs. quand h — 0

| X e @HORX | < | X[, qui est intégrable.
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Dongc, par le Théoreme de convergence dominée,
i (u) = Efi X " X]

en particulier ¢y (0) = (IE(X). Le résultat pour les dérivées suivantes s’établit
en itérant 'argument ci—dessus.
U

5.2 Fonction caractéristique d’une loi de pro-
babilité sur IR’

On vérifie comme dans le cas d = 1 que Cy(IR?) est séparant. On en
déduit alors le:

Théoreme 5.2.1. La classe des fonctions.

d
{exp (z Z ukxk> Sug, . .ug) € ]R} est séparante.

PREUVE

Comme au Théoreme 5.1.3, il suffit d’approcher toute fonction f € Cy(IR?)
par des combinaisons linéaires de fonctions de cette classe. Si f € Cy(IRY),
dng t.q. Vn >0,

sup(f) C [-n,n]? = R,

Grace au Théoreme de Stone-Weierstrass la Proposition 5.1.4 se généralise en
remplagant le cercle par un tore de dimension d |, 3 f,,, combinaison linéaire
de

expli m(myxy + - - - + mgaq)n]

(les my, entiers), qui approche 1 a % pres sur IR,,. La démonstration se termine
comme pour le Théoreme 5.1.3.

Définition 5.2.2. Si IP est une probabilité sur R?, on définit sa fonction
caractéristique comme la fonction de R¢ dansC:

o(u) = /Rd e WO JIP ().

St X est un vecteur aléatoire de dimension d, on définit sa f.c. px comme

la f.c. de la probabilité Px : ¢x(u) = /ei(”’m)d]PX(x) = [E[e/®X)]
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0
Proposition 5 2.3. Soit X un v.a. de dimension d. Si IE(]X|") < oo, alors

ul”
Zk, [(w,X)*] + 6(u )—‘

ot [5(u)| < 2IE(|X|™)

et 6(u) — 0 quand u — 0.

PREUVE La proposition résulte du Théoreme 5.1.9, en remarquant que

px(u) = ou,x)(1)

U
Corollaire 5.2.4. Si X est un v.a. de dimension d, t.q. B(|X|?) < oo, alors

vx(u) admet des dérivées partielles jusqu’a Uordre 2, et
VQOX«)) =1 IE(X)

(aa;gij <0)) = —E(XX).

Théoréme 5.2.5. Soit X = (X1,...,Xy) un v.a. de dimension d. La suite
de v.a.r. (X1,...,Xq) est indépendante si et seulement si ¥V u € R,

w) = [T o ()

On utilisera le résultat suivant (immédiat a partir de la Proposition 4.6.7).

Lemme 5.2.6. Soient X etY deur v.a. indépendants, de dimension res-
pective dy et do, et f, g des applications mesurables de R™ et R® respecti-
vement, & valeurs dansC. Si IE|f(X)| < oo et IE|g(Y)| < oo, alors

E[f(X)g(Y)| < oo et
E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).
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PREUVE du Théoreme 5.2.5

C.N. Supposons les X indépendantes. En utilisant d — 1 fois le résultat du
lemme, on obtient:

C.S. L’égalité de I’énoncé s’écrit:
/ el 2wk Py (z) = / eizukx’“dIle(:pl)---dIPXd(:Ed)
R4 R4

Donc d’apres le Théoremed.2.1, Px = IPx, - --- - IPx,. Le résultat
découle alors du Théoreme 4.5.4.

t

Corollaire 5.2.7. Si Xy,...,X; sont des v.a.r. indépendantes, et si Sq =
X1+ -+ Xy, alors

(de<u> = H@Xk(u) uelR

O
Attention: la réciproque du Corollaire 5.2.7 est fausse

Exercice 5.2.8. Soit X un v.a. de dimension d. Sa loi Px est uniquement
déterminée par la donnée des lois de toutes les v.a.r. X\- X, A € R%, |\| = 1.

5.3 Vecteurs aléatoires gaussiens

On désigne par N (p,0?%) laloi de Gauss sur IR, de densité (ov/27) ™! exp[—(x—

1)?*/2].
Une v.a.r. X est une v.a.r. gaussienne si 3 € IR, 0 € Ry, t.q X ~
N(p,0?). Alors = E(X), 02 = Var(X).
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Définition 5.3.1. Un wvecteur aléatoire X de dimension d est un vecteur

. . . . A
aléatoire gaussien si et seulement si pour tout ¢ = (cy,...,cq) € RY c- X =
d

Z c;X; est une v.a.r. gaussienne.
1
Il résulte de la définition que I'image par une application affine d'un v.a.
gaussien est un v.a. gaussien.

Lemme 5.3.2. La fonction caractéristique d’une v.a.r. X de loi N(u,0?) est

la fonction

. o,
ox(u) = expliup — Su ]

PREUVE Il suffit de traiter le cas u = 0,0 = 1. Il faut montrer:

1 22
677+Zumdx‘ ey
V2T /

67”2/2, u € IR. On va en fait montrer que V z € ,
1 ac2 2
—Z 42z _ z%)2
— [ e 2 dr =e¢
V2T /
Cette égalité est vraie Vz € IR, puisque:
1 =2 2 1 / 1 2 2
—Z tzx _ z%/2 —s(x—2) _ 2?2
— [ e 2™ dr =e""— [ e 2 dr =e
V2T / V2T
En utilisant /Z |f(x)|dr < 0o = /Zf(x)dx = Z/f(x)dx, on a:
1 1 1
1 / ~2 s g i Z / o5 d
— | e r = z"e x.
V2m — nlv2m
. 22/ i Z2n
et e*/° =
- 2nn!

Ces deux fonctions coincidant sur IR, les coefficients des séries coincident.
Donc les fonctions coincident sur €. O
Remarque 5.3.3. Si l'on pose g(x) = \/%6*5”2/2, Y(u) = e /2, on a bien

1 )
g(z) = Dy oW/ 2t gy d’apres ce qui vient d’étre démontré. Ceci établit
s

Pexistence du couple (g,)) dont Uexistence avait été admise dans la preuve
du Théoreme 5.1.7.
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O

Si maintenant X est un v.a. gaussien d’espérance p et de matrice de

covariance T alors Vu € R, (u,X) ~ N((u,n),(Tu,u)) et donc il résulte du
Lemme:

px (u) = Efe ™)

— ei(uuu')f % (Fu7u)

On remarque que l'espérance et la matrice de covariance suffisent a ca-

ractériser la loi d'un vecteur aléatoire gaussien. Soit X une v.a.r. de loi
2

IN(0,06%). Sa f.c. est px(u) = exp (—"2“ ) En développant I’exponentiele,

2

on obtient
2n

e = i(—m("u)

21|

D’ou d’apres le Théoreme 5.1.9,

o2 (2n)!

E(X?") = — == E(X*") =0.

(xm) = T2 (e

Proposition 5.3.4. Soit X = (X1,...,X4) un vecteur aléatoire gaussien.
Alors la suite X1, ...,X, est indépendante si et seulement si les Xy sont 2 a

2 non corrélées, i.e. Cov(X) est une matrice diagonale.

PREUVE La non corrélation est toujours une conséquence de I'indépendance.
La réciproque n’est vraie que dans le cas gaussien. Si I' = Cov(X) est

diagonale, alors avec pu = IE(X),

ox(u) = expliup) — 5 (Tu)

d
. 1

= H expliug g — érkkuz]

1

d
= H PXy (uk)

Le résultat découle alors du Théoreme 5.2.5

Attention! Si X et Y sont 2 v.a.r. gaussiennes,

()
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n’est pas forcément un vecteur aléatoire gaussien.
Donc si X et Y sont 2 v.a.r. gaussiennes non corrélées (i.e. t.q. cov(X,Y) =
0) X et Y ne sont pas forcément indépendantes !

Exemple 5.3.5. X ~ N(0,1). Soit 3 t.q. {|P ({|X| < 3}) = 1.
X(w) si | X(w)| <p
—X(w) st |X(w)[>p

On vérifie (exercice) que Y ~ N(0,1), E(XY) = 0. Mais X etY ne sont
pas indépendants!

P(X] < p) =P ({|X] < g} n{]Y]| < 5})
7 P(|X] < B)P([Y] < 5)

On définit Y (w) = {

2
= (P(1X] < 3))
Par contre, si Xi,...,X; sont des v.a.r. gaussiennes indépendantes, le
vecteur aléatoire X = (Xi,...,X ) est un v.a. gaussien!

Proposition 5.3.6. Soit I' une matrice n x n . Alors I' est la matrice de
covariance d’un v.a. gaussien, si et seulement si:

(i) T =T"

(ii)T > 0
PREUVE

C.N: déja vu.

C.S. si I vérifie (i) et (ii), on peut définir A = T2 on a AA' =T, et
siY = (Yq,...,Yy) avec les Y; indépendants, tous de loi N(0;1), X = AY
répond a la question.

0
Proposition 5.3.7. Soit X un v.a. de dimension d, de loi N(u,I') [i.e. gaus-
sien avec IE(X) = u, cov(X) =T].51 rang (I') = d, alors la loi de X admet
la densité:

1 1
- - (T Yy — —
fX(x) (27T)d/2d€/t (P) exp 2( (.’L‘ ,u),x :u)
PREUVE
Posons Y = I'"Y2(X — p). Alors la loi de Y est N(0,1). Donc (cfla
Proposition 5.3.4) Yi,...,Y; est une suite de v.a.r. i.i.d., de loi commune

N(0,1). Donc la loi de Y admet la densité:

fr(y) = 2m) " exp (—|y*/2)
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Soit ¢ € Cp(IRY).
E[p(X)] = Elp(u+T?Y)]
= (27T)_d/2/ WP+ T2y dy
]Rd

— (2m)~/? / e I PP o () (A6t T2 da
]Rd

Le résultat découle alors de ce que Cy(IR?) est une classe séparante.

O
Exercice 5.3.8. Déduire du Corollaire 2.3.15, en utilisant le raisonnement
de la Proposition précédente, le résultat suivant:

Soit S un ouvert de IR?, v : S — IR? une application injective qui posséde
des dérivés partielles continues sur S, et dont le jacobien ne s’annule pas sur
S.

Soit X un v.a. de dimension d, t.q. P(X € S) =1, dont la loi admet une
densité fx. Alors la loi du v.a. Y = ¢(X) admet la densité fy définie par:

Ix (e~ (=) ;
fy(z) = { PeleT@r € ¢(5)
0 sinon

ot Jy,, jacobien de @, est défini par:

ZeL(z).-- Z(x)
J, () = dét :
021 (7). S2(z)
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Chapitre 6

Convergence des variables
aléatoires et loi des grands
nombres

6.1 Théoreme d’extension de Kolmogorov

Dans la suite, on sera amené a dire: “Soit la suite infinie de v.a.r. X1, X5, .... X, ...

telle que Vn, la loi du v.a. (Xi,...,X,) sur (IR",5,,) soit une loi donnée IP,,”.
Encore faut—il vérifier qu’il existe un espace de probabilité (2,F,IP) sur lequel
on puisse définir une telle suite de v.a.r.

I est clair que la famille des lois IP,, doit vérifier la condition de compa-
tibilité:

(%) ]Pnﬂug}rm =1IP,, Vn € IN, ot fi,,41,, est la projection de R
sur IR définie par:

,unJan(:L’l, e 7.rn+1) = (.Tl, e ,.Z‘n)

Soit IR* I'espace des suites infinies de nombres réels, ©r = (x1,...,zp,...).
On définit I'application u,, : R> — R" par:

pn () = (21, ... 20).

On appelle o—algebre des ensembles cylindriques (de R*™) de dimen-
sion n la o-algebre:

Cn = ,u;zl (Bn)

Y
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On appelle algebre des ensembles cylindriques: C = U C, [pourquoi

neN
est—ce une algebre? et pas une o—algebre?]

Se donner une famille IP,, de probabilités sur (R",B,), Vn € IN, qui

vérifie la relation de compatibilité (x) est équivalent a se donner une fonction
additive d’ensemble IP sur C, telle que Vn € IN, Py ! = P, [ (x) permet
de définir sans ambiguité IP(A),Y A € C]. La question qui se pose est alors:
peut—on étendre IP en une probabilité IP sur (R*°,B,,), ou par définition
B, = o(C)? La réponse est positive:
Théoréme 6.1.1. (d’extension de Kolmogorov). Etant donnée une fonction
additive d’ensemble P définie sur C, telle que Vn € IN, IPu,, soit une mesure
de probabilité sur (R",B,,), 3 une et une seule mesure de probabilité P sur
(R®,By), t.q. IPlc = IP.

Exemple d’application du Théoréme 6.1.1

3 un espace de probabilité (Q,F ,]P) tel que I'on puisse définir sur cet
espace une suite infinie de v.a.r. {X, },en i.1.d. (indépendantes et identique-
ment distribuées), de loi commune une probabilité @ sur (IR,B). On choisit
Q=R>® F=B, P= Q> = extension de la fonction additive d’ensemble
IP sur CC, qui vérifie Pu,! = Q", Vn € IN. Enfin on pose

Xp(w) =wy [w = (w1,ws, ... )]

U

L’unicité dans le Théoréeme est évidente. Nous admettrons 1’existence.

6.2 Convergence des variables aléatoires

Définition 6.2.1. Soit {X,,n € IN} une suite de v.a.r. [resp. de vecteurs
aléatoires de dimension dJ, et X une v.a.r. [resp. un vecteur aléatoire de
dimension d]

(i) X, — X p.s. si P{w,Xp(w) - XX(w)}) =1.

(i) X, — X dans LP(QLF,P), (p > 1) si X,,,X € LP(Q), et E(|X, —
X|P) — 0, quand n — oo.

(i4)X,, — X en probabilité (noté X, >X) siVe >0, P(|1X, —X| > ¢) — 0,
quand n — 0. O

Exercice 6.2.2. — Montrer que si 1 < p < ¢q, X, — X dans L%(Q)
entraine que X, — X dans LP ().
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— Montrer par un contre—ezemple que X,->X n’entraine pas anj'X .
(on pourra choisir (Q,F,IP) = ([0,1],B(]0,1]),A),X = 0,X,, = 1p,, les
B,, étant des boréliens de [0,1] “bien choisis”).
Proposition 6.2.3. Supposons que Ip > 1 t.q. X,, — X dans LP(Q2). Alors
X, 55X,
PREUVE
Fixons € > 0. D’apres I'inégalité de Bienaymé Tchebycheff (Proposition
4.6.6),
P(|X, — X|>¢) <ePE(X, — XP).

Proposition 6.2.4. Si X,, — X p.s., alors X, =X .
PREUVE

Sous I’hypothese, si Y, = inf(|X,,—X|,1),Y,, — 0 p.s., et |Y,| < 1ps., Vn.
Donc, d’apres le Théoreme de convergence dominée, E(Y,,) = E(|Y,|) — 0,
i.e. Y,, — 0 dans L!(Q), donc en probabilité d’apres la Proposition 6.2.3. O

Proposition 6.2.5. 57 X,, — X p.s., et st 3 Z v.a.r. P—intégrable t.q.
| XnP < Z p.s.,Vn (avec p > 1), alors

X, — X dans LP(Q).

PREUVE

P(|XP > Z) <P (D{|Xn|p > ZYU{X, /— X}) =0

n=1
Donc X,,,X € LP(Q) et | X,,— X [P < 2°71(| X, |P+| X [P) < 2P Z, et | X,,— X|P —
0 p.s. Le résultat découle donc du Théoreme de convergence dominée.
O
La Proposition 6.2.5 est aussi un corollaire de 6.2.4, et de:

Théoréme 6.2.6. Si X, X, et si 3Z v.a.r. P-intégrable t.q. [X,|P < Z
p.s. ¥ n (avec p > 1), alors

X, — X dans LP(Q)

PREUVE

1 1
X|>2ZYr 4 = XolP> 2 J{ X - X, > =
Vkemg{|\> +k}c{\n\> } % ’J>k}
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1 1
d'ott IP <|X| > 7 4 E) < lim P (|X ~ Xl > E) —0
ceci Vk >0, donc | X|P < Z p.s., donc X,,,X € LP(Q),
et |X, — XP<?¥Z=Y
E(Y, - XP) < [
{IXn=XP>M}

g/ YdP + MIP(| X, — X|P >¢) +¢
{Y>M}

|Xn—X|”d]P+/ X, — X|PdIP + ¢

{e<|Xn-X|P<M)}

n—oo

Donc limsup E(|X,, — X/|?) < / YdIP +eV0<e< M
{Y>M}

Or 1y Y <Y, Y est intégrable; et 1yy-anY | 1fy—s}Y =0 p.s.

Donc par le Théoreme de convergence monotone, YdIP — 0.
{Y>M}
Finalement 0 < liminf E([X,, — X|?) < limsup E(]X,, — X|?) < 0. D’ou
E(|X, — X[?) — 0 quand u — oo. O

Corollaire 6.2.7. Si X,2X, et si 3Y v.a.r. P-intégrable t.q. |X,| <Y
p.s. Vn, alors X,, et X sont IP—intégrables, et TE(X,) — E(X).
PREUVE

On applique le Théoreme avec p = 1. Donc

IE(X,) - EX) <E(X, - X]|) —0.

O
Proposition 6.2.8. Si X, %X, alors il existe une sous—suite {X,,} t.q.
Xn, — X p.s.
PREUVE

Posons Z, = inf(|X, — X|,1). Z,20, et |Z,] < 1. Donc, d’apres le
Théoréme 6.2.6, Z,, — 0 dans L'(f2). Donc, d’aprés le Théoreme 3.2.1, 3
une sous-suite 7, t.q. Z,, — 0 p.s., dou X,,, — X — 0 p.s.

O

Les rapports entre les trois types de convergence sont résumées dans le
schéma:

Proposition 6.2.9. X,,>X si et seulement si de toute sous—suite de la suite
{X,.} on peut extraire une sous—suite qui converge p.s. vers X.
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PrREUVE La C.N. résulte de la Proposition 6.2.8.

C.S. Si la suite { X, } ne converge pas en probabilité vers X, alors 3e,n > 0
et une sous-suite {X,, } t.q. P(|X — X,,,| > ¢) > n, V k. Alors aucune sous—
suite extraite de la sous-suite {X,,, } ne converge p.s. vers X.

OJ
Une conséquence immédiate de la Proposition 6.2.9 estle

Corollaire 6.2.10. Si {X,,} et X sont des v.a. de dimension d, t.q. X,—>X,
et g € C(R%RY), alors

OJ

Proposition 6.2.11. Soit {X,,n € IN} et X des v.a.r. (ou des vecteurs
aléatoires de dimension d). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) X, — X p.s.
(ii) sup | X; — X|=0.
Jj=zn

PREUVE

]P(limnsup{[Xn —X|>e})=1 (ﬂ U{lXj - X| > 8})

n=1j=n
= limIP (sup |X; — X| > 8)
n j>n
Donc:

Ve>0

Xn =X ps < P(limsup{|X,, — X| >¢}) =0

Ve>0
IP(sup |X; — X| > ¢) — 0,quand n — oo.

j>n

4

O

Proposition 6.2.12. Soit {X,,,n € IN} une suite de v.a.r. (ou de vecteurs
aléatoires de dimension d). Les deuz assertions suivantes sont équivalentes:

(i) sup 1X; — X,| 20, quand — oc.
Jj=zn
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(i1) 3 une v.a.r. X t.q. X, — X p.s. [resp. un v.a. de dimension d]
PREUVE

- (ii) = (i):
sup |X; — X,,| <sup|X; — X|+|X — X,
>n

jzn Jz

P (sup |X; — X,| > 5) < P (supjs, | X; — X[ >€/2)+ P(|X — X,| >¢/2)
j>n N
— 0.

- (i) = (i)
Posons Y,, = sup | X; — X,,|. D’apres la Proposition 6.2.8, 3 une sous—

jzn

suite {Y,,, } t.q. Y,,, — 0 p.s. Alors a fortiori sup |X,,, — X,,,| — 0 p.s.,
>k

donc la suite {X,, (w)} est p.s. une suite de Cauchy, qui converge dans
IR [resp. RY]. Donc, d’apres le Théoreme 4.1.3, 3 une v.a.r. [resp. un
v.a. de dimension d] X t.q. X,,, — X p.s. Et pour tout k tel que ny > n,

sup | X; — X[ = sup [X; — X[ + | Xn — Xo, [+ X5, — X
j<n j>n

< 2sup [X; — X, | + [ Xp, — X].

Jjz

IP(sup | X; — X| > ¢) <IP(sup | X; — X,,| > ¢/4) +P(|X,,, — X| >¢/2).
i>n

jzn
Faisant tendre n, — 400, on obtient:

IP(sup | X; — X| >¢) < IP(sup | X; — X,| > ¢/4)
jzn

j=n
D’ou:

0 < liminf IP (sup\Xj - X| > 8) < limsup IP (sup|Xj - X| > 8) <0

n—00 i>n n—00 j>n

Le résultat découle alors de la Proposition 6.2.11.
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6.3 La loi faible des grands nombres

Théoréme 6.3.1. Soit {X,,n > 1} une suite de v.a.r. i.i.d.(indépendantes
et identiquement distribuées), t.q. I8(X?) < oo. Alors

Xi+---+ X,
n

L IE(X,), quand n — oo.

PREUVE
Posons 1 = IB(X,),0? = Var(X,),S, = X1 + - + X,,.. E(S,) = np,
Var(S,) = n o? Appliquons I'inégalité de Bienaymé— Tchebycheff (4.6.6):
2

S no? o
P (152 = > ) = RSyl > ne) < 275 = 0

L’indépendance de {X,} a servi uniquement & établir assurer que

n

Var(S,) = Var(Xy).

1

On démontre aisément la généralisation suivante du Théoreme précédent:
Théoréme 6.3.2. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. t.q. Cov(Xy,Xy) =0,
si k # €. On pose:

wi = B(X;),07 = Var(X}), i > 1. Alors

n
1 2
32—25 o; — 0, quand n — oo,
n

1

p (Xt X ot
n n

25) —0,Ve>0.

6.4 Loi 0 —1 de Kolmogorov

Etant donnée une suite de v.a. {X,,,n > 1}, on note o(X,,,X41,...) la
plus petite algebre qui contient o(X,,4,), Vp > 0.
Définition 6.4.1. On appelle tribu asymptotique de la suite {X,,,n > 1} la
tribu G = ﬂ (X, Xni1s--.)-

n=1
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g

X 4+ X,
Exemple 6.4.2. - B ={uw; 1(w) + -+ X (w)
n

- Si A, ={X, € B,} (B,€BY¥n) limsup A4, €G.

converge } € G

Proposition 6.4.3. Soit { X,,,n > 1} une suite de v.a.r. indépendantes, (i ,is, . . .)
et (ji,j2,-..) deux sous—suites disjointes d’indices. Alors les o—algébres:
Fir=0(Xi, . Xip,...) et Fo = 0(Xj,,Xj,,...) sont indépendantes.
PREUVE

Définissons les algebres:

JTIO = UU(Xh?""Xin) et JTQO = UO(X]17XJn)

n=1 n=1

Si Ae F) et Be F), alors d’apres la Proposition 4.5.6,
(%) P(ANB) =1P(A)IP(B).
I nous reste a montrer que () est vraie, VA € F;, B € Fy. L’égalité est
triviale des que IP(A) = 0 ou IP(B) = 0.
IP(ANB
Fixons B € FY, t.q. IP(B) # 0. On pose: Q1(A) 2 ﬁ
Q1 est une probabilité sur F, qui coincide avec IP sur FY. Donc Q; = IP,

don (x) VAe F,VBeF.
Soit maintenant A € Fi, t.q. IP(A) # 0. On définit Q2(B) =

, Ae F.

IP(ANB)
IP(B)
Alors Q3 et IP sont deux probabilités sur Fy, qui coincident sur Fy, donc sur

Fo.

O
Théoréme 6.4.4. (Loi 0—1 de Kolmogorov) Soit { X, }n>1 une suite infinie
de v.a.r. indépendantes. Alors, si E € G, la tribu asymptotique associée,
IP(FE)=0 ou 1.
PREUVE

e ¢}

Posons Fy = U o(Xy,...,Xp). Alors Fy est une algebre, et si F = o(Fy),

g C F.Soit E Gngl. Alors E € F. Donc d’apres la Proposition 1.4.8, 3 une
suite {E;} C Fy t.q. P(EA E;) — 0,j — oo. Donc IP(E;) — IP(E) et
P(ENE;) —P(E).

Mais 3n; t.q. B; € o(Xy,...,.Xy;) et B € o( X410, ).

et d’apres la Proposition 6.4.3
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P(ENE;) = P(E)P(E;).

Donc en faisant tendre j — oo

Donc IP(E) =0 ou 1.
0J

On sait maintenant que beaucoup d’événements qui nous intéressent sont
de probabilité soit 0, soit 1. Comment distinguer en les deux cas? Un outil
est le lemme de Borel-Cantelli. Il permet par exemple de montrer la

Proposition 6.4.5. Soit { X, },>1 une suite infinie de v.a.r. indépendantes
et de méme loi. On définit:

A, ={|X.[> n}

Alors E|X;| < oo < Pllimsup A,] =0
PREUVE

Il suffit essentiellement de prendre 1’espérance dans Z Lx,sny < X0 <
1

Z 1{x,|>n} P-5., et d’utiliser le Lemme de Borel-Cantelli. 0
0

6.5 Convergence des séries

On va donner une condition suffisante pour qu’une série de v.a.r. converge
p.s. On a d’abord la généralisation suivante de 'inégalité de Bienaymé Tche-
bycheft:

Théoréme 6.5.1. (Inégalité de Kolmogorov). Soit Xy, ..., X, une suite de
v.a.r. indépendantes, toutes de carré intégrable et d’espérance nulle. On
pose S, = X1+ -+ Xg. Va >0,

1
P (max |Sk| > a) < —IB(S?)
a

1<k<n
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PREUVE
On pose A = {121%}(”[5“ > at,

A =A{[Sl = o} (NISi| < asi=12,... k—1}

A=|JAret AuNA =0, sik#1(
1

B(S2) > / S2dIP
A
=> / S2dIP
k=1 " Ak

= i/ (S} +25K(Sn — Sk) + (S — Sx)*] dIP

NE

> U SEAP + 2IE(1 4, S)IE(S,, — S
Ag

k=1

>0’ P(Ay) = ’IP(A).

On a utilisé a 'avant—derniere ligne: Ay € o(Xy,...,Xk), =5k € 0(Xki1,.--,Xn),
14, Sk et S, — Sj sont indépendantes.

O
Théoréme 6.5.2. Soit { X, },>1 une suite de v.a.r. indépendantes, t.q.

(i) B(X,) =0, ¥n

(i1) Y T(X]) < o0
1
Alors S, = X1 + -+ X,, converge p.s.
PREUVE

D’apres le Théoreme 6.5.1,

I )
Plmax [Snik — Sul > €] < > E(X) )

™
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Par la continuité monotone séquentielle des probabilités,

1 o0
Plsup |Snix — Sn| > ] < 5 Y B(X)),
1<k € n+1
soit

1 o
Plsup |S; — S| > ] < 5 > B(X?)

jzn n+1
Donc, par (ii), IP[sup |S; — Sy| > €]— 0, Ve >0
i>n n—o00

p
Soit sup |S; — Sp|— 0, donc d’apres la Proposition 6.2.12, 3 une v.a.r.
j=>n

t.q. S, — 9 ps. U

Remarque 6.5.3. Sous les hypothéses du théoréme, on a aussi que S,
converge dans L*(Q,F,IP)

O

6.6 Loi forte des grands nombres

Théoréme 6.6.1. Soit { X, },>1 une suite de v.a.r. indépendantes ¢.q.
(i) IE(X,) =0

AZO S — . X O S
T E — p.S.
n 1 F

PREUVE Posons S, = X; + -+ X,,, 02 = E(X?).
Il suffit de montrer que Ve > 0, si 'on pose

By ={w3n2"<n < 2" S, (w)| > ne}
IP(limsup Bg) =0
Pour cela (cf. Lemme de Borel-Cantelli), il suffit de vérifier que Z IP(By) <

k=1
0. w € By = |S,(w)| > £2F pour un n < 2~+1,
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Donc d’apres le Théoreme 6.5.1,

P(By) <P ( sup |Sy| > 52k>

n<2k+1

2k+1

5222]9 Z Tn

0o oo 2k+1 2
ZO_ Z 92k
n=1 k;2k+1>n

Il reste & montrer que Z 272 < ¢/n?. Or

k;2k+1>n
Z 2—2k _ 2—2kn Z 2—2k
kn 0
_ 2y,
3
Mais 1
L > = 27%n 272 < =
= =3
Donc
éQ‘an E
3 — 3n?

O
Dans le cas ou les X, sont i.i.d., on n’a besoin que d’une condition sur le
premier moment:
Théoréme 6.6.2. Soit {X,,n € N} une suite de v.a.r. i.i.d. (indépendantes
et identiquement distribuées).

X+ +X,
1) St IE(|X1]) < oo, alors 1ot — E(X,) p.s
n
ii) St IE(|X1|) = +oo, alors Xit oo ¥ Xn diverge p.s.
(i) g
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PREUVE
(i) On va se ramenerau Théoreme 6.6.1. On pose

Xo = Xol{x, zn} An = {|Xa| > n} = {X,, # X,,}

D’apres la Proposition 6.4.5, puisque IE(|X;[) < oo, IP(limsup 4,) = 0.
D’ou (Cf Borel-Cantelli), p.s., X,,(w) = X, (w) a partir d'un certain rang
N(w). La conclusion de (i) est donc équivalente a:

X, +--+X,
n

— E(X,)p.s.

Mais comme IE(X,) — IE(X;) [convergence dominée], il suffit de montrer

que
—Zxk— )) — 0 ps.

Var(X
Ceci résulte du Théoreme 6.6.1, a condition que Z w < 0.

Or . )
Var(X,) <E(X?)

Donc il nous reste a montrer que

Z E(X2)/n? < co.

Mais:
]E()Z'i)/n2 = / 22dIP x, (x)
; Z”Q {lal<n}
— 22dIPy (z
Z n2 /{k_1<|$|§k} Xl( )
(e i
n {k—1<|z|<k}
< Z / 22dIPx, (1)

k—1<|z|<k}

< 2IE(IXll),
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ol on a utilisé I'inégalité:
o

n? = k? v T2k
k

(ii) Posons S, = X1+ - -+ X,,. Supposons, par I’absurde, que % converge sur
un ensemble de mesure > 0. Alors, d’apres le Théoreme 6.4.4, S, /n converge

p.s., d’ou:
X, S, (n— 1) Sn-1
= 1 — 0 P.s.

n n n n —

n), P(limsup A,) = 0, ce qui entraine, d’apres la

Donc, si A, = {|X,.| > n),
5 Xj|) < oo, ce qui est contraire a I'hypothese.

|
Proposition 6.4.5, (]
U
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Chapitre 7

Espérance et Probabilité
Conditionnelle

7.1 Introduction

Soit X et Y deux v.a.r. Supposons que l'on ait seulement acces a l'ob-
servation de la réalisation de Y. On veut en déduire des informations sur X.
Par exemple, on veut calculer la probabilité conditionnelle:

Px(AY =y) 2P(X € Ay =), A€ B.

Supposons pour l'instant que IP(Y = y) > 0. [le but de ce chapitre est
précisément de traiter le cas ou IP(Y = y) = 0]. Alors,
PHX e A} n{Y =y})
P =y)

Px(AlY =y) =

A — Px(A]Y = y) est une probabilité, et on peut aussi définir, par
exemple pour ¢ mesurable bornée,

Elp(X)[y =y 2 / (@) Py (da]Y = y),

espérance conditionnelle de ¢(X), sachant que Y = y.
Réciproquement, la probabilité conditionnelle se définit a partir de I’espérance

conditionnelle:
P(X € AlY =y) = E[14(X)]Y = y].
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Pour des raisons qui apparaitront a la fin de ce chapitre, il vaut mieux
définir d’abord 'espérance conditionnelle. Pour motiver la facon dont nous
allons procéder, considérons le cas tres simple ou Y prend un nombre fini de
valeurs distinctes yi,...,yn, avec IP(Y = y;) > 0,4 = 1---n. Supposons de
plus X de carré intégrable. Il résulte de ce qui précede:

EX|Y =y] =P(Y = yi)l/ X (w)dIP(w).
{Y=y:}
Donc 3 une fonction ¢ : IR — IR t.q.

EX]Y =y = g(w)

En composant les applications Y et g, on obtient une nouvelle v.a. g(Y'), et
on pose par définition:

EX]Y) =g(Y)

On verra ci-dessous que IE(X]Y') est en un certain sens la meilleure approxi-
mation de X, par une fonction de Y.

Soit maintenant une autre v.a.r. Z, qui prend également n valeurs dis-
tinctes, zq,...,2,, et t.q. {Z =z} ={Y =y;}, i =1,--- n, alors si h est
telle que IE(X|Z = z;) = h(z),i=1,...,n, on a:

9(yi) = h(z), i =1;...,n, soit
g(Y(w)) =h(Z(w)), Vw e Q
donc F(X|Y) = E(X|2)

Y et Z prennent des valeurs différentes. Qu’est—ce qui est commun a Y
et Z7 les tribus associées: o(Y) = o(Z). Cette égalité peut s’interpréter
intuitivement en disant que l'information apportée par 1’observation de Y
est exactement la méme que celle apportée par 'observation de Z. Posons
G =0o(Y). On note E(X|G) pour E(X|Y) = E(X|Z).

Nous allons maintenant définir et étudier ces notions dans le cas général,
dans 'ordre inverse de cette introduction.

7.2 Espérance conditionnelle par rapport a
une oc—algebre

Soit (€2,F,IP) un espace de probabilité et G C F une tribu.
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7.2.1 Définition de ’espérance conditionnelle

a) X de carré intégrable
Soit X une v.a.r. de carré intégrable. Si I'on identifie X et sa classe
d’équivalence [i.e. la classe des v.a. qui lui sont p.s. égales|, on peut
écrire X € L*(Q,F,IP).
On voudrait considérer L?(2,G,IP) comme un sous espace vectoriel de
L?(Q2,F,IP). Ceci n’est pas tout a fait correct, car si G ne contient pas
tous les ensembles de IP mesure nulle de F, les classes d’équivalence
ne sont pas mes mémes, donc les deux espaces ne contiennent pas les
mémes objets.
Notation: On notera L*(G,IPx) le sous espace vectoriel de L?(Q,F,IP)
formé des classes d’équivalence qui contiennent au moins un représentant
G-mesurable.
L*(G,IP£) est complet, comme image par une application isométrique
de L?(Q,G,IP) (I'application qui a u € L*(Q,G,IP) associe I’élément de
L*(G,IPx) qui contient u). C’est donc un sous espace vectoriel fermé de
L*(Q,F,IP).
Définition 7.2.1. On appelle espérance conditionnelle par rap-
port & G lopérateur de projection orthogonale dans L*(2,F IP), sur
L*(GPy).
X étant une v.a.r. de carré intégrable, on appelle espérance condi-
tionnelle de X sachant G - notée IE9(X) ou IE(X|G) - I'image de la
classe d’équivalence de X par I'opérateur défini ci—dessus; ]Eg(X ) est un
élément de L?(G,IP£), i.e. une classe d’équivalence. On considérera sou-
vent IEY(X) comme étant une variable aléatoire G-mesurable (son choix
a l'intérieur d’une classe d’équivalence est arbitraire!). Par définition
de la projection orthogonale,
(%) E(YX) = E(YEYX)), VY v.ar. G-mesurable et de carré
intégrable.
En particulier, en choisissant Y = 1, on obtient:

E(F9(X)) = E(X).

Lemme 7.2.2. Soit X une v.a.r. de carré intégrable;
Si X >0 p.s., alors IBY(X) > 0 p.s.
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PREUVE
En appliquant (x) avec Y = 1o x)<q}, On obtient:

0 < B [1ipox)<pX] = B [1imox) B (X)] <0

D’ou
P(EY(X) < 0) = 0.

Soit & nouveau X € L*(Q,F,IP).
X=X"-X"
D’aprés la linéarité de la projection orthogonale,
E9X)=EX") —E9YX")
Le Lemme 7.2.2 entraine que IE9(X*+) >0, IEY(X ™) > 0 p.s. Donc:
ES(X)| < B9(X*) + B9(X ) = B9 (X)) ps.

Donc
() B[EX)]) < E(X]).
b) X intégrable
Rappel d’analyse Soit H et B deux espaces de Banach, avec H C B
et H dense dans B. Si A € L(H) vérifie: 3¢ > 0 t.q.
() |AR||s < cl|h||p, Yhe H,
alors A s’étend en un opérateur linéaire continu de B dans B, qui
vérifie (&) V h € B. On applique ce résultat avec H = L*(Q,F,IP),
B = LY(Q,F P), A= E9(-). L’inégalité (&) est satisfaite grace & (*x).
IE9(-) s’étend donc en un opérateur linéaire continu de L'(Q,F,IP) dans
lui-méme, qui vérifie ().
En particulier,V X v.a.r. intégrable, {X,,n € IN} suite de v.a.r. de
carré intégrable, t.q. X,, — X dans L'(Q,F,P), alors £E9(X) = L' —
lim, IEY(X,,).
On déduit alors aisément de (x) que si X est intégrable:
(%) E(YX)=EYIEYX)),VY v.ar. G-mesurable et bornée.
¢) Complément: X > 0(non nécessairement intégrable)

Soit X une v.a.r, X >0, p.s. Alors si X, 2 inf(X,n), X, est de carré
intégrable Vn, et X,, 1 X p.s. Il résulte du Lemme 7.2.2 que {IE9(X,,)}

est une suite p.s. croissante, et on peut définir IEY(X) comme la limite
p.s. de la suite IE9(X,,).
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7.2.2 Propriétés de I’espérance conditionnelle

Théoréme 7.2.3. Si X est une v.a.r. intégrable, IE9(X) est ['unique classe
d’équivalence de v.a.r. qui vérifie:

(i) IE9(X) est G-mesurable et

(i) IB(ZX) = IE(ZIEY (X)), ¥ Z G mesurable et bornée ou

(z’z’)’/XdP: / EY(X)dP,VG €G

G a

PREUVE

a) (i) = (i)’ (trivial)

b) (i) + (ii)’ = IE9(X) est intégrable. En effet, si 'on pose G; = {IE9(X) >
0}, Gz = {IE9(X) < 0},

E(EYX))= [ EYX)dP - [ EX)dP
G1 G2
= / XdP — | XdP
G1 G2
< E(]X]) < o0

c) (i)+ (ii))’ = (i)+ (ii) résulte du Théoreme des classes monotones 1.7.8,
en utilisant le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, puisque
X et IEY(X) sont intégrables (grace a b).

d) Par définition, I89(X) vérifie (i). Etant donné X intégrable, posons
X"w) = X(w)lfx(@)<n}- X" est de carré intégrable, donc par la
Définition 7.2.1,

E(ZX") = E(ZE[X"]), V Z G-mesurable et bornée.

(i) s’obtient alors par passage a la limite dans L().

G-mesurable et intégrable { J >0y YdP =0 N

e) L’unicité résulte du raisonnement: ot fG YdP = 0YG € G f{y<0} VP — 0
Y =0ps.

Corollaire 7.2.4. Si X est une v.a.r. intégrable, IBY[X] est l'unique (classe
d’équivalence de) v.a.r. qui vérifie:
a) IE9[X] est G-mesurable et intégrable.
) vCec, [, XdP = [, E[X]dP, ouC est un
w—systéme qui contient ), avec o(C) = G.
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PREUVE
Il suffit de montrer que (a) + (b) = (i)’ du Théoreme. Ceci résulte du
Théoreme m — A (1.3.9), en remarquant que:

EZ{B;/BXdIP:/B]Eg[X]dIP}

est un A\-systeme.
O

Exemple 7.2.5. Supposons que G est engendrée par une partition finie
(By,...,By) de Q. Alors E9[X] est la v.a.r. constante sur chaque B; t.q.:

9 X] (w;) = ﬁ /B X (w)dP(w), w: € By,

En particulier, si G = {¢,Q}, EY[X] = E[X].
Proposition 7.2.6. 5i Y,Y],Y5 sont des v.a.r. intégrables,
a) E9 oY) + 8Y3] = aE9[Y)] + SEI (Y]
Y >0ps =TEY]>0ps.
) Y >0ps =IEY]>0ps.
c)St H et GV o(Y) sont indépendantes,

E[Y|G Vv H] = E[Y|d]
en particulier, st H et Y sont indépendantes,
E[Y|H] = E[Y]

d) SiH c G, EMEY]] = E"[Y] en particulier, E[IE‘[Y]] = IE[Y].
e) Si X est G-mesurable, et XY est intégrable,

EY X] = XIE9[Y]

PREUVE

a) découle de la définition.

b) la leére partie se démontre comme au Lemme 7.2.2. La deuxiéme en
observant que / XdIP =0 = P(IEY(X) < 0) =0, dés que X > 0

{BE9(X)<0}
p.s.
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¢) On utilise le Corollaire 7.2.4, avec
C={GNH;GeGHEeH}

La deuxieme partie résulte de la premiere en posant G = {¢,02}.
d)VHeH, / YdIP = / EY(Y)dIP = / EMEY (Y)]dIP
H H H

La deuxieme partie s’obtient alors en choisissant H = {$,02}.
e) Supposons tout d’abord X G-mesurable et bornée. V Z G-mesurable
et bornée,

E[ZIEY(XY)] = E[ZXY] = E[ZXIES(Y)]

Pour passer au cas général, on approche X par X, = X1y x|<n}, et on re-
marque que X,, — X p.s. et X,,Y — XY dans L}(Q).
O
On a un Théoreme de convergence dominée pour les espérances condi-
tionnelles:

Proposition 7.2.7. Si X,, — X p.s. et si 37 intégrable t.q. | X,| < Z p.s.,
alors X, et X sont intégrables et

EI[X,] — E9[X] p.s.

Montrons d’abord le:

Lemme 7.2.8. Soit {X,},en une suite croissante [resp. décroissante] de
v.a.r. intégrables, et X une v.a.r. intégrable. Alors les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes:

(i) X, — X p.s.

(ii) X,, — X dans L'(Q)
De plus, si l'une des deuz assertions est vraie, IE9[X,] — EI[X] p.s.
et dans L*(S2).

PREUVE

Si X, T X ps.ouX, | X ps,alors | X —X,| | 0ps., et | X —X,| <
| X — Xo| intégrable, donc E(| X — X,,|) — 0. Réciproquement, X,, — X dans
LY(Q) entraine X,, < X p.s. [resp. X,, > X p.s.]. Donc 3 Z intégrable t.q.
X, T Z ps. [resp. X, | Z p.s.]. Alors par unicité de la limite en probabilités,
7 = X p.s. Enfin, (i) = EY(X,,) — EY(X) dans L'(Q), donc aussi p.s. par
ce qui précede, car IEY(X,) 1 ou |.
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PREUVE de la Proposition 7.2.7

EY (ir;f Xm) < inf E9(X,,) < sup EY(X,,) < IEY (sup Xm)

m>n m>n m>n
Or irif X TX, sup X,, | X ps., et aussi dans L'(Q) d’apres le lemme,
m>n m>n
d’o:
EY(X) < liminf E9(X,,) < limsupIE9(X,) < IEY(X)
d’ou
EY(X,) — E9(X) ps.
O
Proposition 7.2.9. Pour tout p > 1,
(i) Si X est de puissance p—iéme intégrable, EY [X] est de puissance p—iéme
intégrable.
(ii) Si X, — X dans LP(2),
EY[X,] — EY[X] dans LP(Q).
PREUVE
Dans les cas p = 1 et p = 2, ces propriétés résultent de la construction.
Dans le cas général, ces propriétés résultent de:
() |EYX)P < EXP,
qui entraine IE[|IEY(X)[P] < IB[|X 7] (*) est un cas particulier de 'inégalité
de Jensen pour les espérances conditionnelles:
Proposition 7.2.10. Soit ¢ : IR — IR une fonction convexe. Alors ¥V X
v.a.r. intégrable, t.q. p(X) soit également intégrable,
PlE(X)] < Ep(X)]

PREUVE
On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes (qui est facile
a vérifier dans le cas ol ¢ est de classe C1): 3 une suite (a,,b,) dans R? t.q.:

o(z) =sup(a,z +b,), Ve elR

Donc
o(X)>a,X +b, ps., Vn e N,
et B9 [p(X)] p.s. > sup(anlB?(X) + b,) = (IE[X])
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7.3 Espérance conditionnelle par rapport a
une variable aléatoire

A tout v.a. X, on associe sa “tribu naturelle” o(X) -cf. la Définition 4.4.3-
qui est la plus petite sous—tribu de F qui rende X mesurable. On pose:

Définition 7.3.1. Si Y est une v.a.r. intégrable, on définit l’espérance condi-
tionnelle de Y, sachant X, par:

E(Y|X) £ E(Y]o(X))

O
Dans cette définition, X peut étre un vecteur aléatoire de dimension quel-
conque. Remarquons que si 0(X) = o(X’)

E(Y|X) = E(Y|X) ps.

Dans la pratique, on observe une réalisation x de X, et on voudrait définir
E(Y]Y = z). Pour cela, on va utiliser la:

Proposition 7.3.2. Soit X un v.a. de dimension d, et Z une v.a.r., tous
deuz définis sur (Q,F). St Z est o(X)-mesurable, alors 3 une application ¢
borélienne de R? dans R, telle que:

Z =p(X) p.s.
PREUVE
Considérons la classe des v.a.r. sur (Q,F): C = {¢(X); ¢ mesurable
R? — R}.

I suffit de montrer que C contient toutes les v.a.r. o(X)-mesurables.
Pour cela, on va appliquer le Théoreme des classes monotones 1.7.8; C est un
espace vectoriel, et VA € 0(X), 3B € By t.q. A= {X € B}, donc C contient
1= 1{XeB}-

Il nous reste a vérifier que:

SiY, el Yy(w) = Y(w),Vwe Q, alors Y € C.

Soit donc ¢, une suite d’applications mesurables de IR? dans IR, t.q.
on(X (W) — Y(w), Yw € Q. Posons B € {r € R% lim ¢, () existe }, B €

Bd, car
5= U

k=1 n=1 i=1

o0

{lonita) - eutall < 1
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limp,(z) sizeB
0 six € B¢

On pose p(z) = {

Alors ¢ est mesurable, et Y = ¢(X). O
D’apres la Proposition 7.3.2, 3 une application mesurable ¢ : R? — IR,
t.q.:
E(Y]X) = ¢(X) ps

¢ peut étre considérée comme une v.a.r. définie sur (IR,B4,IPx). On vérifie
qu’elle est unique a classe de IPx -équivalence pres. On pose alors, si Y est
une v.a.r. intégrable:

Définition 7.3.3. IE(Y|X = z) est l'unique classe d’équivalence p(z) de
v.a.r. définies sur (IR, B4, Px), t.q. E(Y|X) et ¢(X) soient p.s. égales.
U

Remarque 7.3.4. Fizons xg t.q. Px({xo}) = 0. On ne peut pas définir
E(Y|X = x), car cette quantité dépend du choix arbitraire du représentant
dans la classe de fonctions x — E(Y|X = z).

Proposition 7.3.5. Soit X un v.a. de dimension d, Y un v.a. de dimension
k, f une application mesurable de R* dans R, t.q.

E(|f(X)Y]) < 0o et B(]Y]) < co.

Alors E[f(X)Y|X = z] = f(2)[E]Y|X = 2] Px p.s.

St de plus X et'Y sont indépendants, et si g est une application mesurable
de R™ dans R, t.q. |B(|g(X,Y)|) < 0o, alors

(x)  Elg(XY)[X =] = E[g(z,)Y)]
PrREUVE 1l résulte de 7.2.6 c¢):

E(f(X)Y[X] = f(X)E[Y]X]

La premiere égalité découle alors de la Définition 7.3.3.
Il suffit de démontrer la seconde égalité pour g bornée. Soit d’abord C' €

By, D € B;.
E[1c(X)1p(Y)|X] = 1c(X)E[1p(Y)] p.s.
d'ott E[1¢(X)1p(Y)|X = z] = 1¢(2)E[1p(Y)] Py p.s.

Posons A = {C' x D,C € By,D € Bi}. A est un m-systéme qui contient
IR™*. Si C = {g mesurables bornées qui vérifient (*)}, on vient de voir que C
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contient 14, VA € A. Or C est un espace vectoriel stable par limite croissante,
d’ou le résultat par application du Théoreme des classes monotones.
OJ
11 résulte de la Proposition que si X et Y dont indépendantes et o(X,Y")
intégrable,

Blo(XY)X] = [ o(Xp)aPy ()

On montre de plus, par la méthode utilisée dans la Proposition:

Exercice 7.3.6. Si X est G-mesurable, Y et G indépendantes, et p(X,)Y)
intégrable,

Elp(X,Y)|9] = Elp(X,Y)|X]

7.4 Probabilité conditionnelle

Définition 7.4.1. On appelle probabilité conditionnelle de ’événement A,
sachant G, la (classe d’équivalence de) v.a.r.:

A
IP(A|G) = E[14]7]
On appelle probabilité conditionnelle de A, sachant X :
A
IP(AX] = E[14]X]
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant que X = x:
P(A|X = 2) 2 E[14|X = 2]

OJ

On peut alors se poser la question suivante: 1’espérance conditionnelle

peut—elle étre définie comme une intégrale par rapport a la probabilité condi-

tionnelle? Ceci n’est pas toujours possible. Le probleme est de choisir VA € F

un représentant de IP(A|G), en faisant tous ces choix de fagon “cohérente”,
pour que a w fixé, A — IP(A|G)(w) soit une probabilité.

(X s
Soit (Y) un vecteur aléatoire & valeurs dans IRY™*: Posons la:

Définition 7.4.2. a) IPy(-|X) est appelée loi de probabilité conditionnelle
réguliere de Y sachant X si:

(i))¥ B € By, Py(B|X)=P(Y € B|X) p.s.
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[it)Vw € Q, B — Py(B|X)(w) est une mesure de probabilité sur
(R",By).

b) Py (-|X = z) est appelée loi de probabilité conditionnelle réguliére de Y,

sachant que X = x si:
(i))V B € By, Py(B| X =2) =P € B|X =x) Px p.s.

(ii) Vo € R, B — IPy(B|X = ) est une mesure de probabilité sur
(R*,By).

U

On démontre aisément a l’aide du Théoreme des classes monotones la:
Proposition 7.4.3. Si Py (-|X) [resp. Py (:|X = x)] est une loi de probabi-

lité conditionnelle réquliére de'Y sachant X [resp. sachant que X = z/, alors
Y ¢ mesurable de R* dans R, t.q.

E(o(Y))) < o0
B[ (V)| X] = /R o(u)Py (dy|X)p.s

E[p(Y)|X = 1] = /R ()P (dy]X = )P yp.s.

O
On démontre qu’une loi de probabilité conditionnelle réguliere existe tou-

X
Y) admet une

jours. Nous allons le préciser dans le cas ou la loi du couple (

densité.

Proposition 7.4.4. Soit (if(

la densité f(x,y). On pose g(x) = /f(a:,y)dy, Q={rcR%0< g(z) < o0}
Alors
o) P(XeQ)=1
s flzy)

c) fly|X)dy est p.s. égale a une loi de probabilité conditionnelle réquliére
de Y, sachant X.

d) f(y|x)dy est Py p.s. égale a une loi de probabilité conditionnelle réguliére
de Y sachant que X = x

) un v.a. de dimension d+k, dont la loi admet

est la densité d’une loi de probabilité sur RF.
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PREUVE

)P EQ) - |

g(az)daz+/ g(x)dx
{g=0} {g=+o0}

or

/g(x)dx < 00, donc / dx = 0 donc / g(x)dx =0
{g=+00} {g=+00}

b) est trivial
¢) Soit h(y) la densité d'une probabilité sur (IR¥,B;,). Posons

h(y) si X(w) ¢ Q

[yl X)(w) = {f(y|X)(W) si X(w) € Q

Grace a ab , Vw, f(y|X)(w) est la densité d'une probabilité sur (IR By).
Il reste a vérifier que V B € B,

| FwlX)dy = P(Y € BIX) ps

D’apres 7.3.2 et 7.2.3, ceci est vrai si V¢ mesurable et bornée de IR dans
R,

X) /B F(y1X)dy] = Elp(X)15(Y)

/fle dy] = / / Fylz)dyda
B /R /R 15(y)¢(x) f(z,y)g(x)dydz

d) se démontre comme c).
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Chapitre 8

La convergence en loi

8.1 Définition et premieres propriétés

Tous les v.a. seront supposés construits sur un espace de probabilité
(Q,F IP). Vérifions que comme indiqué au Chapitre 4, C(IR?) est séparant.
Lemme 8.1.1. Soit R et QQ deux probabilités sur (R?,By), telles que R(F) =
Q(F), VF fermé C R®. Alors R = Q.

PREUVE
La classe des fermées est stable par intersection, et engendre B;.

U
Lemme 8.1.2. Soient R et Q deus probabilités sur (R?,By,), telles que / f(x)dR(z) =

/f(a:)d@(:c), V f € Cy(IRY). Alors R = Q.
PREUVE
Soit F fermé C IR%. Posons f.(z) = ¢ (%p(az,F))

avec p(z) = Liz<op + (1 — )T 10y fo € Co(IRY) done
[ H@ir@ = [ f@i0)
d’ou par convergence monotone,

R(F) = Q(F),Y F fermé
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On peut remplacer 'hypothese du Lemme 8.1.1 par la condition R(F') =
Q(F), V F fermé borné. On en déduit alors que Co(IR?) est séparant.

Définition 8.1.3. Soient {Q,,n € IN} et Q des probabilités sur (R%,By). On
dit que (), converge étroitement vers (), et on note

0n = Q
/ F(2)dQu(x) — / F(@)dQ(z) iV f € Cy(RY)

U
Définition 8.1.4. Soient {X,,,n € IN} et X des v.a. de dimension d. On dit

. c :
que X, converge en loi vers X, et on note X,,—X, st

]PXn = Py
ie. V¥ f € Co(RY, E[f(X,)] — E[f(X)]

U
Définition 8.1.5. Soit Q une probabilité sur (R?,B,). On dit que A € By
est un ensemble de Q—continuité si Q(OA) =0, ou A = A — A
U
Théoréme 8.1.6. Soient {Q,,n € IN} et Q des probabilités sur (R%,By). Il
y a équivalence entre:
(i) Qn = Q
(i) limsup @, (F) < Q(F),Y F fermé
(i )liminf Q,(G) > Q(G), ¥V G ouvert
(i) im @, (A) = Q(A), VA ensemble de Q—continuité.
Théoréme 8.1.7. Soient {X,,,n € N} et X des v.a. de dimension d. Il y a
équivalence entre:
(i) X, 5 X
(ii) limsupP(X,, € F) <IP(X € F) VY F fermé
(7 )liminf IP(X,, € G) > P(X € G), VG ouvert
(iv) imP(X,, € A) =IP(X € A), VA ensemble de IP x —continuité.
Exercice 8.1.8. Montrer par un contre exemple que si (), = @, on peut

avoir Qn(A) #— Q(A).



8.1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES 125

PREUVE du Théoreme 8.1.6 (i) = (ii) Soit F' fermé, f.(x) comme au Lemme
8.1.1

limsup @, (F) < lim [ £.(2)d 0,0
= /f€<x)d Q(z) — Q(F) quand ¢ — 0.

(ii) = (iii) Soient G' un ouvert, F' = G*.

liminf Q,(G) = 1 — limsup Q,,(F)
>1-Q(F)
= Q(G).
(i) + (i) = (iv)
Q(A) < liminf Q,,(A
< liminf @, (A
< lim sup Qn(A)
< lim sup Q,(A)
< Q(A)
Done si Q(4) = Q(A), Qu(A) — Q(4)
(iv) = (i) Soit f € Cy(RY). IK t.q. |f(x)] < K, ¥V x. Soit € > 0, et
o< ap <---<aptq.
a) g < —K < K < ay

b) o — Oy < €

c) Q{z; f(x) =0a;} =0,i=0,....0

L’existence de tels «; résultera du Lemme 8.1.9 Posons
A ={r;050 < f(2) < i}
f étant continue,
A; C{zyai < flz) < ai}

le- D {r; a1 < f(2) < oy}
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d’ou
0A; CH{x; f(z) =01} U{x; f(z) = o4}

Donc
QOA)=0,i=1,... ¢

14
[ 714G =Y e <

A
[raQ-Y a0l <e
4 V4
D Qu(A) = Y Q(A)
donc

14
/fdQ 2 <> aQA) ¢
1
l
1

< liminf/fdQn
< limsup/fdQn

¢
< lim Z a;Qn(A;) +¢
1

ceci Ve >0.

Lemme 8.1.9. £ ={a € R;Qf ' (a) > 0} est au plus dénombrable.
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PREUVE
Soit F' la fonction de répartition de la loi de probabilité Q f~! sur (IR,B).
E est 'ensemble des points de discontinuité de F'. Posons
E,={x;F(2") - F(z) > —}
cardE, <n,et B, T F,

S|

donc F est au plus dénombrable.
O

Théoréme 8.1.10. Cas o = 1 Soit {X,,,n € IN} et X des variables aléatoires
réelles. Soit F, la fonction de répartition de X,,, F' celle de X . Il y a équivalence
entre:

(i) X, =5 X

(ii) F,(x) — F(z), Va € C(F), ensemble des points de continuité de F.
Remarque 8.1.11. D’aprés le Lemme 8.1.9, le complémentaire de C'(F') est
au plus dénombrable.

PREUVE

(i) = (ii) résulte du Théoreme 8.1.6 (iv), avec A =| — oco,x|.

(ii) = (i) C(F) est dense dans IR. Soit A la classe des intervalles [a,b],
avec a < b, et a,b € C(F). (ii) entraine que

IP(X, € [a,b]) — P(X € [a,b])

Soit G un ouvggt de IR. G est une réunion dénombrable d’éléments dis-

joints de A, G = UAm.
1

P (Xe U Am> = lim IP (Xne U Am>
n<M " m<M
<liminf IP(X,, € G)
D’ou en faisant tendre M — oo,

P(X € G) <liminfIP(X, € G)

11 suffit alors d’utiliser le Théoréme 8.1.7
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Définition 8.1.12. Une famille {Qx,\ € A} de probabilités sur (R*,B,) est
dite tendue si Ve > 0, 3K compact C R? t.q.

OMK)>1—5, YAeA

Une famille {X\,\ € A} de v.a. de dimension d est dite tendue si la famille
{IPx, A € A} est tendue, i.e. siVe >0, 3K compact C R* t.q.

P(X, € K)>1—e¥AeA

O

Si @Q est une probabilité sur (IR%,8,), Ve > 0, 3 un compact K C IR? t.q.

Q(K) > 1—e¢. Une réunion finie de compacts étant un compact, il en résulte
que toute la famille finie de lois de probabilité est tendue.

Théoréme 8.1.13. Si X, = X, alors la famille {X,,,;n € IN} de vecteurs
aléatoires de dimension d est équitendue.

PREUVE Soite >0,k > 0t.q. IP(|X| <k) > 1—¢/2; K = k+1, ¢ € Cy(IRY)
t.q. o(x) <1, p(z) =1si|z| <k, p(x) =0si |z| > K.

Elp(Xn)] = Elp(X)] =1 —-¢/2.

Donc Ing t.q. ¥n > ng E[p(X,)] >1—¢
et Vn>ng P(|X,| <K)>1-—¢.
D’apres la remarque ci-dessus, 3 K compact de IR, tel que

P(X, e K)>1—-¢¥n<ny.

Posons K = K U {z;|z] < k'}. K est un compact, et

P(X,cK)>1-¢,VneN

g
On a la réciproque partielle du Théoreme 8.1.13, que nous admettrons:
Théoréme 8.1.14. Soit {X,,,n € IN} une suite tendue de vecteurs aléatoires
de dimension d. Alors il existe une sous-suite {X,,, k € IN} et un vecteur
aléatoire X de dimension d, t.q.

L

X, — X.
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O

Corollaire 8.1.15. Soit K C Cy(IR%:C) une classe séparante, et {X,,,n € IN}
une suite tendue de vecteurs aléatoires de dimension d.

Alors il existe un vecteur aléatoire X de dimension d tel que X, £ X, si
et seulement siV f € KC, la suite {(IE[f(X,,)],n € IN} est convergente.

PREUVE

La C.N. est évidente. Démontrons la C.S.

D’apres le Théoreme 8.1.14, 3 une sous-suite {X,, } et X t.q. X, £ X.

Supposons par ’absurde que la suite X,, toute entiere ne converge pas en
loi vers X. Alors 3 g € Cy(IRY), € > 0, et une sous-suite {X,,,; £ € IN} t.q.:
(%) Elg(Xy,)] - Elg(X)]| > &, V£ e N.

A nouveau d’apres le Théoreme 8.1.14, on peut extraire de la suite {X,,, }
une sous-suite {X,, } qui converge en loi vers un v.a. X',

Mais il résulte de I'hypothese de la C.S. que E[f(X)] = E[f(X")],Vf € K,
ce qui entraine que Px = P, donc E[g(X)] = E[g(X")], V g € Cy(IRY), ce
qui contredit ().

UJ

8.2 Relation avec les autres types de conver-
gence, et propriétés supplémentaires.

Théoréme 8.2.1. Soient {X,,,n € N} et X des v.a. de dimension d, définis
sur un méme espace de probabilité (Q0,F,P).

(i) X, 2 X > X, 5 X

L
X, = X P
n =X, = X.
(ZZ)PX:5x0 }
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Commentaires

1. 11 est clair que l'on peut avoir X, L X , avec les X, définis sur des
espaces de probabilité différents. Ce n’est pas le cas pour la convergence
en probabilité.

2. En général, IPx ne détermine pas X (méme a une classe d’équivalence
pres) ie. 3Y t.q. P(X #Y) > 0, et Py = Py. Il est alors clair que la
convergence en loi ne peut pas entrainer la convergence en probabilité.
Mais si IPx = Py =§,,, X =Y p.s.

3. Il résulte de (i) que la convergence p.s., la convergence dans L et la
convergence en probabilité, entrainent la convergence en loi.

PREUVE
(i) Soit F fermé C RY, F. = {x € R% p(z,F) < ¢}

{Xpne F}={X,, e F}INn{|X - X,| <e}U{X, € F}n{|X — X,,| > ¢}
C{XeF}U{X-X,|>¢}

limsup P(X,, € F) (X e Fy)

<P
<IPP(X eF).,

en faisant tendre € — 0.
(i)
P(X, — X|>¢) <P(|X, —zo| > ¢)
limsup IP(|X,, — X| > ¢) < limsup IP(X,, € B(x¢;¢)),

ol B(zg;¢) = {x € R% |z — o] < e} <TP(X € B(xg;¢)) = 0.

O
Contrairement aux autres types de convergence, la convergence en loi
n’est pas “additive”.

X, 5 X
Y, 5Y
Cela vient de ce que IPx et [Py ne déterminent pas Px,y. On a ce-

pendant des résultats lorsque les données déterminent IPx .y .

}#XnJrYninLY



8.2. RELATION AVEC LES AUTRES TYPES DE CONVERGENCE, ET PROPRIETES SUPPLE

Théoréeme 8.2.2. Soient {X,,,Y,;n € IN} et X des v.a. de dimension d,
zo € R On suppose:

X, 5 X
Yn & o
Alors
(i) X, +Y, 5 X + a9
(i) sid=1; X,Y, 5 20X
PREUVE

(i) Tout fermé de IR? peut s’écrire sous la forme 2 + F 2 {z;2—z9 € F},
avec I fermé de IRY.

{Xn+Yn€$0+F}:{Xn+ynG:L‘0~|»F}ﬂ{|Yn—x0|Sg}
U{X,+ Y, €xo+ F}N{|Y, — x| > ¢}
C{X, € F.}U{|Y, — x| > ¢}

limsupP(X, +Y, €20+ F)<IP(X €F.) Ve >0
limsupIP(X, +VY, €z + F) <IP(X € F)
]P(X+ZL‘0 E$0+F)

(i)
a)Le cas xy = 0 Il s’agit de montrer que XY, 2 0;
{| X Y| > e} C{| XY, > e} n{| X, < M} U{|X,.Y,| >} n{|X,]| > M}
€
Y,|>—}U{|X,| > M
CHIYal > 57 UK }
D’apres le Théoreme 8.1.13 V1 > 0, 3 M, t.q. P(|X,| > My) <n, Vn.

P(X,Y,| > ¢) <P (|Yn| > i) +
Mo

limsupIP(|X,,)Y,| >¢) <n, Vi > 0.
b) Le cas zy # 0 On pose:

XY, = X, (Y, — x) + 20X,
— 0+ 29X

d’apres a) et (i), et on utilise (i) pour conclure.
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et on utilise (i) pour conclure.
U

Théoréme 8.2.3. Soient {X,,,Y,, € N}, X et Y des v.a. de dimension d.

On suppose que (i(/:) £ ();) Alors

(i) X, +Y, 5 X+Y.
(i1) XY, 5 XY sid=1
Ce théoreme est une conséquence de:
Proposition 8.2.4. Soient {X,,n € IN} et X des v.a. de dimension d, et
¢ : RY — IR* une application continue. On suppose que X, £ X. Alors
P(X0) 5 p(X).
La proposition résulte immédiatement des définitions.

0

8.3 Convergence en loi et fonctions caractéristiques

D’apres ce qui précede, si ¢, est la fonction caractéristique de X,,, et ¢
la fonction caractéristique de X, alors d’une part

X, L X = on(u) — @(u), Vu e ]Rd,

on(u) = p(u)VueR
{X, }tendue

Nous allons améliorer ces deux résultats. On va tout d’abord établir un
lemme. On notera Sy, C IR? I'ensemble:

et d’autre part } = X, £ X

1
So = {x; |z;| < 5,izl,...,d}V9>O

Si g : RY — IR, on note T;g l'application de R? dans R défini par:

Tig(x1, .. .,xq) =g9(21, ..., 2j-1,0,Z41, . . . ,Tq)—
1 1
- 59@) - 59@1, T, = X Ts - Td)

Théoréme 8.3.1. Soit {X,,,n € IN} une suite de v.a. de dimension d. Notons
vn la fonction caractéristique de X,,. On suppose:

(i) lim o, (u) existe, Vu € RY.
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(i1) p(u) 2 lim,, ¢,,(u) est continue en u = 0.
Alors 3 un v.a. X de dimension d tel que:

X, 5 X,

et ¢ est la fonction caractéristique de X.
PREUVE

Il suffit, pour pouvoir appliquer le Corollaire 8.1.15, de montrer que la
suite {X,,,n € IN} est tendue.
Posons @), = Px,,.

Qu(SE) < (%)d/09~-~/09Td~-~T1<pn(u)du

D’apres (ii) et le Théoreme de convergence dominée,

and [f e
lim sup 6,,(5g) < (§> / . / Ty Tip(u)du
0 0

Mais grace a (ii), T - - - Tip(u) est continue en u = 0, et est nulle pour u =0
par définition des Tj.
Donc

1 0 0
@/ / Ty Tio(u)du — 0, quand 6 — 0.
0 0

Fixons € > 0. Soit alors a > 0 tel que

lim sup @Q,,(S5) < e/2

Donc Ing t.q. Vn > ng, Qn(55) < e. Soit K un compact tel que K D 5,
et Qn(K) >1—¢,Vn <ng. Alors Q,(K)>1—¢, Vn.

{Q.} est donc équi-tendue.

O

Corollaire 8.3.2. Soit {X,,,n € IN} une suite de vecteurs aléatoires de di-
mension d. On note @, la fonction caractéristique de X,,.

Supposons qu’il existe un vecteur aléatoire X de dimension d, de fonction
caractéristique @, t.q.

on(u) — @(u), Vu e R?
Alors
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t

Théoréme 8.3.3. Soit {X,,,n € IN} et X des vecteurs aléatoires de dimen-
sion d, et {on,n € IN} et ¢ les fonctions caractéristiaues correspondantes.

Supposons que X, £ X,
Alors on(u) — o(u) uniformément sur tout compact.
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PREUVE

a) Montrons tout d’abord que X, £ X entraine que les {¢,,n € IN} sont
équicontinues (on pose ¢ = @) i.e. sup sup |g,(u+ h) — p,(u)| — 0,

ueR? 7

quand h — 0.
Soit K un compact de IR?. On pose Q,, = Py, .

onlut ) = pufu)] < [ | - 0 Q, () + 20,(K)
K

< sup [ — 1] + 2Q,(K°)
xzck

Fixons ¢ > 0. D’apres le Théoreme 8.1.13, 3 K. compact tel que
Qu(K°¢) < e/4. Alors 3 p. t.q. V |h| < pe, sup [P — 1] < /2.

zeEK,.
d’ou
sup sup |@n (u+h) — gn(u)| <€, V[h] < p-
ueRd n
b) Soit maintenant & un compact quelconque de IR?. Soit uy,us, . . . um € K
tels que les boules de centre u; et de rayon p. forment un recouvrement
de K.

Etant donné u € K, soit uy t.q. |[u — ug| < p..

|on(u) = ()] < lon(u) = nur)| + lpn(ur) = p(ur)] + [o(ur) = o (u)l

sup on(u) — @(u)| < 2 + sup |, (ur) — @(ug)]
ueK k<m

et sup [ipn (1) — ()] — 0, quand n — 0.
k<m

8.4 Le Théoreme Central Limite

Théoréme 8.4.1. Soit {X,,,n € IN} une suite de v.a. de dimension d, i.i.d.,
la loi commune ayant un moment d’ordre 2 fini. On note p = E(X;), I' =
Cov(X7).

Alors " ¥
L AT L N 1),
vn
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Etablissons tout d’abord le:

Lemme 8.4.2. Soit zy, ...,z et 2] ...,z des nombres complexes de module
< 1. Alors:
|21 X+ v X 2y — 27 X xzm|<Z\zk—zk|
PREUVE
/ / / / / /
Zl...zm_zl...zm:(Zl—21)22...2m+21(zz...zm_Zz...zm)

Zl...zm_zi...z |§|Zl_zi|+|22...zm_z2...z

et on réutilise m — 1 fois le méme argument.
PREUVE du Théoreme
On suppose qu’on s’est ramené au cas p = 0.

Posons

B u '\, u
@Sn/ﬁ(u) = ¥s, ﬁ = ¥x, ﬁ .
Par hypothese, IE(|X;]?) < co. Donc, d’apres la Proposition 5.2.3
1
(1) = 1= SB[(u,X1)"] + d(u)ul*

avec d(u) — 0, si u — 0, et [6(u)] < 2IE(|X,[?)
Donc 2
() ex (%) =1 — LIE[(u,X)?) + 0 <%> lul?

Il résulte du Lemme 8.4.2 que pour n assez grand,

()2 | () 55)

Et d’apres (x) le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, quand

n — —o00. De plus:
t2\"
(1——) — _t/Q VtelR

<n

2n

Donc 1
©s,, (1) — exp [—é(Fu,u)} , Yu € RY.

Le Théoreme découle alors du Théoreme 8.3.2



