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Préface

Les briques de base de ce manuel sont le chapitre 1 sur les méthodes
de Monte Carlo, le chapitre 2 sur les chaînes de Markov en temps discret
à valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable, et les chapitres 6 et 7 sur
le processus de Poisson et les processus markoviens de sauts, qui sont des
processus en temps continu, à nouveau à valeurs dans un ensemble fini ou
dénombrable.

A partir de ces bases, ce manuel présente des applications de ces outils
probabilistes dans plusieurs domaines. Le chapitre 3 traite d’algorithmes sto-
chastiques. Il s’agit d’une part de la méthode de Monte Carlo par chaînes de
Markov inventée dans les années 50 pour la mécanique statistique, utilisée
en traitement d’images, et qui est devenue l’outil de calcul indispensable en
statistique bayésienne, dès que les données à traiter sont complexes. Il s’agit
d’autre part d’un algorithme d’optimisation, à savoir le recuit simulé.

Une autre application concerne la biologie moléculaire, avec deux aspects
bien distincts. L’un, présenté au chapitre 4, concerne l’annotation des sé-
quences d’ADN (autrement dit la recherche de gènes) et l’alignement des
séquences. L’outil principal est ici les chaînes de Markov cachées, qui est par
ailleurs une technique utilisée dans bien d’autres domaines que la biologie
moléculaire (en particulier en traitement du signal et en reconnaissance de la
parole). Une seconde application en biologie a trait à la phylogénie, qui est
l’étude des relations entre espèces vivantes, ces relations s’illustrant en parti-
culier par un “arbre phylogénétique”. Plusieurs des méthodes de construction
de tels arbres font appel à des modèles probabilistes d’évolution sur l’arbre
en question. Il s’agit de modèles de processus markoviens de sauts. Cette
application est traitée dans le chapitre 7.

Auparavant, le chapitre 5 présente une introduction au contrôle et au
filtrage, avec en particulier une présentation du célèbre filtre de Kalman–
Bucy, un algorithme très utilisé en particulier dans le guidage des fusées et

9
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des satellites.
Le chapitre 8 présente une application des processus markoviens de sauts

aux files d’attente et aux réseaux (informatiques, téléphoniques, etc..).
Enfin le chapitre 9 donne une introduction aux mathématiques finan-

cières, partant des modèles discrets, avec un traitement des modèles continus,
y compris une présentation du calcul stochastique d’Itô et des processus de
diffusion, qui sont encore des processus de Markov, mais cette fois à la fois
en temps continu, et à valeurs dans l’espace euclidien IRd.

Chaque chapitre est suivi d’un certain nombre d’exercices. Certains de
ces exercices sont suivis de la mention (en gras) Programmation. Cela veut
dire qu’ils proposent de réaliser des simulations, par exemple sous Matlab,
avec le plus souvent visualisation des résultats sous forme de courbes. Enfin
les chapitres 2 et 7 se terminent par des problèmes corrigés.

Ce livre a commencé à exister comme polycopié de divers cours, en
deuxième et troisième année d’Ecole d’ingénieurs (tout d’abord à l’Ecole Su-
périeure de Mécanique de Marseille, puis à l’EGIM/Ecole Centrale de Mar-
seille) et à l’Université de Provence, en DESS, puis en Master. Il contient
la matière pour plusieurs cours sur les chaînes et processus markoviens et
leurs applications, qui doivent pouvoir être suivis par des étudiants en Mas-
ter de Mathématiques et Applications, et des élèves d’Ecoles d’Ingénieurs.
Le contenu convient à des cours de second semestre de M1, et des options de
M2. Il peut aussi être utilisé avec profit par des étudiants préparant l’option
“Probabiliés–Statistique” à l’oral de l’agrégation de Mathématiques.

La lecture complète de cet ouvrage (en particulier celle du chapitre 9)
suppose que le lecteur a acquis le niveau d’un cours de probabilités basé
sur la théorie de la mesure, y compris la notion d’espérance conditionnelle,
tel qu’enseigné normalement au premier semestre du Master 1 de Mathéma-
tiques. Cependant, une très grosse partie de l’ouvrage ne fait appel qu’aux lois
discrètes, et à quelques lois à densité, ainsi qu’aux théorèmes limites usuels
(loi des grands nombres et théorème de la limite centrale). Tout ce matériel
est normalemnt enseigné au cours des années de Licence de Mathématiques,
et en première année de nombreuses Ecoles d’Ingénieurs.

Je remercie Geneviève Foissac qui a assuré l’essentiel de la dactylogra-
phie de ce texte, et mes Collègues Julien Berestycki, Fabienne Castell, Yuri
Golubev, Arnaud Guillin et Laurent Miclo, qui ont relu certaines portions
de cet ouvrage, et m’ont fait des remarques et critiques qui m’ont permis
d’améliorer le manuscript original.

Marseille, Septembre 2006.



Chapitre 1

Simulations et méthode de Monte

Carlo

Introduction

Pour donner une première idée de la méthode de Monte Carlo, nous allons
considérer un problème d’intégration numérique. Il existe de très nombreuses
méthodes d’approximation de l’intégrale :

∫

[0,1]

f(x)dx

par des formules du type
∑n

i=1 wif(xi), avec les wi qui sont des nombres
positifs dont la somme vaut 1 et les xi sont des points de l’intervalle [0, 1].
Par exemple, lorsque w0 = wn = 2/n, wi = 1/n sinon, les points xi =
i/n étant régulièrement répartis, on a affaire à la méthode des trapèzes.
Mais il existe bien d’autres méthodes comme la méthode de Gauss ou de
Simpson. Une méthode de Monte Carlo est du même type : on choisit wi =
1/n et l’on tire les xi “au hasard” (mais pas n’importe comment, il faut tirer
les points selon la loi uniforme sur [0, 1]). Comme on le verra ci–dessous,
la convergence est assurée par la loi des grands nombres, et la vitesse de
convergence, de l’ordre de K/

√
n, est donnée par le théorème de la limite

centrale. Evidemment, cette vitesse de convergence peut paraître faible si on
la compare aux autres méthodes d’intégration en dimension 1. Mais toutes ces
méthodes numériques s’effondrent lorsque la dimension augmente. En effet,
dans toutes ces méthodes, la précision est fonction de la distance entyre deux

11



12 CHAPITRE 1. MONTE CARLO

points voisins de discrétisation. Mais si l’on utilise n points de discrétisation
de [0, 1]d, la distance entre deux points voisins est de l’ordre de n−1/d, donc
pour assurer un précision de l’ordre de 1/n pour une méthode d’“ordre 1”
d’approximation d’une intégrale sur [0, 1]d, il faut de l’ordre de nd points
de discrétisation. Par contre la méthode de Monte Carlo est insensible à la
dimension.

Historiquement, la méthode remonte au comte de Buffon qui, en 1777,
a décrit une méthode de calcul de π basée sur la réalisation d’expériences
répétées. Mais la vraie naissance de la méthode de Monte Carlo est liée à
l’apparition des premiers ordinateurs et à leurs utilisations dans le cadre des
projets secrets du département de la défense des Etats Unis dans les années
40 − 45. Les premiers articles décrivant ce type de méthodes datent de la
fin des années 40 et du début des années 50. Ces méthodes numériques sont
maintenant de plus en plus utilisées, à cause de leur facilité de program-
mation, et de la possibilité de réaliser en un temps raisonnable un nombre
gigantesque de “tirages aléatoires” sur les ordinateurs modernes.

1.1 Description de la méthode

Pour utiliser une méthode de Monte Carlo, on doit tout d’abord mettre
sous forme d’une espérance la quantité que l’on cherche à calculer. C’est
souvent simple, comme pour le cas d’un calcul d’intégrale, mais ça peut être
plus compliqué, comme lorsque l’on cherche à résoudre une équation aux
dérivées partielles parabolique ou elliptique (cf. les sections 7.9 et 9.3). Nous
reviendrons longuement par la suite sur cette étape dans des cas particuliers.

A l’issue de cette étape, il nous reste à calculer une quantité de la forme
IE(X), où X est une variable aléatoire. Pour pouvoir calculer IE(X), il
convient de savoir simuler des variables aléatoires indépendantes X1, . . . , XN ,
ayant toutes la loi de X. Il ne reste plus alors qu’à approximer IE(X) par :

IE(X) ≈ 1

N
(X1 + · · ·+XN).

On va donner un exemple d’application de la méthode de Monte Carlo, au
cas du calcul d’une intégrale, en détaillant les deux étapes citées : mise sous
forme d’espérance et simulation de la variable aléatoire.

Imaginons que l’on cherche à calculer une intégrale de la forme :

I =

∫

[0,1]d
f(u1, . . . , ud)du1 . . . dud.
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On pose, X = f(U1, . . . , Ud), où les U1, . . . , Ud sont des variables aléatoires
indépendantes suivant une loi uniforme sur le cube [0, 1]d. On a :

IE(X) = IE (f(U1, . . . , Ud)) =

∫

[0,1]d
f(u1, . . . , ud)du1 . . . dud,

par définition de la loi du n−uplet, (U1, . . . , Ud). On vient de réaliser la
première étape (mise sous forme d’espérance).

Pour la simulation, supposons que (Ui, i ≥ 1) est une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1] (obtenue par des
appels successifs à une fonction random) et posons X1 = f(U1, . . . , Ud),X2 =
f(Ud+1, . . . , U2d), etc. Alors la suite (Xi, i ≥ 1) est une suite de variables alé-
atoires indépendantes suivant toutes la loi deX. On est en mesure d’appliquer
une méthode de Monte Carlo.

Une remarque importante est la très grande facilité de programmation
de la méthode. Il est à noter aussi que cette méthode ne dépend pas de la
régularité de f , qui peut être simplement mesurable.

Souvent, on cherche à évaluer une intégrale dans IRn, plus générale, du
type :

I =

∫

IRn

g(x)f(x)dx =

∫

IRn

g(x1, . . . , xn)f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn,

avec f(x) positive et
∫
f(x)dx = 1. Alors I s’écrit sous la forme IE(g(X)) si

X est une variable aléatoire à valeurs dans IRn de loi f(x)dx. Le problème est
alors de savoir comment simuler une variable aléatoire selon cette loi. Pour
beaucoup de lois usuelles, c’est simple (loi gaussienne, loi exponentielle, . . . ).

Nous allons maintenant répondre à deux questions :
– Quand et pourquoi cet algorithme converge–t–il ?
– Quelle idée peut on se faire de la précision de l’approximation ?

1.2 Théorèmes de convergence

La réponse à ces deux questions est donnée par deux des théorèmes les
plus importants du calcul des probabilités, la loi forte des grands nombres
qui permet de justifier la convergence de la méthode et le théorème de la
limite centrale qui précise la vitesse de convergence.
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Loi forte des grands nombres et méthode de Monte Carlo

Théorème 1.2.1. Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la même loi qu’une variable aléatoireX. On suppose que
IE(|X|) < +∞, alors, pour presque tout ω (cela signifie qu’il existe N ⊂ Ω,
avec IP(N) = 0 et que si ω /∈ N) :

IE(X) = lim
n→+∞

1

n
(X1 + · · · +Xn).

Ce théorème impose une limite théorique aux méthodes de Monte Carlo :
on ne peut l’utiliser que pour des variables aléatoires intégrables (ce n’est
pas vraiment surprenant).

Théorème de la limite centrale et méthode de Monte Carlo Pour
avoir une idée de l’intérêt de la méthode il faut être en mesure d’évaluer
l’erreur :

εn = IE(X) − 1

n
(X1 + · · ·+Xn).

Le théorème de la limite centrale donne un asymptotique de l’erreur εn mais
de nature aléatoire. Il dit que la loi de εn finit par ressembler à une loi
gaussienne centrée.

Théorème 1.2.2. Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la même loi qu’une variable aléatoire X. On suppose
que IE(X2) < +∞. On note σ2 la variance de X :

σ2 = IE(X2) − IE(X)2 = IE
(
(X − IE(X))2

)
,

alors :
√
n

σ
εn converge en loi vers une gaussienne centrée réduite Z.

Cela signifie que pour tout a < b,

lim
n→+∞

IP(
σ√
n
a ≤ εn ≤ σ√

n
b) =

∫ b

a

e−
x2

2
dx√
2π
.

En pratique, dès que n n’est pas trop petit (ce qui est toujours le cas dans
les calculs de Monte Carlo), la probabilité ci–dessus est pratiquement égale à
sa limite, donc on remplace εn par une gaussienne centrée de variance σ2/n.
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Remarque 1.2.3. Ce résultat est extrêmement positif, puisqu’il donne
presque toujours une vitesse de convergence facilement estimable à l’aide des
tirages déjà réalisés.

C’est une grande force de la méthode de donner une approximation fiable
de l’erreur, sans pratiquement aucun calcul supplémentaire.

Remarque 1.2.4. Cependant, le théorème de la limite centrale ne permet
jamais de borner l’erreur, puisque le support de la gaussienne est égal à IR
en entier. On présente souvent l’erreur de la méthode de Monte Carlo soit en
donnant l’écart type de εn, c’est à dire σ/

√
n, soit en donnant un intervalle

de confiance à 95% pour le résultat. Ceci signifie que le résultat cherché se
trouve avec 95% de chance dans l’intervalle donné (et avec 5% de chance
en dehors, ce qui ne rassure pas !). Evidemment, la valeur de 95% peut être
remplacée par n’importe quelle autre valeur proche de 1.

Notons l’importance de la variance de la variable aléatoire X dans l’es-
timation de l’erreur. Comme on a le choix de la loi de X pourvu que IE(X)
reste constant, il est tentant de remplacer la variable aléatoire X par une
autre de même espérance mais de variance inférieure. On appelle ce type de
technique technique de réduction de variance (voir la section 1.4).

Il faut aussi noter que la vitesse de convergence de l’erreur n’est pas
excellente. Cependant, il existe des cas où cette méthode lente est malgré
tout la meilleure accessible (intégrale ou équation parabolique en dimension
plus grande que 4,. . . ). Il est aussi remarquable que la vitesse de convergence
de la méthode, pour des calculs d’intégrale, ne dépende pas de la régularité
de f .

Nous allons donner deux exemples d’utilisation du théorème de la limite
centrale. Nous verrons que ce résultat impose des limites pratiques à la mé-
thode de Monte Carlo.

Un cas confortable Supposons, que l’on cherche à calculer p = IP(f(U) ≤
λ). On va poser X = 1{f(U)≤λ}, avec U v. a. de loi quelconque. Alors IE(X) =
p, et σ2 = var(X) = p(1 − p). Donc, à l’issu de n tirages indépendants selon
la loi de X, X1, . . . , Xn on a :

pn =
X1 + · · · +Xn

n
≈ p+

σ√
n
Z.

Comme p(1 − p) ≤ 1/4, si l’on veut faire une erreur moyenne σ√
n

de l’ordre
de 0.01 sur la valeur de p, il convient de prendre n de l’ordre de 2500. Si l’on
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choisit, n = 2500, l’intervalle de confiance à 95% pour p est alors, en utilisant
le théorème de la limite centrale [pn−1.96∗0.01, pn +1.96∗0.01]. Si la valeur
de p à estimer est de l’ordre 0.50 ceci conduit à une erreur acceptable.

Par contre lorsque la valeur de p à estimer est très faible le nombre de
tirages précédent peut être insuffisant pour évaluer son ordre de grandeur par
simulation (puisqu’il faut que l’ordre de grandeur de l’erreur soit inférieur
à celui de la quantité à évaluer). On doit (et c’est intuitivement évident)
prendre un nombre de tirages nettement supérieur à 1/p.

Un cas difficile Imaginons que l’on cherche à calculer IE (exp(βZ)), où Z
est une gaussienne centrée réduite. Il est facile de vérifier que :

E = IE
(
eβg
)

= e
β2

2 .

Si l’on applique dans ce cas une méthode de Monte Carlo, on pose X = eβZ .
La variance de X vaut σ2 = e2β2 − eβ2

. Au bout de n tirages selon la loi de
X, X1, . . . , Xn on a :

En =
X1 + · · ·+Xn

n
≈ E +

σ√
n
Z.

L’erreur relative moyenne est de l’ordre de σ
E
√

n
=

√
eβ2−1

n
. Si l’on se fixe un

ordre de grandeur de l’erreur ε à respecter, on voit qu’il convient de choisir
n ≈ ε−2(eβ2 − 1). Si ε = 1 et β = 5, cela donne n = 7 × 1010, ce qui est
beaucoup (et même trop !). Par exemple, dans le cas β = 5, la valeur exacte
est de l’ordre de 27 × 104, et après 105 tirages, on pourra obtenir comme
valeur estimée une quantité de l’ordre de 85× 104, avec comme intervalle de
confiance à 95% [−467647, 2176181]. Le seul côté rassurant est que l’on est
au courant de ce que l’approximation est très mauvaise.

Cet exemple montre une des limites pratiques de la méthode de Monte
Carlo lorsqu’on utilise des variables aléatoires de variance grande, et donc
conduit à formuler une :

Règle : dans tout calcul de Monte Carlo, on doit systématiquement es-
timer à l’aide des simulations réalisées la variance de la v.a. dont on cherche
à approcher l’espérance.

Un exemple plus concret Dans les applications à la finance (cf. ci–
dessous le chapitre 9), on est amené à calculer des quantités du type :

C = IE
((
eσZ −K

)
+

)
, (1.1)
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Z étant une gaussienne centrée réduite et x+ = max(0, x). Ces quantités
représentent le prix d’une option d’achat appelée call. Evidemment, dans le
cas précis cité on peut trouver une formule explicite (pour l’essentiel c’est la
célèbre formule de Black et Scholes ; mais on verra ci–dessous des cas où il
n’y a guère d’alternative à la méthode de Monte Carlo) :

IE
((
eσZ −K

)
+

)
= eσ2/2F

(
σ − log(K)

σ

)
−KF

(
− log(K)

σ

)
, (1.2)

avec

F (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du.

Mais nous allons ici supposer que l’on cherche à calculer ces quantités par
simulation, soit

C ' N−1
[(
eσZ1 −K

)
+

+ · · · +
(
eσZN −K

)
+

]
.

Supposons maintenant que l’on cherche à évaluer une option de vente appelée
put, c’est à dire :

P = IE
((
K − eσZ

)
+

)
, (1.3)

donc

P ' N−1
[(
K − eσZ1

)
+

+ · · ·+
(
K − eσZN

)
+

]
.

Il est assez clair que

Var
[(
K − eσZ

)
+

]
< Var

[(
eσZ −K

)
+

]
,

et puisque l’on a la “formule de parité call–put

C − P = e−σ2/2 −K,

il vaut mieux calculer P par Monte Carlo, et utiliser la formule de parité
call–put pour obtenir C, plutôt que de calculer directement C par Monte
Carlo (cf. l’exercice 1.5.10 ci–dessous).

Nous venons d’indiquer une “méthode de réduction de variance”. Nous
passerons en revue la plupart de ces méthodes à la section 1.4.
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1.3 Simulation de variables aléatoires

Simulation d’une loi uniforme sur [0, 1] Tous les langages de pro-
grammation des ordinateurs possèdent un générateur de nombres pseudo–
aléatoires. Il s’agit d’un programme qui génère une suite de nombres parfai-
tement déterministe, et en plus périodique, mais dont les propriétés statis-
tiques lui donnent beaucoup de caractéristiques de la réalisation d’une suite
de v. a. indépendantes, toutes de loi uniforme sur [0, 1]. La difficulté est de
construire en un temps de calcul raisonnable une formule de récurrence qui
génère une suite que les tests statistiques acceptent comme étant une suite i.
i. d. de loi uniforme sur [0, 1], avec une période aussi grandes que possibles.
L’étude de ces algorithmes relève de la théorie des systèmes dynamiques. On
trouvera une présentation des algorithmes classiques de génération de nombre
pseudo–aléatoires dans [26] et [37] notamment. Plus récemment, Matsumoto
et Nishimura [29] ont proposé un générateur de période 219937 − 1 !

Il reste à examiner comment simuler les lois usuelles, sachant que l’on sait
simuler des v. a. de loi uniforme.

Inversion de la fonction de répartition Rappelons le résultat très clas-
sique :

Lemme 1.3.1. Soit X une v. a. r. de fonction de répartition F continue.
Posons, pour 0 ≤ t ≤ 1,

F−1(t) = inf{x, F (x) ≥ t}.

Alors si U suit la loi U [0, 1], F−1(U) a même loi que X.

Preuve On utilise la définition F (x) = IP(X ≤ x). Alors

IP(F−1(U) ≤ x) = IP(U ≤ F (x)) = F (x).

�

Donc chaque fois que l’on a une formule explicite pour l’inverse de la
fonction de répartition, cette méthose est utilisable. C’est en particulier le
cas pour la loi exponentielle.
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Simulation d’une loi exponentielle Rappelons qu’une variable aléatoi-
re X suit une loi exponentielle de paramètre λ si et seulement si pour tout
t ∈ IR,

IP(X > t) = exp(−λt).
Donc si F désigne la fonction de répartition de X, F (t) = 1 − e−λt, et

F−1(x) = − log(1 − x)

λ
.

Si U ' U [0, 1], il en est de même de 1 − U , et

− logU

λ
' E(λ).

Simulation de variables gaussiennes (Algorithme de Box–Müller) Une
méthode classique pour simuler les variables aléatoires gaussiennes repose sur
la constatation que, si U et V sont deux variables aléatoires uniformes sur
[0, 1] indépendantes :

√
−2 log(U) cos(2πV ) et

√
−2 log(U) sin(2πV )

sont indépendantes et de loi N(0, 1). Ce résultat se vérifie par exemple comme
suit. Si X et Y sont indépendantes et de loi N(0, 1), f : IR2 → IR+,

IEf(X, Y ) =
1

2π

∫

IR

∫

IR

exp

(
−x

2 + y2

2

)
f(x, y)dxdy

=
1

2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

r exp

(
−r

2

2

)
f(r cos θ, r sin θ)drdθ

=

∫ 1

0

∫ 1

0

f
(√

−2 log u cos(2πv),
√
−2 log u sin(2πv)

)
dudv

= IEf
(√

−2 logU cos(2πV ),
√
−2 logU sin(2πV )

)

Pour simuler une gaussienne de moyenne µ et de variance σ2, il suffit de
poser X = µ+ σY , où Y ' N(0, 1).

Simulation d’une variable aléatoire poissonienne Une variable alé-
atoire de loi de Poisson de paramètre λ est une variable à valeurs dans IN
telle que :

IP(X = n) = e−λλ
n

n !
, si n ≥ 0
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On verra au chapitre 6 que si {Ti, i ≥ 1} est une suite de variables alé-
atoires indépendantes, de loi exponentielle de paramètre λ, alors la loi de
Nt =

∑

n≥1

n1{T1+···+Tn≤t<T1+···+Tn+1} est une loi de Poisson de paramètre λt.

N1 a donc même loi que la variable X que l’on cherche à simuler. D’autre
part, on peut toujours mettre les variables exponentielles Ti sous la forme
− log(Ui)/λ, où les (Ui)i≥1 sont des variables aléatoires suivant la loi uniforme
sur [0, 1] et indépendantes. N1 s’écrit alors :

N1 =
∑

n≥1

n1{U1U2···Un+1≤e−λ<U1U2···Un}.

Cela donne un algorithme pour simuler une variable aléatoire de Poisson.

Méthode de rejet On veut simuler une v.a. de loi de densité f (par
exemple par rapport à la mesure de Lebesgue sur IRd), et on suppose qu’il
existe une loi de densité g facile à simuler, telle que

∀x ∈ IRd f(x) ≤ k g(x),

où k est une constante réelle. On pose α(x) =
f(x)

k g(x)
.

Proposition 1.3.2. Soit (X1, U1) un couple de v.a. indépendantes telles que
X1 suit la loi de densité g et U1 suit la loi uniforme sur [0, 1]. Si U1 ≤ α(X1),
on pose X = X1.

Sinon on rejette X1 et on recommence en générant une suite (Xn, Un)n≥2

de v.a. indépendantes de même loi que (X1, U1), jusqu’à l’instant p où Up ≤
α(Xp). On pose alors X = Xp.

La v.a. X ainsi simulée a pour densité f .

Remarque 1.3.3. 1. La probabilité d’acceptation à l’instant 1 de la v.a.
X1 vaut

p1 = P (U1 ≤ α(X1)) =

∫
P(U1 ≤ α(x))PX1(dx) =

∫
a(x)g(x)dx

=

∫
1

k
f(x)dx =

1

k
,

par l’indépendance de U1 et X1.
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Si on ne veut pas trop de rejets lors de la simulation de X, il faut que
cette probabilité d’acceptation p1 soit la plus grande possible, et donc
que k soit le plus petit possible. Comme f et g sont des densités et que
f ≤ kg, le réel k est en fait nécessairement ≥ 1.

Remarquons de plus que les rejets seront limités si
f(x)

k g(x)
est proche de

1 et donc si la fonction g a une allure similaire à celle de f .

2. L’algorithme ci–dessus est encore valable si la v.a. X à simuler a une
densité f par rapport à une mesure positive µ quelconque majorée par
kg où g est la densité par rapport à µ d’une variable Y facile à simuler.
Ceci se traduit par

IP(X ∈ A) =

∫

A

f(x)µ(dx) ≤
∫

A

kg(x)µ(dx) = kIP(Y ∈ A).

Si la v.a. X a une loi portée par un ensemble discret E, on peut choisir
pour µ la mesure de comptage sur E et la méthode de rejet est aussi
valable pour des lois discrètes, f(x) étant dans ce cas égal à IP(X = x).

Preuve de la proposition 1.3.2 Remarquons tout d’abord qu’au bout
d’un nombre fini d’essais, la relation Up ≤ α(Xp) sera vérifiée ; en effet

IP(∀p ∈ IN∗ X 6= Xp) = lim
N→∞

IP(
⋂

p≤N

{X 6= Xp})

= lim
N→∞

IP(
⋂

p≤N

{Up > α(Xp)})

= lim
N→∞

IP(U1 > α(X1))
N

= lim
N→∞

(1 − p1)
N ,

puisque les v.a. (Xp, Up) sont indépendantes et de même loi. Par conséquent
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IP[X ∈ A] =
∑

n∈N∗

IP[X = Xn, X ∈ A]

=
∑

n∈N∗

IP[
⋂

p≤n−1

{Up > α(Xp)}
⋂

{Un ≤ α(Xn)}
⋂

{Xn ∈ A}]

=
∑

n∈N∗

(1 − p1)
n−1IP[{U1 ≤ α(X1)}

⋂
{X1 ∈ A}]

=
1

p1
IP[{U1 ≤ α(X1)} ∩ {X1 ∈ A}]

= IP[X1 ∈ A|U1 ≤ α(X1)].

La loi deX est donc la loi deX1 conditionnée par l’ensemble d’acceptation
{U1 ≤ α(X1)}. Elle satisfait par indépendance de X1 et U1,

IP[X ∈ A] =
1

p1

∫

A

IP(U1 ≤ α(x))PX1(dx) = k

∫

A

α(x)g(x)dx =

∫

A

f(x)dx.

�

Pour la simulation d’autres lois que nous n’avons pas citées, ou pour
d’autres méthodes de simulation des lois précédentes, on pourra consulter en
particulier les ouvrages [3], [11], [5] et [42].

1.4 Méthodes de réduction de variance

Nous avons vu que la vitesse de convergence de la méthode de Monte Carlo
est de l’ordre de σ/

√
n. Pour améliorer cette méthode il existe de nombreuses

techniques, dites de réduction de variance, qui cherchent à diminuer la valeur
de σ2. Nous allons passer en revue plusieurs de ces méthodes.

Echantillonnage préférentiel Supposons que l’on cherche à calculer
IE(g(X)) et que la loi de X soit f(x)dx (sur IR pour fixer les idées). On a :

IE(g(X)) =

∫

IR

g(x)f(x)dx.
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Mais si f̃ est la densité d’une loi telle que f̃ > 0 et
∫
f̃(x)dx = 1, il est clair

que IE(g(X)) peut aussi s’écrire :

IE(g(X)) =

∫

IR

g(x)f(x)

f̃(x)
f̃(x)dx.

Cela signifie que IE(g(X)) = IE
(

g(Y )f(Y )

f̃(Y )

)
, où Y suit la loi f̃(x)dx sous IP.

On a donc une autre méthode de calcul de IE(g(X)), en utilisant n tirages
Y1, . . . , Yn de Y , et en approchant IE(g(X)) par :

1

n

(
g(Y1)f(Y1)

f̃(Y1)
+ · · ·+ g(Yn)f(Yn)

f̃(Yn)

)
.

Si l’on pose Z = g(Y )f(Y )/f̃(Y ), on aura amélioré l’algorithme si var(Z) <
var(g(X)). Il est facile de calculer la variance de Z :

var(Z) = IE(Z2) − IE(Z)2 =

∫

IR

g2(x)f 2(x)

f̃(x)
dx− IE(g(X))2.

Si g(x) ≥ 0, il est facile de voir que, en choisissant f̃(x) = g(x)f(x)/IEg(X)
on annule var(Z) ! Il ne faut pas donner trop d’importance à ce résultat, car
il repose sur le fait que l’on sait calculer IE(g(X)), et c’est justement le but
de la méthode.

Cela permet cependant de justifier l’heuristique suivante : prendre f̃(x)
aussi proche que possible de |g(x)f(x)| puis la normaliser (diviser par∫
f̃(x)dx) de façon à obtenir une densité dont la loi est facilement simulable.

Evidemment, les contraintes que l’on s’impose sont largement contradictoires.
Donnons un exemple simple pour fixer les idées. Supposons que l’on

cherche à calculer : ∫ 1

0

cos (πx/2) dx.

On peut alors remplacer le cos par un polynôme du second degré. Comme la
fonction sous le signe somme est paire, vaut 0 en x = 1 et 1 en x = 0, il est
naturel de prendre f̃(x) de la forme λ(1 − x2). En normalisant on obtient,
f̃(x) = 3(1 − x2)/2. En calculant les variances, on peut constater que cette
méthode a réduit la variance d’un facteur 100.
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Variables de contrôle Dans sa version la plus simple, il s’agit d’écrire
IE(f(X)) sous la forme :

IE(f(X)) = IE(f(X) − h(X)) + IE(h(X)),

avec IE(h(X)) qui peut se calculer explicitement et var(f(X) − h(X)) pe-
tit devant var(f(X)). On utilise alors une méthode de Monte Carlo pour
IE(f(X) − h(X)) et le calcul direct pour IE(h(X)).

Commençons par un exemple simple. Supposons que l’on veuille calculer∫ 1

0
exdx. Comme au voisinage de 0, ex ≈ 1 + x, on peut écrire :

∫ 1

0

exdx =

∫ 1

0

(ex − 1 − x)dx +
3

2
.

Il est facile de vérifier que la variance de la méthode diminue alors sensible-
ment.

On peut donner un exemple plus convainquant en considérant le problème
du calcul du prix call (1.1). Il est facile de vérifier que les prix du put et du
call vérifient :

C − P = IE (eσg −K) = eσ2/2 −K.

L’idée est alors d’écrire C = P + eσ2/2 − K et de réaliser une méthode de
Monte Carlo pour P . On a déjà vu que l’erreur est alors très sensiblement
réduite.

Variables antithétiques Supposons que l’on cherche à calculer :

I =

∫ 1

0

f(x)dx.

Comme x→ 1− x laisse invariante la mesure dx sur [0, 1], I =
1

2

∫ 1

0

(f(x) +

f(1−x))dx. On peut donc calculer I de la façon suivante. On tire n variables
aléatoires uniformes sur [0, 1] indépendantes U1, . . . , Un, et on approxime I
par :

I2n =
1

n

(
1

2
(f(U1) + f(1 − U1)) + · · ·+ 1

2
(f(Un) + f(1 − Un))

)

=
1

2n
(f(U1) + f(1 − U1) + · · · + f(Un) + f(1 − Un)) .
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Lorsque l’on compare cette méthode à une méthode de Monte Carlo di-
recte à l’issue de n tirages, on peut montrer que la qualité de l’approximation
s’améliore pourvu que

IEf(U)f(1 − U) < IEf 2(U),

qui est vrai dès que le v. a. f(U) et f(1−U) sont linéairement indépendantes.
On peut généraliser ce genre d’idée en dimension supérieure et à d’autres

transformations préservant la loi de la variable aléatoire.
Par exemple, si l’on cherche à calculer le prix d’un put (1.3), on peut

utiliser le fait que la loi de Z est identique à celle de −Z et réduire la variance
d’un coefficient proche de 2.

Méthode de stratification C’est une méthode bien connue de nos statis-
ticiens sondeurs. Supposons que l’on cherche à calculer I :

I = IE(g(X)) =

∫
g(x)f(x)dx.

où X suit la loi f(x)dx. On commence par décomposer I en :

I =

m∑

i=1

Ii =

m∑

i=1

IE(1{X∈Di}g(X))

où Di est une partition de l’ensemble sur lequel on intègre. On utilise alors
ni tirages pour estimer l’intégrale Ii. Si l’on note σ2

i = var(1{X∈Di}g(X)), il
est facile de voir que la variance de l’approximation est donnée par :

m∑

i=1

σ2
i

ni
.

Et si on minimise cette erreur à
m∑

i=1

ni = n fixé, on obtient ni = n σi
Pm

i=1 σi
.

Le minimum vaut alors
1

n

(
m∑

i=1

σi

)2

. On peut montrer qu’il est inférieur à

la variance que l’on obtiendrait avec n tirages aléatoires par une méthode de
Monte Carlo. Evidemment on ne peut que rarement calculer les σi, ce qui
limite la portée de cette technique (mais on peut toujours les estimer à l’aide
d’une méthode de Monte Carlo !). Pour des considérations approfondies sur
cette technique on pourra consulter [9].
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Valeur moyenne Supposons que l’on cherche à calculer :

IE(g(X, Y )) =

∫
g(x, y)f(x, y)dxdy,

où f(x, y)dxdy est la loi du couple (X, Y ).

Si l’on pose h(x) =
1

m(x)

∫
g(x, y)f(x, y)dy, avec m(x) =

∫
f(x, y)dy, il

est facile de voir que :

IE(g(X, Y )) = IE(h(X)).

En effet la loi de X est m(x)dx, et donc :

IE(h(X)) =

∫
m(x)h(x)dx =

∫
dx

∫
g(x, y)f(x, y)dy = IE(g(X, Y )).

On peut d’autre part montrer, en interprétant h(X) comme une espérance
conditionnelle, que :

var(h(X)) ≤ var(g(X, Y )).

Ainsi, si l’on peut calculer explicitement la fonction h(x), il est préférable
d’utiliser une méthode de Monte Carlo pour h(X).

Remarque 1.4.1. On a dit en introduction de ce chapitre que les méthodes
de Monte Carlo étaient particulièrement intéressantes pour calculer des in-
tégrales multiples. On verra un exemple typique d’un tel calcul, dans un pro-
blème de mathématique fianncière, à l’exercice 9.7.5 qui clôt le dernier cha-
pitre de ce manuel.

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1. Soit X une v.a. de loi géométrique de paramètre p :
IP (X = k) = p (1 − p)k−1 , k ≥ 1.

1. Rappeler la méthode classique de simulation à l’aide de tirages à pile
ou face.

2. Donner une autre méthode de simulation de cette loi utilisant la fonc-
tion de répartition et comparer l’efficacité des 2 méthodes.

Exercice 1.5.2. 1. Rappeler les méthodes classiques de simulation d’une
loi N(0, 1).
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2. Proposer un algorithme de rejet permettant de simuler une variable
aléatoire gaussienne à partir de la loi double exponentielle de densité
(λ/2) exp (−λ|x|).

3. Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes et de même loi ex-
ponentielle de paramètre 1.

(a) Trouver la loi conditionnelle de X sachant que {Y > (1−X)2/2}
(b) Soit Z une variable aléatoire suivant la loi ci dessus et S une

variable aléatoire indépendante de Z prenant les valeurs ±1 avec
la probabilité 1/2. Trouver la loi de SZ.

(c) En déduire une méthode de simulation d’une loi N(0, 1).

Exercice 1.5.3. On dit qu’un processus {X(t), t ≥ 0}, est un processus de
Lévy s’il possède les deux propriétés :

P1 : Pour tout système (0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn) les variables aléatoires
X(tk)−X(tk−1) (1 ≤ k ≤ n) sont indépendantes (on dit alors que X(t)
est un processus à accroissements indépendants).

P2 : La loi de X(t+ h)−X(t) est indépendante de t (on dit alors que X(t)
est un processus homogène) et de plus X(0) = 0.

Dans le cas d’un mouvement brownien c’est à dire dans le cas d’un processus
de Lévy tel que X(t) suive une loi N(0, t), trouver la loi de X(t) sachant que
X(t − h) = x et X(t + h) = y. En déduire une simulation récursive de ce
processus.
Même question pour le processus de Cauchy c’est à dire dans le cas où X(t)
suit une loi de Cauchy de densité t

π(x2+t2)
. (on précisera la méthode de simu-

lation de la loi conditionnelle ci dessus).

Exercice 1.5.4. Soit (X1, X2) un couple gaussien de coefficient de corréla-
tion ρ et tel que pour i = 1, 2 la variable aléatoire Xi suive une loi N(µi, σ

2
i ).

1. Montrer que si (Y1, Y2) est un couple de variables aléatoires indépen-
dantes de loi N(0, 1) alors le couple Z1 = µ1 +σ1Y1, Z2 = µ2 +σ2(ρY1 +√

1 − ρ2Y2) a même loi que (X1, X2). En déduire une méthode de si-
mulation de la loi de ce couple.

2. Généraliser au cas d’une dimension quelconque.

Exercice 1.5.5. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de réparti-
tion F . On supposera cette fonction de répartition inversible et l’on note F −1

son inverse.
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1. Comment simuler la loi de X conditionnellement à X > m à l’aide
d’une méthode de rejet ? Évaluer l’efficacité de la méthode ? Que se
passe–t–il, en particulier, si m devient très grand ?

2. Si U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], on pose :

Z = F−1 (F (m) + (1 − F (m))U) .

Calculer la fonction de répartition de Z et en déduire une méthode de
simulation de X conditionnellement à X > m. Comparer l’efficacité de
cette méthode à la méthode du rejet.

3. Généraliser la méthode précédente au cas où l’on cherche à simuler X
conditionnellement à a < X < b.

4. On cherche maintenant à simuler X, de loi normale N(µ, σ2), condi-
tionnellement à X > m. Montrer que l’on peut se ramener au cas centré
réduit, avec m arbitraire.

5. Proposer une méthode du rejet basée sur la loi exponentielle translatée
de densité donnée par θe−θ(x−m)1{x>m}. Comment choisir le paramètre
θ ?

Exercice 1.5.6. Echantillonnage préférentiel : On veut calculer par une
méthode de Monte-Carlo :

p` = IP(X ∈ [`, `+ 1]),

X étant une variable aléatoire exponentielle de paramètre 1.

1. Donner l’estimateur classique de p` ainsi que sa variance.

2. Déterminer une fonction d’importance telle que les nouveaux tirages
soient tous dans l’intervalle [`, `+1]. Calculer la variance de ce nouvel
estimateur et conclure pour les grandes valeurs de `.

Exercice 1.5.7. Réduction de variance

1. Proposer une méthode d’échatillonage préférentiel pour le calcul de

I = IE
(
1{ξ>0} exp βξ

)
,

si ξ est une gaussienne centrée réduite et β = 5.

2. Proposer une méthode de variable de contrôle pour le même calcul.
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3. Améliorer votre estimateur à l’aide d’une technique de variables anti-
thétiques.

Exercice 1.5.8. Le but de cet exercice est de prouver que la méthode des va-
riables antithétiques réduit bien la variance lorsque la fonction est monotone
en chacune de ses variables.

1. On suppose que f et g sont deux fonctions croissantes bornées de IR
dans IR. Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires réelles,
on a :

IE (f(X)g(X)) + IE (f(Y )g(Y )) ≥ IE (f(X)g(Y )) + IE (f(Y )g(X)) .

En déduire que si X si est une variable aléatoire réelle :

IE (f(X)g(X)) ≥ IE (f(X)) IE (g(X)) ⇔ Cov(f(X), g(X)) ≥ 0

2. Montrez que, si X1, . . . , Xn sont n variables aléatoires indépendantes :

IE (f(X1, . . . , Xn)g(X1, . . . , Xn)|Xn) = Φ(Xn),

Φ étant une fonction que l’on explicitera sous forme d’une espérance.
En déduire que, si f et g sont deux fonctions croissantes en chacun de
leur arguments :

IE (f(X1, .., Xn)g(X1, .., Xn)) ≥ IE (f(X1, .., Xn)) IE (g(X1, .., Xn)) .

3. Soit h une fonction de [0, 1]n dans IR monotone en chacun de ses argu-
ments, et U1, . . . , Un des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que :

Cov (h(U1, . . . , Un)h(1 − U1, . . . , 1 − Un)) ≤ 0,

et en déduire que le méthode des variables antithétiques réduit la va-
riance dans ce cas.

Exercice 1.5.9. Soit (U1, . . . , Un) un échantillon i.i.d. de loi uniforme sur
[0, 1] et (V1 ≤ V2 . . . ≤ Vn) l’échantillon ordonné. On convient que Vn+1 =
1, V0 = 0 et pour i = 0, . . . , n on pose ∆i = Vi+1 − Vi.

1. Trouver la loi du couple (Vi, Vi+1) pour i = 1, . . . , n− 1 et la loi de ∆i

pour i = 0, . . . , n
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2. Montrer que sup0≤i≤n ∆i converge presque sûrement vers 0.

3. Soit h une fonction continue nulle en 0. Montrer que l’estimateur :

Zn =
n∑

i=0

∆ih(Vi)

converge presque sûrement vers I =
∫ 1

0
h(u)du.

4. Montrer que :

IE(Zn) =

∫ 1

0

(1 − vn)f(v) dv

En déduire que Zn est un estimateur asymptotiquement sans biais de
I. Pouvait-on prévoir ce résultat sans calcul ?

5. On suppose de plus que h est de classe C1. Montrer quil existe une
constante K avec :

|Zn − I| ≤ K
n∑

i=0

∆2
i

En déduire la vitesse de convergence de Zn vers I dans L1.

Exercice 1.5.10. Programmation On reprend les formule (1.1) pour le
prix d’une option d’achat (call) et (1.3) pour le prix d’une option de vente
(put). On déduit de l’identité x = x+ − (−x)+ la formule de parité call–put

C − P = IEeσZ −K,

où l’espérance IEeσZ se calcule explicitement, et vaut exp(σ2/2), d’où une
méthode de variable de contrôle, dont il est clair (pourquoi ?) qu’elle réduit
la variance.

Par ailleurs, puisque Z et −Z ont la même loi, on peut appliquer au calcul
par Monte Carlo du call comme du put la méthode de réduction de variance
par variable antithétique.

Dans l’expérimentation numérique on choisira σ = 1.5 ainsi que K = 1.
On fera tous les calculs de Monte Carlo avec des tailles d’échantillon N=
1 000, 10 000 et 100 000. Pour chaque résultat, on donnera l’estimateur de
Monte Carlo, et un intervalle de confiance à 95 %, basé sur le TCL et une
estimation de la variance.

1. Calculer la valeur donnée par la formule de Black–Scholes (1.2).
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2. Calculer la valeur de C par Monte Carlo, en utilisant la formule (1.1),
puis en utilisant la formule de parité call–put et (1.3) pour le calcul de
P par Monte carlo.

3. Effectuer les deux mêmes calculs, en utilisant une méthode de variable
antithétique.
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Chapitre 2

Chaînes de Markov

Introduction

Une chaîne de Markov est une suite aléatoire {Xn;n = 0, 1, 2, . . .}, définie
sur un espace de probabilité (Ω,F , IP), à valeurs dans un ensemble E qui
peut être arbitraire, mais qui sera ici soit fini soit dénombrable, et qui jouit
de la propriété de Markov. Sans donner tout de suite une définition formelle,
indiquons qu’une suite de Markov a la propriété que connaissant Xn, on peut
oublier le passé pour prédire l’avenir. Une façon de fabriquer une telle suite
est de se donner une suite de v.a.{Yn, n ≥ 1} qui sont mutuellement indé-
pendantes, et globalement indépendantes de X0, à valeurs dans F , et une
application f : IN × E × F → E, t.q. pour n ≥ 1,

Xn = f(n,Xn−1, Yn).

D’une certaine façon, c’est le modèle le plus simple d’une suite de v. a. non
indépendantes.

Les deux chapitres qui suivent donneront un aperçu des nombreuses ap-
plications des chaînes de Markov. Notons que nous allons présenter la théorie
des chaînes de Markov homogènes (dans la formule de récurrence ci–dessus,
cela revient à prendre f indépendante de n, et les Yn de même loi), même
si dans plusieurs applications on a besoin de chaînes non homogènes. Même
dans ces cas–là, les propriétés asymptotiques des chaînes homogènes sont
cruciales.

33
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2.1 Définition et propriétés élémentaires.

Nous allons définir et étudier les chaînes de Markov {Xn;n ∈ IN} à va-
leurs dans un espace (fini ou) dénombrable E. On notera x, y, . . . les points
de E. Pour alléger la rédaction, on conviendra que pour chaque condition fai-
sant intervenir une probabilité conditionnelle IP(A|B), celle–ci n’est supposée
vérifiée que dans le cas où IP(B) > 0.

Définition 2.1.1. Le processus stochastique {Xn;n ∈ IN} à valeurs dans
E est appelé une chaîne de Markov si pour tout n ∈ IN, la loi condition-
nelle de Xn+1 sachant X0, X1, . . . , Xn est égale à la loi conditionnelle sachant
Xn, i.e ∀x0, . . . , xn, y ∈ E,

IP(Xn+1 = y|X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = IP(Xn+1 = y|Xn = xn).

Un critère simple qui permet dans la plupart des cas de vérifier qu’un
processus est une chaîne de Markov est donné par le :

Lemme 2.1.2. Soit E et F deux ensembles dénombrables, et f une applica-
tion de IN × E × F dans E. Soit X0, Y1, Y2, . . . des v.a. mutuellement indé-
pendantes, X0 à valeurs dans E et les Yn à valeurs dans F , et {Xn, n ≥ 1}
le processus à valeurs dans E défini par

Xn+1 = f(n,Xn, Yn+1), n ∈ IN.

Alors {Xn, n ∈ IN} est une chaîne de Markov.

Preuve

IP(Xn+1 = y|X0 = x0, . . . , Xn = xn)

=
IP(X0 = x0, . . . , Xn = xn, Xn+1 = y)

IP(X0 = x0, . . . , Xn = xn)

=
∑

{z;f(n,xn,z)=y}

IP(X0 = x0, . . . , Xn = xn, Yn+1 = z)

IP(X0 = x0, . . . , Xn = xn)

=
∑

{z;f(n,xn,z)=y}
IP(Yn+1 = z)

=
IP(Xn = xn, Xn+1 = y)

IP(Xn = xn)
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�

Une chaîne de Markov est l’analogue d’un système déterministe défini par
une relation de récurrence du type :

xn+1 = f(n, xn),

par opposition aux systèmes “avec mémoire”du type :

xn+1 = f(n, xn, xn−1, . . . , x1, x0).

Ici la fonction f(n, ·) est remplacée par la “matrice de transition” :

Pxy = IP(Xn+1 = y|Xn = x).

Dans toute la suite, cette matrice P = (Pxy; x, y ∈ E) sera indépendante de
l’instant n. On dit que la chaîne de Markov est homogène.

La matrice P est dite markovienne (ou stochastique), au sens où elle
vérifie la propriété que ∀x ∈ E, le vecteur ligne (Pxy; y ∈ E) est une mesure
de probabilité sur E, c’est à dire :

Pxy ≥ 0, ∀y ∈ E;
∑

y∈E

Pxy = 1.

Comme on va le voir, la loi d’une chaîne de Markov est entièrement détermi-
née par la donnée d’une “loi initiale” (µx; x ∈ E), qui est la loi de X0, et de
la matrice de transition de la chaîne.

Définition 2.1.3. Soit µ une probabilité sur E, et P une matrice marko-
vienne. Un processus stochastique {Xn; n ∈ IN} à valeurs dans E, et défini
sur un espace de probabilité (Ω,F , IP), est une chaîne de Markov (µ, P ) (i.e.
de loi initiale µ et de matrice de transition P ) si :

(i) IP(X0 = x) = µx, ∀x ∈ E.

(ii) IP(Xn+1 = y|X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = x) = Pxy,
∀x0, . . . , xn−1, x, y.

Proposition 2.1.4. Une CNS pour qu’un processus {Xn, n ∈ IN} à valeurs
dans E soit une chaîne de Markov (µ, P ) est que ∀n ∈ IN, la loi du v.a.
(X0, X1, . . . , Xn) soit donnée par

IP(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = µx0Px0x1 × · · · × Pxn−1xn
.
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Preuve

CN. Si IP(X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1) > 0,

IP(X0 = x0, . . . , Xn = xn) = IP(Xn = xn|X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1)

× · · · × IP(X1 = x1|X0 = x0)IP(X0 = x0)

et l’égalité ci–dessus résulte de la définition. Sinon, les deux membres de
l’égalité de l’énoncé sont nuls (considérer le plus petit indice k tel que IP(X0 =
x0, . . . , Xk = xk) = 0).

CS. Le (i) de la définition résulte de l’égalité de l’énoncé. Le (ii) s’en
déduit aisément. Démontrons en fait plus que (ii).

IP(Xn+1 = xn+1, . . . , Xn+p = xn+p|X0 = x0, . . . , Xn = xn)

=
µx0Px0x1 × · · · × Pxn+p−1xn+p

µx0Px0x1 × · · · × Pxn−1xn

(ii) s’en déduit en choisissant p = 1. �

On a en fait montré le :

Corollaire 2.1.5. Si {Xn; n ∈ IN} est une chaîne de Markov (µ, P ), alors
pour tous n, p, x0, . . . , xn+p

IP(Xn+1 = xn+1, . . . , Xn+p = xn+p|X0 = x0, . . . , Xn = xn)

= Pxnxn+1 × · · · × Pxn+p−1xn+p
.

Une probabilité µ sur E est considérée comme un vecteur ligne, une ap-
plication g : E → IR est considérée comme un vecteur colonne, ce qui justifie
les notations

(µP )y =
∑

x∈E

µxPxy

(Pg)x =
∑

y∈E

Pxygy,

et l’intégrale d’une fonction g par rapport à une mesure µ s’écrit (si la somme
converge absolument)

µg =
∑

x∈E

µxgx

Proposition 2.1.6. Soit {Xn, n ∈ IN} une chaîne de Markov (µ, P ). Alors
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(i) IP(Xn = y|X0 = x) = IP(Xn+p = y|Xp = x) = (P n)xy

(ii) IP(Xn = y) = (µP n)y

(iii) IE[g(Xn)|X0 = x] = (P ng)x

Preuve

(i)

IP(Xn = y|X0 = x) =
∑

x1,...,xn−1

IP(Xn = y,Xn−1 = xn−1, .., X1 = x1|X0 = x)

=
∑

x1,...,xn−1

µxPxx1 × · · · × Pxn−1y

µx

=
∑

x1,...,xn−1

Pxx1 × · · · × Pxn−1y

= (P n)xy

(ii) On remarque que

IP(Xn = y) =
∑

x∈E

IP(Xn = y,X0 = x)

=
∑

x∈E

IP(Xn = y|X0 = x)µx,

et on utilise (i).

(iii) On utilise à nouveau (i) à partir de :

IE[g(Xn)|X0 = x] =
∑

y∈E

gyIP(Xn = y|X0 = x)

2.2 Exemples

2.2.1 Marche aléatoire sur E = Zd

Soit {Yn;n ∈ IN∗} une suite de v.a. i.i.d. à valeurs dans Zd, de loi commune
λ, et X0 une v.a. à valeurs dans Zd indépendantes (Yn). Alors

Xn+1 = Xn + Yn+1, ∈ IN
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est une chaîne de Markov (µ, P ), avec µ=loi de X0, et Pxy = λy−x. Le cas le
plus classique des marches aléatoires dans Zd est le cas des marches aléatoires
symétriques partant de 0, i.e.

µ = δ0

λ±e1 =
1

2d
,

où (e1, . . . , ed) est une base orthonormée de IRd.

2.2.2 Processus de Galton–Watson

C’est un processus de branchement {Zn;n ∈ IN} où Zn désigne le nombre
d’individus de sexe mâle de la n–ième génération portant un nom donné,
ces individus étant tous issus d’un même ancêtre, l’unique mâle formant la
génération 0 (Z0 = 1 p.s.). On suppose que chacun des mâles de la n–ième
génération engendre ξn

i enfants mâles (1 ≤ i ≤ Zn) de telle sorte que

Zn+1 =
Zn∑

i=1

ξn
i .

Notre hypothèse fondamentale est que les v.a. {ξn
i , i = 1, 2, . . . , n =

0, 1, 2, . . .} sont i.i.d., de telle sorte que en particulier Zn et {ξn
1 , . . . , ξ

n
p , . . .}

sont indépendants.
Les {Zn, n ∈ IN} forment une chaîne de Markov (µ, P ), à valeurs dans

IN, avec µ = δ1,
Pxy = (p∗x)y,

où p∗x, la x–ème puissance de convolution de la loi p sur IN des ξk
n, i.e. la loi

de la somme de x v.a. i.i.d. de loi commune p.

2.2.3 File d’attente en temps discret

On considère une file d’attente qui se forme à un guichet. Xn désigne le
nombre de clients dans la file en attente ou en train de se faire servir à l’instant
n. Entre les instants n et n+1 arrivent Yn+1 clients, et si Xn > 0 partent Zn+1

clients. On suppose que X0, Y1, Z1, Y2, Z2 . . . sont indépendantes, vérifiant
0 < IP(Yn = 0) < 1, et les Zn vérifiant IP(Zn = 1) = p = 1 − IP(Zn = 0).
C’est à dire que

Xn+1 = Xn + Yn+1 − 1{Xn>0}Zn+1.
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2.3 Propriété de Markov forte

Soit {Xn;n ∈ IN} une chaîne de Markov à valeurs dans E, définie sur
l’espace de probabilité (Ω,F , IP). Etant donné µ une probabilité sur E, on
utilisera la notation IPµ pour désigner n’importe quelle probabilité sur (Ω,F)
telle que sous IPµ la suite {Xn, n ≥ 0} est une chaîne de Markov de loi initiale
µ, i. e. la loi de X0 est la probabilité µ, soit

IPµ(X0 = x) = µx, x ∈ E.

Dans le cas µ = δx, on notera IPx pour IPδx
. IPx s’interprète comme la pro-

babilité conditionnelle, sachant que X0 = x. Pour tout n ≥ 0, on notera Fn

la tribu des événements “déterminés par X0, X1, . . . , Xn”, i.e.

Fn =
{
{ω; (X0(ω), . . . , Xn(ω)) ∈ Bn}, Bn ∈ P(En+1)

}
.

Théorème 2.3.1. Soit {Xn;n ≥ 0} une chaîne de Markov (µ, P ). Alors
pour tout n ∈ IN, x ∈ E conditionnellement en {Xn = x}, {Xn+p; p ≥ 0} est
une chaîne de Markov (δx, P ) indépendante de (X0, . . . , Xn), autrement dit
pour tout A ∈ Fn et pour tout m > 0, x1, . . . , xm ∈ E,

IP (A ∩ {Xn+1 = x1, . . . , Xn+m = xm}|Xn = x)

= IP(A|Xn = x)IPx(X1 = x1, . . . , X = xm)

Preuve

Il suffit de faire la preuve dans le cas A = {X0 = y0, X1 = y1, . . . , Xn =
yn} (A est une réunion au plus dénombrable d’événements disjoints de cette
forme, et le cas général s’en déduira donc par la σ–additivité de IP). Il suffit
de considérer le cas yn = x, car dans le cas contraire les deux membres de
l’égalité sont nuls. Le membre de gauche de l’égalité de l’énoncé vaut

IP(X0 = y0, . . . , Xn = x,Xn+1 = x1, . . . , Xn+m = xm)

IP(Xn = x)

ce qui vaut, en appliquant deux fois la Proposition 2.1.4,

IP(A)

IP(Xn = x)
× Pxx1 × Px1x2 × · · · × Pxm−1xm

,

soit
IP(A|Xn = x)IPx(X1 = x1, . . . , Xm = xm).



40 CHAPITRE 2. CHAÎNES DE MARKOV

�

Le résultat précédent dit en particulier que le passé et le futur sont condi-
tionnellement indépendants, sachant la position de la chaîne à l’instant pré-
sent n.

Nous allons maintenant étendre la propriété de Markov en remplaçant
l’instant fixe n par un instant aléatoire qui vérifie une propriété particulière.

Définition 2.3.2. Une v.a. T à valeurs dans IN ∪ {+∞} est appelée un
temps d’arrêt si ∀n ∈ IN,

{T = n} ∈ Fn.

Autrement dit, l’observation de X0, X1, . . . , Xn, la chaîne jusqu’à l’instant
n, permet de décider si oui ou non T vaut n.

Exemple 2.3.3. i) ∀i ∈ n, l’instant Si du premier passage à l’état x :

Sx =

{
inf{n ≥ 0;Xn = x} si un tel n existe,

+∞, sinon;

est un temps d’arrêt, ainsi que l’instant du “premier retour ” à l’état x :

Tx =

{
inf{n ≥ 1;Xn = x} si un tel n existe,

+∞, sinon.

Remarque 2.3.4. Avec la convention que l’inf de l’ensemble vide vaut +∞,
il est inutile de définir ces temps sur deux lignes :

Tx = inf{n ≥ 1; Xn = x}.
Tx est bien un temps d’arrêt, puisque

{Tx = n} = {X1 6= x} ∩ . . . ∩ {Xn−1 6= x} ∩ {Xn = x}.
ii) ∀A ⊂ E, le temps d’atteinte de A

TA = inf{n ≥ 1;Xn ∈ A}
est un temps d’arrêt.
iii) Par contre, l’instant de dernier passage en A

LA = sup{n ≥ 1;Xn ∈ A}
n’est pas un temps d’arrêt.
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On notera FT la tribu des événements “déterminés par X0, X1, . . . , XT ”,
définie comme la tribu des événements B ∈ F tels que ∀n ∈ IN,

B ∩ {T = n} ∈ Fn.

Théorème 2.3.5. (Propriété de Markov forte) Soit {Xn : n ≥ 0} une chaîne
de Markov (µ, P ), et T un temps d’arrêt. Conditionnellement en {T <∞}∩
{XT = x}, {XT+n;n ≥ 0} est une chaîne de Markov (δx, P ) indépendante de
FT . Autrement dit, pour tout A ∈ FT , et pour tout m > 0, x1, . . . , xm ∈ E,

IP(A ∩ {XT+1 = x1, . . . , XT+m = xm}|XT = x, T <∞)

= IP(A|XT = x, T <∞) × IPx(X1 = x1, . . . , Xm = xm)

Preuve Il suffit de montrer que ∀n ∈ IN,

IP(A ∩ {T = n} ∩ {XT+1 = x1, . . . , XT+m = xm}|XT = x)

= IP(A ∩ {T = n}|XT = x)IPx(X1 = x1, . . . , Xm = xm),

ce qui résulte du Théorème 2.3.1, puis de sommer sur n.

2.4 Etats récurrents et transitoires

On définit comme ci–dessus

Tx = inf{n ≥ 1;Xn = x}, et on pose la

Définition 2.4.1. L’état x ∈ E est dit récurrent si IPx(Tx < ∞) = 1, et
transitoire dans le cas contraire (i.e. si IPx(Tx <∞) < 1).

On définit le nombre de retours à l’état x :

Nx =
∑

n≥1

1{Xn=x}

Proposition 2.4.2. a) Si x est récurrent,

IPx(Nx = +∞) = 1.

b) Si x est transitoire,

IPx(Nx = k) = (1 − Πx)Π
k
x, k ≥ 0,

avec Πx = IPx(Tx <∞) (en particulier Nx <∞, IPx p.s.)
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Preuve Posons

T 2
x = inf{n > Tx, Xn = x}

= Tx + inf{n > 0, XTx+n = x}.

On vérifie (exercice) que T 2
x est un temps d’arrêt.

IPx(T
2
x <∞) = IPx(T

2
x <∞|Tx <∞)IPx(Tx <∞)

=
∞∑

n=1

IPx(T
2
x = Tx + n|Tx <∞)IPx(Tx <∞).

Mais, en utilisant le Théorème 2.3.5 on obtient

IPx(T
2
x =Tx + n|Tx <∞)

= IPx(XTx+1 6= x, . . . , XTx+n−1 6= x,XTx+n = x|Tx <∞)

= IPx(X1 6= x, . . . , Xn−1 6= x,Xn = x)

= IPx(Tx = n)

Finalement

IPx(T
2
x <∞) = (IPx(Tx <∞))2, soit

IPx(Nx ≥ 2) = (IPx(Tx <∞))2,

et on montre en itérant le même argument que

IPx(Nx ≥ k) = (IPx(Tx <∞))k, k ∈ IN.

Les deux parties de la Proposition se déduisent aisément de cette relation.

Corollaire 2.4.3. L’état x est récurrent ssi
∞∑

n=0

(P n)xx = +∞

Preuve

IEx(Nx) =
∑

n≥1

IPx(Xn = x)

=
∑

n≥1

(P n)xx
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D’après la proposition, cette quantité est infinie lorsque x est récurrent. Mais
si x est transitoire,

IEx(Nx) =
∞∑

k=1

k(1 − Πx)Π
k
x

=
∏

x

(1 − Πx)
−1 <∞

Définition 2.4.4. On dit que l’état y est accessible à partir de x (noté
x→ y) s’il existe n ≥ 0 tel que IPx(Xn = y) > 0. On dit que les états x et y
communiquent (noté ↔) si x→ y et y → x.

La relation x ↔ y est une relation d’équivalence (exercice), et on peut
donc partitionner E en classes d’équivalence modulo la relation ↔.

Notons que x → y ⇔ ∃ n ≥ 0 t.q. (P n)xy > 0, puisque IPx(Xn = y) =
(P n)xy (Proposition 2.1.6(i)).

Théorème 2.4.5. Soit C ⊂ E une classe d’équivalence pour la relation ↔.
Alors tous les états de C sont soit récurrents soit transitoires.

Preuve Soit x, y ∈ C. Il suffit de montrer que x transitoire ⇒ y transitoire
(car alors par l’absurde y récurrent ⇒ x récurrent). Comme x ↔ y, d’après
la dernière remarque ∃ n,m > 0 t.q. (P n)xy > 0 et (Pm)yx > 0. Mais ∀r ≥ 0,

(P n+r+m)xx ≥ (P n)xy(P
r)yy(P

m)yx)

et ∞∑

r=0

(P r)yy ≤ 1

(P n)xy(Pm)yx

∞∑

n=0

(P n+r+m)xx <∞.

Définition 2.4.6. Une chaîne de Markov (µ, P ) est dite irréductible si
E est constitué d’une unique classe d’équivalence. Elle est dite récurrente
irréductible si elle est irréductible et si tous les états sont récurrents.

Proposition 2.4.7. Toute chaîne de Markov irréductible sur un espace fini
E est récurrente irréductible.

Preuve Par l’absurde, puisque E est fini, il y a au moins un état qui est
visité une infinité de fois avec une probabilité non nulle, donc p.s. d’après la
dichotomie de la Proposition 2.4.2, et cet état (donc tous les états) est (sont)
récurrent(s).
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2.5 Le cas récurrent irréductible

Dans cette section, on suppose la chaîne irréductible récurrente. Nous
allons commencer par étudier les excursions successives de la chaîne entre
deux retours successifs à l’état x :

Ek = (XT k
x
, XT k

x +1, . . . , XT k+1
x

), k ≥ 0.

Ces excursions sont des suites aléatoires de longueur aléatoire finie ≥ 2,
formées d’états de E distincts de x, sauf le premier et le dernier qui sont
égaux à x. Notons U l’ensemble des suites

u = (x, x1, . . . , xn, x),

avec n ≥ 0, x` 6= x, 1 ≤ ` ≤ n. U est dénombrable, et constitue l’ensemble des
valeurs possible des excursions E0, E1, . . . . Ces v.a. prennent donc leurs valeurs
dans un ensemble dénombrable, et leur loi de probabilité est caractérisée par
les quantités

IP(Ek = u), u ∈ U.

Proposition 2.5.1. Sous IPx la suite (E0, E1, . . .) des excursions est i.i.d.,
c’est à dire qu’il existe une probabilité {pu, u ∈ U} telle que pour tout k > 0,
u0, . . . , uk ∈ U ,

IPx(E0 = u0, E1 = u1, . . . , Ek = uk) =

k∏

`=0

pu`
.

Preuve C’est une conséquence de la propriété de Markov forte. En effet,
{E0 = u0} ∈ FTx

, et l’événement

{E1 = u1, . . . , Ek = uk}
est de la forme

{XTx+1 = x1, . . . , XTx+p = xp},
pour p > 0, x1, . . . , xp ∈ E. Donc

IPx(E0 = u0, E1 = u1, . . . , Ek = uk)

= IPx({E0 = u0} ∩ {XT1+1 = x1, . . . , XT1+p = x}|Tx <∞)

= IPx(E0 = u0)IPx(X1 = x1, . . . , Xp = x)

= IPx(E0 = u0)IPx(E0 = u1, . . . , Ek−1 = uk)

= IPx(E0 = u0)IPx(E0 = u1) × . . .× IPx(E0 = uk)

= pu0pu1 × · · · × puk
,
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si {pu, u ∈ U} est la loi de E0 sous IPx. �

On appelle mesure sur E un “vecteur ligne” {γx; x ∈ E} tel que 0 ≤ γx <

∞, ∀x. Dans le cas où la mesure est finie,
∑

x∈E

γx <∞, on peut la normaliser

pour en faire une probabilité sur E,

(
γx∑
z γz

, x ∈ E

)
. Une mesure γ est dite

invariante (par la matrice de transition P ) si

γP = γ, i.e.

∑

y∈E

γyPyx = γx, x ∈ E.

Une mesure γ sera dite strictement positive si γx > 0, ∀x ∈ E.
Une mesure de probabilité γ est invariante ssi la chaîne (γ, P ) a la pro-

priété que γ est la loi de Xn, ∀n ∈ IN, donc ∀n, {Xn+m;m ∈ IN} est une
chaîne (γ, P ).

Remarque 2.5.2. Soit π une probabilité invariante, c’est à dire une proba-
bilité qui vérifie πP = π, ou encore ∀x ∈ E,

∑

y 6=x

πyPyx = πx(1 − Pxx),

soit

IP(Xn 6= x,Xn+1 = x) = IP(Xn = x,Xn+1 6= x),

ce qui signifie qu’à l’équilibre, le nombre moyen de départs de l’état x entre
les instants n et n + 1 est égal au nombre moyen d’arrivées à l’état x entre
n et n+1. On voit que l’équation qui caractérise la probabilité invariante est
très intuitive.

Théorème 2.5.3. Soit {Xn;n ∈ IN} une chaîne de matrice de transition P
récurrente irréductible. Alors il existe une mesure strictement positive inva-
riante γ, unique à une constante multiplicative près.

Preuve Existence Posons γx
y=nombre moyen de visites à l’état y lors de
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l’excursion E0 partant de x, soit

γx
y = IEx

Tx∑

n=1

1{Xn=y}

=
∞∑

n=1

IPx(Xn = y, n ≤ Tx)

=
∑

z∈E

∞∑

n=1

IPx({Xn−1 = z, n− 1 < Tx} ∩ {Xn = y})

=
∑

z∈E

( ∞∑

n=2

IPx(Xn−1 = z, n− 1 ≤ Tx)

)
Pzy

= (γxP )y.

Notons que l’on a utilisé la récurrence à l’avant dernière égalité. On va main-
tenant utiliser l’irréductibilité de la chaîne. ∃ n,m tels que (P n)xy > 0,
(Pm)yx > 0. Donc, puisque γx

x = 1,

0 < (P n)xy = γx
x(P n)xy ≤ γx

y

0 < (P n)xy = γx
x(P n)xy ≤ (γxP n)y = γx

y

γx
y (Pm)yx ≤ (γxPm)x = γx

x = 1.

Donc γx est bien une mesure strictement positive, qui vérifie γx
x = 1.

Unicité Soit λ invariante telle que λx = 1. On va montrer que λ ≥ γx, puis
que λ = γx. notons que cette partie de la preuve du théorème n’utilise que
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l’irréductibilité.

λy = Pxy +
∑

z1 6=x

λz1Pz1y

= Pxy +
∑

z1 6=x

Pxz1Pz1y +
∑

z1,z2 6=x

λz2Pz2z1Pz1y

≥
∞∑

n=0

∑

z1,...,zn 6=x

Pxzn
Pznzn−1 × · · · × Pz1y

=
∞∑

n=0

IPx(Xn+1 = y, Tx ≥ n+ 1)

= γx
y .

Donc µ = λ− γx est aussi une mesure invariante, et µx = 0. Soit y ∈ E, et
n tel que (P n)yx > 0. Alors

0 = µx =
∑

z∈E

µz(P
n)zx ≥ µy(P

n)yx.

Donc µy = 0, et ceci ∀y ∈ E. �

On a vu qu’un état x est récurrent si

IPx(Tx <∞) = 1.

Posons mx = IEx(Tx).
Si cette quantité est finie, l’état x est dit récurrent positif, et sinon

récurrent nul.

Théorème 2.5.4. On se place à nouveau dans le cas irréductible. Un état x
est récurrent positif ssi tous les états sont récurrent positifs, ssi il existe une

probabilité invariante, et dans ce cas elle est donnée par π = (πx =
1

mx
, x ∈

E).

Preuve Notons que
mx =

∑

y∈E

γx
y

Donc si x est récurrent positif, la probabilité π = (πy =
γx

y

mx

, y ∈ E) est une

probabilité invariante.
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Réciproquement, si π est une probabilité invariante, par l’irréductibilité
(cf. la fin de la preuve de l’existence dans le Théorème 2.5.3), π est strictement

positive, donc si x est un état arbitraire, λ =

(
λy =

πy

πx

, y ∈ E

)
est une

mesure invariante qui vérifie λx = 1. Par l’irréductibilité et la preuve de
l’unicité dans le Théorème 2.5.3,

mx =
∑

y∈E

γx
y =

∑

y∈E

πy

πx

=
1

πx

<∞.

Donc l’état x, comme tous les états, est récurrent positif. �

La dichotomie suivante résulte des deux théorèmes précédents : dans le
cas récurrent irréductible, la chaîne est récurrente positive s’il existe une pro-
babilité invariante, récurrente nulle si toute mesure invariante est de masse
infinie (

∑
i πi = +∞). En particulier, si |E| < ∞, il n’existe pas d’état

récurrent nul, tout état récurrent est récurrent positif.

Corollaire 2.5.5. Soit {Xn} une chaîne de Markov irréductible, récurrente
positive. Pour tout x ∈ E, on pose Tx = inf{n > 0, Xn = x}. Alors pour tout
y ∈ E,

IEy(Tx) <∞.

Preuve Remarquons que

Tx ≥ Tx1{Ty<Tx},

d’où en prenant l’espérance sous IPx,

mx ≥ IEx(Tx|Ty < Tx)IPx(Ty < Tx).

Mais il résulte de propriété de Markov forte que IEx(Tx|Ty < Tx) > IEy(Tx),
et de l’irréductibilité que IPx(Ty < Tx) > 0. Le résultat est établi. �

Remarque 2.5.6. Cas non irréductible. Limitons nous pour simplifier
au cas |E| <∞. Il existe au moins une classe récurrente (nécessairement ré-
currente positive), donc il existe au moins une probabilité invariante. Toute
probabilité invariante ne charge que les états récurrents. S’il y a une seule
classe récurrente, alors la chaîne possède une et une seule probabilité inva-
riante. Sinon, à chaque classe récurrente on associe une unique probabilité
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invariante dont le support est cette classe, et toutes les mesures invariantes
s’obtiennent comme combinaison linéaire convexe des précédentes. Donc dès
qu’il existe au moins deux classes récurrentes, il y a une infinité non dénom-
brable de probabilités invariantes.

Revenons au cas irréductible. On peut maintenant établir le théorème
ergodique, qui constitue une généralisation de la loi des grands nombres.

Théorème 2.5.7. Supposons la chaîne irréductible et récurrente positive.
Désignons par π = (πx, x ∈ E) son unique probabilité invariante. Si f : E →
IR est bornée, alors IP p. s., quand n→ ∞,

1

n

n∑

k=1

f(Xk) →
∑

x∈E

πxf(x).

Preuve Par hypothèse, il existe c tel que |f(x)| ≤ c, ∀x ∈ E.
Définissons

Nx(n) =
∑

1≤k≤n

1{Xk=x},

le nombre de retours à l’état x avant l’instant n. On veut étudier les limites
quand n→ ∞ de

Nx(n)

n
.

Désignons par S0
x, S

1
x, . . . , S

k
x, . . . les longueurs des excursions

E0, E1, . . . , Ek, . . . partant de x. On a

S0
x + · · · + SNx(n)−1

x ≤ n < S0
x + · · ·+ SNx(n)

x .

Donc
S0

x + · · · + S
Nx(n)−1
x

Nx(n)
≤ n

Nx(n)
≤ S0

x + · · · + S
Nx(n)
x

Nx(n)

Mais par le caractère i.i.d. des Ek (donc aussi des Sk
x),

S0
x + · · · + S

Nx(n)
x

Nx(n)
→ IEx(Tx) = mx IPx p.s.

Comme Nx(n) → +∞ IPx p.s.,

n

Nx(n)
→ mx IPx p.s.
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Nx(n)

n
→ 1

mx
IPx p.s.

Cette convergence a également lieu IPµ p.s., ∀µ loi initiale, puisque les li-
mites de Nx(n)

n
sont les mêmes pour la chaîne {Xn;n ≥ 0} et pour la chaîne

{XTx+n;n ≥ 0}.
Soit maintenant F ⊂ E. On note f̄ =

∑

x∈E

πxf(x).

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

f(Xk) − f̄

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

x∈E

(
Nx(n)

n
− πx

)
f(x)

∣∣∣∣∣

≤ c
∑

x∈F

∣∣∣∣
Nx(n)

n
− πx

∣∣∣∣+ c
∑

x/∈F

(
Nx(n)

n
+ πx

)

= c
∑

x∈F

∣∣∣∣
Nx(n)

n
− πx

∣∣∣∣+ c
∑

x∈F

(
πx −

Nx(n)

n

)
+ 2c

∑

x/∈F

πx

≤ 2c
∑

x∈F

∣∣∣∣
Nx(n)

n
− πx

∣∣∣∣+ 2c
∑

x/∈F

πx

On choisit F fini tel que
∑

x/∈F

πx ≤ ε

4c
, puis N(ω) tel que ∀n ≥ N(ω),

∑

x∈F

∣∣∣∣
Nx(n)

n
− πx

∣∣∣∣ ≤
ε

4c
,

et le résultat est établi dans le cas f bornée. �

On va maintenant établir un théorème de la limite centrale, en nous li-
mitant - pour simplifier - au cas E fini.

Théorème 2.5.8. Soit {Xn;n ∈ IN} une chaîne de Markov à valeurs dans
E fini, de matrice de transition P irréductible. Soit π l’unique probabilité
invariante de la chaîne, et f : E → IR telle que

πf =
∑

x∈E

πxfx = 0.

Alors il existe σf ≥ 0 tel que, quand n→ ∞,

1√
n

n∑

1

f(Xk) converge en loi vers σfZ,
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où Z ' N(0, 1).

Preuve

1√
n

n∑

1

f(Xk) =
∑

x∈E

√
nfx

(
Nx(n)

n
− πx

)

=
∑

x∈E

πxfx

√
Nx(n)

n

(√
Nx(n)

πx
− n√

Nx(n)

)

Par le même raisonnement que dans la preuve du théorème ergodique, cette
dernière quantité se comporte quand n→ ∞ comme

∑

x∈E

πxfx

√
Nx(n)

n
× S̄0

x + · · · + S̄
Nx(n)
x√

Nx(n)
,

avec S̄k
x = Sk

x − 1
πx

.
Par le théorème de la limite centrale pour les v.a. i.i.d., le vecteur dont

la x–ième coordonnée est

S̄0
x + · · · + S̄

Nx(n)
x√

Nx(n)

converge en loi quand n → ∞ vers un vecteur aléatoire gaussien centré. En
outre, on a les convergences p.s.

Nx(n)

n
→ πx, x ∈ E.

On en déduit la convergence en loi de la somme ci–dessus vers une v.a.
gaussienne centrée. �

Le calcul de la variance σ2
f ne se déduit pas aisément de la preuve ci–

dessus. On va donner - sans démonstration - une formule pour σ2
f . Au moins

sous les hypothèses du Théorème 2.6.7 ci–dessous, la quantité suivante est
bien définie :

(Qf)x =

∞∑

n=0

IEx[f(Xn)], x ∈ E.

Notons que
(I − P )Qf = f.
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On a

σ2
f =

∑

x∈E

πx(Qf)2
x −

∑

x

πx(PQf)2
x

= 2
∑

x

πx(Qf)xfx −
∑

x

πxf
2
x .

2.6 Le cas apériodique

On vient de montrer en particulier que dans le cas irréductible récurrent
positif,

1

n

n∑

k=1

1{Xk=y} → πy p.s. ,

quand n→ ∞. En prenant l’espérance sous IPx, on obtient que

1

n

n∑

k=1

(P k)xy → πy, ∀x, y ∈ E.

On voit que les moyennes de Césaro des (P k)xy convergent. On peut se poser
la question : est–ce que

(P n)xy → πy, ∀x, y ∈ E ?

Il est facile de voir que ce n’est pas toujours le cas sous l’hypothèse irréduc-
tible et récurrent positif.

Considérons une marche aléatoire sur E = Z/N , N entier pair (i.e. on
identifie 0 et N)

Xn = X0 + Y1 + · · ·+ Yn,

avec les Yn i.i.d. à valeurs dans {−1, 1}, autrement dit

Xn = (X0 + Y1 + · · ·+ Yn) mod N.

Cette chaîne est irréductible, et récurrente positive car E est fini. Mais
(P 2k+1)xx = 0, pour tout x ∈ E. Dans le cas particulier N = 2, on a P 2k = I
et P 2k+1 = P .

Pour espérer avoir la convergence souhaitée, il faut faire une hypothèse
supplémentaire
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Définition 2.6.1. Un état x ∈ E est dit apériodique si ∃N tel que

(P n)xx > 0, pour tout n ≥ N.

Lemme 2.6.2. Si P est irréductible et s’il existe un état apériodique x, alors
∀y, z ∈ E, ∃M tel que (P n)yz > 0, ∀n ≥ M . En particulier, tous les états
sont apériodiques.

Preuve D’après l’irréductibilité ∃r, s ∈ N tels que (P r)yx > 0, (P s)xz > 0.
En outre (

P r+n+s
)

yz
≥ (P r)yx(P

n)xx(P
s)xz > 0,

dès que n ≥ N . Donc on a la propriété désirée avec M = N + r + s.

Remarque 2.6.3. Plaçons nous dans le cas irréductible, récurrent positif.
Soit π la probabilité invariante. πy > 0, ∀y ∈ E. Donc (P n)xy > 0 à partir
d’un certain rang N est une CN pour que (P n)xy → πy. On va voir mainte-
nant que c’est une CS.

Théorème 2.6.4. Supposons P irréductible, récurrent positif et apériodique.
Soit π l’unique probabilité invariante. Alors si {Xn;n ∈ IN} est une chaîne
de Markov (µ, P ), ∀y ∈ E,

IP(Xn = y) → πy, n→ ∞,

soit

(µP n)y → πy,

pour toute loi initiale µ. En particulier, ∀x, y ∈ E,

(P n)xy → πy.

Preuve On va utiliser un argument de couplage. Soit {Yn, n ∈ IN} une
chaîne de Markov (π, P ), indépendante de {Xn;n ∈ IN}, et x ∈ E arbitraire.
On pose

T = inf{n ≥ 0; Xn = Yn = x}
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Etape 1 Montrons que IP(T <∞) = 1.
{Wn = (Xn, Yn);n ∈ IN} est une chaîne de Markov à valeurs dans E×E,

de loi initiale λ (avec λ(x,u) = µxπu), et de matrice de transition P̃(x,u)(y,v) =
PxyPuv. Comme P est apériodique, ∀x, u, y, v, pour n assez grand

(P̃ n)(x,u)(y,v) = (P n)xy(P
n)uv > 0.

Donc P̃ est irréductible. En outre, P̃ possède la probabilité invariante

π̃(x,u) = πxπu.

Donc, d’après le Théorème 2.5.4, P̃ est récurrent positif. T est le premier
temps de passage de la chaîne {Wn} au point (x, x) ; il est donc fini p.s.

Etape 2 On pose

Zn =

{
Xn, n ≤ T ;

Yn, n > T .

On va maintenant montrer que {Zn;n ∈ IN} est une chaîne de Markov (µ, P ).
Notons que par la propriété de Markov forte, les deux processus {XT+n;

n ≥ 0} et {YT+n);n ≥ 0} sont des chaînes de Markov (δx, P ), indépendantes
de (X0, . . . , XT ). Par conséquent, {Zn, n ∈ IN} est, comme {Xn}, une chaîne
de Markov (µ, P ).

Etape 3 On va conclure. On a trois identités

IP(Zn = y) = IP(Xn = y)

IP(Yn = y) = πy

IP(Zn = y) = IP(Xn = y, n ≤ T ) + IP(Yn = y, n > T )

Donc

|IP(Xn = y) − πy| = |IP(Zn = y) − IP(Yn = y)|
≤ IP(n < T )

→ 0,

quand n→ ∞. �
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On va maintenant préciser la vitesse de convergence dans le théorème
précédent, sous une hypothèse supplémentaire, dite condition de Doeblin :

∃ n0 ∈ IN, β > 0 et une probabilité ν sur E tels que

(D) (P n0)xy ≥ βνy, ∀x, y ∈ E.

Remarque 2.6.5. La condition (D) est équivalente à la condition

∃x ∈ E, n0 ≥ 1 tels que inf
y∈E

(P n0)yx > 0.

Elle entraîne que cet état x est apériodique. Mais elle n’entraîne pas l’irréduc-
tibilité (il est facile de construire un contre–exemple). On verra à l’exercice
2.9.5 que cette condition entraîne l’existence d’une unique classe récurrente,
donc d’une unique probabilité invariante.

Lemme 2.6.6. Si P est irréductible et apériodique, et E fini, alors la condi-
tion (D) est satisfaite.

Preuve Choisissons x ∈ E. ∀y ∈ E, ∃ny tel que n ≥ ny ⇒ (P n)yx > 0.
Posons n̄ = sup

y∈E
ny, α = inf

y
(P n̄)yx. Alors α > 0, et ∀y ∈ E,

(P n̄)yx ≥ α.

Donc la condition (D) est satisfaite avec n0 = n̄, β = α, ν = δx. �

Par ailleurs, la condition de Doeblin est très rarement satisfaite dans le
cas cardE = +∞, car alors typiquement ∀n ∈ IN, y ∈ E,

inf
x∈E

(P n)xy = 0.

Théorème 2.6.7. Supposons que P est irréductible et satisfait la condition
(D). Alors P est apériodique, récurrente positive, et si π désigne sa probabilité
invariante,

∑

y∈E

|(P n)xj − πy| ≤ 2 (1 − β)[n/n0], ∀x ∈ E, n ∈ IN,

où [n/n0] désigne la partie entière de n/n0.

Nous allons tout d’abord introduire un outil qui nous sera utile dans la
preuve du théorème.
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Définition 2.6.8. On appelle couplage de deux probabilités p et q sur E tout
couple aléatoire (X, Y ) de deux v.a. à valeurs dans E, telles que p soit la loi
de X et q celle de Y .

Lemme 2.6.9. Soit p et q deux probabilités sur E. On a l’égalité

||p− q||1 = 2 inf
(X,Y ) couplage de p, q

IP(X 6= Y ).

Preuve : Tout d’abord, si (X, Y ) est un couplage de p et q,

IP(X = Y ) =
∑

x∈E

IP(X = Y = x)

≤
∑

x∈E

px ∧ qx,

d’où

IP(X 6= Y ) ≥ 1 −
∑

x∈E

px ∧ qx

=
∑

x∈E

(px − qx)
+,

et

‖p− q‖1 =
∑

x∈E

|px − qx|

≤ 2IP(X 6= Y ).

D’un autre coté, posons α =
∑

x∈E px ∧ qx. Si ξ, U , V et W sont des v.
a. indépendantes, avec IP(ξ = 1) = 1 − IP(ξ = 0) = α, U de loi r t.q.
rx = α−1px ∧ qx, V de loi p̄ t.q. p̄x = (1 − α)−1(px − qx)

+, W de loi q̄ t.q.
q̄x = (1 − α)−1(qx − px)

+, alors

X = ξU + (1 − ξ)V,

Y = ξU + (1 − ξ)W

réalise un couplage (X, Y ) de p et q tel que 2IP(X 6= Y ) = ‖p− q‖1. �

Preuve du théorème 2.6.7 : La chaîne étant irréductible, la condition
(D) entraîne clairement son caractère apériodique.
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Etape 1 On va tout d’abord montrer que pour toutes probabilités µ et
ν sur E,

‖µP n − νP n‖1 ≤ 2(1 − β)[n/n0]. (2.1)

Pour cela, d’après le Lemme 2.6.9, il suffit de construire un couplage (Xn, Yn)
des probabilités µP n et νP n, tel que

IP(Xn 6= Yn) ≤ (1 − β)[n/n0].

Supposons que n = kn0 + m, avec m < n0. Etant donné (X0, Y0) de loi
µ × ν sur E × E, pour ` = 0, 1, . . . , k − 1, on définit (X(`+1)n0 , Y(`+1)n0) en
fonction de (X`n0, Y`n0) comme suit. On se donne une suite {ξ`, U`, V`, ` ≥ 0}
de v.a.indépendantes, les ξ` de Bernoulli t.q. IP(ξ` = 1) = β = 1− IP(ξ` = 0),
les U` de loi m̄ = β−1m et les V` de loi uniforme sur [0, 1]. On note enfin

Qxy = (1 − β)−1((P n0)xy −my),

et f : E× [0, 1] → E telle que si V suit la loi uniforme sur [0, 1], f(x, V ) suit
la loi Qx·, x ∈ E. On pose alors

X(`+1)n0 = ξ`U` + (1 − ξ`)f(X`n0, V`)

Y(`+1)n0 = ξ`U` + (1 − ξ`)f(Y`n0, V`).

Notons que l’on a bien construit un couplage (X`n0, Y`n0) de µP `n0 et νP `n0,
pour ` = 0, . . . , k, tel que

IP(X`n0 6= Y`n0) ≤ IP(∩`
m=0ξm = 0) = (1 − β)`.

Il reste à construire un couplage (Xn, Yn) de µP n et νP n, tel que {Xn 6=
Yn} ⊂ {Xkn0 6= Ykn0}, ce qui est facile.

Etape 2 Montrons maintenant que pour toute probabilité µ, {µP n, n ≥
0} est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach `1(E). Si ν = µPm,
d’après (2.1),

‖µP n+m − µP n‖1 = ‖νP n − µP n‖1 ≤ 2cn−n0,

où c = (1 − β)1/n0 , d’où le résultat.

Etape 3 Il résulte de la 2ème étape que la suite de probabilités {µP n, n ≥
0} converge dans `1(E), vers une probabilité π sur E. Mais

πP = lim
n→∞

µP n+1 = π,
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donc π est invariante, et la chaîne est récurrente positive. En conséquence,
d’après (2.1), pour toute probabilité µ sur E,

‖µP n − π‖1 ≤ 2(1 − β)[n/n0],

ce qui établit la vitesse de convergence annoncée, et l’apériodicité.

2.7 Chaîne de Markov réversible

On se place dans le cas irréductible, récurrent positif. La formulation de
la propriété de Markov “passé et futur sont conditionnellement indépendants
sachant le présent” nous indique que si {Xn;n ∈ IN} est une chaîne de Mar-
kov, alors ∀N , {X̂N

n = XN−n; 0 ≤ n ≤ N} est aussi une chaîne de Markov. En
général, la chaîne retournée n’est pas homogène, sauf si {Xn} est initialisée
avec sa probabilité invariante π.

Proposition 2.7.1. Soit {Xn;n ∈ IN} une chaîne de Markov (π, P ), avec π
probabilité invariante et P irréductible. Alors la chaîne retournée {X̂N

n ; 0 ≤
n ≤ N} est une chaîne de Markov (π, P̂ ), avec

πyP̂yx = πxPxy, ∀ x, y ∈ E

Preuve

IP(X̂p+1 = x|X̂p = y)

= IP(Xn = x|Xn+1 = y)

= IP(Xn+1 = y|Xn = x) × IP(Xn = x)

IP(Xn+1 = y)
.

�

On dit que la chaîne {Xn;n ∈ IN} est réversible si P̂ = P , ce qui a lieu
si et seulement si la relation suivante dite d’“équilibre ponctuel”est satisfaite :

πxPxy = πyPyx, ∀ x, y ∈ E,

avec π probabilité invariante. Il est facile de vérifier que si une probabilité
π satisfait cette relation, alors elle est invariante par P . La réciproque n’a
aucune raison d’être vraie.
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Remarque 2.7.2. Si π est la probabilité invariante d’une chaîne irréductible
(et donc aussi récurrente positive), la chaîne n’est pas nécessairement réver-
sible par rapport à π. Supposons que cardE ≥ 3. Alors il peut exister x 6= y
t.q. Pxy = 0 6= Pyx. D’où πxPxy = 0 6= πyPyx. Les transitions de y à x de la
chaîne initiale correspondent aux transitions de x à y de la chaîne retournée,
donc Pyx 6= 0 ⇒ P̂xy 6= 0, d’où P̂ 6= P .

Remarque 2.7.3. Étant donné une matrice de transition d’une chaîne de
Markov récurrente irréductible P , un problème classique est de calculer sa
probabilité invariante.

Un autre problème, qui apparaîtra au chapitre suivant, est de déterminer
une matrice de transition P irréductible, dont la chaîne associée admette
comme probabilité invariante une mesure π donnée.

Le second problème est facile à résoudre. En fait il existe un grand nombre
de solutions. Le plus simple est de chercher P telle que la chaîne correspon-
dante soit réversible par rapport à la mesure donnée π. Autrement dit, il suffit
de trouver une matrice markovienne irréductible P telle que la quantité πxPxy

soit symétrique en x, y.
Pour résoudre le premier problème, on peut là aussi chercher à résoudre

l’équation
πxPxy = πyPyx, ∀x, y ∈ E,

qui contrairement à l’équation πP = π, n’impose pas de sommation en i.
Mais cette équation n’a de solution que si la chaîne est réversible par rapport
à son unique probabilité invariante, ce qui n’est pas forcément le cas.

Supposons maintenant que l’on se donne le couple (P, π), et que l’on
veuille vérifier si oui ou non π est la probabilité invariante associée à la
chaîne de matrice de transition irréductible P . Si la quantité πxPxy est sy-
métrique en x, y, la réponse est oui, et on a même mieux, la réversibilité. Si
non, il faut vérifier si oui ou non πP = π. Une façon de faire ce calcul est
donnée par la Proposition suivante.

Proposition 2.7.4. Soit P une matrice de transition irréductible, et π une
probabilité sur E. On pose pour tout x, y ∈ E,

P̂xy =

{
πy

πx
Pyx, si x 6= y,

Pxx, si x = y.

Alors π est la probabilité invariante de la chaîne de matrice de transition P
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et P̂ est la matrice de la chaîne retournée ssi pour tout x ∈ E,

∑

y∈E

P̂xy = 1.

2.8 Statistique des chaînes de Markov

Le but de cette section est d’introduire des notions élémentaires sur la
statistique des chaînes de Markov.

On a vu que pour tout n > 0, la loi du vecteur aléatoire (X0, X1, . . . , Xn)
ne dépend que de la loi initiale µ et de la matrice de transition P .

La première question que l’on peut se poser en statistique des chaînes
de Markov est : peut–on estimer le couple (µ, P ) au vu de l’observation
de la suite (X0, X1, . . . , Xn), d’une telle façon que l’erreur d’estimation soit
“petite” quand n est “grand”. Comme on va le voir ci–dessous, on peut estimer
P . Par contre, on ne peut raisonnablement estimer la loi initiale µ que si
celle–ci coïncide avec la probabilité invariante, et que l’on est dans le cas
irréductible et récurrent positif, ce que nous supposerons dans toute la suite
de cette section.

Commençons par l’estimation de la probabilité invariante µ.
Pour tout x ∈ E,

µ̂n
x =

1

n + 1

n∑

`=0

1{X`=x}

est un estimateur consistant de µx, puisqu’une conséquence immédiate du
théorème ergodique est que

Proposition 2.8.1. Pour tout x ∈ E, µ̂n
x → µx p.s., quand n→ ∞.

Passons maintenant à l’estimation des Pxy, x, y ∈ E. On choisit l’estima-
teur

P̂ n
xy =

n−1∑

`=0

1{X`=x,X`+1=y}

n−1∑

`=0

1{X`=x}

On a la
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Proposition 2.8.2. Pour tout x, y ∈ E, P̂ n
xy → Pxy p.s. quand n→ ∞.

Preuve On a bien sûr

P̂ n
xy =

(
1

n

n−1∑

`=0

1{X`=x}

)−1

1

n

n−1∑

`=0

1{X`=x,X`+1=y}.

On sait que
1

n

n−1∑

`=0

1{X`=x} → µx.

Pour n ≥ 0, posons X̃n = (Xn, Xn+1). Il n’est pas très difficile de vérifier que
{X̃n, n ≥ 0} est une chaîne de Markov irréductible et récurrente positive
à valeurs dans Ẽ = {(x, y) ∈ E × E, Pxy > 0}, de matrice de transition
P̃(x,y)(u,v) = δyuPuv, et de probabilité invariante µ̃(x,y) = µxPxy. Le théorème
ergodique appliqué à la chaîne {X̃n} entraîne que

1

n

n−1∑

`=0

1{X`=x,X`+1=y} → µxPxy

2.9 Exercices

Exercice 2.9.1. Montrer que la chaîne (Xn, n ∈ IN) à trois états 0, 1, 2, de
matrice de transition

Q =




1 0 0
p 1 − p− q q
0 0 1


 (p, q > 0, p+ q ≤ 1)

et d’état initial 1 (P (X0 = 1) = 1) change d’état pour la première fois à un
instant aléatoire T ≥ 1 de loi géométrique. Montrer ensuite que XT est une
v.a. indépendante de T , de loi (p/(p+ q), 0, q/(p+ q)), et enfin que Xt = XT

si t ≥ T .

Exercice 2.9.2. Soit {Xn; n ∈ IN} une chaîne de Markov de matrice de
transition

P =




1/2 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
0 0 1 0 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4

1/2 0 0 0 1/2



.
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Déterminer les classes d’équivalence, les états transitoires et récurrents, et
les mesures invariantes.

Exercice 2.9.3. On considère une chaîne de Markov {Xn; n ∈ IN} à valeurs
dans l’espace fini E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de matrice de transition P , dont les
termes hors–diagonaux sont donnés par

P =




· 2/3 1/3 0 0 0
1/4 · 0 0 1/5 2/5
0 0 · 1/2 0 0
0 0 2/3 · 0 0
0 0 0 0 · 1/2
0 0 0 0 1/2 ·




1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P .

2 Montrer que E est constitué de trois classes d’équivalence que l’on préci-
sera, l’une T étant transitoire, les deux autres R1, R2 récurrentes.

3 Déterminer une probabilité invariante admettant R1 comme support, et
une probabilité invariante admettant R2 comme support. En déduire
toutes les probabilités invariantes.

Exercice 2.9.4. Soit P une matrice markovienne sur un ensemble fini E de
cardinal d.

a Montrer que la probabilité π est invariante ssi

π(I − P + A) = a,

où A est la matrice d× d dont tous les éléments sont égaux à 1, et a le
vecteur de IRd dont tous les éléments sont égaux à 1.

b Montrer que P est irréductible ssi I − P + A est inversible.

c Déduire des questions précédentes une méthode de calcul de π.

Exercice 2.9.5. Soit P une matrice markovienne sur un nensemble fini ou
dénombrable E, qui satisfait la condition (D) de la section 2.6.

1. Onsuppose d’abord la condition (D) satisfaite avec n0 = 1. Montrer
qu’il existe un état récurrent, qui est p. s. visité par la chaîne une
infinité de fois, quelque soit le point de départ. En déduire que la chaîne
possède une unique classe récurrente. (Indication : on pourra montrer
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qu’il existe x ∈ E, β > 0 tels que la chaîne puisse être simulée comme
suit : à chaque instant n, on va à l’état x avec la probabilité β, et on
fait un autre mouvement (qui lui dépend de l’état où est la chaîne) avec
probabilité 1 − β).

2. Montrer que le résultat est encore vrai dans le cas général de l’hypo-
thèse (D). (Indication : considérer la chaîne échantillonnée {Xkn0, k =
0, 1, . . .}).

Exercice 2.9.6. Montrer que si x est récurrent, alors
∑

n≥0

(P n)xy = +∞ ssi

x↔ y, = 0 ssi x 6→ y.

Exercice 2.9.7. Marche aléatoire sur Z On pose

Xn = X0 + Y1 + · · · + Yn,

où les Xn prennent leurs valeurs dans Z, les Yn dans {−1, 1}, X0, Y1, .., Yn, ..
étant une suite indépendante, et pour tout n,

IP(Yn = 1) = p = 1 − IP(Yn = −1), 0 < p < 1.

a Montrer que la chaîne {Xn} est irréductible.

b Montrer que dans le cas p 6= 1/2, la chaîne est transitoire (utiliser la loi
des grands nombres).

c On considère le cas p = 1/2. Montrer que la chaîne est récurrente (on
évaluera

∑
n≥1(P

n)00 en utilisant la formule de Stirling n!'
√

2πn(n
e
)n).

Montrer que la chaîne est récurrente nulle (on cherchera une mesure
invariante). Préciser les valeurs de

lim sup
n→∞

Xn et lim inf
n→∞

Xn.

Exercice 2.9.8. Marche aléatoire sur Zd On pose

Xn = X0 + Y1 + · · · + Yn,

où les Xn prennent leurs valeurs dans Zd, les Yn étant i.i.d., globalement
indépendants de X0, de loi donnée par

IP(Yn = ±ei) = (2d)−1, 1 ≤ i ≤ d,

{e1, . . . , ed} désignant la base canonique de Zd.
Montrer que {Xn} est une chaîne de Markov irréductible à valeurs dans

Zd, récurente nulle si d = 1, 2, transitoire si d ≥ 3.
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Exercice 2.9.9. On reprend la marche aléatoire à valeurs dans Z dans le cas
symmétrique (cas p = 1/2), et on va établir la récurrence par un argument
totalement différent de celui de l’exercice 2.9.7. On suppose pour simplifier
que X0 = x ∈ Z.

Pour tous a, b ∈ Z, avec a < x < b, on pose

Ta,b = inf{n ≥ 0; Xn 6∈]a, b[},
Ta = inf{n ≥ 0; Xn = a},
Tb = inf{n ≥ 0; Xn = b},

et on remarque que

Xn∧Ta,b
= x +

n∑

k=1

Yk1{Ta,b>k−1}.

a Montrer que les v.a. Yk et 1{Ta,b>k−1} sont indépendantes. En déduire que

IEXn∧Ta,b
= x.

b Montrer que |Xn∧Ta,b
| ≤ sup(|a|, |b|), Ta,b <∞ p.s., et

IEXTa,b
= x.

c Etablir les identités

IP(XTa,b
= a) =

b− x

b− a
, IP(XTa,b

= b) =
x− a

b− a
.

c Montrer que IP(Ta < Tn) → 1, quand n→ ∞.

d Montrer que Ta <∞ p.s., et que de même Tb <∞ p.s. En déduire que la
chaîne est récurrente.

Exercice 2.9.10. Marche aléatoire réfléchie en 0 Les {Yn} étant définis
comme à l’exercice 2.9.7, on définit la chaîne de Markov {Xn} à valeurs dans
IN par la formule de récurrence

Xn+1 = 1{Xn>0}Yn+1 + 1{Xn=0}.

On suppose bien sûr que X0 ∈ IN. On notera ci–dessous {X ′
n} la marche

aléatoire de l’exercice 2.9.7, avec le même X0 et les mêmes {Yn} que ceux
utilisés dans la définition de la chaîne {Xn}. On utilisera dans cet exercice
les résultats de l’exercice 2.9.7.
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– a Montrer que la chaîne ainsi définie est irréductible à valeurs dans IN.
Préciser sa matrice de transition.

– b Montrer que p.s., Xn ≥ X ′
n, ∀n. En déduire que {Xn} est transitoire

dans le cas p > 1/2.
– c On pose T = inf{n ≥ 0, Xn = 0}. Montrer que Xn = X ′

n si T ≥ n.
En déduire que la chaîne est récurrente dans le cas p ≤ 1/2 (on pourra
par exemple montrer que l’état 1 est récurrent).

– d Montrer que la chaîne est récurrente nulle dans le cas p = 1/2, ré-
currente positive dans le cas p < 1/2 (on montrera que dans le premier
(resp. le second) cas, la mesure (1/2, 1, 1, 1, . . .) (resp. la mesure µ dé-
finie par

µ0 =
1 − 2p

2(1 − p)
, µx =

1 − 2p

2

px−1

(1 − p)x+1
, x ≥ 1

est une mesure invariante).

Exercice 2.9.11. Chaîne de naissance et de mort Soit {Xn} une chaîne
de Markov à valeurs dans E = IN, de matrice de transition P définie par

Px,x−1 = qx, Px,x = rx, Px,x+1 = px,

avec pour tout x ∈ IN, px + rx + qx = 1, q0 = 0, qx > 0 si x > 0, et px > 0
pour tout x ∈ IN.

Pour x ∈ IN, on pose τx = inf{n ≥ 0, Xn = x}. Etant donnés trois
états a, x et b tels que a ≤ x ≤ b, on pose u(x) = IPx(τa < τb). On définit
{γx, x ∈ IN} par γ0 = 1 et pour x > 0, γx = q1 × · · · × qx/p1 × · · · × px.

1. Montrer que la chaîne est irréductible à valeurs dans IN.

2. Pour a < x < b, établir une relation entre u(x)−u(x+1) et u(x−1)−
u(x). Calculer u(a) − u(b) en fonction des γx, et en déduire que pour
a < x < b,

u(x) =

y=b−1∑

y=x

γy/

y=b−1∑

y=a

γy.

Traiter le cas particulier où px = qx pour tout x > 0.

3. Calculer IP1(τ0 = ∞) et montrer que la chaîne est récurrente ssi∑∞
0 γy = +∞.
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4. Déterminer les mesures sur E invariantes par P , et en déduire que la
chaîne est récurrente positive ssi

∞∑

x=1

p0p1 × · · · × px−1

q1q2 × · · · × qx
<∞.

5. Montrer que dans le cas récurrent positif la chaîne est réversible. (Indi-
cation : on remarque tout d’abord que pour x > 0 la relation πx = (πP )x

s’écrit
πxPx,x−1 + πxPx,x+1 = πx−1Px−1,x + πx+1Px+1,x.

On considère ensuite le cas x = 0, puis on montre par récurrence que

πxPx,x+1 = πx+1Px+1,x, ∀x ≥ 0).

Exercice 2.9.12. File d’attente On considère une file d’attente en temps
discret qui se forme à un guichet, suivant le phénomène suivant : à chaque
instant n ∈ IN, il arrive un client avec la probabilté p, (0 < p < 1) et pas de
client avec la probabilité 1 − p. Lorsqu’il y a au moins un client en attente,
à chaque instant un client est servi et quitte le système avec la probabilité
q, 0 < q < 1, et personne ne quitte le système avec la probabilité 1 − q
(un client qui arrive à l’instant n repart au plus tôt à l’instant n + 1). Tous
les tirages ci–dessus sont indépendants entre eux. On note Xn le nombre de
clients présents dans la file à l’instant n.

1. Montrer que {Xn, n ∈ IN} est une chaîne de Markov irréductible à
valeurs dans IN. Préciser sa matrice de transition Pxy, x, y ∈ IN.

2. Donner une CNS sur p et q pour que la chaîne {Xn} possède une pro-
babilité invariante. On supposera dans la suite que cette condition est
satisfaite et on notera {πx, x ∈ IN} l’unique probabilité invariante que
l’on déterminera.

3. Calculer IEπ(Xn).

4. On précise maintenant que les clients sont servis dans l’ordre de leur
arrivée. On désigne par T le temps de séjour d’un client quelconque. Le
système étant initialisé avec sa probabilité invariante, quelle est l’espé-
rance de T ?

Exercice 2.9.13. File d’attente On considère une file d’attente qui se
forme à un guichet. Xn désigne le nombre de clients dans la file en attente ou
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en train de se faire servir à l’instant n. Entre les instants n et n+1 arrivent
Yn+1 clients, et si Xn > 0 partent Zn+1 clients. On suppose que X0, Y1, Z1,
Y2, Z2 . . . sont indépendantes, avec les Yn i.i.d. vérifiant 0 < IP(Yn = 0) < 1,
et les Zn vérifiant IP(Zn = 1) = p = 1 − IP(Zn = 0).

1. Montrer que (Xn;n ∈ IN) est une chaîne de Markov dont on précisera
la probabilité de transition.

2. On note ϕ la fonction génératrice des Yn, ρ celle des Zn, Ψn celle des
Xn. Calculer Ψn+1 en fonction de Ψn, ϕ et ρ.

3. Montrer qu’il existe une unique probabilité invariante dont on calculera
la fonction génératrice ssi IE(Y1) < p.

Exercice 2.9.14. Aloha discret Le but de cet exercice est d’étudier le
protocole de communication suivant : des usagers se présentent aux instants
{1, 2, . . . , n, . . .} pour transmettre un message via un canal, qui ne peut trans-
mettre qu’un message à la fois. Lorsque deux ou plus usagers se présentent
en même temps, aucun message ne passe, chaque usager en est averti, et il
tente de se représenter plus tard. On cherche une politique de retransmission
“distribuée”, i.e. telle que chaque usager puisse décider quand se représenter,
sans connaître les intentions des autres usagers. Le protocole “Aloha discret”
stipule que chaque usager dont le message a été bloqué tente sa chance à
l’instant suivant avec la probabilité p. Si son tirage aléatoire lui indique de
ne pas se présenter, il tente sa chance à l’instant suivant avec la probabilité
p, et ainsi de suite jusqu’à ce qu’un tirage lui indique de tenter sa chance.
On appelle Yn le nombre de messages “frais” (i.e. qui se présentent pour la
première fois) arrivant au canal de transmission à l’instant n. On suppose
que la suite {Yn} est i.i.d., avec IP(Yn = i) = ai, i ∈ IN, et IE(Yn) > 0. Soit
Xn le nombre de messages retardés en attente d’être transmis à l’instant n.

1. Montrer que {Xn} est une chaîne de Markov dont on précisera la ma-
trice de transition.

2. Montrer que {Xn} est irréductible, mais n’est pas récurrente positive.

Exercice 2.9.15. Programmation On reprend la file d’attente de l’exercice
2.9.12.

1. Simuler et tracer une trajectoire de {Xn, n ≥ 0} de n = 1 à n = 1000,
pour p = 1/2 et successivement q = 3/5, 7/13, 15/29, 1/2.

2. Puisque {Xn} est irréductible, récurrente positive et apériodique,
(P n)yx → πx. Tracer au choix l’histogramme (ou la fonction de ré-
partition) empirique de (P n)y·, pour n = 100, 500, 1000, pour une taille
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d’échantillon de 104. On représentera l’histogramme (resp. la fonction
de répartition) de π sur le même graphique. On traitera les cas p = 1/2,
q = 3/5, 7/13.

3. Comparer graphiquement les quantités

n−1

n∑

k=1

1{Xk=x}, x ∈ IN

et l’histogramme de π, pour n = 103, 104, 105. On traitera les cas
p = 1/2, q = 3/5, 7/13. Pour chaque valeur de q, on pourra choisir
l’intervalle utile des valeurs de x au vu des tracés de la question précé-
dente.

2.10 Problèmes corrigés

2.10.1 Enoncés

Problème 2.10.1. On considère une chaîne de Markov en temps discret
{Xn; n ∈ IN} à valeurs dans l’espace fini E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de matrice de
transition P , dont les termes hors–diagonaux sont donnés par

P =




· 1/2 0 0 0 0
1/3 · 0 0 0 0
0 0 · 0 7/8 0

1/4 1/4 0 · 1/4 1/4
0 0 3/4 0 · 0
0 1/5 0 1/5 1/5 ·




1. Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P .

2. Déterminer les classes d’équivalence de la chaîne.

3. Montrer que les états 4 et 6 sont transitioires, et que l’ensemble des
autres états se décompose en deux classes récurrentes que l’on précise-
ra. Dans la suite, on notera T = {4, 6}, C la classe récurrente contenant
1, et C ′ l’autre classe récurrente. Pour tout x, y ∈ E, on définit ρx :=
IPx(T <∞), où T := inf{n ≥ 0; Xn ∈ C}.

4. Montrer que

ρx

{
1, si x ∈ C;

0, si x ∈ C ′;
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et que 0 < ρx < 1, si x ∈ T .

5. En utilisant la partition {T <∞} = {T = 0}∪{T = 1}∪{2 ≤ T <∞}
et en conditionnant dans le calcul de IPx(2 ≤ T <∞) par la valeur de
X1, établir la formule

ρx =
∑

y∈E

Pxyρy, si x ∈ T .

6. Calculer ρ4 et ρ6.

7. En déduire (quasiment sans calcul !) les valeurs de IP4(TC′ < ∞) et de
IP6(TC′ <∞), où TC′ := inf{n ≥ 0; Xn ∈ C ′}.

Problème 2.10.2. Supposons qu’une mémoire d’ordinateur contient n don-
nées 1, 2, . . . , n. Cette mémoire reçoit des requêtes successives, qui consistent
en une des données. Plus la donnée requise est proche de la tête de liste,
plus l’accès à la requête est rapide. On suppose que les requêtes successives
sont des v. a. i. i. d. Si la loi commune des requêtes était connue, on aurait
intérêt à ranger les données par ordre décroissant de probabilité d’être requis.
Mais cette probabilité (p1, p2, . . . , pn) est inconnue (ou lentement variable).
On suppose que pk > 0, ∀1 ≤ k ≤ n.

On va donc choisir une façon de replacer la donnée après consultation,
de telle sorte qu’à long terme le rang moyen des données requises soit le plus
petit possible.

On va considérer deux telles méthodes. La première consiste à replacer
en tête de liste la donnée qui vient d’être requise. La seconde consiste à faire
progresser celle–ci d’un rang en la replaçant dans la mémoire. Dans chacun
des ceux cas, on a une chaîne de Markov irréductible à valeurs dans l’ensemble
E des permutations de l’ensemble {1, 2, . . . , n}. On notera Q la matrice de
transition de la première chaîne et π la mesure invariante associée, P la
matrice de transition de la seconde chaîne et µ la mesure invariante associée.
A la chaîne de matrice Q, on associe la quantité

JQ
def

=
n∑

k=1

π(position de k)pk,

où π(position de k) est l’espérance sous la probabilité π de la position de
l’élément k.
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A la chaîne de matrice P , on associe la quantité

JP
def

=

n∑

k=1

µ(position de k)pk.

1. Montrer que la chaîne de matrice Q n’est pas réversible.

2. Montrer que toute chaîne de Markov irréductible récurrente positive et
apériodique qui vérifie

(i) Pk` > 0 ⇐⇒ P`k > 0

(ii) Pour toute excursion k, k1, k2, . . . , km, k,

Pkk1

m∏

i=2

Pki−1ki
Pkmk = Pkkm

1∏

i=m−1

Pki+1ki
Pk1k

est réversible.

3. Montrer que P vérifie (i) et (ii).

4. Montrer que la seconde procédure est préférable, au sens où JP < JQ.

Problème 2.10.3. – A Soit X le nombre aléatoire d’individus dans une
population donnée, de fonction génératrice φ(u) = IE[uX ], 0 ≤ u ≤
1. Indépendemment des autres, chaque individu est sélectionné avec
probabilité q (0 < q < 1). On note Y le nombre d’individus sélectionnés
parmi la population initiale de X individus. Montrer que la fonction
génératrice ψ de Y (définie par ψ(u) = IE[uY ]) est donnée par

ψ(u) = φ(1 − q + qu).

– B On considère un système de service (pourvu d’un nombre illimité de
serveurs), et on note Xn (n = 0, 1, 2, . . .) le nombre de clients présents
dans le système à l’instant n. On suppose qu’à l’instant n+1/3 chacun
des Xn clients présents est servi et quitte le système avec probabilité
1−p, et reste avec probabilité p (indépendemment des autres, et de tout
le reste) (on notera X ′

n le nombre de clients restant), et qu’à l’instant
n + 2/3 Yn+1 clients nouveaux arrivent. On suppose que les variables
aléatoires X0, Y1, Y2, . . . sont indépendantes entre elles et globalement
indépendantes des fin de service des clients aux différents instants, et
que la loi commune des Yn est la loi de Poisson de paramètre θ > 0
(i.e. IP(Y = k) = e−θθk/k!, et IE[uYn] = exp[θ(u− 1)]).
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1. Montrer que {Xn; n ≥ 0} est une chaîne de Markov irréductible
à valeurs dans IN.

2. Calculer IE[uXn+1|Xn = x] en fonction de u, p, θ et x.

3. On note φn(u) = IE[uXn] la fonction génératrice de Xn. Calculer
φn+1 en fonction de φn, puis montrer que

φn(u) = exp

[
θ(u− 1)

n−1∑

0

pk

]
φ0(1 − pn + pnu).

4. Montrer que ψ(u) = limn→∞ φn(u) existe et ne dépend pas de φ0,
et que ψ est la fonction génératrice d’une loi de Poisson dont on
précisera le paramètre en fonction de θ et p.

5. Montrer que la chaîne {Xn; n ≥ 0} est récurrente positive et pré-
ciser sa probabilité invariante.

Problème 2.10.4. On considère une chaîne de Markov en temps discret
{Xn; n ∈ IN} à valeurs dans l’espace fini E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de matrice de
transition P , dont les termes hors–diagonaux sont donnés par

P =




· 1/4 1/3 0 0 0
1/4 · 0 1/4 1/3 0
1/2 0 · 0 0 0
0 0 0 · 1/2 1/3
0 0 0 1/2 · 1/2
0 0 0 1/3 1/4 ·



.

1. Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P .

2. Montrer que E est constitué de deux classes d’équivalence que l’on pré-
cisera, l’une R étant récurrente et l’autre T transitoire.

3. On pose T := inf{n ≥ 0; Xn ∈ R}, et hx = IEx(T ), pour x ∈ E.
Montrer que hx = 0 pour x ∈ R, et que 1 < hx <∞ pour x ∈ T .

4. Montrer que pour tout x ∈ T ,

hx = 1 +
∑

y∈E

Pxyhy.

En déduire les valeurs de hx, x ∈ T .
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Problème 2.10.5. Soit X0, A0, D0, A1, D1, . . . des v.a. indépendantes à va-
leurs dans IN. Les Dn suivent la loi de Bernoulli de paramètre q, i. e.
IP(Dn = 1) = 1 − IP(Dn = 0) = q, avec 0 < q < 1. Les An suivent toutes la
même loi définie par IP(An = k) = rk, k ∈ IN, avec 0 ≤ rk < 1, 0 < r0 < 1
et
∑∞

k=0 rk = 1. On suppose que p =
∑

k krk <∞.
On considère la suite de v.a. {Xn; n ∈ IN} définie par récurrence à partir

de X0 par

Xn+1 = (Xn + An −Dn)+,

avec la notation usuelle x+ = sup(x, 0).

1. Montrer que {Xn; n ∈ IN} est une chaîne de Markov, préciser sa ma-
trice de transition P , et montrer que cette chaîne est irréductible.

On suppose dorénavant que X0 = 0. On note T = inf{n > 0; Xn = 0},
et on définit Sn =

∑n−1
k=0(Ak −Dk).

2. Montrer que Xn ≥ Sn, et que Xn+1 = Sn+1 sur l’événement {T > n}.
3. Montrer que Sn/n → p− q p.s., quand n→ ∞.

4. Montrer que si p < q, T <∞ p.s.

5. On suppose que p > q. Montrer que la chaîne {Xn; n ∈ IN} visite au
plus un nombre fini de fois 0.

6. En se limitant au cas p 6= q, préciser dans quel cas la chaîne est récur-
rente, et dans quel cas elle est transitoire.

On suppose dorénavant que IP(An = 1) = 1 − IP(An = 0) = p, avec
0 < p < 1 (p est encore l’espérance de An).

7. Préciser la matrice P dans ce cas.

8. Montrer que si p = q la chaîne est récurrente nulle (on utilisera le
résultat de la question c de l’Exercice 2.9.7 sans le redémontrer, pour
montrer la récurrence, puis on cherchera une mesure invariante).

9. On suppose p < q. Montrer que la chaîne admet une unique probabilité
invariante π sur IN, et que πk = (1 − a)ak, avec a = p(1 − q)/q(1 − p)
(on établira une relation de récurrence pour la suite ∆k = πk − πk+1).
Montrer que la chaîne est récurrente positive.

Problème 2.10.6. Étant donné un nombre 0 < p < 1, on considère une
chaîne de Markov en temps discret {Xn; n ∈ IN} à valeurs dans l’espace fini
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E = {1, 2, 3, 4}, de matrice de transition P donnée par

P =




p 1 − p 0 0
0 0 p 1 − p
p 1 − p 0 0
0 0 p 1 − p


 .

1. Montrer que la chaîne {Xn} est récurrente irréductible.

2. Calculer son unique probabilité invariante π.

3. Montrer que la chaîne est apériodique. En déduire que P n tend, quand
n→ ∞, vers la matrice




π1 π2 π3 π4

π1 π2 π3 π4

π1 π2 π3 π4

π1 π2 π3 π4


 .

4. Calculer P 2. Montrer que cette matrice coïncide avec la limite calculée
ci–dessus. Préciser la loi de X2, ainsi que celle de Xn, n ≥ 2.

5. On pose T4 = inf{n ≥ 1, Xn = 4}. Calculer IE4(T4).

Problème 2.10.7. On désigne par {Xn, n ∈ IN} une chaîne de Markov en
temps discret à valeurs dans l’espace E = {0, 1, 2, 3, 4}, dont la matrice de
transition est donnée par :

P =




0 1
4

1
4

1
4

1
4

p 0 1−p
2

0 1−p
2

p 1−p
2

0 1−p
2

0
p 0 1−p

2
0 1−p

2

p 1−p
2

0 1−p
2

0



,

avec 0 < p < 1. On pose T := inf{n ≥ 1, Xn = 0}.
1. Montrer que la chaîne {Xn} est récurrente irréductible. On notera π sa

probabilité invariante.

2. Montrer que sous IP0, la loi de T est une loi géométrique que l’on
précisera. Montrer que IE0(T ) = p+1

p
.

3. On note

Nn =

n∑

k=1

1{Xk=0}, Mn =

n∑

k=1

1{Xk 6=0}.

Calculer les limites quand n→ ∞ de n−1Nn et de n−1Mn.
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4. Donner un argument intuitif a l’appui de l’égalité

π1 = π2 = π3 = π4.

En déduire la probabilité π.

5. Montrer que l’on a le résultat général suivant. S’il existe une bijection
τ de E sur lui–même telle que

Pτx,τy = Pxy, ∀x, y ∈ E,

alors la probabilité invariante π possède la propriété suivante : πτx = πx,
x ∈ E. En déduire une justification de l’argument intuitif de la question
précédente.

2.10.2 Corrigés

Corrigé du problème 2.10.1

1. On détermine les termes diagonaux de P en écrivant que la somme
des termes de chaque ligne vaut 1. On trouve successivement comme
termes diagonaux, dans l’ordre : 1/2, 2/3, 1/8, 0, 1/4, 2/5.

2. On voit que 1 et 2 communiquent, 3 et 5 communiquent, ainsi que 4
et 6. On peut aussi aller de 4 en 1, 2 ou 5, et de 6 en 2 ou 5. Mais
la réciproque n’est pas vraie. Donc il y a trois classes, qui sont {1, 2},
{3, 5} et {4, 6}.

3. Comme on l’a dit ci–dessus, la chaîne peut quitter la classe {4, 6}, alors
que quand elle est dans la classe {1, 2} ou dans la classe {3, 5}, elle n’en
sort plus. Donc si la chaîne part de 4 ou de 6, elle aboutit tôt ou tard
dans l’une des deux autres classes. Les états 4 et 6 sont transitoires,
et les deux classes {1, 2} et {3, 5} sont récurrentes, puisque quand la
chaîne part de l’une de ces classes, elle y reste.

4. Si x ∈ C, X0 ∈ C sous IPx, donc T = 0 IPx p.s., et ρx = 1. Si x ∈ C ′,
sous IPx la chaîne n’atteint jamais C, puisqu’elle reste dans C ′, et donc
T = ∞ IPx p.s., et ρx = 0. Si x ∈ T , IPx(X1 = 2) > 0, et IPx(X1 =
5) > 0, d’où, puisque {X1 = 2} ⊂ {T < ∞} et {X1 = 5} ⊂ {T = ∞},
0 < ρx < 1.
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5. Soit x ∈ T .

IPx(T <∞) = IPx(T = 0) + IPx(T = 1) + IPx(2 ≤ T <∞)

= 0 + IPx(X1 ∈ C) +
∑

z∈T
IPx(X1 = z, T <∞)

=
∑

y∈C
Pxy +

∑

z∈T
Pxzρz

=
∑

y∈E

Pxyρy,

où on a utilisé à l’avant–dernière égalité
∑

z∈T
IPx(X1 = z, T <∞) =

∑

z∈T
PxzIPz(T <∞),

ce qui résulte de la propriété de Markov, et à la dernière égalité les
valeurs de ρx pour x ∈ C ∪ C ′.

6. L’équation ci–dessus s’écrit

ρ4 = P41 + P42 + P44ρ4 + P46ρ6

ρ6 = P61 + P62 + P64ρ4 + P66ρ6,

soit
ρ4 = 1/2 + ρ6/4, ρ6 = 1/5 + ρ4/5 + 2ρ6/5,

ce qui donne ρ4 = 7/11, ρ6 = 6/11.

7. La chaîne aboutit p.s. dans une des deux classes résurrentes (et ne visite
pas l’autre), donc pour tout x ∈ E, IPx(T < ∞) + IPx(TC′ < ∞) = 1.
Soit IP4(TC′ <∞) = 1 − ρ4 = 4/11, et IP6(TC′ <∞) = 1 − ρ6 = 5/11.

Corrigé du problème 2.10.2

1. Il suffit de remarquer que pour de nombreux couples (k, `) ∈ E2, Qk` =
0 < Q`k.

2. Si une chaîne irréductible, récurrente et apériodique vérifie (ii), en som-
mant sur k1, k2, . . . , km−1 et en notant ` = km, on obtient

(Pm)k`P`k = Pk`(P
m)`k.

Il reste à faire tendre m → ∞ pour obtenir la relation d’équilibre
ponctuel.
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3. P vérifie (i). Vérifions qu’elle vérifie (ii) du théorème. Considérons une
excursion. Chaque élément i ∈ (1, . . . , n) subit fi déplacement vers
l’avant, et reste ri fois en tête, pendant qu’aucun autre point ne bouge.
Le produit des probabilités de transition le long de l’excursion parcou-
rue dans le sens progressif vaut

∏

1≤i≤n

pfi+ri

i ,

et le produit des probabilités de transition dans le sens rétrograde prend
la même valeur.

4. A toute permutation (i1, . . . , in) de (1, . . . , n), on associe les quantités

Ik` =

{
1, si i` < ik;

0, sinon.

Alors
position de k = 1 +

∑

6̀=k

Ik`.

Donc

JQ =
∑

1≤k≤n

pkπ(position de k)

=
∑

1≤k≤n

pk

[
1 +

∑

6̀=k

π(` précède k)

]

= 1 +
∑

k

∑

6̀=k

pkπ(` précède k)

= 1 +
∑

k<`

[pkπ(` précède k) + p`π(k précède `)]

= 1 +
∑

k<`

(pk − p`)π(` précède k) +
∑

k<`

p`.

Sous π, la probabilité que ` précède k est la probabilité que ` ait été
appelé plus récemment que k. Donc

π(` précède k) =
p`

p` + pk
.
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Il reste à montrer que si p` > pk,

µ(` précède k) >
p`

p` + pk
.

Nous utilisons maintenant la réversibilité de la chaîne de matrice de
transition P . On a

pij+1
µ(i1, . . . , ij, ij+1, . . . , in) = pijµ(i1, . . . , ij+1, ij, . . . , in).

En itérant cette formule on obtient que

µ(. . . , k, i1, . . . , ij, `, . . .) =

(
pk

p`

)j+1

µ(. . . , `, i1, . . . , ij, k, . . .).

Donc si p` > pk,

µ(. . . , k, i1, . . . , ij, `, . . .) <
pk

p`
µ(. . . , `, i1, . . . , ij, k, . . .).

Posons α(k, `)
def

= µ(k précède `). Sommant sur toutes les permutations
vérifiant k précède `, et utilisant la relation ci–dessus, on vérifie que
α(k, `) < pk

p`
α(`, k). Puisque α(k, `) + α(`, k) = 1,

α(`, k) >
p`

p` + pk
.

Corrigé du problème 2.10.3 A On calcule d’abord IE[uY |X = x], qui
vaut la fonction génératrice de la loi binomiale B(x, q), soit

IE[uY |X = x] = (qu+ 1 − q)x,

donc

ψ(u) = IE[uY ]

=
∞∑

x=0

IE[uY |X = x]IP(X = x)

= IE
[
(qu+ 1 − q)X

]

= φ(qu+ 1 − q).

B
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1. Une façon de construire la chaîne {Xn; n ∈ IN} est la suivante. Soit
{Zn,k; n, k ∈ IN∗} des v. a. de Bernoulli i.i.d., de loi commune t.q.
IP(Zn,k = 1) = 1 − IP(Zn,k = 0) = p. On définit

X ′
n =

Xn∑

k=1

Zn+1,k

et
Xn+1 = X ′

n + Yn+1.

On voit alors aisément que l’on peut appliquer le Lemme 2.1.2 pour
montrer que {Xn; n ∈ IN} est une chaîne de Markov. Remarquons
cependant que la suite des Yn du lemme est ici la suite des (Yn, Zn,·),
qui prend ses valeurs dans {0, 1}IN, qui n’est pas dénombrable mais
continu (le lemme est bien sûr encore vrai dans ce cas). Cette chaîne
est irréductible, sa matrice de transition P ayant même la propriété
Px,y > 0, pour tous x, y ∈ IN, puisque

Px,y > IP(X ′
n = 0|Xn = x)IP(Yn+1 = y) > 0.

2. La seconde égalité ci–dessous résulte de l’indépendance entre Yn+1 et
le couple (Xn, X

′
n).

IE
[
uXn+1|Xn = x

]
= IE

[
uX′

n+Yn+1|Xn = x
]

= IE
[
uYn+1

]
IE
[
uX′

n|Xn = x
]

= eθ(u−1)(pu+ 1 − p)x,

3. Il résulte du dernier calcul

φn+1(u) = IE
[
eθ(u−1)(pu+ 1 − p)Xn

]

= eθ(u−1)φn(pu+ 1 − p),

dont on tire la formule de l’énoncé par récurrence.

4. Quand n→ ∞, 1−pn+pnu→ 1. En outre φ0 est continue et φ0(1) = 1,∑n−1
0 pk → (1 − p)−1,

φn(u) → ψ(u) = exp[θ(1 − p)−1(u− 1)],

qui est la fonction génératrice de la loi de Poisson de paramètre θ(1 −
p)−1.
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5. Il résulte des calculs précédents que si ψ est la fonction génératrice de
la loi de Xn, alors c’est aussi celle de la loi de Xn+1, donc la chaîne
{Xn; n ∈ IN} admet la loi de Poisson de paramètre θ(1 − p)−1 comme
probabilité invariante. Puisque cette chaîne est irréductible, il résulte
alors du théorème 2.5.4 qu’elle est récurrente positive.

Corrigé du problème 2.10.4

1. Les termes diagonaux sont (5/12, 1/6, 1/2, 1/6, 0, 5/12).

2. On vérifie aisément que T = {1, 2, 3} et R = {4, 5, 6}.
3. Si x ∈ R, T = 0 IPx p.s., donc hx = 0. Si x ∈ T , T ≥ 1 IPx p.s., et en

outre IPx(T > 1) > 0, donc

IEx(T ) ≥ IPx(T = 1) + 2IPx(T > 1) > 1.

Pour montrer que hx < ∞, on modifie la matrice P , en changeant par
exemple la dernière ligne en (5/12, 0, 0, 1/3, 1/4, 0), ce qui rend la chaîne
irréductible, sans modifier la loi de T sous IPx, donc sans modifier hx.
On conclut en utilisant le Corollaire 2.5.5.

4. L’identité de l’énoncé s’obtient en écrivant que le temps mis pour at-
teindre R, partant de x à l’instant 0, vaut 1 plus le temps mis à at-
teindre R, partant du point X1, soit

hx = 1 + IE [IEX1(T )] .

Tenant compte de ce que h4 = h5 = h6 = 0, on obtient le système
linéaire

h1 = 1 +
5

12
h1 +

1

4
h2 +

1

3
h3

h2 = 1 +
1

4
h1 +

1

6
h2

h3 = 1 +
1

2
h1 +

1

2
h3.

On trouve la solution h1 = 236/21, h2 = 32/7, h3 = 278/21.

Corrigé du problème 2.10.5
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1. Si l’on pose Yn+1 = An − Dn et f(x, y) = (x − y)+, la propriété de
Markov résulte du Lemme 2.1.2. On a






P0 0 = IP(An −Dn ≤ 0) = r0 + qr1

Px x+k = qrk+1 + (1 − q)rk, k ∈ IN,

Px x−1 = q r0, i ∈ IN∗

Px x−` = 0, ` ≥ 2, i ≥ `

Puisque r0 < 1, il existe k > 0 tel que rk > 0. En outre q < 1. Donc
Px,x+k > 0 et en outre Px,x−1 > 0, donc partant de x, la chaîne peut
atteindre x+ nk − ` en n+ ` coups, n, ` ∈ IN∗. Or pour tout x 6= y, il
existe n, ` ∈ IN tels que y = x + nk − `.

2.
Xn+1 ≥ Xn + An −Dn.

Donc si Xn ≥ Sn, Xn+1 ≥ Sn+1. Or X0 = S0 = 0. L’inégalité est donc
démontrée par récurrence.
si T > n, Xk > 0, 1 ≤ k ≤ n, donc

Xk+1 = Xk + Ak −Dk, 0 ≤ k < n

d’où Xn = Sn > 0,
c’est à dire Xn ≥ 1, et puisque An −Dn ≥ −1,

Xn + An −Dn ≥ 0

Xn+1 = Sn+1

3.

Sn

n
=

1

n

n−1∑

0

Ak −
1

n

n−1∑

0

Dk

→ IE A0 − IED0 = p− q

p.s. quand n→ ∞, par la loi des grands nombres.

4. Si p < q,
Sn

n
→ p− q < 0, donc Sn → −∞. Donc T <∞ p.s., puisque

sur {T = +∞}, Xn = Sn, ∀n, et Xn ≥ 0.

5. Si p > q, Sn → +∞. Puisque Xn ≥ Sn, Xn → ∞ p.s., d’où le résultat.
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6. Dans le cas p > q, on vient de voir que l’état 0 est transitoire (un état
récurrent est visité une infinité de fois), donc la chaîne est transitoire.
Dans le cas p < q, P (T < ∞) = 1, ce qui veut dire exactement que 0
est récurrent, donc la chaîne est récurrente.

7. On a P =



1 − p+ qp (1 − q)p 0 0 0
q(1 − p) qp+ (1 − q)(1 − p) (1 − q)p 0 0

0 q(1 − p) qp+ (1 − q)(1 − p) (1 − q)p 0
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .




8. Dans le cas p = q, tant qu’elle est dans IN∗, la chaîne se comporte
comme une marche aléatoire symétrique, sauf que IP(Xn+1 = Xn) > 0.
Si on définit T1 = inf{n ≥ 0, Xn 6= X0}, T2 = inf{n ≥ T1;Xn 6=
XT1}, . . . alors Zn = XTn

, n ∈ N est une chaîne de Markov de matrice
de transition

P ′ =




0 1 0 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0
0 0 1/2 0 1/2 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .




Sur IN∗, {Zn} se comporte comme la marche aléatoire symétrique des
exercices 2.9.7 et 2.9.9. Il est facile d’en déduire que l’état 1 est récur-
rent. Il en est de même pour la chaîne initiale {Xn}.
Si π = (1, 1, 1, . . .), on vérifie aisément que πP = π, donc il existe une
mesure invariante de masse infinie, et {Xn} est récurrente nulle.

9. La chaîne {Xn} étant irréductible, elle admet au plus une probabilité
invariante.
On remarque que

q(1 − p)

p(1 − q)
(1 − q)p+ qp+ (1 − p)(1 − q) + q(1 − p)

p(1 − q)

q(1 − p)
= 1,

donc
(π P )x = πx, x ≥ 1.

On vérifie que l’on a également (π P )0 = π0. Donc π = {(1− a)ax, x ∈
IN} est une probabilité invariante, et la chaîne est récurrente positive.
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Corrigé du problème 2.10.6

1. On peut aller de 1 vers 2, de 2 vers 4, de 4 vers 3 et de 3 vers 1, donc
tous les états communiquent, la chaîne est irréductible, et récurrente
positive puisque l’espace d’état est fini.

2. On résout le système d’équations π = πP ,
∑

x πx = 1, et on touve
π = (p2, p(1 − p), p(1 − p), (1 − p)2).

3. On montre aisément que (P n)11 ≥ (P11)
n = pn > 0, ∀n. Donc (cf. 2.7.1

+ 2.7.2) la chaîne est apériodique. Il résulte alors du théorème 2.6.4 du
cours que (P n)ij → πj quand n→ ∞, d’où le résultat.

4. Un calcul élémentaire donne bien P 2 = limn→∞ P n. On a donc aussi
P n = P 2, pour tout n ≥ 2. Mais on sait que la loi de Xn vaut µP n, si
µ est la loi de X0. Or pour tout n ≥ 2, µP n = π pour toute probabilité
µ, puisque tous les termes de la x–ème colonne de P n sont identiques,
égaux à πx. Donc pour tout n ≥ 2, la loi de Xn est la probabilité
invariante π. La loi limite est ici atteinte dès le rang n = 2.

5. D’après le théorème 2.5.4 du cours, IEx(Tx) = 1/πx, donc IE4(T4) =
(1 − p)−2.

Corrigé du problème 2.10.7

1. Les états 1, 2, 3 et 4 communiquent avec l’état 0, donc la chaîne est
irréductible, donc récurrente puisque l’espace d’état est fini.

2. Posons E ′ = {1, 2, 3, 4}. Pour k ≥ 2, on a

{T = k} = {X1 ∈ E ′, . . . , Xk−1 ∈ E ′, Xk = 0},
IP0(T = k) = IP0(X1 ∈ E ′, . . . , Xk−1 ∈ E ′, Xk = 0)

= (1 − p)k−2p,

car sachant que Xj ∈ E ′, Xj+1 ∈ E ′ avec la probabilité 1 − p, et
Xj+1 = 0 avec la probabilité p, ceci indépendemment des valeurs de
X0, X1, . . . , Xj−1. Donc

IE0(T ) =

∞∑

k=2

k(1 − p)k−2p =
p+ 1

p
.

3. En combinant les théorèmes 2.6.4 et 2.6.3 du cours, on obtient que
Nn → p/(p + 1) quand n → ∞. Donc, puisque Mn + Nn = 1, Mn →
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1/(p + 1). 4 Les états 1, 2, 3, 4 jouent des rôles symétriques dans ce
problème. D’après le théorème 2.5.4, π0 = p/(1 + p). Alors π1 = π2 =
π3 = π4 = [4(1 + p)]−1.

4. Posons π′ = πτ ·. On a

πx =
∑

y

πyPyx =
∑

z

πτzPτz,x,

donc si x = τu,
π′

u =
∑

z

π′
zPτz,τu =

∑

z

π′
zPzu.

Donc π′ est invariante, et par unicité de la probabilité invariante, π ′ =
π.
Revenons à notre problème. Pour toute permutation τ des points 1, 2,
3, 4, Pτx,τy = Pxy. D’où l’égalité π1 = π2 = π3 = π4.
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Chapitre 3

Quelques algorithmes

stochastiques

Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter des algorithmes qui sont basés sur
la simulation d’une chaîne de Markov.

Les trois premières sections seront consacrées à l’étude de la “méthode de
Monte Carlo par chaîne de Markov”, très utilisée pour simuler suivant une
loi de probabilité sur un ensemble de cardinal trop grand pour permettre
l’utilisation de la méthode de Monte Carlo standard. La section suivante est
consacrée à la présentation d’un algorithme d’optimisation : le recuit simulé.

Dans ce chapitre, toutes les chaînes de Markov prendront leurs valeurs
dans un ensemble fini E.

3.1 Monte Carlo par chaîne de Markov

On a vu au chapitre 1 qu’une façon de calculer une somme du type
∑

x∈E

f(x)πx,

où {πx; x ∈ E} est une probabilité, est de l’approcher par

1

N

N∑

n=1

f(Un),

85



86 CHAPITRE 3. ALGORITHMES STOCHASTIQUES

où (U1, U2, . . .) est une suite i.d.d. de v.a. de loi commune π, et la convergence
de l’algorithme est assurée par la loi forte des grands nombres. Dans un cer-
tain nombre d’applications importantes en pratique, il est très difficile (pour
ne pas dire impossible) de simuler des v.a. suivant la loi π, bien que E soit de
cardinal fini (mais gigantesque !). Un cas typique est celui où l’on connaît les
πx à une constante multiplicative près, et où le calcul pourtant très simple de
la constante de normalisation est infaisable parce que card(E) est trop grand
(il supposerait de sommer un nombre gigantesque de termes). Il peut être
beaucoup plus commode de trouver une matrice markovienne irréductible P ,
qui admette π comme mesure invariante, et telle que simuler une chaîne de
Markov de matrice de transition P soit très facile. C’est ce que Metropolis et
al. [30] ont été les premiers à proposer dès 1953. Comment trouve–t–on une
matrice P qui admet π comme probabilité invariante ? En trouvant une ma-
trice P telle que le couple (π, P ) satisfasse la “relation d’équilibre ponctuel”.
Remarquons que pour cela la connaissance de π à une constante multipli-
cative près suffit. Il reste à simuler une chaîne de Markov {Xn, n ≥ 0} de
matrice de transition P , et à faire appel au théorème ergodique pour justifier
l’approximation de

∑

x∈E

f(x)πx par
1

N

N∑

n=1

f(Xn).

Etant donné une probabilité π sur E telle que πx > 0, ∀x ∈ E, comment
trouve–t–on une matrice markovienne P , telle que le couple (π, P ) satisfasse
la relation d’équiliber ponctuel ? Soit R est une matrice markovienne quel-
conque sur E, alors la formule (avec la notation a ∧ b = inf(a, b))





Pxy = Rxy ∧
(
πy

πx
Ryx

)
, x 6= y;

Pxx = 1 −
∑

y 6=x

Pxy

(3.1)

définit bien une matrice markovienne P telle que πxPxy = πyPyx, ∀x, y ∈ E.
L’irréductibilité de R ne suffit pas à assurer celle de P . Pour que P soit
irréductible, il faut que pour tout x 6= y, il existe n ≥ 1 et {x0, . . . , xn} ⊂ E
avec x0 = x et xn = y t. q.

Rxk−1xk
∧ Rxkxk−1

> 0, ∀1 ≤ k ≤ n.



3.1. MÉTHODE MCCM 87

Comment choisit–on R en pratique ? On se donne tout d’abord un graphe G
sur E non orienté, tel que pour tout x, y ∈ E, il existe n ∈ IN, x1, . . . , xn+1

tels que x1 = x, xn+1 = y et pour tout 1 ≤ k ≤ n, (xk, xk+1) ∈ G, et on
choisit R telle que

Rxy > 0 ⇔ (x, y) ∈ G.

La matrice P définie par (3.1) est alors bien irréductible.
Il y a deux choix “classiques” pour R, une fois le graphe G fixé. Le premier

choix, qui porte le nom d’échantilloneur de Gibbs , consiste à poser

Rxy =





(∑
{z;(x,z)∈G} πz

)−1

πy, si (x, y) ∈ G;

0, si (x, y) 6∈ G.

Le second choix, appelé algorithme de Metropolis, consiste à poser

Rxy =

{
(nx)

−1 , si (x, y) ∈ G;

0, si (x, y) 6∈ G;

où nx = |{z; (x, z) ∈ G}|.
Remarquons que la méthode de Monte Carlo par chaîne de Markov est

conçue pour les cas où le cardinal de E est très grand. On choisira G tel que
les nombres nx soient nettement moins grands que le cardinal de E. Alors la
simulation des transitions d’une chaîne de matrice de transition R est aisée,
dans les deux cas Gibbs et Metropolis. Il reste à combiner cette simulation
avec l’algorithme d’Hastings, pour réaliser une transition suivant la matrice
P , pour passer de Xn à Xn+1. Cet algorithme met en oeuvre la formule (3.1).
Sachant que Xn = x, on génère Yn suivant la loi Rx·, et si Yn = y, on fait
un nouveau tirage aléatoire (indépendant de ce qui précède) qui aboutit à
choisir

Xn+1 =

{
Yn avec probabilité πyRyx

πxRxy
∧ 1,

Xn avec probabilité 1 − πyRyx

πxRxy
∧ 1.

Autrement dit, on génère une v. a. Un de loi uniforme sur [0, 1], indépendante
de toutes les autres v. a., et on pose

Xn+1 = 1{Un≤πyRyx/πxRxy}Yn + 1{Un>πyRyx/πxRxy}Xn.
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3.1.1 Un cadre d’application

Nous allons maintenant décrire le cadre classique d’application de la mét-
hode de Monte Carlo par chaîne de Markov en physique statistique et en
traitement d’images. Cette méthode est également très utilisée en statistique
bayésienne, cf. la section 7.8.3 ci–dessous.

On prend E de la forme :
E = SΛ,

i.e. un point x ∈ E est une application :

m ∈ Λ → x(m) ∈ S.

Λ est l’ensemble des “sites” (ensemble des points (ou “pixels”) de l’image
discrétisée). Λ et S sont finis, et donc aussi E.

Typiquement, Λ est très grand. Par contre, S (ensemble des niveaux de
gris dans le cas d’une image) est de taille plus modeste. Dans certaines ap-
plications, S = {−1,+1}. Même dans ce cas le plus simple, card E = 2cardΛ,
donc effectivement E est gigantesque dès que Λ est grand.

Chaque v.a. Xn de la chaîne prend ses valeurs dans SΛ. C’est donc une
application de Λ dans S. Pour chaque m ∈ Λ, Xn(m) est une v.a. à valeurs
dans S.

La chaîne {Xn;n ∈ IN} évolue de telle sorte qu’entre les instants n et
n+ 1 une seule composante de X est modifiée, i.e. il existe m ∈ Λ tel que

Xn+1
m∼ Xn,

au sens où Xn+1(m
′) = Xn(m′), ∀m 6= m′. Autrement dit le graphe G ci–

dessus est tel que (x, y) ∈ G si et seulement si x et y ne diffèrent qu’en un
seul site. La méthode de simulation de la chaîne de Markov va consister à
choisir à chaque étape un site m à modifier, et à modifier de façon aléatoire
la valeur de Xn(m).

Décrivons d’abord la façon de passer de Xn(m) à Xn+1(m). On verra
ensuite comment choisir la façon de “visiter” les différents sites, i.e. quel m
choisir à l’instant n. La façon de passer de Xn(m) à Xn+1(m) est décrite par
une matrice markovienne P (m), qui a la propriété que P (m)

xy = 0, sauf si x
m∼ y

(i.e. si toutes les composantes de x et y coïncident, sauf peut être celle notée
m). On veut que la mesure π soit invariante par P (m).

Pour cela, on va chercher à assurer la réversibilité, i.e. que

πxP
(m)
xy = πyP

(m)
yx , ∀ x, y ∈ E, m ∈ Λ.
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On va choisir P (m) comme ci–dessus. Etant donnée une matrice markovienne
R(m) telle que

R(m)
xy 6= 0 ⇒ x

m∼ y,

on peut choisir pour x 6= y

πxP
(m)
xy = (πxR

(m)
xy ) ∧ (πyR

(m)
yx ),

et
P (m)

xx = 1 −
∑

y 6=x

P (m)
xy ≥ 0.

Autrement dit (algorithme d’Hastings), sachant que Xn = x, on génère Yn

suivant la loi R(m)
x· , et si Yn = y, on fait un nouveau tirage aléatoire (indé-

pendant de ce qui précède) qui aboutit à choisir

Xn+1 =




Yn avec probabilité πyR

(m)
yx

πxR
(m)
xy

∧ 1,

Xn avec probabilité 1 − πyR
(m)
yx

πxR
(m)
xy

∧ 1.

A nouveau les deux choix “classiques” pour R(m) sont l’échantillonneur de
Gibbs qui s’obtient en choisissant

P (m)
xy = R(m)

xy =




∑

z
m∼x

πz




−1

πy, si x
m∼ y,

(il consiste à choisir Xn+1(m) en tirant suivant la loi conditionnelle sous π,
sachant les autres composantes (autres que m)), et l’algorithme de Métropolis,
qui sous sa forme la plus simple consiste à choisir

R(m)
xy = (|S| − 1)−1, si x

m∼ y, si bien que

P (m)
xy = (|S| − 1)−1

(
πy

πx
∧ 1

)
, x

m∼ y, x 6= y.

Cela revient à choisir d’abord une nouvelle valeur ym au site m, uniformément
sur S\{Xn(m)}, puis à choisir Xn+1(m) = ym si πy ≥ πx, et avec probabilité
πy

πx

si cette quantité est inférieure à 1.

Il reste à décrire le “programme de visite des sites”, i.e. décider pour chaque
n quelle composante m de Xn on veut modifier. Une méthode consiste à visi-
ter Λ dans un ordre fixé, puis de recommencer. L’autre, que nous adopterons
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pour sa simplicité de formulation mathématique, consiste à effectuer à chaque
instant n un tirage de m suivant la loi uniforme sur Λ, indépendemment de
tous les autres tirages. Dans ce cas, {Xn;n ∈ IN} est une chaîne de Markov
homogène de matrice de transition

P = |Λ|−1
∑

m∈Λ

P (m).

On a alors clairement
πxPxy = πyPyx,

et donc si P est irréductible, π est l’unique probabilité invariante de la chaîne
{Xn;n ∈ IN}. Notons que l’irréductibilité est assurée avec les deux choix
décrits ci–dessus pour R(m), et un tirage uniforme du site à chaque pas.

3.1.2 Le modèle d’Ising

Il s’agit d’un des modèles les plus classiques en physique statistique. N ∈
IN étant fixé (N “grand”), posons

Λ = {−N, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N}2 ⊂ Z2,

(Λ = ΛN), de frontière ∂Λ = ΛN\ΛN−1, et définissons l’espace des configura-
tions comme

E = {−1, 1}Λ.

Pour x ∈ E, on pose

H(x) =
1

2

∑

m,m′∈Λ
|m−m′ |=1

|x(m) − x(m′)|2.

Notons que H est petit lorsque x tend à prendre la même valeur aux points
voisins. On définit :

E+ = {x ∈ E; x(m) = 1, ∀m ∈ ∂Λ}.

Pour tout β > 0 (1/β s’interprète comme une température), on définit la
probabilité sur E+ :

πx =
1

Z(β)
e−βH(x), x ∈ E+,
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avec bien sûr
Z(β) =

∑

x∈E+

e−βH(x),

quand β → 0, π tend vers la mesure uniforme sur E+, alors que lorsque
β → +∞, π tend vers la mesure uniforme sur les minima globaux de H, i.
e. ici la masse de Dirac au point dont toutes les coordonnées valent 1. Un
résultat célèbre d’Onsager dit que si X est une v.a. à valeurs dans E, de loi
π, alors

lim
N→∞

IEX(0) = [(1 − (sinh 2β)−4)+]1/8.

lorsque sinh 2β ≤ 1, on obtient que pour N très grand, la loi de X(0) n’est
guère influencée par la condition au bord choisie (i. e. le choix des valeurs de
{x(m), m ∈ ∂Λ}), alors que l’inverse est vrai même à la limite N → ∞ si
sinh 2β > 1.

Les physiciens sont très intéressés à réaliser des simulations sous la pro-
babilité π pour N grand (pour tenter d’observer des phénomènes, du type
du résultat d’Onsager, mais que l’on ne sait pas encore démontrer concer-
nant éventuellement des modèles plus compliqués et moins bien connus que
le modèle d’Ising). Mais pour N vraiment grand, il est impossible de simuler
directement selon la loi π. Il est même quasiment impossible de calculer la
constante de normalisation Z(β). Nous allons décrire la méthode de Monte
Carlo par chaîne de Markov dans une version parallélisable, qui exploite la
forme particulière du modèle d’Ising.

Décrivons tout d’abord l’échantillonneur de Gibbs. Considérons une par-
tition de Λ suivant la parité de la somme de deux coordonnées du point m
considéré :

Λ+ = {(m1, m2) ∈ Λ;m1 +m2 est pair}
Λ− = {(m1, m2) ∈ Λ;m1 +m2 est impair}

Pour x ∈ E, on note :

x+ = (x(m), m ∈ Λ+),

x− = (x(m), m ∈ Λ−)

Il résulte de la forme du modèle d’Ising que π+−(x+|x−), la probabilité que
X+ = x+, sachant que X− = x−, si X est une v.a. de loi π, est de la forme (on
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utilise la notation ∝ pour dire que deux fonctions sont égales à une constante
de normalisation près) :

π+−(x+|x−) ∝
∏

m∈Λ+\∂Λ

eβx(m)s(m),

avec, si m ∈ Λ+\∂Λ,

s(m) =
∑

m′;|m′−m|=1

x−(m′).

On a une formule analogue pour π−+(x−|x+).
La facilité de simuler suivant ces deux lois provient de leur forme produit,

et la constante de normalisation pour chaque facteur est explicite.
La procédure est maintenant la suivante. On choisit une configuration

arbitraire X0 dans E+. Ensuite, on utilise la procédure récurrente suivante.
Etant donné Xn, on simule d’abord X+

n+1 suivant la loi π+−(·|X−
n ), puis X−

n+1

suivant la loi π−+(·|X+
n+1).

Cette procédure est exactement l’échantillonneur de Gibbs de la section
précédente, où l’on visite alternativement tous les sites de Λ+\∂Λ, puis ceux
de Λ−\∂Λ (avec une numérotation différente de la suite Xn). La convergence
résulte de la discussion générale ci–dessus. Il n’est pas difficile de vérifier que
l’on simule ici une chaîne de Markov irréductible dont π est bien la probabilité
invariante.

Décrivons maintenant l’algorithme de Metropolis. Sachant que Xn = x,
indépendamment pour chaque m ∈ Λ+\∂Λ, on change le signe de x(m) avec
la probabilité

p(m, x) =
π(xm)

π(x)
∧ 1 = e−2βx(m)s(m) ∧ 1,

avec xm
m∼ x, xm(m) = −x(m), et s(m) =

∑

|m′−m|=1

x−(m′).

On a ainsi obtenu X+
n+1(m). On simule ensuite X−

n+1(m) en conditionnant
par la valeur de X+

n+1(m). Le processus obtenu {Xn, n ∈ IN} est bien une
chaîne de Markov irréductible, de probabilité invariante π.

3.1.3 Analyse bayésienne d’images

On peut utiliser le modèle d’Ising (ou d’autres modèles de ce type) comme
loi a priori d’une image bidimensionnelle digitalisée. Chaque point m ∈ Λ est
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un “pixel” (en franglais ! pixel=picture element). x(m) est le niveau de gris
du pixel m (ici avec le modèle d’Ising on n’a que deux niveaux de gris :
blanc et noir). En faisant varier le paramètre β du modèle d’Ising, on varie
la “texture” de l’image : plus β est grand, plus on favorise une image avec de
grandes taches blanches et de grandes taches noires, alors que β plus petit
favorise un mélange plus fin de couleurs.

On observe la couleur (blanche ou noire) de chaque pixel, et l’observation
restitue la couleur effective de chaque pixel avec la probabilité p ∈]0, 1[, les
erreurs de mesures éventuelles sur les différents pixels étant indépendantes.

Alors la loi a posteriori, plus précisément la loi conditionnelle de l’événe-
ment X = x, sachant que l’on a observé la configuration y , est

π(x|y) ∝ e−βH(x)pa(x,y)(1 − p)d(x,y),

où a(x, y) est le nombre de sites où les configurations x et y sont en accord
(i.e. identiques) et d(x, y) le nombre de sites où elles sont en désaccord (i.e.
différentes).

On obtient une image “nettoyée des erreurs d’observation” en simulant
selon la probabilité π(x|y). Bien qu’il ne s’agisse plus exactement du modèle
d’Ising, les mêmes méthodes s’appliquent. Décrivons l’algorithme de Metro-
polis. Sachant que Xn = x, indépendamment pour chaque site m ∈ Λ+\∂Λ
on change le signe de X+

n (m) avec la probabilité

p(m, x, y) =
π(xm|y)
π(x|y) ∧ 1

= e−2βx(m)s(m)

(
1 − p

p

)x(m)y(m)

∧ 1,

obtenant ainsi X+
n+1. On simule ensuite X−

n+1 en utilisant sur Λ+\∂Λ, les
valeurs ainsi obtenues. On fabrique ainsi une chaîne de Markov irréductible,
de probabilité invariante π(·|y).

3.1.4 Chaînes chauffées

La convergence de l’algorithme MCCM requiert que la chaîne simulée vi-
site suffisament souvent tous les états. Or la forme de la probabilité de tran-
sition peut être telle que la chaîne a tendance à rester piégée très longtemps
dans certaines zones de l’espace des états. Supposons pour fixer les idées que
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E = Z (ou un intervalle de Z, ou Z/N), et que Rx,x+1 = Rx,x−1 = 1/2.
Posons

H(x) = − log(πx).

On peut choisir comme matrice de transition P de la chaîne à simuler la
matrice

Pxy =





1
2
exp[H(x) −H(y)], si y = x± 1,

1 − 1
2
exp[H(x) −H(x+ 1) − 1

2
exp[H(x) −H(x− 1)], si y = x,

0, sinon.

Supposons que deux zones A et B de Z où π prend des valeurs significatives
sont séparées par un intervalle où la valeur de π est très petite (i. e. où
H prend des valeurs gigantesques). Alors la chaîne simulée aura tendance à
passer trop rarement de A vers B (ainsi que de B vers A). Une solution est
de définir d’autres matrices de transition telles que

Pβ,xy =
1

2
exp[β(H(x) −H(y))], si y = x± 1,

avec 0 < β < 1. La chaîne correspondante est dite “chauffée” (β s’interprète
comme l’inverse d’une température). On simule alors en parallèle la chaîne
{Xn} correspondant à β = 1, et les chaînes {X1

n}, . . . , {Xk
n}, correspondant à

des valeurs 1 > β1 > β2 > · · · > βk > 0. Clairement, ces chaînes ont d’autant
moins tendance à rester piégées dans certaines zones de l’espace d’état que β
est petit. L’idée set alors de permuter de temps en temps de façon aléatoire
les valeurs de (Xn, X

1
n, . . . , X

k
n), de façon à ce que Xn visite plus rapidement

l’espace d’états E. Bien sûr, dans le calcul final, on ne retient que les valeurs
de {Xn, n ≥ 0} ainsi obtenues.

3.2 Simulation de la probabilité invariante

Un problème dans les algorithmes “MCCM” est le choix de la durée de la
simulation. Par rapport à une méthode de Monte Carlo standard, on rajoute
une difficulté, qui est qu’au lieu d’initialiser la chaîne de Markov sous sa
probabilité invariante, on part d’un point arbitraire. D’une certaine façon
on peut penser qu’il y a une “phase initiale” de l’algorithme qui permet de
se rapprocher de la probabilité invariante, puis un problème de contrôle de
la vitesse de convergence dans le théorème ergodique, qui - comme dans
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une méthode de Monte Carlo standard - peut se résoudre par utilisation du
théorème de la limite centrale correspondant (cf. Théorème 2.5.8).

On discutera de la vitesse de convergence vers la mesure invariante à la
section suivante. Nous allons d’abord présenter des idées dûes à Propp et
Wilson [36], qui permettent une simulation “parfaite” (au sens de “exacte”,
par opposition à “approchée”) sous la probabilité invariante. L’idée est que
l’on peut atteindre celle–ci en un nombre fini (mais aléatoire) d’itérations.

On suppose dans toute cette section que cardE < ∞, et pour fixer les
notations que E = {1, 2, . . . , N}.

3.2.1 Simulation parfaite

On va supposer dans cette section que

β(P ) =
∑

y∈E

inf
x∈E

Pxy > 0,

c’est à dire qu’il existe y ∈ E tel que Pxy > 0, ∀x ∈ E. Cette condition n ’est
autre que la condition (D) de la section 2.6, mais avec la restriction n0 = 1.

Il est clair que β(P ) ≤ 1. On pose

νy =
infx Pxy

β(P )
, y ∈ E,

donc ν est une probabilité sur E.

Remarque 3.2.1. On pourrait choisir un autre couple (β, ν) ; β > 0, ν
probabilité sur E tels que Pxy ≥ βνy, mais le choix ci–dessus est optimal au
sens où il maximise β.

Remarque 3.2.2. L’hypothèse β(P ) > 0 entraîne qu’il existe une unique
classe récurrente (cf. l’exercice 2.9.5), et P possède une et une seule proba-
bilité invariante.

On va choisir une fonction

F : E × [0, 1] → E

telle que si U est une v.a. de loi U([0, 1]),

IP(F (x, U) = y) = Pxy, x, y ∈ E.
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Donc si {Un, n ∈ IN} est une suite de v.a. i.i.d. de loi U([0, 1]), indépen-
dante de X0,

Xn = F (Xn−1, Un), n ≥ 1

définit une chaîne de Markov de matrice de transition P .
On définit ` : {0} ∪ E → [0, β(P )] par

`(0) = 0

`(y) = `(y − 1) + inf
x
Pxy, 1 ≤ y ≤ N,

et on pose J(y) = [`(y − 1), `(y)).
On définit en outre k : E × ({0} ∪ E) → [β(P ), 1] par

k(x, 0) = β(P )

k(x, y) = k(x, y − 1) + Pxy − inf
z
Pzy, 1 ≤ y ≤ N,

et on pose K(x, y) = [k(x, y − 1), k(x, y)), 1 ≤ x, y ≤ N ,

I(x, y) = J(y) ∪K(x, y).

On remarque que |I(x, y)| = Pxy. Enfin on pose

F (x, u) =
∑

y∈E

y1{u∈I(x,y)}, 1 ≤ x ≤ N, u ∈ [0, 1].

Remarquons que l’on a bien IP(F (x, U) = y) = Pxy, soit

IP(F (Xn−1, Un) = y|Xn−1 = x) = Pxy.

Le point crucial de cette construction est que si à l’instant n, Un < β(P ),
alors la valeur de Xn ne dépend pas de Xn−1.

Autrement dit, si on fait fonctionner en parallèle cet algorithme avec la
même suite {Un} pour différents points de départ X0, les différentes suites
confluent au premier instant n où Un < β(P ). On a la

Proposition 3.2.3. Soit T = inf{n ≥ 1, Un < β(P )}. Alors T et XT sont
indépendantes, T de loi géométrique de paramètre β(P ), et XT de loi ν.

Preuve

{XT = x, T = n} = {U1 ≥ β(P ), . . . , Un−1 ≥ β(P ), Un ∈ J(x)}
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Donc

IP(XT = x, T = n) = (1 − β(P ))nβ(P )µx

�

On va maintenant construire une chaîne stationnaire de matrice de tran-
sition P .

On se donne une suite i.i.d. {Un, n ∈ Z} de v.a. de loi U([0, 1]), et on
pose

Nk = 1{Uk<β(P )}, k ∈ Z.

Les {Nk} sont des v.a. de Bernoulli indépendantes.
Pour tout n ∈ Z, on pose

τ(n) = max{k ≤ n;Uk < β(P )}.

Notons que τ(k) = τ(n), ∀k ∈ [τ(n), n]. En outre, on a IP(n − τ(n) >
k) = (1 − β(P ))k.

On définit alors le processus {Xn, n ∈ Z} comme suit. ∀k ∈ Z tel que
Nk = 1, on pose

Xk =
∑

y∈E

y1{Uk∈J(y)}.

Soit maintenant k tel que Nk = 0.Xτ(k) est défini par la formule ci–dessus.
En outre,

Xτ(k)+1 = F (Xτ(k), Uτ(k)+1), . . . , Xk = F (Xk−1, Uk).

Proposition 3.2.4. Le processus {Xn, n ∈ Z} ainsi défini est stationnaire
(i.e. ∀` ∈ Z, k ∈ IN, (X`+1, . . . , X`+k) ' (X1, . . . , Xk), au sens où ces deux
vecteurs ont la même loi).

En particulier, la loi de X0 est l’unique probabilité invariante de la chaîne
de matrice de transition P .

Preuve Il suffit de montrer le dernier point. On note

Pxy = (1 − β)P̂xy + βνy.
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On a

IP(X0 = x) =

∞∑

k=0

IP(X0 = x, τ(0) = −k)

=

∞∑

k=0

IP(X0 = x|τ(0) = −k)(1 − β)kβ

= β
∞∑

k=0

(νP̂ k)x(1 − β)k

Or si l’on pose µx = IP(X0 = x), on a

µP = β
∞∑

k=0

(νP̂ k)x(1 − β)kP

= β
∞∑

k=0

(νP̂ k+1)x(1 − β)k+1 + βν

= µ,

donc la loi de X0 est bien la probabilité invariante par P . �

Algorithme de “simulation parfaite”

1. On simule U0, U−1, . . . , Uτ(0) (ceci requiert un nombre de simulations
qui suit une loi géométrique).

2. On calcule Xτ(0) =
∑

y

y 1{Uτ(0)∈J(y)}.

3. On calcule Xτ(0)+1, . . . , X0 à l’aide de la formule Xn = F (Xn−1, Un),
et des Uτ(0)+1, . . . , U0 générés ci–dessus.

4. La v.a. X0 ainsi simulée suit la loi invariante sous P .

Remarque 3.2.5. La limite de cette approche est que l’on a besoin que
β(P ) > 0.

On pourrait penser généraliser cette approche au cas où il existe k ≥ 1
tel que β(P k) > 0, mais il ne semble pas que cela conduise à un algorithme
effectivement utilisable.
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3.2.2 Couplage depuis le passé

On suppose ici seulement que P est irréductible. On se donne une appli-
cation

F : E × [0, 1] → E

tel que si U est une v.a. de loi U([0, 1]),

IP(F (x, U) = y) = Pxy, ∀x, y ∈ E.

On va définir un “couplage multiple” On se donne {U i
n, 1 ≤ i ≤ N, n ∈ Z}

une suite de v.a. i.i.d. de loi U([0, 1]), et pour k ∈ Z, on pose

X1,k
n =

{
1, si n = k

F (X1,k
n−1, U

1
n), si n > k;

X2,k
n =






2, si n = k

F (X2,k
n−1, U

2
n), si n > k et X2,k

n−1 6= X1,k
n−1

F (X2,k
n−1, U

1
n), si n > k et X2,k

n−1 = X1,k
n−1;

· · · · · · · · · · · ·

XN,k
n =





N, si n = k

F (XN,k
n−1, U

N
n ), si n > k et XN,k

n−1 6∈ {X1,k
n−1, . . . , X

N−1,k
n−1 }

F (XN,k
n−1, U

iN
n ), si n > k, XN,k

n−1 ∈ {X1,k
n−1, . . . , X

N−1,k
n−1 }

et iN = inf{i;X i,k
n−1 = XN,k

n−1}

On définit le temps d’arrêt

Sk = inf{` > k; X1,k
` = X2,k

` = · · · = XN,k
` },

et pour tout n ∈ Z, on pose

τ(n) = sup{k ≤ n; Sk ≤ n}.

τ(n) est le plus grand des instants tels que l’état du processus (quel que soit
son numéro entre 1 et N) à l’instant n ne dépend pas des états passés avant
τ(n), puisque à l’instant τ(n) le processus numéro k valait k, et à l’instant n
sa valeur ne dépend pas de son numéro.
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Théorème 3.2.6. Soit k ∈ Z et (X1,k
n , . . . , XN,k

n ; n ≥ k) le couplage multiples
défini ci–dessus. Supposons que IP(τ(0) > −∞) = 1. Alors pour tout x ∈ E,
la loi de Xx,τ(0)

0 est la probabilité invariante par P .

Preuve Si k ∈ Z, y ∈ E,

IP({Xx,τ(0)
0 = y} ∩ {τ(0) > k}) = IP({Xx,k

0 = y} ∩ {τ(0) > k}).

Donc
IP(X

x,τ(0)
0 = y) = lim

k→−∞
IP(Xx,k

0 = y).

Soit π la probabilité invariante par P .

|IP(Xx,k
0 = y) − πy| = |IP(X0 = y|Xk = x) −

∑

z∈E

πzIP(X0 = y|Xk = z)|

≤
∑

z∈E

πz|IP(X0 = y|Xk = x) − IP(X0 = y|Xk = z)|

≤
(
∑

z∈E

πz

)
IP(τ(0) < k)

→ 0, quand k → −∞

Algorithme de couplage depuis le passé
On choisit k ∈ Z−

1. On génère U i
k, U

i
k+1, . . . , U

i
0, 1 ≤ i ≤ N .

2. On construit à l’aide de la suite précédente, et de l’algorithme ci–dessus,

(X1,k
` , . . . , XN,k

` , ` = k, k + 1, . . . , 0).

3. On teste si oui ou non

X1,k
0 = X2,k

0 = · · · = XN,k
0 .

Si oui, alors X1,k
0 est une réalisation de la probabilité invariante µ.

Si non, on repart plus loin dans le passé. Pour ce faire, on génère

U i
2k, U

i
2k+1, . . . , U

i
k−1; 1 ≤ i ≤ N,
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en utilisant cette suite et la précédente on construit

(X1,2k
` , . . . , XN,2k

` ; ` = 2k, . . . , 0),

et on continue comme ci–dessus. Notons qu’il est important d’emboî-
ter les deux suites dans l’ordre indiqué, puisque le principe consiste à
remonter dans le passé.

Il reste à donner des conditions qui assurent que IP(τ(0) > −∞) = 1). On a
le

Théorème 3.2.7. Si P est apériodique, alors l’algorithme ci–dessus vérifie
IP(τ(0) > −∞) = 1.

Preuve Le résultat se démontre comme à l’étape 1 de la preuve du Théorème
2.6.4.

Remarque 3.2.8. Dans le cas β(P ) > 0, on obtient une variante de l’algo-
rithme de simulation parfaite de la section 3.2.1 en appliquant la procédure de
cette section, simplifiée comme suit. On simule une seule suite (Un, n ∈ Z),
et on utilise la formule de récurrence

(X1,k
n , . . . , XN,k

n ) =

{
(1, . . . , N), si n = k;

(F (X1,k
n−1, Un), . . . , F (XN,k

n−1, Un), si n > k.

3.3 Vitesse de convergence vers la probabilité

invariante

L’algorithme de couplage par le passé n’est pas envisageable dans la
plupart des situations concrètes. Beaucoup d’utilisateurs de la méthode de
Monte Carlo par chaîne de Markov rejettent les n premières itérations du
calcul (procédure dite “burn in” en Anglais), en espérant que la loi de Xn+1

est “proche” de la probabilité invariante. Le problème est évidemmment de
choisir correctement le nombre n. Le Théorème 2.6.7 peut servir de guide,
surtout si l’on sait calculer le β optimal. Mais ce résultat n’est le plus souvent
pas assez précis. C’est une borne supérieure de la distance à la probabilité
invariante, qui peut être assez loin de la distance réelle. En outre, ses hypo-
thèses ne sont pas nécessairement satisfaites.

Plusieurs auteurs, dont en particulier Diaconis [12], ont montré que dans
beaucoup de situations la distance en variation totale entre la loi de Xn et
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la probabilité invariante évolue comme suit. Pendant une phase initiale, la
décroissance est très lente, et la distance reste proche de 1. Puis il y a une dé-
croissance brutale en quelques itérations vers zéro, suivie d’une convergence
lente vers zéro. Dans une telle situation, après les quelques premières itéra-
tions, le résultat reste très mauvais, puis soudain il s’améliore brutalement,
et lorsque l’on a atteint la fin de la phase de décroissance rapide, prolonger
les calculs n’apporte plus grand chose. Le problème est alors de connaître
précisément le nombre d’itérations qu’il faut effectuer pour atteindre la fin
de la phase de décroissance rapide. Les auteurs cités ci-dessus donnent des
résultats très précis dans quelques problèmes, par exemple le battage d’un jeu
de cartes, mais bien sûr dans la plupart des cas intéressants en pratique, on
n’a pas d’information aussi précise. Nous allons cependant décrire un résultat
dû à Diaconis, Khare et Saloff–Coste [13], qui va nous donner l’occasion de
présenter un exemple intéressant d’utilisation de la méthode de Monte Carlo
par chaîne de Markov.

Supposons que l’on cherche à réaliser des simulations d’un vecteur aléa-
toire à valeurs dans E = E1 × · · · × Ed, de loi de probabilité

µ(dx1, . . . , dxd) = f(x1, . . . , xd)ν(dx1, . . . , dxd),

où la probabilité ν sur E est une probabilité produit, i. e.

ν(dx1, . . . , dxd) = ν1(dx1) × · · · × νd(dxd).

On suppose que l’on ne dispose pas de méthode directe de simulation suivant
la loi cherchée, mais que pour tout x = (x1, . . . , xn) et tout 1 ≤ i ≤ d, on
sait simuler Xi de loi

f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xd)νi(dy)∫
Ei
f(x1, . . . , xi−1, z, xi+1, . . . , xd)νi(dz)

.

On construit alors une chaîne de Markov (si E n’est pas dénombrable, il
s’agit d’une chaîne de Markov à valeurs dans un tel ensemble, ce qui sort de
la théorie décrite dans cet ouvrage, mais on s’y ramène par discrétisation)
dont chaque transition est donnée par la transformation du vecteur aléatoire
X en le vecteur aléatoire X ′, que nous allons maintenant décrire, en précisant
la loi conditionnelle de X ′, sachant que X = x.

La loi conditionnelle de X ′
1, sachant que X = x, est la loi

f(y, x2, . . . , xd)ν1(dy)∫
E1
f(z, x2, . . . , xd)ν1(dz)

,
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et pour 2 ≤ i ≤ d, la loi conditionnelle de X ′
i, sachant que X = x et que

(X ′
1, . . . , X

′
i−1) = (x′1, . . . , x

′
i−1) est la loi

f(x′1, . . . , x
′
i−1, y, xi+1, . . . , xd)νi(dy)∫

Ei
f(x′1, . . . , x

′
i−1, z, xi+1, . . . , xd)νi(dz)

.

Dans la proposition qui suit, on suppose E dénombrable, et on écrit µ(x)
(resp. ν(x)) pour µ({x}) (resp. ν({x})).

Proposition 3.3.1. Si E est dénombrable et µ(x) > 0, pour tout x ∈ E,
alors la chaîne de Markov de matrice de transition

Pxy = IP(X ′ = y|X = x)

est irréductible, récurrente positive, et µ est son unique probabilité invariante.

Preuve La condition µ(x) > 0, ∀x ∈ E, entraîne clairement que la chaîne
est irréductible. Il reste à montrer que la probabilité µ est invariante par P .
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Or on a
∑

x∈E

µ(x)Pxy =
∑

x1,...,xn

f(y1, x2, . . . , xn)ν1(y1)∑
z1
f(z1, x2, . . . , xn)ν1(z1)

× f(y1, y2, x3 . . . , xn)ν2(y2)∑
z2
f(y1, z2, x3, . . . , xn)ν2(z2)

× · · · · · · · · ·

× f(y1, . . . , yn−1, xn)νn−1(yn−1)∑
zn−1

f(y1, . . . , zn−1, xn)νn−1(zn−1)

× f(y1, . . . , yn−1, yn)νn(yn)∑
zn
f(y1, . . . , yn−1, zn)νn(zn)

× f(x1, . . . , xn)ν1(x1) × · · · × νn(xn)

=
∑

x1,...,xn

f(x1, x2, . . . , xn)ν1(x1)∑
z1
f(z1, x2, . . . , xn)ν1(z1)

× f(y1, x2, x3, . . . , xn)ν2(x2)∑
z2
f(y1, z2, x3, . . . , xn)ν2(z2)

× · · · · · · · · ·

× f(y1, . . . , yn−1, xn)∑
zn
f(y1, . . . , yn−1, zn)νn(zn)

× f(y1, . . . , yn−1, yn)ν1(y1) × · · · × νn(yn)

= µ(y),

où la deuxième égalité s’obtient en réarrangeant les termes. La troisième
s’obtient en remarquant d’abord que seul le premier facteur dépend de x1 et
que sa somme sur x1 ∈ E1 vaut 1, puis que dans l’expression restante seul le
premier facteur dépend de x2, et sa somme sur x2 ∈ E2 vaut 1, etc. �

Diaconis, Khare et Saloff–Coste [13] étudient en particulier le cas suivant
avec n = 2 :

• E1 = {0, 1, . . . , m}, E2 = [0, 1], ν1 (resp. ν2) est la probabilité uniforme
sur E1 (resp. E2).

• f(k, p) = Ck
mp

k(1 − p)m−k,

avec m ∈ IN∗ arbitraire. Leur résultat dans cet exemple est que le nombre
d’itérations qu’il faut effectuer pour que la loi de la chaîne soit proche de sa
probabilité invariante est de l’ordre de m.
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3.4 Le recuit simulé

La recherche des maxima globaux d’une fonction est un des problèmes
importants en mathématiques appliquées.

Dans le cas d’une fonction différentiable sur IRd, on peut partir d’un point
arbitraire, et se déplacer dans la direction du gradient, tant que la fonction
décroît. Malheureusement une telle méthode conduit à trouver un minimum
local, et non global. Dans le cas d’une fonction définie sur un ensemble fini
E, on pourrait en principe calculer les valeurs f(x) pour tout x dans E, mais
dans les cas intéressants, une telle procédure n’est pas envisageable, en raison
de la taille de l’ensemble E.

Nous allons présenter dans cette section la méthode du “recuit simulé”, qui
par rapport à la méthode du gradient introduit des perturbations aléatoires
qui permettent de sortir des bassins d’attraction des minima locaux.

Au cours des calculs, les perturbations aléatoires sont atténuées, de telle
sorte que l’on espère finalement aboutir à un des minima globaux. La ter-
minologie provient de l’analogie avec les procédés chimiques de fabrication
de certains cristaux, qui si on les refroidit trop vite se figent dans un état
différent de l’état désiré, lequel n’est atteint qu’à la suite d’un procédé im-
pliquant un refroidissement très lent, avec éventuellement un réchauffement
au cours du procédé.

Nous allons présenter l’algorithme du recuit dans le cas de la minimisation
d’une fonction définie sur un ensemble fini E.

Commençons par présenter deux exemples de problème de minimisation
d’une fonction sur un ensemble fini de cardinal gigantesque.

Exemple 3.4.1. Le voyageur de commerce. Soit {1, . . . , N} un ensemble
de N villes. Le voyageur doit passer dans chacune de ces villes, en partant
de 1 et en revenant en 1. E est l’ensemble de tous les itinéraires possibles
(card E = (N − 1)!). Un itinéraire est une suite

x = (x1, . . . , xN)

telle que x1 = 1, et (x2, . . . , xN) constitue une permutation de {2, . . . , N}.
La fonction coût à minimiser est (avec xN+1 = 1) :

V (x) =

N∑

k=1

d(xk, xk+1),
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où d(n,m) est la distance de la ville n à la ville m. La recherche des minima
globaux de cette fonction V est un des problèmes classiques de la recherche
opérationnelle.

Exemple 3.4.2. Restauration d’images. On reprend le modèle présenté
à la section 3.1.3, et on souhaite, pour obtenir une image restaurée (i.e. dont
on a supprimé les erreurs d’observation), trouver le maximum de la loi a
posteriori, i.e. avec les notations du chapitre 2, à y fixé on cherche

x̂ = arg max
x

e−βH(x)pa(x,y)(1 − p)d(x,y).

Supposons que l’on cherche à maximiser une fonction

U : E → IR−,

telle que, pour fixer les idées,

max
x∈E

Ux = 0.

On cherche un des x tels que Ux = 0.
Pour tout β > 0, on définit la probabilité πβ sur E par :

πβ,x = Z−1
β eβUx, x ∈ E

avec Zβ =
∑

x∈E

eβUx. Le paramètre β est destiné à tendre vers +∞. Quand

β → +∞, la probabilité πβ converge vers la probabilité uniforme sur les
maxima de U .

A chaque β > 0, on associe la matrice de transition d’une chaîne de
Markov irréductible et apériodique, de probabilité invariante πβ. On peut la
choisir par exemple comme suit. Soit G un graphe non orienté dans E, i.e. une
collection de paires de points de E. On suppose que G possède la propriété
suivante : pour tout x, y ∈ E, il existe n et x = x1, x2, . . . , xn = y ∈ E tels
que (xk, xk+1) ∈ G, 1 ≤ k ≤ n− 1. Posons

nx = |{y, (x, y) ∈ G}|.

Alors la matrice Pβ dont les éléments hors diagonaux sont donnés par

Pβ,xy = 1(x,y)∈Gn
−1
x

[
eβ(Uy−Ux) ∧ 1

]
,
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et convenablement complétée sur la diagonale, a les propriétés requises. No-
tons que plus β est grand, plus les transitions qui diminuent la valeur de U
sont rares. Pourvu que le choix du graphe G ne rende pas la chaîne pério-
dique, si β est fixé et {Xβ

n , n ≥ 0} est une chaîne de Markov de matrice de
transition Pβ, la loi de Xβ

n converge vers πβ quand n→ ∞. L’idée de l’algo-
rithme du recuit est de faire dépendre β de n, de telle sorte que β → +∞
quand n→ ∞, avec l’espoir que alors Xn converge vers le (ou l’ensemble des)
maximum de la fonction U . Ceci est vrai si β tend suffisamment lentement
vers +∞ (d’où la terminologie“recuit”). Nous donnerons un résultat dans ce
sens pour l’analogue d’une chaîne de Markov, mais en temps continu, à la
section 7.10 ci–dessous.

3.5 Exercices

Exercice 3.5.1. Soit E un espace d’états dénombrable et p et q des densités
de probabilité, avec 0 < p ≤ cq, q étant une densité facilement simulable.
On considère alors une suite Yn, n ≥ 1 de variables aléatoires indépendantes
et de même loi q, globalement indépendantes de la variable aléatoire X0. On
définit par récurrence :

Xn+1 =

{
Yn+1 avec probabilité p(Yn+1)

cq(Yn+1)

Xn avec probabilité 1 − p(Yn+1)
cq(Yn+1)

1. Ecrire Xn+1 sous la forme f(Xn, Un+1, Yn+1), où les Un sont i. i. d. de
loi commune la loi uniforme sur [0, 1], et en déduire que Xn est une
chaine de Markov.

2. Calculer la probabilité de transition Pij de Xn.

3. Calculer µP pour une probabilité µ et en déduire que la loi de Xn

converge vers une unique probabilité invariante égale à p.

4. Quel rapport y-a-t-il entre cette chaîne et la méthode de rejet classique ?

Exercice 3.5.2. Soit Pxy un noyau de transition d’une chaîne de Markov
sur un espace d’état dénombrable E. On suppose que :

Pxy ≥ αcy, pour tout x ∈ E, (3.2)

où c est une mesure de probabilité et α > 0. On identifie l’ensemble des
mesures bornées sur E à `1(E) muni de la norme |ν| =

∑
x∈E |ν(x)|
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1. Soit ν une mesure bornée de masse totale nulle. Montrer que |νP | ≤
(1− α)|ν|. En déduire que si µ et µ′ deux mesures de probabilité sur E
on a :

|µP − µ′P | ≤ (1 − α) |µ− µ′| .
2. Montrer que s’il existe une mesure de probabilité invariante, elle est

forcément unique et que pour toute probabilité µ la suite µP n est de
Cauchy.

3. Soit (Xn, n ≥ 0) une chaîne de Markov de matrice de transition P .
Montrer que quelle que soit la loi initiale µ de X0, la loi de Xn converge
vers une unique loi de probabilité invariante ν et que de plus :

|µP n − ν| ≤ Cρn

où C est une constante finie et 0 < ρ < 1.

4. Montrer que les résultats précédents sont conservés s’il existe ` ≥ 1 :

P `
xy ≥ αcy, pour tout x, y ∈ E. (3.3)

5. On considère maintenant l’algorithme de Métropolis sur un espace E
fini. On suppose que Pxy = Pyx et que l’équation (3.2) est vérifiée. On
cherche à simuler une loi µ donnée à une constante près par :

µx = Ce−βH(x).

Écrire la probabilité de transition P̃xy sur E qui permet de construire
l’algorithme de Métropolis.

6. Vérifier que P̃ vérifie l’équation (3.2). Proposer une méthode de simu-
lation approchée selon la loi µ.

Exercice 3.5.3. On veut résoudre dans IRd l’équation

(I − A)x = b (3.4)

où A est une matrice de norme strictement inférieure à 1. Pour ceci on
considère une chaîne de Markov Xn sur E = {1, 2, . . . , d} de loi initiale µ
strictement positive et de transition P (i, j) strictement positive sur E × E .

1. Pour n ≥ 1 et y ∈ IRd on pose :

Wn = y(X0)
A(X0, X1) · · ·A(Xn−1, Xn)

µ(X0)P (X0, X1) · · ·P (Xn−1, Xn)
b(Xn)
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Calculer IE(Wn). En déduire une simulation d’une solution approchée de
l’équation (3.4).

2. On pose Ẽ = E ∪ {δ} et on considère maintenant une chaîne avec
cimetière δ. C’est à dire une chaîne X̃n de loi initiale µ̃ portée par E, stric-
tement positive sur E et de transition P̃ (x, y) strictement positive sur E× Ẽ

telle que P̃ (δ, δ) = 1.
On pose T = inf{n ≥ 1 ; X̃n = δ}.

1. Montrer que T est fini presque sûrement.

2. On pose

W = y(X̃0)
A(X̃0, X̃1) · · ·A(X̃T−2, X̃T−1)

µ̃(X̃0)P̃ (X̃0, X̃1) · · · P̃ (X̃T−2, X̃T−1)P̃ (X̃T−1, X̃T )
b(X̃T−1)

Calculer IE(W ) et en déduire une simulation de la solution de l’équation
(3.4).
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Chapitre 4

Chaînes de Markov et génome

Introduction

Ce chapitre est consacré à la présentation de méthodes d’annotation du
génome (en particulier la recherche des régions codantes, donc des gènes) et
aussi d’alignement de séquences d’ADN, qui utilisent les chaînes de Markov.
Ce chapitre contient en particulier une présentation des chaînes de Markov
cachées et des algrithmes qui leur sont associés. Cette notion est utilisée
dans de nombreuses applications autres que la génomique, par exemple en
reconnaissance de la parole, cf. Jelinek [23]. On pourra consulter sur le sujet
de ce chapitre entre autres [15], [16] et [31], dont nous nous sommes inspiré.

4.1 Comment lire l’ADN?

On considère un fragment d’ADN, sous la forme d’un simple brin consti-
tué d’une succession de nucléotides, que nous considérerons comme des lettres
dans l’alphabet a, c, g, t, a pour adénine, c pour cytosine, g pour guanine,
t pour thymine, par exemple

a c c g t a a t t c g g a · · ·t t g c

“Lire” ou “annoter” cette séquence consiste essentiellement à la décomposer
en régions codantes à l’endroit ou à l’envers (sachant que l’ADN est constitué
en réalité de deux brins complémentaires, avec un a toujours apparié avec
un t, un c avec un g, qui ne sont pas lus dans le même sens), et régions non
codantes ; dans le cas des génomes eukaryotes il faut en outre découper les

111
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régions codantes en introns et exons. Notons que les régions codantes sont lues
par codons, i.e. triplets de nucléotides, chaque codon étant ensuite traduit
en un acide aminé. La succession des acides aminés cosntitue une protéine.
Il est donc essentiel de lire chaque région codante dans la bonne phase de
lecture. Oublier un codon n’est pas forcément très grave, mais se tromper en
décalant la lecture d’un ou de deux nucléotides est catastrophique !

On est aidé dans cette démarche par la présence d’un codon START (resp.
STOP) au début (resp. à la fin) de chaque région codante. Mais tout START
potentiel n’en est pas forcément un. Par contre, un STOP potentiel, dans
une région codante, rencontré dans la bonne phase de lecture, est un STOP.
Et il n’y a pas de signaux aussi nets marquant la transition entre intron et
exon.

Pour pouvoir faire la distinction entre plages codantes et non codantes,
une première possibilité est que les proportions respectives de a, de c, de g

et de t soient nettement différentes entre plage codante et non codante. Une
seconde possibilité est que ces proportions ne sont pas vraiment nettement
différentes, et qu’il faut compter les di ou trinucléotides.

Dans le premier cas, on va distinguer entre région codante et non codante
en comparant les proportions de a, de c, de g et de t. Dans le second cas,
il faudra compter les paires ou les triplets. Et quelque soit le critère adopté,
le plus difficile est de localiser correctement les ruptures (ou changements de
plage).

Les méthodes que nous venons d’évoquer pour décomposer une séquence
d’ADN en ses différentes plages – dans le but de détecter les gènes – peuvent
être vues comme des procédures statistiques associées à une modélisation
probabiliste. Cette modélisation n’est pas la même suivant que l’on regarde
des fréquences de nucléotides, de bi– ou de trinucléotides. Dans tous les cas,
on considérera la suite des nucléotides comme une suite de v. a. à valeurs
dans l’ensemble E = {a, c, g, t}.

Avant de faire un détour par les modèles probabilistes possibles pour
une séquence d’ADN, considérons deux problèmes parmi les plus simples
d’analyse de séquences.

4.1.1 Les ilôts cpg

On note cpg le dinucléotide c suivi de g (la notation c g ou c-g désigne
plutôt la paire de bases c et g appariée, chacune sur un brin de l’ADN).
Dans le génome humain, ces dinucléotides ont tendance à disparaître, parce
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que lorsque la cytosine c est suivie par la guanine g, elle a tendance à être
modifiée par méthylation, et méthyl–c mute facilement en thymine t. D’où le
fait que les dinucléotides cpg sont plus rares que ce que donne le produit de la
fréquence des c par celle des g. Mais le processus de méthylation est inhibé
dans certaines portions du génome, autour des promoteurs et des codons
START. Dans ces régions on trouve beaucoup de cpg (en fait plus que le
produit de la fréquence des c par celle des g). On appelle ces régions des
“ilôts cpg”.

On peut donc se poser deux questions. Etant donnée une petite portion de
génome, comment décider s’il provient ou non d’un ilôts cpg ? Etant donnée
une longue séquence, comment isoler les ilôts cpg ?

4.1.2 Recherche de gènes dans un génome prokaryote

Dans un génome prokaryote, un gène est une succession de codons (de
trinucléotides, qui chacun code pour un acide aminé), encadrés par un codon
START et un codon STOP. Il y a trois codons START possibles, et trois
codons STOP possibles. Mais alors qu’un codon STOP putatif dans la bonne
phase de lecture est forcément un STOP, un codon START possible au milieu
d’une région non codante n’est pas forcément un START.

On a donc dans un génome prokaryote des gènes putatifs consitués d’un
codon START, un nombre entier de codons (ie. un multiple de 3 nucléotides),
un codon STOP. Comment distinguer, parmi une collection de gènes putatifs,
les vrais gènes des faux gènes ? Comment trouver les gènes dans un génome
prokaryote ?

Remarque 4.1.1. Dans les chapitres précédents, les suites aléatoires (en par-
ticulier les chaînes des Markov) étaient indexées par le temps n = 0, 1, 2, . . ..
Dans ce chapitre, on va considérer des suites aléatoires indexées par la po-
sition n sur une séquence génomique. On aura n = 1, 2, . . ., c’est à dire que
l’indice n part de la valeur 1, et non plus de la valeur 0.

4.2 Le modèle i.i.d

Soit X1 le premier nucléotide de notre séquence. Sa loi de probabilité est
définie par le vecteur p = (pa, pc, pg, pt) donné par

pa = IP(X1 = a), pc = IP(X1 = b), pg = IP(X1 = g), pt = IP(X1 = t)
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Notons que pa, pc, pg, pt ≥ 0 et pa + pc + pg + pt = 1.
On dit que les v.a. (X1, . . . , Xn) sont i.i.d. (indépendantes et identique-

ment distribuées) si elles sont indépendantes et toutes de même loi. On dit
aussi (dans le langage des statisticiens) que la suite (X1, . . . , Xn) est un échan-
tillon de taille n de la loi commune des Xi. A cet échantillon, on associe la
loi de probabilité empirique

pn
a =

1

n

n∑

i=1

1{Xi=a}, p
n
c =

1

n

n∑

i=1

1{Xi=c},

pn
g =

1

n

n∑

i=1

1{Xi=g}, p
n
t =

1

n

n∑

i=1

1{Xi=t}.

pn = (pn
a , p

n
c , p

n
g , p

n
t ) est une probabilité sur E.

En pratique, la loi commune p = (pa, pc, pg, pt) des Xi est inconnue. Du
moins si n est suffisamment grand, pn est une bonne approximation de p. En
effet, il résulte de la loi des grands nombres que

pn
a =

1

n

n∑

i=1

1{Xi=a} → IE(1{X1=a}) = IP(X1 = a)

quand n → ∞ (même résultat pour c, g, t), et en outre d’après le théorème
de la limite centrale,

IP

(
−δ
√
pa(1 − pa)

n
≤ pa − pn

a ≤ δ

√
pa(1 − pa)

n

)
→ 1√

2π

∫ δ

−δ

e−
x2

2 dx,

et donc puisque
√
pa(1 − pa) ≤

1

2
,

IP

(
|pa − pn

a | >
δ

2
√
n

)
≤
√

2

π

∫ ∞

δ

e−
x2

2 dx

On peut donc estimer la loi inconnue p, sous l’hypothèse que les nucléo-
tides sont i.i.d., donc en particulier que la plage considérée est homogène.

L’hypothèse d’indépendance n’est pas forcément vérifiée, mais en réalité
elle n’est pas absolument nécessaire pour que la démarche ci–dessus puisse
être justifiée.
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4.3 Le modèle de Markov

Supposer que les nucléotides sont indépendants les uns des autres n’est pas
très raisonnable. On peut penser par exemple que, dans une région codante, la
loi du 2ème nucléotide d’un codon dépend de quel en est le premier nucléotide.

D’où l’idée de supposer que la suite (X1, . . . , Xn) forme une chaîne de
Markov. Cependant, il est utile pour l’application au génome de considé-
rer une propriété de Markov plus générale que ce que nous avons introduit
jusqu’ici.

Définition 4.3.1. La suite (X1, . . . , Xn) est une chaîne de Markov d’ordre
` (≥ 1) (Modèle M`) si ∀k > `,

IP(Xk = xk|X1 = x1, . . . , Xk−1 = xk−1)

= IP(Xk = xk|Xk−` = xk−`, . . . , Xk−1 = xk−1)

Notons qu’une suite indépendante constitue un modèle M0. Le modèle
M1, est le modèle usuel, qui a été étudié dans les chapitres précédents. Re-
marquons que l’on peut toujours considérer un modèle Mk à valeurs dans E
comme un modèle M1 à valeurs dans Ek.

4.3.1 Application aux ilôts cpg

Les données ci–dessous sont reprises de [15]. On estime deux matrices de
transition de Markov (modèle M1), d’une part sur des ilôts cpg, et d’autre
part sur des séquences qui ne sont pas des ilôts cpg. Dans le premier cas, on
obtient la matrice de transition estimée

P+ =

a c g t

a 0.180 0.274 0.426 0.120
c 0.171 0.368 0.274 0.188
g 0.161 0.339 0.375 0.125
t 0.079 0.355 0.384 0.182

,

et dans le second cas

P− =

a c g t

a 0.300 0.205 0.285 0.210
c 0.322 0.298 0.078 0.302
g 0.248 0.246 0.298 0.208
t 0.177 0.239 0.292 0.292

.
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Etant donnée une séquence x = (x1, . . . , xn) de nucléotides, on calcule un
score qui est en fait un log–rapport de vraisemblance sous la forme

S(x) = log
IPmodèle+(X = x)

IPmodèle−(X = x)

=

n∑

i=2

log

(
P+

xi−1xi

P−
xi−1xi

)

=
n∑

i=2

Rxi−1xi
.

On peut en fait normaliser ce score en le divisant par la longueur n de la
séquence. La matrice des R est donnée par

R =

a c g t

a −0.740 0.419 0.580 −0.803
c −0.913 0.302 1.812 −0.685
g −0.624 0.461 0.331 −0.730
t −1.169 0.573 0.393 −0.679

.

Lorsque l’on compare les S(x) pour diverses séquences dont on sait s’il s’agit
ou non d’ilôt cpg, on voit que le score ci–dessus discrimine bien les ilôts cpg
des autres types de séquence.

4.3.2 Recherche de gènes dans un génome prokaryote

On procède de façon analogue à ce que l’on vient de faire à la sous–section
précédente. On a à notre disposition des vrais gènes et des faux gènes. On
va en utiliser une partie pour l’apprentissage du modèle, et une autre pour
tester le caractère discriminant ou non de tel score.

On utilise un premier sous–ensemble des vrais gènes pour estimer la ma-
trice de transition d’une chaîne de Markov. Notons P+ l’estimé obtenu. Le
modèle “–” est un modèle i.i.d., la probabilité jointe des 4 nucléotides étant
donnée par les 4 fréquences, calculée à partir d’un pool contenant à la fois
des vrais gènes et des faux gènes. Notons π l’estimé obtenu.



4.3. LE MODÈLE DE MARKOV 117

Maintenant si x est un gène putatif, on calcule son score

S(x) = log
IPmodèle+(X = x)

IPmodèle−(X = x)

=

n∑

i=2

log

(
P+

xi−1xi

πxi

)

=
n∑

i=2

Rxi−1xi
.

Il s’avère que cette statistique discrimine très mal les vrais gènes des faux
gènes.

Par contre, si l’on prend comme modèle + un modèle de Markov M1 sur
les codons, et que l’on procède comme ci–dessus, alors la nouvelle statistique
S(x) discrimine bien les vrais gènes des faux gènes.

4.3.3 Statistique des chaînes de Markov Mk

Pour simplifier, on va se contenter de décrire le modèle M2. Dans ce cas,
ce qui remplace la matrice P est une matrice de transition de E × E dans
E, qui donne la loi de probabilité de Xk+1, sachant le couple (Xk−1, Xk).
Dans le cas E = {a, c, g, t}, on a donc une matrice de transition à 16 lignes
(indexées par les dinucléotides {aa, ac, . . . , gt, tt}) et 4 colonnes (indexées
par {a, c, g, t}).
Remarque 4.3.2. On peut aussi se ramener à un modèle M1 sur l’espace
d’état E × E, puisque si (X1, X2, . . . , Xn) est une chaîne de Markov d’ordre
2 à valeurs dans E, ((X1, X2), (X2, X3), . . . , (Xn−1, Xn)) est une chaîne de
Markov d’ordre 1 à valeurs dans E × E. On se ramène à une matrice de
transition carrée, et on peut introduire la notion de probabilité invariante...

On estime la probabilité de transition Pxy,z à l’aide de la quantité
∑n−2

k=1 1{Xk=x,Xk+1=y,Xk+2=z}∑n−2
k=1 1{Xk=x,Xk+1=y}

,

qui converge p.s. vers Pxy,z quand n→ ∞. Remarquons que cette statistique
inclut le décompte des trinucléotides, donc en particulier des codons, ce qui
fait que les chaînes d’ordre 2 sont très utilisées pour modéliser les régions
codantes de l’ADN.



118 CHAPITRE 4. CHAÎNES DE MARKOV ET GÉNOME

4.3.4 Chaîne de Markov phasée

Dans une “plage codante”, on peut penser que la probabilité de transition
n’est pas indépendante du site, mais périodique de période 3. Comme la
notion de “chaîne de Markov périodique” désigne tout autre chose (à savoir
une chaîne qui n’est pas “apériodique” au sens de la définition 2.6.1), nous
utiliserons, à la suite de [40], la terminologie chaîne de Markov phasée pour
désigner une chaîne de Markov (Xn, 1 ≤ n ≤ N) telle que pour tous x, y ∈ E,
l’application n→ P (Xn+1 = y|Xn = x) est périodique. Dans le cas qui nous
occupe, on peut y compris songer à une chaîne de Markov d’ordre 2, telle que
pour tout y ∈ E, la quantité P (Xn+1 = y|Xn = x,Xn−1 = x′) ne dépende
pas de x, x′ pour n = 3k, que de x pour n = 3k + 1 et dépende de x, x′ pour
n = 3k + 2, k entier. Cela veut dire en particulier que les codons successifs
sont i.i.d. On pourrait aussi supposer que les codons successifs forment une
chaîne de Markov d’ordre 1.

4.3.5 Chaîne de Markov localement homogène

Si l’on regarde plus globalement la séquence génomique, on s’attend à ce
que la chaîne de Markov qui décrit celle–ci soit homogène dans la réunion
des régions non codantes, dans celle des régions codantes à l’endroit, celle
des régions codantes à l’envers, la réunion des introns, mais pas globalement
homogène, et c’est d’ailleurs cette inhomogénéité qui doit nous permettre de
réaliser l’annotation. Le principal problène est bien de détecter ce que l’on
appelle les “ruptures de modèle”.

Il existe une importante littérature statistique sur ces problèmes de rup-
ture de modèle, mais il n’est pas clair que les algorithmes correspondant sont
adaptables à la situation qui est la nôtre ici, où il est essentiel d’exploiter
l’homogénéité de la chaîne sur la réunion des plages de même type (non co-
dant, codant à l’endroit,...), et pas seulement sur chacune de ces plages prise
isolément.

Nous allons présenter un algorithme dû à Audic et Claverie [1] pour l’an-
notation des génomes prokaryotes. On suppose que notre modèle (qui peut
être M0, M1, M2,...) est décrit par un paramètre θ (qui est une probabilité
sur E dans le cas M0, une probabilité de transition dans le cas M1, ...),
lequel prend trois valeurs distinctes (toutes trois inconnues !) (θ0, θ1, θ2), sui-
vant que l’on est dans une plage non codante, codante à l’endroit ou codante
à l’envers.
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•Étape d’initialisation On découpe la séquence en plages de longueur 100
(éventuellement, la dernière plage est de longueur > 100). On décide
au hasard de placer chaque plage dans l’une des trois “boîtes” 0, 1, et
2. Sur la base de tous les Xn se trouvant dans la boîte 0, on estime une
valeur du paramètre θ, soit θ(1)

0 . On estime de même les valeurs θ(1)
1 et

θ
(1)
2 .

•Étape de mise à jour Supposons que nos trois “boîtes” 0, 1, et 2 contiennent
chacune des plages distinctes de longueur ≥ 100, sur la base desquelles
on a estimé les valeurs θ(n)

0 , θ(n)
1 et θ(n)

2 . On commence par vider ces
boîtes, et on reprend la séquence complète {Xn, 1 ≤ n ≤ N}. On ex-
trait la sous–suite {Xn, 1 ≤ n ≤ 100}. On estime le paramètre θ sur
la base de cette sous–suite, et on choisit laquelle des trois valeurs θ(n)

0 ,
θ

(n)
1 et θ(n)

2 est la plus proche de cette nouvelle valeur estimée. Puis on
se pose le même problème avec la suite {Xn, 10 ≤ n ≤ 110}, avec la
suite {Xn, 20 ≤ n ≤ 120},.. jusqu’à ce que la valeur estimée devienne
plus proche d’une autre des trois valeurs de l’étape précédente. Alors
on revient en arrière de 50 nucléotides, et on place l’intervalle ainsi
sélectionné depuis le début de la séquence dans la boîte 0, 1, ou 2,
suivant le cas. On recommence, en prenant une plage de longueur 100,
adjacente à l’intervalle que l’on vient de placer dans une des boîtes, et
on répète les opérations précédentes. Lorsque l’on a épuisé la séquence,
on se retrouve avec trois boîtes contenant chacune (du moins il faut
l’espérer) des plages de longueur ≥ 100. On estime alors les trois nou-
velles valeurs θ(n+1)

0 , θ(n+1)
1 et θ(n+1)

2 , sur la base du contenu des boîtes
0, 1, et 2 respectivement.

Si la séquence initiale est effectivement constituée de plages dont les com-
positions statistiques sont de trois types différents, l’algorithme converge ra-
pidement, et quand on s’arrête, on a un découpage de la séquence initiale
en sous–séquences de trois types différents. Il ne reste plus qu’à décider “qui
est qui”, ce qui requiert des connaissances a priori, acquises en observant des
séquences qui ont déjà été annotées.

4.4 Chaîne de Markov cachée

Le point de vue Bayésien consiste à se donner une loi de probabilité a
priori sur les paramètres inconnu θi, et leur évolution. Plus précisément on
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va maintenant se donner une nouvelle chaîne de Markov (Y1, . . . , YN), dite
“cachée” parce que non observée. Dans le cas des génomes prokaryotes, la
chaîne (Yn) prend par exemple ses valeurs dans l’ensemble à trois éléments
F = {0, 1, 2}, et dans le cas eukaryote il faut différencier les états 1 et 2 entre
les parties intron et exon. En réalité c’est encore un peu plus compliqué, car
il faudrait prendre en compte les codons START et STOP, mais on verra
cela un peu plus loin. L’avantage de cette approche est que l’on dispose
d’algorithmes pour répondre aux questions que nous nous posons. On note
F l’espace dans lequel la chaîne cachée prend ses valeurs, et d = card(F ).
Rappelons que d ≥ 3.

Pour simplifier la présentation succincte de ces algorithmes, on va sup-
poser que (Y1, . . . , YN) est une chaîne de Markov (µ, P ) à valeurs dans F , et
que, connaissant les (Yn), la suite des nucléotides (X1, . . . , XN) est indépen-
dante, la loi de chaque Xn dépendant uniquement du Yn correspondant, i.e.
pour tout 1 ≤ n ≤ N ,

IP(X1 = x1, . . . , Xn = xn|Y1 = y1, . . . , Yn = yn)

=

n∏

k=1

IP(Xk = xk|Yk = yk)

=
n∏

k=1

Qykxk
.

Le problème que l’on cherche à résoudre est le suivant : ayant observé
la suite des nucléotides (x1, . . . , xN), quelle est la suite des états cachés
(y∗1, . . . , y

∗
N) qui “explique le mieux” ces observations ? Autrement dit, il s’agit

de calculer la suite qui maximise la vraisemblance de la loi a posteriori sa-
chant les observations, i.e.

(y∗1, . . . , y
∗
N) = argmax

y1,...,yN

IP(Y1 = y1, . . . , YN = yN |X1 = x1, . . . , XN = xN).

Notons que, dans ce modèle, on a comme paramètres inconnus le triplet
(µ, P,Q). Pour résoudre le problème ci–dessus, on est obligé d’estimer d’abord
les paramètres (mais nous discuterons ce problème à la fin). Si l’on admet
que l’on connaît les paramètres, notre problème sera résolu par l’algorithme
de Viterbi. Mais nous allons d’abord présenter le
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4.4.1 Calcul de la vraisemblance

Il est clair, au vu de ce qui précède, que

IPθ(Y1 = y1, X1 = x1, Y2 = y2, X2 = x2, · · · , YN = yN , XN = xN )

= µy1Py1y2 × · · · × PyN−1yN
×Qy1x1Qy2x2 × · · · ×QyN xN

.

Et donc

IPθ(X1 = x1, . . . , XN = xN )

=
∑

y1,y2,...,yn∈F

µy1Py1y2 × · · · × PyN−1yN
Qy1x1 × · · · ×QyN xN

Mais cette formule n’est pas utilisable en pratique, car elle suppose d’ef-
fectuer de l’ordre de NdN opérations, ce qui, dès que N est un peu grand,
devient irréalisable. On va maintenant voir une procédure récursive pour le
calcul de la vraisemblance, à savoir la :

Procédure progressive
Considérons la suite (indexée par n) des vecteurs ligne α(n), définis par :

αy(n) = IPθ(X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn, Yn = y), y ∈ F.

Cette suite se calcule par une récurrence “progressive” comme suit :

1. Initialisation :
αy(1) = µyQyx1 , y ∈ F.

2. Récurrence :

αy(n + 1) = (α(n)P )yQyxn+1 , y ∈ F.

La quantité cherchée est donnée par :
∑

y∈F

αy(N).

Ce calcul requiert de l’ordre de d2N opérations.

On peut aussi calculer la même quantité en utilisant la :
Procédure rétrograde
On introduit les vecteurs colonne β(n), définis par :

βy(n) = IPθ(Xn+1 = xn+1, . . . , XN = xN |Yn = y), y ∈ F.

Cette suite se calcule par une récurrence “rétrograde” comme suit :
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1. Initialisation :

βy(N) = 1, y ∈ F.

2. Récurrence :

2-a β̃y(n) = βy(n)Qyxn
, y ∈ F .

2-b β(n− 1) = P β̃(n).

Finalement la quantité cherchée vaut le scalaire (produit d’un vecteur ligne
à gauche par un vecteur colonne à droite) :

µβ̃(1).

A nouveau, le nombre d’opérations requises est de l’ordre de d2N . Notons
que

β̃y(n) = IPθ(Xn = xn, Xn+1 = xn+1, . . . , XN = xN |Xn = y), y ∈ F.

4.4.2 L’algorithme de Viterbi

Si l’on admet que le paramètre θ est connu, l’algorithme de Viterbi calcule
la suite (y∗1, . . . , y

∗
N) qui maximise la vraisemblance. Définissons la suite de

vecteurs ligne δ(n) par :

δy(n) = max
y1,y2,...,yn−1

IPθ(Y1 = y1, . . . , Yn−1 = yn−1, Yn = y,X1 = x1, . . . , Xn = xn)

δy(n) est en quelque sorte la plus forte probabilité d’une trajectoire des
{Yk, 1 ≤ k ≤ n− 1}, qui se termine par Yn = y, et correspondant à la suite
des nucléotides observés x1, . . . , xn. On a la formule de récurrence suivante
entre les vecteurs δ(n) :

δy(n + 1) = (δ(n) ∗ P )yQyxn+1

où l’opération ∗ qui à un vecteur ligne de dimension d et une matrice d× d
associe un vecteur ligne de dimension d est définie comme suit :

(δ ∗ P )y = sup
z∈F

δzPzy.
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L’algorithme de Viterbi consiste à calculer les δ(n) de n = 1 à n = N ,
puis à retrouver la trajectoire optimale en cheminant pas à pas dans le sens
“rétrograde” : connaissant y∗n, on en déduit y∗n−1 par la formule :

y∗n−1 = ψy∗
n
(n),

avec
ψy(n) = argmaxz∈F δz(n− 1)Pzy.

L’algorithme de Viterbi est décrit comme suit :

1. Initialisation :

δy(1) = µyQyx1 , y ∈ F ;

ψ(1) = 0.

2. Récurrence : pour 1 < n ≤ N ,

δy(n) = (δ(n− 1) ∗ P )yQyxn
,

ψy(n) = argmaxz∈F δz(n− 1)Pzy, y ∈ F.

3. Etape finale :

δ∗ = max
y∈F

δy(N)

y∗N = arg max
y∈F

δy(N).

4. Récurrence rétrograde

y∗n = ψy∗
n+1

(n+ 1), 1 ≤ n < N.

Remarque 4.4.1. Notons que l’algorithme de Viterbi est un exemple d’al-
gorithme de la programmation dynamique. Cet algorithme a été inventé par
Richard Bellman en 1950, comme algorithme de calcul d’un contrôle optimal,
cf. chapitre 5 ci–dessous.

4.4.3 Estimation des paramètres

Il y a deux stratégies possibles. L’une consiste à estimer les paramètres
sur une séquence d’apprentissage déjà annotée. Dans ce cas, on estime les
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paramètres d’un modèle où toute la suite {(Xn, Yn), 1 ≤ n ≤ N} est observée.
On utilise les algorithmes d’estimation bien connus que nous avons présentés
dans les sections précédentes.

L’autre stratégie consiste à estimer les paramètres sur la base des seules
observations de la suite des nucléotides. L’avantage est de faire l’estimation
à partir du génome étudié, et non pas à partir d’un génome différent. L’in-
convénient est bien sûr que l’on estime un modèle avec des observations très
partielles. Il existe cependant des algorithmes maintenant classiques (l’algo-
rithme EM, et sa variante SEM), qui permettent de résoudre ce problème.

Algorithme EM La statistique mathématique nous enseigne qu’un bon
estimateur de θ est l’estimateur du maximum de vraisemblance :

θ̂N = arg max
θ

IPθ(X1 = x1, X2 = x2, . . . , XN = xN ).

Pour alléger les écritures, on notera dorénavant

ON = {X1 = x1, X2 = x2, . . . , XN = xN},

Y N = (Y1, Y2, . . . , YN), yN = (y1, y2, . . . , yN).

On ne connaît pas de méthode pour trouver un maximum global de la fonc-
tion

θ → IPθ(ON).

On va indiquer un algorithme itératif qui converge vers un maximum local
de cette fonction, l’algorithme de Baum–Welch. Remarquons tout d’abord
que :

IPθ(ON) =
IPθ(Y

N = yN , ON)

IPθ(Y N = yN |ON)
, d’où :

IPθ0(Y
N = yN |ON) log IPθ(ON) = IPθ0(Y

N = yN |ON) log IPθ(Y
N = yN , ON)

− IPθ0(Y
N = yN |ON) log IPθ(Y

N = yN |ON).

Sommant sur yN ∈ FN , on obtient

log IPθ(ON) =
1

IPθ0(ON)

∑

yN

IPθ0(Y
N = yN , ON) log IPθ(Y

N = yN , ON)

−
∑

yN

IPθ0(Y
N = yN |ON) log IPθ(Y

N = yN |ON)
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d’où, en soustrayant la même identité avec θ = θ0 :

log IPθ(ON) − log IPθ0(ON)

=
1

IPθ0(ON)



∑

yN

IPθ0(Y
N = yN , ON) log IPθ(Y

N = yN , ON)

−
∑

yN

IPθ0(Y
N = yN , ON) log IPθ0(Y

N = yN , ON)




+
∑

yN

IPθ0(Y
N = yN |ON) log

IPθ0(Y
N = yN |ON)

IPθ(Y N = yN |ON)

Il résulte de la convexité de la fonction − log et de l’inégalité de Jensen que
le dernier terme de l’identité ci–dessus est non–négatif. On pose :

Q(θ0, θ) =
∑

yN∈F N

IPθ0(Y
N = yN , ON) log IPθ(Y

N = yN , ON)

Il résulte du calcul ci–dessus que :

Q(θ0, θ) ≥ Q(θ0, θ0) ⇒ IPθ(ON) ≥ IPθ0(ON).

L’algorithme itératif de Baum-Welch consiste, à chaque itération, à calculer
θn+1 en fonction de θn suivant la formule suivante ;

θn+1 = argθ maxQ(θn, θ)

Pour garder n comme indice du temps, on va plutôt noter :

θ̄ = argθ maxQ(θ0, θ)

Cet algorithme s’interprète en fait comme un algorithme EM adapté à notre
problème.

L’algorithme EM est bien connu en statistique. L’étape E (comme espé-
rance) consiste ici en le calcul de la fonction θ → Q(θ0, θ), et l’étape M
(comme maximisation) en la recherche du point θ̄ où la fonction atteint son
maximum.
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Notons que :

IPθ(Y
N = yN , ON) = µy1Qy1x1

N∏

n=1

Pyn−1yn
Qynxn

log IPθ(Y
N = yN , ON) = log µy1 +

N∑

n=2

logPyn−1yn
+

N∑

n=1

logQynxn

Il est alors facile de voir, avec la notation θ = (µ, P,Q), que

Q(θ0, θ) = Q0(θ0, µ) +
∑

y∈F

Q1(θ0, Py·) +
∑

y∈F

Q2(θ0, Qy·),

avec

Q0(θ0, µ) =
∑

y∈F

IPθ0(ON , Y1 = y) logµy,

Q1(θ0, Py·) =
N∑

n=2

∑

x∈F

IPθ0(ON , Yn−1 = y, Yn = x) logPyx

Q2(θ0, Qy·) =
N∑

n=1

∑

z∈E

δxnzIPθ0(ON , Yn = y) logQyz .

On voit que le problème de la recherche du maximum se décompose en 1+2
cardF problèmes de recherche d’un maximum, tous de la forme :

arg max
0≤vy≤1;y∈F,

P

y vy=1

∑

y∈F

wy log vy,

où les wj ∈ [0, 1]. On supprime les contraintes
∑

y vy = 1 en exprimant un des
vy en fonction des autres, et l’annulation du gradient conduit à la solution :

vy =
wy∑

y′∈F wy′
.

D’où les formules suivantes pour θ̄ = (µ̄, P̄ , Q̄) :

µ̄y =
IPθ0(ON , Y1 = y)

IPθ0(ON)
= IPθ0(Y1 = y|ON), y ∈ F.
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P̄xy =

∑N
n=2 IPθ0(ON , Yn−1 = x, Yn = y)
∑N

n=2 IPθ0(ON , Yn−1 = x)
, x, y ∈ F.

Q̄xz =

∑N
n=1 IPθ0(ON , Yn = x)δxnz∑N

n=1 IPθ0(ON , Yn = x)
, x ∈ F, z ∈ E.

où xn désigne la valeur observée de Xn, et δ le symbole de Kronecker (δu′u = 1
ou 0, selon que u′ = u ou u′ 6= u). Il reste à voir comment calculer les proba-
bilités qui interviennent ci–dessus. Pour éviter des indices supplémentaires,
on notera θ0 = (µ, P,Q). On a :

µ̄y =
β̃y(1)µy∑

y∈F β̃y(1)µy

Notons A = {X1 = x1, . . . , Xn−1 = yn−1, Yn−1 = x}, B = {Yn = y,Xn =
xn, . . . , XN = xN}. On a

IPθ0(A ∩ B) = IPθ0(B|A)IPθ0(A),

IPθ0(A) = αx(n− 1),

et grâce à la propriété de Markov et à l’indépendance conditionnelle des Xk

sachant les Yk,

IPθ0(B|A) = IPθ0(B|Yn−1 = x)

= IPθ0(Xn = xn, . . . , XN = xN |Yn = y)IPθ0(Yn = y|Yn−1 = x)

= Pxyβ̃y(n)

Notons, pour le calcul du dénominateur, que βx(n−1) =
∑

y∈F Pxyβ̃y(n). On
déduit des calculs précédents la formule :

P̄xy =

∑N
n=2 αx(n− 1)Pxyβ̃y(n)

∑N
n=2 αx(n− 1)βx(n− 1)

Enfin, un calcul analogue donne

Q̄xz =

∑N
n=1 αx(n)βx(n)δxnz∑N

n=1 αx(n)βx(n)
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Remarques sur l’implémentation Les algorithmes ci–dessus (algorith-
me de Viterbi et de Baum–Welch) ne sont pas implémentables tels quels sur
machine. La raison en est que l’on manipule des produits d’un grand (si N
est grand) nombre de termes plus petits que 1, ce qui donne des quantités
microscopiques.

L’algorithme de Viterbi ne comportant que des produits et des maxima,
la solution est de calculer les logarithmes des quantités qui interviennent (ce
qui remplace les produits par des sommes). L’étape finale de recherche de la
trajectoire optimale est inchangée, puisque la fonction log est croissante.

L’algorithme de Baum–Welch comporte des sommes, et dans ce cas la
solution passe par l’utilisation de constantes de normalisation.

En pratique, on va remplacer les α par les α̂ définis par :

α̂x(n) =

(
∑

y∈F

αy(n)

)−1

αx(n)

si l’on note

C(n) =

(
∑

y∈F

αy(n)

)−1

, alors

C(n) = c1c2 × · · · × cn, où

cn =

(
∑

y∈F

(α̂(n− 1)P )yQyxn

)−1

.

On définit de façon analogue,

ˆ̃βy(n) = cn × cn+1 × · · · × cN β̃y(n),

β̂y(n) = cncn+1 × · · · × cNβy(n)

et on voit aisément comment réécrire P̄ et Q̄ en fonction des α̂ et des β̂, ˆ̃
β,

de telle sorte que chaque terme de la somme apparaissant au numérateur,
comme au dénominateur, soit multiplié par C(N).

Notons qu’avec ces notations

log IPθ(ON) = − logC(N) = −
N∑

n=1

log cn.
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Algorithme SEM Nous allons enfin présenter de façon très sommaire
l’algorithme SEM, qui est le plus utile dans les situations que nous décrirons
plus loin. Pour chaque valeur du paramètre inconnu θ, on considère la loi
conditonnelle des états cachés, sachant la suite des nucléotides, notée

IPθ (Y1 = y1, . . . , YN = yN |X1 = x1, . . . , XN = xN) ,

ou plutôt
IPθ

(
Y N

1 = yN
1 |XN

1 = xN
1

)
.

L’algorithme SEM est un algorithme itératif, que l’on initie avec une valeur
θ0. L’itération qui remplace θn par θn+1 se décompose en deux étapes comme
suit :

– Simulation On tire au hasard une réalisation de la suite aléatoire Y N
1 ,

suivant la loi IPθn
(Y N

1 = ·|XN
1 = xN

1 ). Notons yN
1 (n) la suite obtenue

ainsi.
– Maximisation On choisit

θn+1 = argmaxθIPθ

(
Y N

1 = yN
1 (n), XN

1 = xN
1

)
.

Dans l’algorithme EM, l’étape de simulation est remplacée par le calcul de
IEθn

(Y N
1 |XN

1 = xN
1 ).

4.5 Modèle semi–markovien caché

4.5.1 Les limites du modèle de Markov caché

Un conséquence de la propriété de Markov est que les temps de séjour
d’une chaîne de Markov dans chacun des états visités suivent des lois géomét-
riques. Le modèle de la section 10 implique donc que les longueurs des plages
codantes et non codantes d’un génome prokaryote suivent des lois géomé-
triques. Or cette hypothèse ne cadre pas avec les données dont on dispose. Il
y a là un premier argument pour envisager un modèle plus général, mais on
va voir maintenant un argument encore plus convainquant pour abandonner
le modèle de Markov caché.

Examinons plus précisément notre problème, en nous limitant à nouveau
pour simplifier au génome prokaryote. Il est bien sûr essentiel de prendre
en compte l’information contenue dans les codons START et STOP. Si l’on
renonce à un modèle phasé, on est obligé d’introduire 3 états START, 3
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états codants et 3 états STOP, chacun correspondant à une des trois phases
de lecture, le tout doit être multiplié par deux pour tenir compte du brin
complémentaire. On ajoute un état non codant. Cela fait en tout 19 états.
Certes, la plupart des termes de la matrice de transition sont nuls, mais
cela fait quand même beaucoup d’états, et dans le cas eukaryote la situation
est bien pire. On peut réduire ce nombre avec un modèle phasé, mais on
récupère la même complexité en multipliant par trois le nombre de matrices
de transition à estimer. Enfin on pourrait penser travailler sur la suite des
codons plutôt que sur celle des nucléotides, mais ceci ne serait pas valable
pour les parties non codantes.

On va voir ci–dessous que le modèle semi–markovien permet de réduire
le nombre d’états à trois dans le cas prokaryote, en outre qu’il permet de
choisir une loi plus réaliste que la loi géométrique pour la longueur des plages
codantes.

4.5.2 Qu’est–ce qu’une chaîne semi–markovienne ?

La réponse dépend des auteurs. On va donner une définition possible.
Comme son nom l’indique, une chaîne semi–markovienne est “un peu moins
markovienne” (i.e. oublie un peu moins son passé) qu’une chaîne de Markov.
Étant donnée une suite aléatoire (X1, . . . , XN), et 1 < n < N , on définit
pour chaque 1 < n < N la v. a. ηn de la façon suivante

ηn = sup{k ≥ 0, Xn−k = Xn−k+1 = · · · = Xn}.

Dans l’application qui nous intéresse, c’est le nombre de sites à gauche du
site n, qui sont dans la même plage que celui–ci. Bien entendu, si l’on connaît
la réalisation de la suite (X1, . . . , Xn), on connaît la valeur de ηn. On notera
ϕn(x1, . . . , xn) la valeur de ηn quand (X1, . . . , Xn) = (x1, . . . , xn). C’est à dire

ϕn(x1, . . . , xn) = sup{k; xn−k = · · · = xn},

d’où ηn = ϕn(X1, . . . , Xn).

Définition 4.5.1. Une suite aléatoire (X1, . . . , XN) à valeurs dans E est une
chaîne semi–markovienne ssi pour tout 1 < n ≤ N , pour tout (x1, . . . , xn−1, x,
y) ∈ En+1,

IP(Xn+1 = y|X1 = x1, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = x)

= IP(Xn+1 = y|Xn = x, ηn = ϕn(x1, . . . , xn−1, x)).
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Le fait que l’état suivant d’une chaîne semi–markovienne dépende non
seulement de l’état courant, mais de la longueur de la “visite” dans cet état
jusqu’au site considéré fait que les lois des temps de séjour dans les divers
états sont complètement arbitraires.

Plus précisément, une façon “générique” de préciser la loi d’une chaîne
semi–markovienne (et aussi d’indiquer comment la simuler) est la suivante.

– D’une part on associe à chaque point x ∈ E une loi de probabilité
(dx(n), n ∈ IN\{0}) sur les entiers privés de 0, qui précise les lois des
longueurs des “plages” sur lesquelles la chaîne est constante.

– D’autre part on se donne une matrice de transition P sur E ×E d’une
chaîne de Markov, dont tous les termes diagonaux sont nuls. Cette
matrice décrit suivant quelle loi la chaîne change d’état, quand elle en
change.

Voyons comment simuler une chaîne semi–markovienne dont la loi est
caractérisée par les données : pour tout x ∈ E, dx désigne la loi du temps de
séjour à l’état x, et Px· la loi du prochain état visité après l’état x. Si x est le
point de départ (X1 = x), on tire une variable alétoire T1 à valeurs dans IN∗

de loi dx. Notons n la valeur simulée. Alors X1 = X2 = X3 = · = Xn = x.
On tire une v.a. Z1 de loi Px· sur E\{x}. Supposons que le résultat du tirage
soit Z1 = y. Alors Xn+1 = y, et on recommence en tirant une v. a. T2 de loi
dy, et une v.a. Z2 de loi Py·, et ainsi de suite. Tous les tirages successifs sont
bien entendu indépendants les uns des autres.

4.5.3 Le modèle semi–markovien caché

Encore une fois, limitons–nous pour simplifier au cas prokaryote. On
considère 3 états cachés, l’état 0 pour non codant, l’état 1 pour codant à
l’endroit, l’état 2 pour codant à l’envers. L’état 0 est un état markovien (on
verra ci–dessous la raison de cette restriction), ce qui veut dire que la loi des
longueurs des plages non codantes est une loi géométrique de paramètre q
(à estimer). Les états 1 et 2 sont dits semi–markoviens. On choisira comme
loi des longueurs des plages codantes à l’endroit et à l’envers l’image par
l’application x → 3x d’une loi binomiale négative de paramètres m ∈ IN∗ et
0 < p < 1 (i. e. cette loi décrit le nombre de codons plutôt que le nombre de
nucléotides).

Définition 4.5.2. On dit que la v.a. T suit la loi binomiale négative de
paramètres m et p si T est le nombre de jets de pile ou face nécessaires pour
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obtenir exactement m piles, p désignant la probabilité d’obtenir pile à chaque
coup. Soit

IP(T = k) = Ck−1
m−1(1 − p)k−mpm,

qui vaut la probabilité d’obtenir m−1 piles au cours des k−1 premiers coups,
multipliée par la probabilité d’obtenir pile au k–ième coup.

La logique voudrait que l’on choisisse comme valeur du paramètre m le
plus petit nombre d’acides aminés que contient un gène, plus deux (pour les
codons START + STOP). Malheureusement, ce nombre minimal peut être
extrêmement réduit dans des cas tout à fait exceptionnels, alors qu’il est
de l’ordre de la dizaine hormis ces cas tout à fait exceptionnels. Un choix
raisonnable semble être m = 10, mais ce choix doit être critiqué–validé par
le Biologiste (et/ou confronté à la séquence étudiée).

Quant au paramètre p, il doit être estimé.
Quant à la loi de probabilité qui régit les changements d’état, elle est

définie comme suit. On admet que tout plage codante (à l’endroit comme à
l’envers) est suivie d’une plage non codante. Donc P10 = P20 = 1. En outre,
P01 +P02 = 1, et on peut soit supposer que P01 = 1/2, soit chercher à estimer
cette quantité.

Discutons maintenant de la loi des nucléotides, sachant l’état caché. On
peut admettre que dans les plages non codantes, les nucléotides sont i. i. d.,
la loi commune étant à estimer. Dans une plage codante, on suppose par
exemple que les codons sont mutuellement indépendants, le premier prenant
ses valeurs dans l’ensemble des codons START possibles, le dernier dans l’en-
semble des codons STOP possibles, les autres codons étant i. i. d., à valeurs
dans les codons possibles qui codent pour un acide aminé (en particulier ces
codons ne peuvent pas prendre comme valeur un des codons STOP). La des-
cription de la loi des codons d’une plage codante à l’envers se déduit aisément
de celle que nous venons de donner pour les plages codantes à l’endroit.

4.5.4 Viterbi dans le cas semi–markovien caché

Nous allons maintenant décrire comment l’algorithme de Viterbi s’écrit
dans notre nouvelle situation (qui est en fait une situation mixte markov
caché – semi–markov caché).

Comme pour les chaînes de Markov cachées, l’idée est de calculer des
quantités δy(n), pour tous les états cachés y, et 1 ≤ n ≤ N . Pour y = 0, on
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pose comme précédemment

δy(n) = max
y1,y2,..,yn−1

IPθ(Y1 = y1, .., Yn−1 = yn−1, Yn = y,X1 = x1, .., Xn = xn).

Pour y = 1 (et de même pour y = 2), on pose

δy(n) = max
y1,...,yn−1

Pθ(Y1 = y1, ., Yn−1 = yn−1, Yn = y, Yn+1 6= y,X1 = x1, ., Xn = xn)

La formule de récurrence est la suivante :

δy(n) = max
{
Pθ(X

n
1 = xn

1 |Y n
1 = y, Yn+1 6= y)dy(n)µy,

max
1≤k≤n−1

[
Pθ(X

n
n−k+1 = xn

n−k+1|Yn−k 6= y, Y n
n−k+1 = y, Yn+1 6= y);

max
z 6=y

(δz(n− k)Pzy) dy(k)
]}

Remarquons que le fait qu’à chaque étape on ait à calculer un max sur
1 ≤ k ≤ n rend l’algorithme a priori quadratique en N , ce qui est une
mauvaise nouvelle. Cependant on peut limiter la portée de ce max, en arguant
du fait qu’une région codante se termine au premier codon STOP rencontré.
Cette remarque est encore vraie pour un exon dans le cas eukaryote : celui–ci
se termine au plus loin lors de la rencontre du premier codon STOP (soit
que ce codon marque effectivement la fin du gène, soit qu’il soit situé dans
un intron, ou encore dans la mauvaise phase de lecture, mais au delà du
premier intron rencontré). La même remarque ne s’applique pas aux régions
non codantes, d’où le choix de prendre l’état 0 markovien.

4.5.5 Recherche de gènes dans un génome prokariote

La loi a priori des Y

On a 3 états, codant + = 1, codant − = 2, non codant = 0.

• La loi de Y1 est une loi µ = (µ0, µ1, µ2).

• Quand Yn = 0, on tire Yn+1 suivant la loi p = (p0, p1, p2) (avec p0 > 0,
p1 > 0, p2 > 0, p0 + p1 + p2 = 1).

• Si Yn−1 = 0 et Yn = 1 (description analogue en remplaçant 1 par 2), on
tire la longueur de la région codante suivant une loi qui ne charge que
les multiples entiers de 3. Juste après une plage codante, on est dans
l’état non codant (état 0).
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La loi conditionnelle des X, sachant les Y

• Sachant que Yn = 0, Xn est indépendant de tout le reste, et suit la loi q =
(qa, qc, qg, qt) (avec qa > 0, qc > 0, qg > 0 et qt > 0, qa +qc +qg +qt = 1).

• Si Yn = 1 (description analogue si Yn = 2), tout dépend de où on en est
dans la plage codante

1. Le 1er codon suit une loi à déterminer portée par les codons
START.

2. Les codons intermédiaires sont tirés suivant une loi qui charge
les divers codons qui codent pour des Acides Aminés, les codons
STOP possibles étant exclus.

3. Le dernier codon est tiré suivant une loi à déterminer portée par
les codons STOP.

Le calcul des δ

Pour y = 1 et y = 2, on définit

δy(n) = max
y1,...,yn−1

IP(Y n−1
1 = yn−1

1 , Yn = y, Yn+1 = 0, X1
n = x1

n).

Pour y = 0, on définit

δ0(n) = max
y1,...,yn−1

IP(Y n−1
1 = yn−1

1 , Yn = 0, X1
n = x1

n).

• Pour n < 3m, δ1(n) = δ2(n) = 0. En outre si Yn = 0, nécessairement toute
la suite Y1, . . . , Yn est constante et égale à 0. Donc il n’y a pas de maximum
à prendre et

δ0(n) = IP(Y n
1 = 0, Xn

1 = xn
1 ) = µ0p

n−1
0

n∏

k=1

qxk
.

• Pour n ≥ 3m,
– Voyons d’abord la formule de récurrence dans le cas y = 0. Si n >

3m, la collection des y1, . . . , yn−1 sur laquelle on prend le maximum se
subdivise en trois classes, suivant la valeur de yn−1. On a

δ0(n) = max[δ0(n− 1)p0, δ1(n− 1), δ2(n− 1)]qxn
.
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– Considérons maintenant le cas y = 1 (on traiterait de la même façon le
cas y = 2).

1. soit Y n
1 = 1 et Yn+1 6= 1 (ce qui suppose que n est un multiple

entier de 3). Cela s’écrit :

IP(Xn
1 = xn

1 | Y n
1 = 1, Yn+1 6= 1)d1(n)µ1

2. soit la séquence cachée est en 1 sur la plage [n − k + 1, n], alors
(avec yn−k 6= 1, donc nécessairement yn−k = 0, ce qui impose que
k soit un multiple entier de 3 ; et la quantité qui suit est nulle
sauf si à la fois (xn−k, xn−k+1, xn−k+2) est un codon START et
(xn−2, xn−1, xn) est un codon STOP)

max
y1,...,yn−k−1

IP(Y n−k
1 = yn−k

1 , Y n
n−k+1 = 1, Yn+1 = 0, Xn

1 = xn
1 )

= δ0(n− k)p1

× IP(Xn
n−k+1 = xn

n−k+1, Y
n
n−k+1 = 1, Yn+1 = 0|Yn−k+1 = 1, Yn−k = 0)

= δ0(n− k)p1

× IP(Xn
n−k+1 = xn

n−k+1|Yn−k = 0, Y n
n−k+1 = 1, Yn+1 = 0)d1(k).

La probabilité conditionnelle ci–dessus se factorise en

k/3∏

j=0

IP(Xn−k+3j+3
n−k+3j+1 = xn−k+3j+3

n−k+3j+1|Yn−k = 0, Y n
n−k+1 = 1, Yn+1 6= 1)

= IPSTART(xn−k+3
n−k+1)

k/3−1∏

j=1

IPCODANT(xn−k+3j+3
n−k+3j+1)IPSTOP(xn

n−2)

:= IPC+(xn
n−k+1).

Finalement, avec la convention δ0(0) = µ1/p1,

δ1(n) = max
k multiple entier de 3; 3m≤k≤n

δ0(n−k)p1IPC+(xn
n−k+1)d1(k).
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4.6 Alignement de deux séquences

Considérons deux séquences de nucléotides (ou d’acides aminés)

xn
1 = (x1, . . . , xn)

ym
1 = (y1, . . . , ym).

Considérons pour fixer les idées le cas de séquences de nucléotides. Soit les
deux séquences

a a c g g t t c c c a g t t

a c g t t t c c a g t c.

On a bien envie de les aligner comme suit

a a c g g t t c c c a g t t

a − c g t t t c c − a g t c.

Pour faire cela, on créé des trous (gap en Anglais) (dans l’une des deux
séquences (on aurait pu vouloir créer des trous dans chacune des deux sé-
quences). Notons que du moment que n 6= m, on aura un minimum de
|n−m| trous.

On peut associer à chaque alignement des deux séquences xn
1 et ym

1 un
score, qui sera d’autant plus élevé que l’alignement est bon. Supposons que
la longueur commune des séquences alignées (en comptant les trous) est T .
Nécessairement, T ≥ sup(n,m). Pour 1 ≤ i ≤ T , si en position i on trouve
le nucléotide ai dans la première séquence et le nucléotide bi dans la seconde
séquence (on n’a pas nécessairement ai = xi, sauf s’il n’y a pas de trou dans la
première séquence à gauche de la position i ; idem pour la seconde séquence),
la position i contribue s(ai, bi) au score global de l’alignement. Si à la position
i on a l’ouverture d’un trou dans l’une des deux séquences (au sens où il y a
un trou dans la première (resp. la seconde) séquence à la position i, et pas
de trou dans la même séquence à la position i− 1), cette position contribue
−d au score global, et si on a le prolongement d’un trou, i contribue −e au
score global. Finalement, le score global d’un alignement de longueur T vaut

∑

1≤i≤T,pas de trou en i

s(ai, bi)−
∑

trous 1ère séquence

(d+(`j−1)e)−
∑

trous 2ème séquence

(d+(`′k−1)e),

si `j (resp. `′k) désigne la longueur du j–ième trou de la première séquence
(resp. du k–ième trou de la seconde séquence). s est une application de
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{acgt}2 dans IR, qui est maximale sur la diagonale. Dans le cas de séquences
d’acides aminés, on remplace bien sûr {acgt} par l’ensemble des 20 acides
aminés. Dans les deux cas, s sera choisi de telle sorte que, pour a 6= b, s(a, b)
sera d’autant plus grand qu’une mutation entre a et b est plus probable.

4.6.1 Algorithme de Needleman–Wunsch

La recherche de l’alignement optimal peut se faire à l’aide d’un algorithme
de programation dynamique. Si l’on définit M(i, j) comme le meilleur score
possible parmi tous les débuits d’alignements qui aboutissent à aligner xi et
yj, Ix(i, j) le meilleur score parmi tous les débuts d’alignements qui abou-
tissent à aligner xi avec un trou dans la seconde séquence, yj étant le dernier
nucléotide de la seconde séquence à gauche du trouă, et Iy(i, j) le meilleur
score parmi tous les débuts d’alignements qui aboutissent à aligner yj avec un
trou dans la première séquence, xi étant le dernier nucléotide de la première
séquence à gauche du trouă, alors on a les formules de récurrence suivantes :

M(i, j) = max






M(i− 1, j − 1) + s(xi, yj),

Ix(i− 1, j − 1) + s(xi, yj),

Iy(i− 1, j − 1) + s(xi, yj);

Ix(i, j) = max

{
M(i− 1, j) − d,

Ix(i− 1, j) − e;

Iy(i, j) = max

{
M(i, j − 1) − d,

Iy(i, j − 1) − e.

On a exclu dans ces formules qu’un trou dans une séquence puisse être im-
médiatement suivi par un trou dans l’autre, ce qui est vrai pour l’alignement
optimal si −d − e < infa,b s(a, b). Dans le cas e = d, la triple récurrence
ci–dessus se réduit à l’unique récurrence

F (i, j) = max





F (i− 1, j − 1) + s(xi, yj),

F (i− 1, j) − d,

F (i, j − 1) − d.

Il existe de nombreuses variantes de cet algorithme. En particulier, on peut
s’intéresser à la recherche du meilleur alignement local (et non nécessairement
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global). Celui–ci s’obtient dans le cas d = e en modifiant la récurrence comme
suit

F (i, j) = max






0,

F (i− 1, j − 1) + s(xi, yj),

F (i− 1, j) − d,

F (i, j − 1) − d.

Le fait que le maximum soit atteint par 0 indique le début d’un alignement lo-
cal. Notons que dans ce cas, F (·, 0) = F (0, ·) ≡ 0. L’algorithme d’alignement
local que nous venons de décrire s’appelle l’algorithme de Smith–Waterman.

4.6.2 Alignement par chaîne de Markov cachée

Nous allons maintenant replacer la recherche d’un alignement optimal
entre deux séquences dans le cadre des chaînes de Markov cachées. Ici la
chaîne cachée sera notée Z1, . . . , ZT . Notons que T n’est pas donné à priori,
il est aléatoire. Cette chaîne prend ses valeurs dans un espace à quatre états,
que l’on désignera par {A, I, S, F}, A pour aligner, I pour insérer un trou
dans la première séquence, S pour supprimer, soit insérer un trou dans la
seconde séquence, F pour fin qui est un état absorbant de la chaîne.

Il faut maintenant préciser d’une part la loi a priori de la chaîne Z1, .., ZT ,
et d’autre part la loi conditionnelle de la double suite

((
X̂1

Ŷ1

)
, . . . ,

(
X̂T−1

ŶT−1

))

à valeurs dans l’ensemble {a, c, g, t,−}, sachant la suite Z1, . . . , ZT (la valeur
de T , la longueur de la suite, faisant partie des inconnues qui sont précisées
par l’alignement).

On va considérer {Zt, t ≥ 1} comme une chaîne de Markov à valeurs dans
l’espace {A, I, S, F}, et T := inf{t ≥ 1, Zt = F}. La matrice de transition
de cette chaîne est la matrice




1 − 2δ − τ δ δ τ
1 − ε− τ ε 0 τ
1 − ε− τ 0 ε τ

0 0 0 1


 .

On choisit comme loi de Z1 la probabilité

(1 − τ)−1(1 − 2δ − τ δ δ 0).
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La loi de (Z1, . . . , ZT ) est complètement spécifiée.

Notons que la loi de T est donnée par

IP(T = t) = (1 − τ)t−2τ, t ≥ 2.

On peut préciser la loi des transitions, conditionnées au fait qu’elles n’abou-
tissent pas en F . Si l’on pose

PGH := IP(Zt+1 = H|Zt = G, T > t+ 1),

G,H ∈ {A, I, S}, on a

P =




1−2δ−τ
1−τ

δ
1−τ

δ
1−τ

1−ε−τ
1−τ

ε
1−τ

0
1−ε−τ
1−τ

0 ε
1−τ


 .

Précisons maintenant la loi conditionnelle de la suite des X̂ et des Ŷ ,
sachant (Z1, . . . , ZT ). A nouveau, on écrit les choses dans le cas de séquences
de nucléotides. La transposition aux séquences d’acides aminés ne pose pas de
difficulté. On se donne d’une part une probabilité {pa,b, (a, b) ∈ {acgt}2},
et d’autre part une probabilité {qa, a ∈ {acgt}}. Conditonnellement en
(Z1, . . . , ZT ), les v. a. (X̂t, Ŷt), 1 ≤ t < T sont indépendantes. Sachant que
1 ≤ t < T et Zt = A, (X̂t, Ŷt) est distribué suivant la loi p. Sachant que
1 ≤ t < T et Zt = I, X̂t = − et Ŷt suit la loi q. Sachant que 1 ≤ t < T
et Zt = S, X̂t suit la loi q et Ŷt = −. (X̂t, Ŷt) n’est pas défini pour t ≥ T .
Autrement dit,

IP

((
X̂T−1

1

Ŷ T−1
1

)(
xt−1

1

yt−1
1

)∣∣∣∣Z
T
1 = zt

1

)
=

∏

1≤i<t;zi=A

pxiyi

∏

1≤j<t;zj=I

1{xj=−}qyj

×
∏

1≤k<t;zk=S

qxk
1{yk=−}
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On peut maintenant calculer la probabilité

IP

((
X̂T−1

1

Ŷ T−1
1

)(
xt−1

1

yt−1
1

)
, ZT

1 = zt
1

)

= µz1(1 − τ)t−2τ
∏

1≤i≤n xi 6=−,yi 6=−
pxiyi

∏

1≤j≤n xj=−
qyj

∏

1≤k≤n yk=−
qxk

×
(

1 − 2δ − τ

1 − τ

)`1 ( δ

1 − τ

)`2 ( ε

1 − τ

)`3 (1 − ε− τ

1 − τ

)`4

= µz1τ
∏

1≤i≤n;xi 6=−,yi 6=−
pxiyi

∏

1≤j≤n;xj=−
qyj

∏

1≤k≤n;yk=−
qxk

× (1 − 2δ − τ)`1δ`2ε`3(1 − ε− τ)`4 ,

où `1 est le nombre de transitions de la chaîne {Z·} de A vers A, `2 le
nombre de transitions de A vers I ou S (ouverture d’un trou), `3 le nombre
de transitions de I ou S vers lui–même (prolongement d’un trou), et `4 le
nombre de transition de I ou S vers A (fermeture d’un trou).

Notons que l’observation est constituée des réalisations des deux suites
(X1, . . . , XN) et (Y1, . . . , YM) obtenues à partir de la double suite

((
X̂1

Ŷ1

)
, . . .

(
X̂T−1

ŶT−1

))
,

en supprimant les trous.
Il nous faut encore préciser la quantité

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1).

En fait on va plutôt calculer la quantité suivante, donc la maximisation par
rapport à z1

t produira le même résultat :

IP∗(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1)
IP(XN

1 = xn
1 , Y

M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1)∏n
i=1 qxi

∏m
j=1 qyj

.

On a

IP∗(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1) =
τ

1 − τ

t−1∏

i=1

v(i),
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avec

v(i) =





(1 − 2δ − τ)
pxk(i)y`(i)

qxk(i)
qy`(i)

, si zi = A et i = 1 ou zi−1 = A,

(1 − ε− τ)
pxk(i)y`(i)

qxk(i)
qy`(i)

, si zi = A, i > 1 et zi−1 = I ou S,

δ
qy`(i)

qy`(i)

= δ, si zi = I, et i = 1 ou zi−1 = A,

δ
qxk(i)

qxk(i)

= δ, si zi = S, et i = 1 ou zi−1 = A,

ε
qy`(i)

qy`(i)

= ε, si zi = I, i > 1 ou zi−1 = I,

ε
qxk(i)

qxk(i)

= ε, si zi = S, i > 1 ou zi−1 = S,

où

k(i) = i +

i−1∑

j=1

1{zj=I}, `(i) = i+

i−1∑

j=1

1{zj=S}.

On note que
∏t−1

i=1 v(i) =
∏t

i=1 v
′(i), où

v′(i) =






(1−2δ−τ) pxk(i)y`(i)

qxk(i)
qy`(i)

, si zi = A,

δ 1−ε−τ
1−2δ−τ

, si zi = I, et i = 1 ou zi−1 = A,

δ 1−ε−τ
1−2δ−τ

, si zi = S, et i = 1 ou zi−1 = A,

ε, si zi = I, i > 1 ou zi−1 = I,

ε, si zi = S, i > 1 ou zi−1 = S,

pour 1 ≤ i < t, et

v′(t) =

{
1, si zt−1 = A,
1−ε−τ
1−2δ−τ

, si zt−1 = I ou S.

Chercher un (z∗)t
1 qui maximise IP∗(XN

1 = xn
1 , Y

M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1) est équi-
valent à chercher un (z∗)t

1 qui maximise

log IP∗(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1) log

(
τ

1 − τ

)
+

t∑

i=1

log v′(i).

Il est alors facile de voir que l’algorithme de Viterbi pour résoudre ce probème
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est exactement l’algorithme de Needleman–Wunsch, à condition de poser

s(a, b) = log
pab

qaqb
+ log(1 − 2δ − τ),

d = − log
δ(1 − ε− τ)

1 − 2δ − τ
,

e = − log ε.

Notons que l’algorithme calcule une trajectoire zt
1 qui maximise la probabilité

a posteriori. En particulier, la valeur t de la longueur de l’alignement optimal
est donnée par

t = inf{s, k(s− 1) = n, `(s− 1) = m}.

4.6.3 Loi a posteriori de l’alignement

Nous venons de donner un cadre probabiliste à l’algorithme de Needle-
man–Wunsch. Nous allons maintenant exploiter ce cadre probabiliste, pour
faire des choses nouvelles.

L’idée de chercher à aligner deux séquences est liée à la croyance qu’il y a
une similitude entre ces deux séquences, par exemple parce qu’elles dérivent
d’une même séquence ancestrale. Lorsqu’un alignement n’est pas performant,
cela peut provenir de ce que cet alignement n’est pas le bon, ou qu’il n’y en
a pas de bon, par exemple parce que ces séquences n’ont rien à voir entre
elles. Il peut être intéressant de disposer d’un critère qui permette de décider
dans quelle mesure deux séquences xn

1 et ym
1 sont alignables. Un tel critère

(d’alignabilité ?) est donné par la probabilité que notre modèle de chaîne de
Markov cachée produise la paire de séquences observée, i. e. par la quantité

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 ) =
∑

zt
1∈alignements

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1).

Quel est l’ensemble des alignements que parcourt zt
1 ? C’est l’ensemble des

suites de longueur arbitraire t, dont les t− 1 premiers termes appartiennent
à l’ensemble {A, I, S}, et le dernier terme est un F . Evidemment, pour que
la probabilité correspondante soit non nulle, une contrainte très forte liant
zt
1 à n et m doit être satisfaite, à savoir

t = inf{s, k(s− 1) = n, `(s− 1) = m}.
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En particulier, on doit avoir t ≥ sup(n,m) + 1.
On va maintenant voir qu’il existe un algorithme progressif qui calcule

la quantité IP(xn
1 , y

m
1 ). Il s’agit tout simplement de la partie progressive de

l’algorithme de Viterbi–Needelman–Wunsch, où l’on remplace la maximisa-
tion par la somme. Plus précisément, on calcule (fA(i, j), f I(i, j), fS(i, j))
par une récurrence progressive sur (i, j) comme suit

f ·(i,−1) = f ·(−1, j) = 0, ∀i, j
fA(0, 0) = 1, f I(0, 0) = 0, fS(0, 0) = 0

fA(i, j) = pxiyj
[(1 − 2δ − τ)fA(i− 1, j − 1)

+ (1 − ε− τ)(f I(i− 1, j − 1) + fS(i− 1, j − 1))]

f I(i, j) = qyj
[δfA(i, j − 1) + εf I(i, j − 1)]

fS(i, j) = qxi
[δfA(i− 1, j) + εf I(i− 1, j)]

Finalement

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 ) = τ [fA(n,m) + f I(n,m) + fS(n,m)].

On peut maintenant considérer la loi a posteriori de l’alignement, i. e. la
probabilité conditionnelle

IP(ZT
1 = zt

1|XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 )
IP(XN

1 = xn
1 , Y

M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1)

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 )
.

Le cas le plus favorable est celui où cette loi est très concentrée autour de
l’alignement optimal, i.e. où la quantité IP(ZT

1 = (z∗)t
1|XN

1 = xn
1 , Y

M
1 = ym

1 )
est sinon proche de 1, du moins nettement non nulle. Lorsque ce n’est pas le
cas, il peut être intéressant de savoir si l’ensemble des alignements proches
de l’alignement optimal concentre ou non une masse significative de la loi
a posteriori. La loi a posteriori contient donc beaucoup d’information sur
la qualité et la pertinence de l’alignement optimal. Nous allons maintenant
décrire un algorithme rétrograde pour simuler suivant cette loi a posteriori,
qui utilise le calcul des quantités (fA(i, j), f I(i, j), fS(i, j)) fait ci dessus.

On commence par tirer au hasard avec la probabilité

(fA(n,m) + f I(n,m) + fS(n,m))−1(fA(n,m) f I(n,m) fS(n,m))

si l’alignement se termine au site t−1 par l’alignement de xn avec ym (choix de
A), ou par l’alignement de ym avec un trou dans la première séquence (choix
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de I), ou par l’alignement de xn avec un trou dans la seconde séquence (choix
de S).

Décrivons maintenant l’itération de cet algorithme. Supposons qu’à un
moment donné l’algorithme nous ait conduit à aligner xi et yj. On examine
alors la quantité

fA(i, j) = pxiyj
[(1−2δ − τ)fA(i− 1, j − 1) (4.1)

+ (1 − ε− τ)(f I(i− 1, j − 1) + fS(i− 1, j − 1))].
(4.2)

On décide alors

– d’aligner xi−1 avec yj−1 avec la probabilité
pxiyj

(1−2δ−τ)fA(i−1,j−1)

fA(i,j)
,

– d’aligner yj−1 avec un trou dans la première séquence avec la probabilité
pxiyj

(1−ε−τ)fI (i−1,j−1)

fA(i,j)
,

– d’aligner xi−1 avec un trou dans la seconde séquence avec la probabilité
pxiyj

(1−ε−τ)fS(i−1,j−1)

fA(i,j)
.

Si par contre l’algorithme nous avait conduit à aligner yj avec un trou dans
la première séquence, xi étant le dernier nucléotide de celle–ci non encore
utilisé, on décide

– d’aligner xi avec yj−1 avec la probabilité
qyj

δfA(i,j−1)

fI (i,j)
,

– d’aligner yj−1 avec un trou dans la première séquence avec la probabilité
qyj

εfI(i,j−1)

fI(i,j)
.

On a une description analogue dans le cas où xi est aligné avce un trou
dans la seconde séquence.

4.6.4 Probabilité a posteriori d’un alignement

Si la probabilité de n’importe quel alignement est faible, il se peut que
celle de certains alignements partiels soit élevé. On va voir que l’on peut
calculer la probabilité que l’alignement mette en correspondance certaines
paires (xi, yj). On notera xi♦yj l’ensemble des alignements zt

1 qui placent xi

en face de yj. On va maintenant calculer la probabilité

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , xi♦yj) =
∑

zt
1∈xi♦yj

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , Z
T
1 = zt

1).
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On a en fait

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 , xi♦yj) = IP(X i
1 = xi

1, Y
j
1 = yj

1, xi♦yj)

× IP(XN
i = xn

i , Y
M
j = ym

j |xi♦yj).

Le premier facteur dans cette formule n’est autre que la quantité fA(i, j) que
l’on a calculée par un algorithme progressif à la sous–section précédente.

Le second facteur est la quantité bA(i, j), que l’on calcule par une récur-
rence rétrograde comme suit.

bA(n,m) = bI(n,m) = bS(n,m);

b·(·, m+ 1) ≡ b·(n + 1, ·) ≡ 0.

Pour tous les (i, j) 6= (n,m),

bA(i, j) = (1 − 2δ − τ)pxi+1yj+1
bA(i+ 1, j + 1)

+ δ[qxi+1
bS(i+ 1, j) + qyj+1

bI(i, j + 1)],

bI(i, j) = (1 − ε− τ)pxi+1yj+1
bA(i+ 1, j + 1) + εqyj+1

bI(i, j + 1),

bS(i, j) = (1 − ε− τ)pxi+1yj+1
bA(i+ 1, j + 1) + εqxi+1

bS(i + 1, j).

On notera alors

IP(xi♦yj|XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 )
IP(XN

1 = xn
1 , Y

M
1 = ym

1 , xi♦yj)

IP(XN
1 = xn

1 , Y
M
1 = ym

1 )
,

que l’on écrira en abrégé IP(xi♦yj).
Etant données deux séquences xn

1 et ym
1 , et un alignement zt

1 de ces sé-
quences, on notera (i, j) ∈ zt

1 si et seulement si zt
1 ∈ xi♦yj, i. e. si l’alignement

zt
1 place xi et yj l’un en face de l’autre. La quantité suivante est une sorte

d’espérance, pour deux suites xn
1 et ym

1 données, du recouvrement entre l’ali-
gnement zt

1 et un alignement tiré au hasard suivant la loi a posteriori des
alignements :

Axn
1 ,ym

1
(zt

1) =
∑

(i,j)∈zt
1

IP(xi♦yj).

Il s’agit d’un nouveau critère de qualité d’un alignement, pour lequel
on peut calculer l’alignement optimal, par l’algorithme de programmation
dynamique classique associé à la récurrence progressive (on abandonne ci–
dessous l’indice (xn

1 , y
m
1 )).

A(i, j) = max





A(i− 1, j − 1) + IP(xi♦yj),

A(i− 1, j),

A(i, j − 1).
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Notons que tous les IP(xi♦yj) se déduisent immédiatement des quantités
calculées par les deux algorithmes progressif et rétrograde ci–dessus.

4.7 Un algorithme d’alignement multiple

En bioinformatique, on a souvent besoin d’aligner plus de deux séquences.
Ce problème est très difficile. Tous les algorithmes qui résolvent ce problème
en un temps raisonnable (c’est à dire tous ceux qui sont utlisés en pratique)
procèdent peu ou prou par alignements deux à deux successifs.

Nous allons présenter Probcons, un des dernier né de ces algorithmes,
qui est celui qui à ce jour semble donner les meilleurs résultats en terme de
précision, tout en étant plus rapide que certains de ses concurrents, cf. [14].
Cet algorithme utilise, comme on va le voir, le cadre des “PairHMMs” que
nous venons d’étudier à la section précédente. On reprendra les notations
introduites ci–dessus sans les redéfinir. Cependant, nous allons introduire un
changement de notation : dorénavant les alignements seront notés a, et non
plus z. En effet, puisque nous serons obligés de désigner trois séquences à la
fois, nous les noterons x|x|1 , y|y|1 et z|z|1 .

Etant donné m séquences {s1, . . . , sm}, l’algorithme effectue les opéra-
tions successives suivantes :

– Etape 1 : Calcul des matrices de probabilités a posteriori.
Pour chaque paire x, y ∈ S, on calcule la matrice

P (x, y) = (Pij(x, y)) , 1 ≤ i ≤ |x|, 1 ≤ j ≤ |y|

donnée par

Pij(x, y) = IP(xi♦yj|XN
1 = x

|x|
1 , Y

M
1 = y

|y|
1 ).

– Etape 2 : Alignements deux à deux.
Pour chaque paire x, y ∈ S, on calcule l’alignement a∗ qui maximise la
quantité

A
x
|x|
1 ,y

|y|
1

(a),

et on pose

E(x, y) =
1

min(|x|, |y|)Ax
|x|
1 ,y

|y|
1

(a∗).
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– Etape 3 : Transformation par consistence.
Aux trois séquences x, y, z ∈ S, on associe en particulier la matrice
|x| × |z| P (x, z) et la matrice |z| × |y| P (z, y). On a alors bien sûr pour
1 ≤ i ≤ |x| et 1 ≤ j ≤ |y|,

(P (x, z)P (z, y))ij =

|z|∑

k=1

Pik(x, z)Pkj(z, y),

et on définit une nouvelle matrice P ′(x, y) par

P ′(x, y) =
1

|S|
∑

z∈S

P (x, z)P (z, y).

Notons que par définition

Pij(x, x) =

{
1, si i = j,

0, si i 6= j.

Dans chacune des matrices ci–dessus, un grand nombre de termes sont
très petits. Tous les termes inférieurs à un seul fixé sont mis à zéro,
et un algorithme de multiplication de matrices creuses est utilisé. La
transformation P → P ′ peut être itérée un nombre arbitraire de fois.
Par défaut, ProbCons l’effectue deux fois.

– Etape 4 : Construction d’un arbre.
Ici on va utiliser les quantités E(x, y) calculées à l’étape 2. La construc-
tion est effectuée par la méthode itérative suivante. Pour commencer,
chaque séquence est identifiée à un groupe. A chaque paire de groupes
x et y, on associe la quantité E(x, y) calculée à l’étape 2. A chaque
étape, on cherche le couple de groupes (x, y) qui maximize la quantité
E(x, y). On fusionne ces deux groupes en un seul noté xy, et on définit
pour tout autre groupe z la quantité

E(xy, z) := E(x, y)
E(x, z) + E(y, z)

2
.

– Etape 5 : Alignement progressif.
On aligne les séquences deux par deux, en utilisant l’algorithme de
Needleman–Wunsch, avec le score

s(xi, yj) := P ′
ij(x, y),
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et des pénalités pour les trous (d et e) égales à zéro. Deux groupes sont
alignés selon le meilleur alignement de deux séquences, une prise dans
chaque groupe.

– Raffinement itératif.
On partitionne de façon aléatoire l’ensemble S en deux sous–groupes,
auxquels on fait subir les étapes 4 et 5.

4.8 Exercices

Exercice 4.8.1. Programmation

1. Simuler une chaîne de Markov {Xn}, de n = 1 à n = 5000 à valeurs
dans E = {a, c, g, t}, en utilisant trois matrices de transition P1, P2 et
P3 distinctes, en changeant de matrice de transition tous les 200 à 400
nucléotides (en variant les longueurs des plages homogènes).

2. Retrouver les trois matrices et les plages homogènes à l’aide de l’algo-
rithme d’Audic–Claverie.

3. Tester l’algorithme de chaîne de Markov cachée sur le même jeu de
données, avec ou sans la donnée des trois matrices Pi.

4. Recommencer l’opération avec des matrices estimées sur les trois types
de plage d’une séquence génomique prokaryote annotée. Appliquer en-
suite les mêmes algorithmes à la séquence en question, et comparer les
résultats obtenus avec l’annotation proposée dans la base de donnée.

5. Appliquer maintenant à cette séquence un algorithme de chaîne semi–
markovienne cachée, qui tient compte du fait qu’une plage codante com-
mence par un codon START et finit par un codon STOP.



Chapitre 5

Contrôle et filtrage des Chaînes

de Markov

Introduction

Considérons un mobile (par exemple un avion ou un satellite) dont on veut
contrôler la trajectoire, laquelle est soumise à des perturbations aléatoires. Le
but du contrôle peut être notamment de rapporcher la trajectoire du mobile
d’une trajectoire nominale désirée. Le problème est très différent suivant que
la trajectoire perturbée est ou non observée directement.

Après une brève section sur le contrôle optimal déterministe, nous pré-
senterons des notions sur le contrôle des chaînes de Markov, puis celui des
suites gaussiennes, avec un coût quadratique. Nous aborderons ensuite le
problème du “ filtrage” (c’est à dire le suivi d’un mobile qui suit un mouve-
ment aléatoire, et dont la trajectoire est partiellement observée) des chaînes
de Markov, et des suites gaussiennes, dont la solution est donnée par le cé-
lèbre filtre de Kalman–Bucy. Nous clôturerons ce chapitre par le problème
de contrôle linéaire quadratique, avec observation partielle, dont la solution
combine le filtre de Kalman et le contrôle linéaire avec coût quadratique.

5.1 Contrôle optimal déterministe

On considère le système dynamique suivant contrôlé en temps discret :

Xn = f(Xn−1, un), n ≥ 1, X0 donné ,

149
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où Xn ∈ E ⊂ IRd, un ∈ U ⊂ IRk, f : E × U → E. La suite {un, n = 1, 2, . . .}
constitue le “contrôle” que l’on peut choisir à chaque instant n dans l’ensemble
des contrôles admissibles U , le but étant de minimiser un coût de la forme :

J(u) =

N∑

n=1

L(Xn, un).

C’est–à–dire que l’on cherche u∗ = (u∗1, . . . , u
∗
N) tel que

J(u∗) = min
u∈UN

J(u).

En admettant qu’un tel contrôle optimal existe (on peut donner des condi-
tions pour que cela soit le cas ; l’existence est triviale si U est un ensemble
fini), on va maintenant donner un algorithme permettant de le calculer. Pour
cela on introduit les quantités suivantes :

Φ(n, x) = min
uk∈U,n≤k≤N

N∑

k=n

L(Xk, uk),

où Xn−1 = x. On a alors
Equation de la programmation dynamique (R. Bellman).

Φ(n, x) = min
u∈U

{L(f(x, u), u) + Φ(n+ 1, f(x, u))}

Cette équation provient du fait suivant :
si u∗,n = (u∗n, u

∗
n+1, . . . , u

∗
N) est optimal pour le problème de contrôle entre

n et N , avec la condition initiale Xn−1 = x, alors u∗,n+1def

=(u∗n+1, . . . , u
∗
N) est

optimal pour le problème de contrôle entre n + 1 et N , avec la condition
initiale Xn = f(x, u∗n).

Algorithme de la programmation dynamique
On suppose maintenant que E est un ensemble fini (si ce n’est pas le cas,

on est obligé de “discrétiser” l’espace d’états, pour se ramener à un ensemble
fini).

L’algorithme progresse de façon rétrograde à partir de l’instant final N ,
pour le calcul des Φ(n, x), pour n = N , N − 1, . . . , 1, et tous les x ∈ E.

• Instant N : pour chaque x ∈ E, on calcule

Φ(N, x) = min
u∈U

L(f(x, u), u),

et on note u∗(N, x) l’un des arguments qui réalise ce minimum.
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• Passage de n + 1 à n : pour chaque x ∈ E, on calcule :

Φ(n, x) = min
u∈U

{L(f(x, u), u) + Φ(n + 1, f(x, u))},

et on note u∗(n, x) l’un des arguments qui réalise ce minimum.

A la fin des calculs, on dispose de toutes les quantités {Φ(n, x); 1 ≤ n ≤
N, x ∈ E}, et en particulier de

Φ(1, x) = min
u1,...,uN∈U

J(u), si X0 = x,

pour tout x ∈ E.
A condition d’avoir gardé en mémoire toutes les valeurs {u∗(n, x); 1 ≤

n ≤ N, x ∈ E}, on peut maintenant construire la trajectoire optimale (et
surtout déterminer un contrôle optimal) en repartant dans le sens “usuel” du
temps :

X∗
1 = f(X0, u

∗(1, X0)),

X∗
n = f(X∗

n−1, u
∗(n,X∗

n−1)),

X∗
N = f(X∗

N−1, u
∗(N,X∗

N−1)).

5.2 Contrôle des chaînes de Markov

On suppose maintenant que {Xn, n = 0, 1, 2, . . .} est une chaîne de Mar-
kov contrôlée à valeurs dans E dénombrable, c’est–à–dire que son évolution
est régie par :

Xn = f(Xn−1, Yn, un), n ≥ 1, X0 ∈ E donnée,

où {Yn, n ≥ 1} est une suite de v.a. indépendantes et de même loi à valeurs
dans F , {un, n ≥ 1} est une suite de v.a. à valeurs dans U , tel que pour
tout n ≥ 1, un est σ(Xn−1) mesurable et f : E × F × U → E. On vérifie
aisément que {Xn, n ≥ 0} définie ainsi est une chaîne de Markov. On cherche
à minimiser le coût

J(u) = IE

N∑

n=1

L(Xn, un).
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On va voir qu’un contrôle optimal u∗ = (u∗1, . . . , u
∗
N) est tel que pour tout

n, u∗n ne dépend que de Xn−1, ce qui fait que la suite {X∗
n, 0 ≤ n ≤ N}

correspondante est une chaîne de Markov.
On introduit comme à la section précédente les quantités (1 ≤ n ≤ N, x ∈

E) :

Φ(n, x) = min
uk∈Uk,n≤k≤N

IEn,x

N∑

k=n

L(Xk, uk),

où Uk désigne l’ensemble des v.a. σ(Xk−1) mesurables à valeurs dans U , et
IEn,x désigne l’espérance conditionnelle IE(·|Xn−1 = x). On a alors l’équa-
tion de la programmation dynamique

Φ(n, x) = min
u∈U

IE{L(f(x, Yn, u), u) + Φ(n + 1, f(x, Yn, u))}

et on note u∗(n, x) une valeur de u ∈ U qui réalise ce minimum.
L’algorithme de la programmation dynamique consiste alors, com-

me dans le cas déterministe. à calculer dans le sens rétrograde du temps, les
Φ(n, x) et u∗(n, x), en commençant par n = N , et en finissant avec n = 1.
On peut alors ensuite mettre en oeuvre le contrôle optimal en utilisant à
l’instant n le contrôle u∗(n,Xn−1), en commençant à l’instant n = 1.

Remarque 5.2.1. On pourrait plus généralement chercher un contrôle op-
timal dans la classe des contrôles u = (u1, . . . , uN) tels que pour tout n, un

dépend de (X0, X1, . . . , Xn−1). On montrerait qu’il existe un contrôle optimal
“markovien”, i.e. tel que chaque un ne dépend que de Xn−1, si bien que la
suite {Xn} est bien une chaîne de Markov.

5.3 Contrôle optimal linéaire quadratique

Dans cette section, on suppose que {Xn, n ∈ IN} est une suite gaussienne
à valeurs dans IRd, qui satisfait la formule de récurrence linéaire :

Xn = AXn−1 +Bun + fn + ηn, n ≥ 1,

avec X0, η1, η2, . . . une suite indépendante de vecteurs aléatoires gaussiens,
X0 ' N(X̄0, λ0), et ηn ' N(0, Q), et les fn sont des vecteurs donnés dans
IRd. On suppose que les contrôles un prennent leurs valeurs dans U = IRk,
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que A est une matrice d× d et B une matrice d× k. On cherche à minimiser
la fonctionnelle

J(u) = IE

N∑

n=1

[〈FXn, Xn〉 + 〈Run, un〉],

où F (resp.R) est une matrice symétrique d×d (resp. k×k), et R est définie
positive.

L’intérêt du problème de contrôle linéaire quadratique est que l’on va
donner une formule explicite pour le contrôle optimal.

Remarque 5.3.1. On pourrait utiliser une fonctionnelle de coût plus géné-
rale, de la forme

J(u) =

N∑

n=1

[〈F (Xn − xn), Xn − xn〉 + 〈Run, un〉],

où (x1, . . . , xN) est la “cible” dont on cherche à se rapprocher, le coût pondé-
rant l’éloignement entre Xn et xn, et la norme du contrôle que l’on applique.
Cependant un problème de ce type peut se mettre sous la forme de notre
problème ci–dessus, en posant X̃n = Xn − xn, grâce à l’introduction des
vecteurs fn dans la formule de récurrence.

Avec les notations de la section 5.2. on a le

Théorème 5.3.2. Pour tout 1 ≤ n ≤ N, x ∈ IRd,

Φ(n, x) = 〈Gnx, x〉 + 2〈hn, x〉 + cn,

et u∗(n, x) = −(R + B∗(F +Gn+1)B)−1B∗[(F +Gn+1)(Ax + fn) + hn+1] où
la suite {(Gn, hn, cn); 1 ≤ n ≤ N} est définie par la récurrence rétrograde :

Gn = A∗(I − (F +Gn+1)B(R +B∗(F +Gn+1)B)−1B∗)(F +Gn+1)A,

hn = A∗(I − (F +Gn+1)B(R +B∗(F +Gn+1)B)−1B∗)[(F +Gn+1)fn + hn+1]

cn = cn+1 + Tr[(F +Gn+1)Q] + 〈(F +Gn+1)f + 2hn+1, fn〉−
< B(R +B∗(F +Gn+1)B)−1B∗[(F +Gn+1)fn + hn+1], (F +Gn+1)fn + hn+1 >

et GN+1 = 0, hN+1 = 0, cN+1 = 0.

La preuve du théorème repose sur le résultat élémentaire :
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Lemme 5.3.3. Soit P une matrice k × k autoadjointe définie positive, et
f ∈ IRk. Alors

min
u∈IRk

[〈Pu, u〉+ 2〈u, f〉] = −〈P−1f, f〉,

et le minimum est atteint au point u∗ = −Pf .

Preuve du théorème : admettons la formule de l’énoncé pour tout
Φ(n+ 1, x). Alors

Φ(n, x) = min
u∈IRk

IEn,x[〈FXn, Xn〉 + 〈Ru, u〉 + 〈Gn+1Xn, Xn〉 + 2〈hn+1, Xn〉] + cn+1

= 〈(F +Gn+1(Ax+ fn), Ax + fn〉 + 2〈hn+1, Ax + fn〉 + cn+1 + Tr[(F +Gn+1)Q]

+ min
u

{〈(R +B∗(F +Gn+1)B)u, u〉+ 2〈B∗[(F +Gn+1)(Ax + fn) + hn+1], u〉}

La formule pour u∗(n, x) découle alors du lemme 5.3.3, et en outre

Φ(n, x) = 〈A∗(I − (F +Gn+1)B(R +B∗(F +Gn+1)B)−1B∗)(F +Gn+1)Ax, x〉
+ 2〈A∗(I − (F +Gn+1)B(R +B∗(F +Gn+1)B)−1B∗)[(F +Gn+1)fn + hn+1], x〉
+ cn+1 + Tr[(F +Gn+1)Q] + 〈(F +Gn+1)fn + 2hn+1, fn〉
− 〈B(R +B∗(F +Gn+1)B)−1B∗[(F +Gn+1)fn + hn+1], (F +Gn+1)fn + hn+1〉,

d’où l’on déduit les formules de récurrence. Comme le calcul ci–dessus est
correct avec n = N , à condition de poser GN+1 = 0, hN+1 = 0, cN+1 = 0, le
résultat est établi par récurrence.

Remarque 5.3.4. Les matrices de covariance Λ0 et Q n’interviennent que
dans les constantes cn ; en particulier le contrôle optimal n’en dépend pas. Il
est le même dans le cas Λ0 = Q = 0, qui est le cas déterministe.

5.4 Filtrage des chaînes de Markov

On se donne une chaîne de Markov {Xn;n ∈ IN} à valeurs dans E, qui
n’est pas observée. On observe la suite {Yn, n ∈ IN} donnée par

Yn = h(Xn, ξn),

où les ξn sont des v.a. i.i.d, globalement indépendantes de la chaîne {Xn}, à
valeurs dans l’ensemble dénombrable G, et f : E ×G→ F est connue.



5.4. FILTRAGE DES CHAÎNES DE MARKOV 155

La situation est en fait celle des chaînes de Markov cachées, mais cette fois
on se place dans une situation dynamique, où l’on cherche à chaque instant
n à “estimer” la vraie valeur de Xn, au vu des observations Y1, Y2, . . . , Yn.
On veut un algorithme “récursif”, tel que à l’instant n+ 1, le calcul utilise le
résultat du calcul de l’instant n, et la nouvelle observation Yn+1, sans qu’il
soit nécessaire de réutiliser les anciennes observations Y1, Y2, . . . , Yn. Le but
est de pouvoir faire tourner l’algorithme en “temps réel”. Il s’avère que la
bonne quantité à calculer à chaque instant n est la loi conditionnelle Πn

de Xn, sachant Y1, Y2, . . . , Yn. On introduit également la loi conditionnelle
Πn|n−1 de Xn, sachant Y1, Y2, . . . , Yn−1.

Pour tout x ∈ E, y ∈ F , on pose

g(x, y) = IP(h(x, ξn) = y)

= IP(Yn = y|Xn = x).

L’évolution des lois conditionnelles {Πn} est alors donnée par le

Théorème 5.4.1. Pour tout n ≥ 1,

Πn|n−1(x) = (Πn−1P )x

Πn(x) =
g(x, Yn)Πn|n−1(x)∑

x′∈F g(x
′, Yn)Πn|n−1(x′)

Preuve On peut considérer que la chaîne (Xn) est générée par la formule
de récurrence

Xn = f(Xn−1, ηn),

où les {ηn} sont i.i.d., globalement indépendants des {ξn}. Il en résulte en
particulier que

IP(Xn = x|Y1, . . . , Yn−1, Xn−1) = IP(Xn = x|Xn−1),

d’où :

Πn|n−1(x) = IP(Xn = x|Y1, . . . , Yn−1)

= IE [IP(Xn = x|Xn−1)|Y1, . . . , Yn−1]

= (Πn−1P )x.
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Pour établir la seconde relation, notons tout d’abord que si IPY1,...,Yn−1 désigne
la probabilité conditionnelle IP(·|Y1, . . . , Yn−1),

IP(Xn = x|Y1, . . . , Yn−1, Yn) = IPY1,...,Yn−1(Xn = x|Yn)

Mais pour toute probabilité Q,

Q(Xn = x|Yn) = H(x, Yn), où

H(x, y) = Q(Xn = x|Yn = y)

=
Q(Yn = y|Xn = x)Q(Xn = x)∑
x′ Q(Yn = y|Xn = x′)Q(Xn = x′)

et la seconde relation s’en déduit, puisque

IPY1,...,Yn−1(Yn = y|Xn = x) = IP(h(x, ξn) = y)

= g(x, y).

5.5 Le filtre de Kalman–Bucy

Dans le cas où “tout est gaussien”, les calculs se simplifient, et on aboutit
au célèbre “filtre de Kalman–Bucy”, qui est universellement utilisé. Commen-
çons tout d’abord par une

5.5.1 Motivation

Considérons un satellite, qui se déplace dans l’espace selon l’équation
différentielle

dx

dt
(t) = f(x(t)), x(0) = x0.

Comme le calcul sur ordinateur impose de discrétiser l’équation (et que nous
ne voulons pas présenter le filtre de Kalman en temps continu), on va rem-
placer l’EDO ci–dessus par une formule de récurrence sur les xn = x(nτ), où
τ est le pas de temps (autrement dit 1/τ est la fréqence d’échantillonage).
La formule exacte est

xn+1 = xn +

∫ (n+1)τ

nτ

f(x(s)ds,



5.5. LE FILTRE DE KALMAN–BUCY 157

que l’on va approcher par le schéma numérique le plus simple : le schéma
d’Euler, dont la précision est acceptable si τ est suffisament petit :

xn+1 = xn + τf(xn), n ≥ 0, x0 donné.

En réalité cette trajectoire est une trajectoire théorique, ou “nominale”, au
sens où l’équation ci–dessus n’est pas exacte, car il est illusoire de prétendre
prendre en compte toutes les attractions de tous les corps célestes (le passage
de certains d’entre eux à proximité du satellite est imprévisible, et peut être
considéré come aléatoire), la forme exacte de la terre, etc. D’où la justification
de l’introduction d’un modèle aléatoire pour l’évolution de xn :

xn+1 = xn + τf(xn) + Vn, n ≥ 0, x0 donné,

où les Vn sont des vecteurs aléatoires Gaussiens centrés. Dans beaucoup de
situations, les perturbations sont suffisament petites pour que l’on puisse
approcher valablement l’écartXn = xn−x0

n entre xn et la trajectoire nominale
x0

n (ceci d’autant que le filtrage de Kalman que nous allons présenter sert à
guider le satellite pour que sa trajectoire réelle reste proche de la trajectoire
nominale) par la solution d’une équation aux différences linéarisée :

Xn+1 = AnXn + Vn,

où
An = I + τ∇xf(x0

n).

Notons que cette approximation n’est pas toujours valable, et des méthodes
plus compliquées doivent alors être mises en oeuvre.

Pour suivre le satellite, des observations radar sont prises depuis la terre.
Mais ces observations ne concernent pas forcément tout le vecteur Xn (ty-
piquement, Xn désigne le couple position–vitesse du satellite à l’instant nτ ,
alors que le radar ne mesure que la position), et en outre cette mesure est
entachée d’une erreur (comme toute erreur physique !). Sans compter que
suivant la position du satellite dans sa trajectoire il est observé par l’un ou
l’autre des radars prévus pour le suivre, ou par aucun d’entre eux. On peut
donc modéliser ces mesures par l’observation à chaque instant n de

Yn = HnXn +Wn,

où Hn = 0 aux instants où le satellite n’es pas observé, et les Wn sont de
nouveau des v. a. gaussiens centrés. En outre la condition initiale est elle
aussi un vecteur aléatoire, que l’on suppose gaussien.
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5.5.2 Solution du problème

On suppose que Xn prend ses valeurs dans IRd, Yn dans IRk, et que

Xn = AXn−1 + ηn, n ≥ 1

Yn = HXn + ξn, n ≥ 1,

avec X0, η1, ξ1, η2, ξ2, . . . , ηn, ξn, . . . indépendants, X0 de loi N(X̄0, P0), les ηn

de loi N(0, Q) et les ξn de loi N(0, R). On suppose que la matrice R est
inversible. Bien sûr, il ne s’agit plus de chaîne de Markov à valeurs dans un
ensemble dénombrable.

On note encore Πn la loi conditionnelle de Xn, sachant Y1, . . . , Yn.

Théorème 5.5.1. La loi Πn est la loi N(X̂n,Λn), où (X̂n,Λn)n≥0 est donnée
par la formule de récurrence :

X̂n+1 = AX̂n + ΣnH
?(HΣnH

? +R)−1(Yn+1 −HAX̂n)

Σn = AΛnA
? +Q

Λn+1 = Σn − ΣnH
?(HΣnH

? +R)−1HΣn

X̂0 = X̄0, Λ0 = P0

On va montrer le théorème. Notons que l’on pourrait le déduire du résultat
de la section précédente, préalablement adapté au cas de lois absolument
continues par rapport à la mesure de Lebesque sur IRd (resp. IRk), au lieu de
loi sur l’espace discret E (resp. F ).

Rappelons tout d’abord deux résultats concernant le conditionnement
dans le cadre gaussien.

Proposition 5.5.2. Soit

(
X
Y

)
un vecteur aléatoire gaussien de dimension

d + k, de loi N

[(
X̄
Ȳ

)
,

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)]
. On suppose Σ22 > 0. Alors, la loi

µ̂Y = N(X̂, Σ̂), avec

(i) X̂ = X̄ + Σ12Σ
−1
22 (Y − Ȳ )

(ii) Σ̂ = Σ11 − Σ12Σ
−1
22 Σ21

est une loi de probabilité conditionnelle de X, sachant Y , c’est–à–dire que
pour tout B ∈ Bd,

IP(X ∈ B|Y ) = µ̂Y (B).

En outre, Σ̂ = Cov(X − X̂).
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Preuve

Si X̂ désigne le vecteur aléatoire défini par (i), on pose

X̃ = X − X̂.

On montre facilement que

(
X̃
Y

)
est un vecteur aléatoire gaussien, et que

Cov(X̃, Y ) = 0.

Donc X̃ et Y sont indépendants, alors que X̂ est une fonction de Y . Soit
maintenant ϕ ∈ Cb(IR

d).

IE[ϕ(X)|Y ] = IE[ϕ(X̂ + X̃)|Y ]

=

∫

IRd

ϕ(X̂ + x)IPX̃(dx)

=

∫

IRd

ϕ(x)µ̂Y (dx),

avec µ̂Y = N(X̂, Σ̂), si Σ̂ = Cov(X̃).
Enfin

Cov(X̃) = Cov(X − X̂)

= Cov(X − X̄ − Σ12Σ
−1
22 (Y − Ȳ ))

= Σ11 − 2Σ12Σ
−1
22 Σ21 + Σ12Σ

−1
22 Σ21

= Σ11 − Σ12Σ
−1
22 Σ21.

Proposition 5.5.3. Soit




X
Y
Z



 un vecteur aléatoire gaussien de dimension

d+ k + `, tel que Y et Z soient indépendants. On note µ̂Y = N(X̂, Σ̂) la loi

conditionnelle de X sachant Y , et ˆ̂µY,Z = N(
ˆ̂
X,

ˆ̂
Σ) la loi conditionnelle de

X sachant (Y, Z). On note à nouveau X̄ = IE(X). Alors

(j)
ˆ̂
X = X̂ + IE(X − X̄|Z) = X̂ + ˆ̃X

(jj)
ˆ̂
Σ = Σ̂ − Cov( ˆ̃X).
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Preuve On suppose que IE(Z) = 0 (ce qui ne restreint pas la généralité).
Désignons par U , Y et Z les sous–espaces vectoriels fermés de L2(Ω,F , IP)

engendrés respectivement par :

- les constantes et les coordonnées de Y , Z ;

- les constantes et les coordonnées de Y

- les coordonnées de Z.

Alors U = Y⊕Z, et Y⊥Z.

Donc, pour tout 1 ≤ i ≤ d, ˆ̂
Xi, la projection orthogonale de Xi sur U , est

la somme de X̂i, la projection orthogonale de Xi sur Y, et de IE(Xi − X̄i|Z),
la projection orthogonale de Xi sur Z. (j) est établi.

Donc

X − X̂ = X − ˆ̂
X + IE(X − X̄|Z)

pour tout 1 ≤ i, j ≤ d, IE(Xi − X̄i|Z) ∈ Z ⊂ U , donc est orthogonal dans

L2(Ω, Z, IP) à Xj − ˆ̂
Xj.

Ceci entraîne que

Cov(X − X̂) = Cov(X − ˆ̂
X) + Cov(IE(X − X̄|Z)),

ce qui joint à la dernière affirmation de la Proposition 5.5.2, établit (jj). �

On peut maintenant passer à la :
Preuve du Théorème 5.5.1

Puisque (Xn, Y1, Y2, . . . , Yn) est un vecteur aléatoire gaussien, il résulte de
la Proposition 5.5.2 que Πn = N(X̂n,Λn), où X̂n est une fonction affine de
Y1, . . . , Yn, et Λn = Cov(Xn − X̂n). Il nous reste à calculer (X̂n+1,Λn+1) en
fonction de (X̂n,Λn). Puisque

Xn+1 = AXn + ηn+1

avec ηn+1 centré et indépendant de (Xn, Y1, . . . , Yn),

IE(Xn+1|Y1, . . . , Yn) = AX̂n,

et en outre
Cov(Xn+1 − AX̂n) = AΛnA

∗ +Q.
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Il nous reste à appliquer la Proposition 5.5.3, pour “rajouter le conditionne-
ment par Yn+1”. Pour cela, il nous faut définir l’“innovation” :

In+1 = Yn+1 − IE(Yn+1|Y1, . . . , Yn)

= Yn+1 −HAX̂n

= HAX̃n +Hηn+1 + ξn+1,

où X̃n = Xn − X̂n.
Notons que le v.a. (Y1, . . . , Yn, In+1) est un vecteur aléatoire gaussien,

et que les coordonnées de In+1 sont orthogonales dans L2(Ω, Z, IP) à celles
de Y1, . . . , Yn. Donc (Y1, . . . , Yn) et In+1 sont indépendants, et de plus In+1

est centré. Comme en outre σ(Y1, . . . , Yn, Yn+1) = σ(Y1, . . . , Yn, In+1), on va
pouvoir utiliser la Proposition 5.5.3, qui nous dit que

X̂n+1 = AX̂n + IE(Xn+1 − IEXn+1|In+1)

et Λn+1 = AΛnA
∗ +Q− Cov(X̂n+1 − AX̂n)

L’espérance conditionnelle ci–dessus se calcule à l’aide de la Proposition 5.5.2.
Or

IE(Xn+1I
∗
n+1) = AIE

[
Xn(Xn − X̂n)∗

]
A∗H∗ +QH∗

= AΛnA
∗H∗ +QH∗

IEIn+1I
∗
n+1 = HAΛnA

∗H∗ +HQH∗ +R

Donc

X̂n+1 = AX̂n + (AΛnA
∗ +Q)H∗ [H(AΛnA

∗ +Q)H∗ +R]−1 (Yn+1 −HAX̂n)

et

Λn+1 = AΛnA
∗ +Q

− (AΛnA
∗ +Q)H∗ [H(AΛnA

∗ +Q)H∗ +R]−1H(AΛnA
∗ +Q),

ce qui démontre le théorème.

5.6 Contrôle avec observation partielle

On considère maintenant le problème suivant :

Xn = AXn−1 +Bun + fn + ηn, n ≥ 1,

Yn = AXn + ξn



162 CHAPITRE 5. CONTRÔLE ET FILTRAGE

où à nouveau X0, η1, ξ1, η2, ξ2, . . . est une suite de v.a. gaussiens indépendants,
X0 et les ηn de dimension d, les ξn de dimension k de matrice de covariance
R inversible, un à valeurs dans IR`, choisi parmi les suites adaptées à la suite
{Yn}, i.e. tel que pour tout n, un soit une fonction de Y1, . . . , Yn−1, et on
cherche à minimiser le critère :

J(u) = IE
N∑

n=1

[〈FXn, Xn〉 + 〈Qun, un〉].

On aura besoin du résultat technique suivant :
On définit les suites

X0
n = AX0

n−1 + fn + ηn, n ≥ 1, X0
0 = X0,

Y 0
n = HX0

n + ξn, n ≥ 1,

et on pose Yn = σ(Y1, . . . , Yn), Y0
n = σ(Y 0

1 , . . . , Y
0
n ), n ≥ 1, Y0 = Y0

0 = {∅,Ω}.
On a alors le

Lemme 5.6.1. Pour tout n, Yn = Y0
n.

Preuve Posons

Xu
n = AXu

n−1 +Bun, n ≥ 1, Xu
0 = 0,

Y u
n = HXu

n , n ≥ 1.

Puisque (u1, . . . , un) est Yn−1 mesurable, il en est de même de (Y u
1 , . . . , Y

u
n ).

Mais
Yn = Y 0

n + Y u
n , n ≥ 1.

Donc (Y 0
1 , . . . , Y

0
n ) est Yn mesurable, soit Y0

n ⊂ Yn. Réciproquement, puisque
u1 est déterministe (car Y0 mesurable), Y u

1 est connu, donc Y1 = Y 0
1 + Y u

1

est une fonction de Y 0
1 , soit Y1 ⊂ Y0

1 . Supposons que Yn ⊂ Y0
n. Alors

(u1, . . . , un+1) est Y0
n mesurable, et donc aussi Y u

n+1, d’où

Yn+1 = Y 0
n+1 + Y u

n+1

est Y0
n+1 mesurable. �

Une conséquence du lemme 5.6.1 est que la suite de tribus (Y1, . . . ,YN)
ne dépend pas du choix du contrôle choisi. Maintenant, il est clair que

J(u) = IE

N∑

n=1

[
IEYn(〈FXn, Xn〉) + 〈Run, un〉

]
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Or
Xn = X̂n + X̃n,

avec X̂n = IE(Xn|Yn), et X̃n est indépendant de Yn. Donc si l’on note Λn =
cov(X̃n),

J(u) = IE

N∑

n=1

[
〈FX̂n, X̂n〉 + 〈Run, un〉 + TrFΛn

]
.

On est donc ramené au problème suivant (cf. la section 5.5) :

X̂n = (I − Σn−1H
∗(HΣn−1H

∗ +R)−1H)AX̂n−1 +Bun + fn

+ Σn−1H
∗(HΣn−1H

∗ +R)−1Yn

X̂0 = X̄0

min Ĵ(u) = IE

N∑

n=1

[
〈FX̂n, X̂n〉 + 〈Run, un〉

]
,

qui est un problème de contrôle optimal “déterministe” (puisque les Yn sont
observés, donc connus), dont la solution est donnée par le théorème 5.3.2.

5.7 Exercices

Exercice 5.7.1. Programmation On reprend le modèle du filtre de
Kalman–Bucy, avec d = k = 1, A = 0.98, X0 = 1, Q = 2, R = 2,
Hn = cos(πn/13) (ou une autre fonction périodique à choisir).

1. Simuler pour 1 ≤ n ≤ 100, Xn et Yn.

2. Ecrire un programme qui calcule l’estimée de Kalman X̂n de Xn, pour
1 ≤ n ≤ N . Tracer (Xn, X̂n), et l’erreur d’estimation.

3. Recommencer la seconde étape avec d’autres valeurs de A, et éventuel-
lement de Q et R. Dans quelle mesure le filtre de Kalman tolère-t-il les
erreurs dans le modèle ?

Exercice 5.7.2. 1. Donner les formules du filtre de Kalman dans le cas
non homogène, où les matrices A et H dépendent de n. Autrement dit,
le modèle du début de la section 5.5.2 est remplacé par

Xn = AnXn−1 + ηn, n ≥ 1

Yn = HnXn + ξn, n ≥ 1.
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2. On suppose maintenant données des applications mesurables bornées

y → A(y) de IRk dans IRd× d,

y → H(y) de IRk dans IRk × d,

et on suppose maintenant que les suites {Xn} et {Yn} sont reliées par
les formules

Xn = A(Yn)Xn−1 + ηn, n ≥ 1

Yn = H(Yn)Xn + ξn, n ≥ 1,

les hypothèses sur (X0, η1, ξ1, . . . , ηn, ξn, . . .) étant les mêmes qu’à la
section 5.5.2. clairement la suite {(Xn, Yn),n ≥ 1} n’est pas gaussienne.
Montrer que pour tout n ≥ 1, la loi conditionnelle de Xn, sachant
Y1, . . . , Yn est une loi de Gauss, et préciser les formules de récurrence
pour l’espérance et la matrice de covariance de cette loi. On dit que l’on
est dans le cas d’un modèle “conditionnellement gaussien”.



Chapitre 6

Le processus de Poisson

Introduction

Dans ce chapitre et les deux suivants, on va étudier des processus de
Markov définis sur IR+, à valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable E,
qui sont constants entre leurs sauts qui se produisent à des instants aléatoi-
res : on les appelle “processus markoviens de saut”.

Dans ce chapitre, nous allons introduire le “prototype” des processus mar-
koviens de saut, à savoir le processus de Poisson.

Ce processus modélise des répartitions aléatoires de point sur IR+, qui
peuvent correspondre à des instants de collision de particules, mais aussi à
des instants d’arrivée de clients dans une file d’attente, d’appels à un central
téléphonique.

6.1 Processus ponctuels et f.a. de comptage

Un processus ponctuel sur IR+ se décrit par la donnée d’une suite
croissante de points aléatoires

0 < T1 < T2 < · · · < Tn < · · · dans IR+

qui sont des v.a. définies sur un espace de probabilité (Ω,F , IP). Outre les
inégalités ci–dessus, on suppose que Tn ↑ ∞, n→ ∞.

165
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On posera

S1 = T1

S2 = T2 − T1

. . . . . . . . .

Sn = Tn − Tn−1

. . . . . . . . .

les v.a. Tn sont les instants où se produisent un événement, les Sn sont les
délais ou les temps d’attente entre deux événements successifs.

On définit la f.a. de comptage {Nt, t ≥ 0} du processus ponctuel
{Tn, n ∈ IN} de la façon suivante :

Nt = sup{n;Tn ≤ t}
=
∑

j≥1

1{Tj≤t}

Nt est le nombre d’événement qui se sont produits avant l’instant t.
Notons que N0 = 0, puisque T1 > 0 et pour tout t > 0, Nt < ∞ puisque

Tn ↑ ∞, n→ ∞.
Pour 0 ≤ s < t, Nt −Ns est le nombre d’événements qui se sont produits

dans l’intervalle de temps ]s, t].
Une trajectoire type du processus {Nt, t ≥ 0} est dessinée à la figure 6.1
Précisons que les trajectoires de {Nt} sont continues à droite.
Notons que la donnée de {Nt, t ≥ 0} est équivalente à celle de la suite

{Tn, n ∈ IN}, et que l’on a les relations :

{Nt ≥ n} = {Tn ≤ t}

{Nt = n} = {Tn ≤ t < Tn+1}
{Ns < n ≤ Nt} = {s < Tn ≤ t}

6.2 Le processus de Poisson

Définition 6.2.1. On dit que le processus ponctuel {Tn, n ∈ IN} ou sa f.a.
de comptage {Nt, t ≥ 0} est un processus de Poisson si {Nt, t ≥ 0} est
une f.a. à accroissements indépendants et stationnaires i.e. si
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-

6

T0 T1 T2 T3 T4

0

1

2

3

4

Fig. 6.1 – Trajectoire d’un processus de Poisson

a) quels que soient t0 < t1 < · · · < tn dans IR+, les accroissements {Ntj −
Ntj−1

; 1 ≤ j ≤ n} sont des v.a. indépendantes ;

b) pour 0 ≤ s < t, la loi de Nt − Ns ne dépend que de s et t que par la
différence t− s.

La propriété b) est appelée la “stationarité des accroissements ” de {Nt}.
Le nom “processus de Poisson” est justifié par la :

Proposition 6.2.2. Soit {Nt, t ≥ 0} la f.a. de comptage d’un processus de
Poisson. Il existe λ > 0 tel que pour tous 0 ≤ s < t, la loi de Nt −Ns est la
loi de Poisson de paramètre λ(t− s), i.e.

IP(Nt −Ns = k) = e−λ(t−s)[λ(t− s)]k/k !, k ∈ IN.

Remarque 6.2.3. Ce paramètre λ est appelé l’intensité du processus de
Poisson {Nt, t ≥ 0}. Il est égal au nombre moyen d’événements qui se pro-
duisent pendant un intervalle de temps de longueur unité, i.e.

IE[Nt+1 −Nt] = λ.
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Preuve de la Proposition 6.2.2 Pour tous 0 ≤ s < t, considérons la
fonction génératrice de Nt − Ns, qui est l’application u → ft−s(u) de [0, 1]
dans lui–même qui ne dépend que de t− s et est définie par :

ft−s(u) = IE[uNt−Ns]

=
∑

k≥0

IP(Nt −Ns = k)uk.

Par la propriété a) de la définition,

ft(u) = fs(u)ft−s(u), 0 ≤ s < t, u ∈ [0, 1].

Il résulte de cette identité que

ft(u) = [f1(u)]
t

d’abord pour les t rationnels, puis pour tout t dans IR+ car t → ft(u) est
décroissante.

Comme en outre

ft(u) ≥ P (Nt = 0)

= P (T1 > t)

↗ 1, quand t ↓ 0,

f1(u) 6= 0, et donc il existe λ(u) dans IR+ tel que

ft(u) = e−tλ(u).

Puisque u → exp(−θ(1 − u)) est la fonction génératrice de la loi de Poisson
de paramètre θ, il reste à montrer que

λ(u) = λ(0)(1 − u).

Or clairement

λ(u) = lim
t↓0

1

t
(1 − ft(u))

= lim
t↓0

∑

k≥1

1

t
IP(Nt = k)(1 − uk)
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Mais puisque 0 ≤ u ≤ 1,

0 ≤
∑

k≥2

1

t
IP(Nt = k)(1 − uk) ≤ 1

t
IP(Nt ≥ 2)

et le résultat découle de la formule

λ(u) = lim
t↓0

[
1

t
IP(Nt = 1)

]
(1 − u),

à condition que l’on ait

1

t
IP(Nt ≥ 2) → 0, quand t ↓ 0.

Or ⋃

n∈IN

{Nnt = 0, N(n+1)t ≥ 2} ⊂ {T2 < T1 + t}

Comme IP(Nt = 0) = ft(0) = exp(−λ(0)t), en utilisant en outre la propriété
a) de la définition, on a :

∑

n∈IN

exp(−λ(0)nt)IP(Nt ≥ 2) = [1 − exp(−λ(0)t)]−1IP(Nt ≥ 2)

≤ IP(T2 < T1 + t)

Mais, quand t ↓ 0,

P (T2 < T1 + t) → P (T2 ≤ T1) = 0

et pour tout t suffisamment petit,

(λ(0)t)−1 < (1 − exp(−λ(0)t))−1 < 2(λ(0)t)−1.

Remarque 6.2.4. Il résulte de la dernière partie de la preuve ci–dessus que

IP(Nt+h −Nt = 0) = 1 − λh+ ◦(h)
IP(Nt+h −Nt = 1) = λh+ ◦(h)
IP(Nt+h −Nt ≥ 2) = ◦(h)

Donc à des probabilités petites devant h près, N(t + h) − N(t) est une v.a.
de Bernoulli prenant la valeur 0 avec la probabilité 1−λh et la valeur 1 avec
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probabilité λh. Cette propriété, jointe à l’indépendance des accroissements et
à la formule

Nt+s −Nt =
n∑

j=1

[Nt+jh −Nt+(j−1)h], avec h =
s

n
,

entraine que Nt+s − Nt suit approximativement une loi binomiale de para-
mètres (n, λs/n). Or, quand n→ ∞, cette loi converge vers la loi de Poisson
de paramètre λs.

Notons que pour tout n, 0 < t1 < t2 < · · · < tn, la loi du vecteur aléatoire
(Nt1 , Nt2 . . . , Ntn) est entièrement déterminée par la Proposition 6.2.2 et la
condition a) de la définition 6.2.1.

Corollaire 6.2.5. La loi de l’instant T1 du premier événement est la loi
exponentielle de paramètre λ (i.e. la loi sur IR+ de densité λe−λt). Il en est
de même pour la loi du temps d’attente après s du premier événement après
s, TNs+1 − s, pour tout s > 0.

Preuve Il suffit de remarquer que pour tout t > 0,

IP(T1 > t) = IP(Nt = 0)

= e−λt

et de même

IP(TNs+1 − s > t) = IP(Ns+t −Ns = 0)

= P (Nt = 0).

6.3 Propriété de Markov

Soit {Nt, t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ. Pour tout s, t > 0,
posons

N s
t = Ns+t −Ns.

Il résulte immédiatement de la Définition 6.2.1 que {N s
t , t ≥ 0} est

un processus de Poisson d’intensité λ, indépendant de {Nt, 0 ≤ t ≤
s}. Remarquons que la donnée de {Nt, 0 ≤ t ≤ s} est équivalente à
celle de (Ns, T1, T2, . . . , TNs

). L’indépendance dont il est question ci–dessus
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est équivalente à celle de des vecteurs aléatoires (Ns, T1, T2, . . . , TNs
) et

(TNs+1, TNs+2, . . . , TNs+p), pour tout entier p.
Puisque les accroissements futurs après s {Ns+t−Ns, t ≥ 0} sont indépen-

dants du passé {Nt, 0 ≤ t ≤ s}, il est clair que le futur après s {Ns+t, t ≥ 0}
ne dépend du passé {Nt, 0 ≤ t ≤ s} que par l’intermédiaire du présent Ns ;
ou encore, le futur et le passé sont conditionnellement indépendants, sachant
le présent. C’est la propriété de Markov.

Nous reviendrons sur cette propriété au chapitre suivant.
Nous allons maintenant généraliser le résultat ci–dessus au cas où s est un

certain type de temps aléatoire. Pour cela, il nous faut tout d’abord rappeler
une notation, et poser une définition.

Rappelons tout d’abord qu’une tribu de parties d’un ensemble E est une
classe de parties de E stable par passage au complémentaire, réunion et inter-
section dénombrable. On peut toujours parler de “la plus petite tribu conte-
nant une certaine classe C ⊂ P(E)”, car c’est l’intersection de toutes les tribus
contenant C (il existe au moins une telle tribu, à savoir P(E), et une inter-
section quelconque de tribus est une tribu, comme cela se vérifie aisément).
Par exemple, la tribu borélienne de IRd, notée Bd, est la plus petite tribu de
parties de IRd contenant tous les ouverts.

Dans le cas d’une variable aléatoire à valeurs dans un espace dénom-
brable E, σ(X) = {X−1(F ); F ⊂ E}. Etant donné un vecteur aléatoire
X de dimension d (i.e. une variable aléatoire à valeurs dans IRd), on note
σ(X) = {X−1(B);B ∈ Bd} la plus petite sous tribu de parties de Ω qui rend
X mesurable. C’est l’ensemble des événements dont on sait s’ils sont ou non
réalisés au vu de la valeur prise par X. Etant donné {Xi, i ∈ I} une collec-
tion quelconque de vecteurs aléatoires (de dimensions quelconques !), on note
σ{Xi; i ∈ I} la plus petite tribu contenant toutes les σ(Xi), i ∈ I.

Il sera commode d’utiliser dans la suite la notation suivante : pour t ≥ 0,

FN
t = σ{Ns; 0 ≤ s ≤ t}

= σ{Nt, T1, T2, . . . , TNt
}.

Définition 6.3.1. Etant donné un processus de Poisson {Nt, t ≥ 0}, on
appelle temps d’arrêt (de {Nt}) une v.a. S à valeurs dans IR+ ∪{+∞} qui
possède la propriété que pour tout t dans IR+,

{S ≤ t} ∈ FN
t .
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Pour tout s dans IR+, S ≡ s est un temps d’arrêt. Pour tout n, Tn est un
temps d’arrêt. TNs+1 est également un temps d’arrêt. Par contre, TNs

n’est
pas un temps d’arrêt, car si t < s,

{TNs
≤ t} = {Ns −Nt = 0} /∈ FN

t , 0 ≤ t < s.

A tout temps d’arrêt S de {Nt}, on associe la tribu des événements “détermi-
nés par la trajectoire {Nt∧S, t ≥ 0} arrêtée à S” :

FN
S

def

={A ∈ FN
∞; A ∩ {S ≤ t} ∈ FN

t , ∀t ≥ 0}.

On a la :

Proposition 6.3.2. Soit {Nt, t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ,
et S un temps d’arrêt de {Nt}. Sur l’événement {S <∞} on pose pour t ≥ 0

NS
t = NS+t −NS.

Conditionnellement en {S < ∞}, {NS
t , t ≥ 0} est un processus de Poisson

d’intensité λ, indépendant de FN
S .

Preuve On sait déjà que le résultat est vrai si S est constant. Supposons
maintenant que S prend ses valeurs dans une suite croissante (sj, j ≥ 1) de
réels positifs. Notons que comme S est un temps d’arrêt,

{S = sj} = {S ≤ sj}\{S ≤ sj−1} ∈ FN
sj

Soit A ∈ FN
S , 0 < t1 < t2 < . . . < t` et n1, . . . , n` dans IN.

IP

(
A ∩ (

⋂̀

k=1

{NS
tk

= nk})
)

=
∑

j

IP

(
{S = sj} ∩ A ∩

(
⋂̀

k=1

{Nsj+th −Nsj
= nk}

))

=
∑

j

IP({S = sj} ∩ A)IP

(
⋂̀

k=1

{Nsj+tk −Nsj
= nk}

)

= IP(A)IP

(
⋂̀

k=1

{Ntk = nk}
)
,
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où on a utilisé la propriété {S = sj} ∩A ∈ FN
sj pour la seconde égalité, et le

fait que le second facteur de l’avant dernière expression ne dépend pas de sj,
par stationnarité des accroissements de {Nt}.

Le résultat est établi pour un temps d’arrêt prenant ses valeurs dans une
suite croissante d’instants. Mais tout temps d’arrêt S peut être approché par
une suite décroissante de temps d’arrêt de cette forme. En effet, pour tout
n, posons

Sn =
∑

k∈IN

k2−n1{(k−1)2−n<S≤k2−n}.

L’égalité ci–dessus est alors vraie avec S remplacé par Sn, puisque

S ≤ Sn ⇒ FN
S ⊂ FN

Sn
.

On passe aisément à la limite dans l’égalité avec S remplacé par Sn puisque
par continuité à droite des trajectoires de {Nt, t ≥ 0},

IP

(
A ∩ (

⋂̀

k=1

{NSn

tk
= nk})

)
→ IP

(
A ∩ (

⋂̀

k=1

{NS
tk

= nk})
)
.

Corollaire 6.3.3. Soit {Nt; t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ,
et (Tn)n≥1 ses instants de saut. 0n pose S1 = T1, S2 = T2 − T1, . . . , Sn =
Tn − Tn−1, . . .. Les variables aléatoires S1, S2, . . . , Sn, . . . sont indépendantes,
toutes de loi exponentielle de paramètre λ.

Preuve On sait déjà que T1, le premier instant de saut d’un procesus de
Poisson d’intensité λ, suit une loi exponentielle de paramètre λ. Il résulte
de la Proposition 6.3.2 avec S = Tn que Sn+1 = Tn+1 − Tn est le premier
instant de saut d’un processus de Poisson d’intensité λ donc suit une loi
exponentielle de paramètre λ, et est indépendant de T1, T2, . . . , Tn, donc aussi
de S1, S2, . . . , Sn. Ceci étant vrai pour tout n ≥ 1, le résultat est démontré.
�

Il est assez clair que l’on a la réciproque suivante :

Proposition 6.3.4. Soit {Sn;n ≥ 1} une suite de v.a.r. indépendantes,
toutes de loi exponentielle de paramètre λ > 0. On pose

Tn = S1 + · · · + Sn, n ≥ 1,

Nt = sup{n;Tn ≤ t}, t ≥ 0.

Alors {Nt, t ≥ 0} est un processus de Poisson d’intensité λ.
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On a donc une façon de “construire” un processus de Poisson, ce qui en
particulier démontre que la Définition 6.2.1 n’est pas vide ! On a aussi une
façon de simuler le processus de Poisson.

6.4 Comportement asymptotique

Soit à nouveau {Nt; t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ. On a :

IE[Nt] = λt, V ar[Nt] = λt.

Donc IE[Nt/t] = λ, Var[Nt/t] = λ
t
, d’où N(t)/t→ λ en moyenne quadratique,

quand t→ ∞. En fait on a aussi la “loi forte des grands nombres” :

Proposition 6.4.1. Soit {Nt; t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ.

Alors
Nt

t
→ λ p.s. quand t→ ∞.

Preuve Remarquons tout d’abord que

Nn =
∑

1≤i≤n

[Ni −Ni−1]

est la somme de n variables aléatoires indépendantes, de même loi de Poisson
de paramètre λ (donc intégrable). Il résulte donc de la loi forte des grands
nombres que

Nn

n
→ λ, p.s., quand n→ ∞.

Or, avec la notation [t] = partie entière de t,

Nt

t
=
N[t]

[t]
× [t]

t
+
Nt −N[t]

t
.

Il suffit donc de montrer que

sup
n<t<n+1

Nt −Nn

n
→ 0, quand n→ ∞.

Or si

ξn
def

= sup
n<t<n+1

Nt −Nn,

= Nn+1 −Nn,
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les {ξn} sont i.i.d. et intégrables. Donc
ξ1 + · · ·+ ξn

n
→ λ p.s., d’où

ξn
n

→ 0 p.s.

�

On a un “théorème de la limite centrale” :

Proposition 6.4.2. Soit {Nt; t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ.
Alors

Nt − λt√
λt

→ Z en loi, quand t→ ∞,

où Z est une v.a.r de loi gaussienne centrée réduite (i.e. d’espérance 0 et de
variance 1).

Preuve On raisonne comme dans la preuve précédente.

Nn − λn√
λn

→ Z en loi, quand n→ ∞,

d’après le théorème de la limite centrale “classique”. Et

Nt −N[t]√
λ[t]

≤ ξ[t]/
√
λ[t],

qui tend en probabilité vers zéro quand t→ ∞ puisque

P
(
ξn/

√
λn > ε

)
= P

(
ξn > ε

√
λn
)

= P
(
ξ1 > ε

√
λn
)

→ 0, quand n→ ∞.

Donc a fortiori
Nt −N[t]√

λ[t]
→ 0 en probabilité quand t→ ∞. Finalement :

Nt − λt√
λt

=
N[t] − λ[t]√

λ[t]
×
√

[t]

t

+
Nt −N[t]√

λt
×
√

[t]

t
+
√
λ

[t] − t√
t
,
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et on sait que si Xn → X en loi, Yn → 0 en probabilité, alors

Xn + Yn → X en loi.

�

On peut en fait établir un “théorème de la limite centrale fonctionnel”
que nous allons maintenant décrire. Une démonstration analogue à celle de
la Proposition 6.4.2 montre que pour tout t > 0,

Ntu − λtu√
λu

→ Bt en loi quand u→ ∞,

où Bt est une v.a.r. gaussienne centrée de variance t. Remarquons que pour
chaque u, {[Ntu − λtu]/

√
λu, t ≥ 0} est un processus à accroissements in-

dépendants, dont les sauts sont d’amplitude (λu)−1/2. Il en résulte que l’on
peut passer à la limite ci–dessus quand u→ ∞ “de façon coordonnée pour les
différents t”, de telle sorte que la limite {Bt, t ≥ 0} soit un processus gaussien
centré, à accroissements indépendants, à trajectoires continues, et vérifiant
E[Bt] = t. {Bt; t ≥ 0} est ce qu’on appelle le mouvement brownien.

6.5 Exercices

Exercice 6.5.1. Soit X une v.a.r. à valeurs dans IR+ t.q. IP(X > t) >
0, ∀t > 0. On suppose en outre que ∀s, t > 0,

IP(X > s+ t/X > t) = IP(X > s).

En déduire que la loi de X est une loi exponentielle.

Exercice 6.5.2. Trois personnes A, B et C arrivent à la poste en même
temps pour téléphoner. Il y a deux cabines qu’occupent immédiatement A et
B. C remplace le premier sorti. A, B et C quittent immédiatement la poste
après avoir téléphoné.

On désigne par X, Y et Z les temps d’occupation de la cabine par A, B et
C respectivement. Ces trois variables aléatoires sont supposées indépendantes
et équidistribuées, de loi commune la loi sur IR+ de densité λ exp(−λt), t ≥ 0
(avec λ > 0).

a Calculer la probabilité que C sorte le dernier.
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b Trouver la loi de probabilité du temps total T passé par C à la poste.

c L’instant 0 étant l’instant d’arrivée des trois personnes à la poste, donner
la loi de probabilité de l’instant du dernier départ.

Indication : on cherchera à déterminer la loi du v.a. (X ∧Y,X ∨Y −X ∧Y )
(∧ = inf, ∨ = sup).

Exercice 6.5.3. Une machine possède une durée de vie τ1 de loi exponentielle
de paramètre θ. Lorsqu’elle tombe en panne, elle est instantanément rempla-
cée par une machine semblable de durée de vie τ2 et ainsi de suite. On suppose
les durées de vie (τn; n ∈ IN) indépendantes et équidistribuées. La première
machine commence à travailler à l’instant 0 ; les instants Tn (n ≥ 1) de dé-
faillance des machines successives (soit T1 = τ1, T2 = τ1 + τ2, . . .) forment
un processus de Poisson.

a Pour un instant t > 0 fixé, soit Dt la durée écoulée depuis la mise en fonc-
tionnement de la machine en marche à l’instant t. Dans quel ensemble
la v.a. Dt prend–elle ses valeurs ? Quelle est la loi de Dt ? Montrer que
lorsque t→ ∞, cette loi possède une limite.

b Soit St la v.a. positive telle que t + St soit l’instant de défaillance de
la machine en fonctionnement à l’instant t. Quelle est la loi de St ?
Quelle est la loi du couple (Dt, St) et quelle est la limite de cette loi
lorsque t → ∞ ? Pourquoi les deux v.a. Dt et St ne sont–elles pas
équidistribuées et pourquoi le deviennent-elles quand t→ ∞ ?

c Quelle est la loi de Dt+St, la durée de vie de la machine en fonctionnement
à l’instant t ? Comparer la limite de cette loi quand t → ∞ avec la loi
commune des τn.

Exercice 6.5.4. a) Soit X1, X2, . . . , Xn des v.a.r. indépendantes, toutes
de loi uniforme sur [0, t], et Y1, Y2, . . . , Yn la même suite ordonnée par
ordre croissant, i.e. définie par

Y1 = inf
1≤i≤n

Xi = Xi1

Y2 = inf
1≤i≤n,i 6=i1

Xi

et ainsi de suite. Préciser la loi du vecteur aléatoire (Y1, Y2, . . . , Yn).

b) Soit {Nt, t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ. Montrer que
la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (T1, T2, . . . , Tn), sachant que
Nt = n, est la loi trouvée en a).
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Exercice 6.5.5. Soit {N 1
t ; t ≥ 0} et {N 2

t ; t ≥ 0} deux processus de Poisson
indépendants, d’intensité respective λ1 et λ2. Montrer que {N 1

t +N2
t ; t ≥ 0}

est un procesus de Poisson d’intensité λ1 + λ2.

Exercice 6.5.6. On admet que la population des individus infectés par le
virus VIH croît selon un processus de Poisson d’intensité inconnue λ. On
notera Nt le nombre d’individus infectés à l’instant t. On ne prendra pas en
compte les décès.

Chaque individu infecté subit une période d’incubation entre le moment où
il est infecté par le VIH et le moment où les symptômes du SIDA apparaissent.
La durée de cette période d’incubation est aléatoire. Les périodes d’incubation
pour les différents individus sont i. i. d., de loi commune la loi sur IR+ de
fonction de répartition connue G. On notera Ḡ la fonction Ḡ(t) = 1 −G(t).

On note N1
t le nombre d’individus qui à l’instant t présentent les symp-

tômes du SIDA, N 2
t le nombre d’individus qui à l’instant t sont infectés par

le VIH, mais ne présentent pas encore les symptômes du SIDA. On a bien
sûr

Nt = N1
t +N2

t ,

et on demande de montrer que pour tout t > 0, N 1
t et N2

t sont deux v. a.
indépendantes, N 1

t de loi de Poisson de paramètre λ
∫ t

0
G(s)ds, et N 2

t de loi
de Poisson de paramètre λ

∫ t

0
Ḡ(s)ds.

Exercice 6.5.7. Programmation On appelle taux de panne d’une v. a. X
à densité à valeurs dans IR+ la fonction λ de IR+ dans IR+ définie par

λ(t) =
f(t)

1 − F (t)
,

où f désigne la densité de la loi de X, F sa fonction de répartition. L’exer-
cice 6.5.1 dit que la loi exponentielle est la seule à avoir un taux de panne
constant.

On appelle loi de Weibull de paramètres λ, α > 0 la loi de fonction de
survie

F̄ (t) = e−(λt)α

,

et de taux de panne
λ(t) = αλ(λt)α−1.

La loi de Weibull a un taux de panne croissant si α > 1 et décroissant si
α < 1. On retrouve la loi exponentielle de paramètre λ dans le cas α = 1.
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On appelle loi Γ(α, λ) la loi de probabilités sur IR+ de densité

f(t) =
λ

Γ(α)
e−λt(λt)α−1,

où Γ(α) =
∫∞
0
e−ttα−1dt.

A nouveau la loi Gamma a un taux de panne croissant si α > 1 et décrois-
sant si α < 1. Notons que si l’on additionne n v. a. indépendantes, toutes
exponentielles de même paramètre λ, on obtient une v. a. de loi Γ(n, λ) à
taux de panne croissant.

Supposons que deux machines travaillent en parallèle, et ont besoin pour
leur fonctionnement d’une pièce M quelque peu fragile. On dispose d’une
seule pièce de rechange, qui est placée instantanément sur la machine dont la
pièce M tombe en panne la première. Les trois pièces M (les deux en place au
début, et celle de rechange) ont des temps de vie i. i. d. La deuxième panne
est fatale à la machine qui la subit. Si les temps de vie de ces pièces suivent
une loi exponentielle, alors l’exercice 6.5.2 montre que les deux machines ont
même probabilité de subir la deuxième panne.

On peut supposer que si l’on remplace la loi exponentielle par une loi à
taux de panne croissant, la machine qui a vu sa pièce remplacée a plus de
chance de vivre plus longtemps que l’autre, et que c’est l’inverse dans le cas
d’une loi à taux de panne décroissant.

On demande d’illustrer à l’aide de tirages aléatoires le résultat de l’exer-
cice 6.5.2, et les deux conjectures que nous avons formulées.

Successivement pour IP = la loi exponentielle de paramètre 1, la loi
Γ(3, 1), la loi de Weibull de paramètres (1,0.5) (que l’on simule aisément
en inversant sa fonction de répartition), on simule une matrice 3 ×N de v.
a. indépendantes de loi IP, notée X. On trace alors, en fonction de n variant
de 1 à N , et sur le même graphique les trois quantités

n−1
n∑

k=1

{min[X(1, k), X(2, k)] +X(3, k) −max[X(1, k), X(2, k)]}.

On pourra choisir N = 103 ou N = 104.
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Chapitre 7

Processus markoviens de saut

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter l’essentiel de la théorie des proces-
sus de Markov en temps continu, à valeurs dans un ensemble fini ou dénom-
brable E. Comme on le verra à la section 7.4, ces processus sont en quelque
sorte une combinaison d’un processus de Poisson et d’une chaîne de Markov
en temps discret (la “chaîne incluse”). Dans une seconde partie de ce chapitre,
nous présenterons des applications à la phylogénie, aux équations aux déri-
vées partielles discrétisées, et à l’algorithme du recuit simulé. La preuve de
la convergence de l’algorithme du recuit présentée ici est dûe à Francis Co-
mets (communication privée). Les files d’attente seront traitées au chapitre
suivant.

7.1 Généralités

Le but de ce chapitre est d’étudier les processus de Markov à valeurs dans
un espace d’état E fini ou dénombrable. On supposera que les trajectoires de
nos processus n’ont que des discontinuités de première espèce (des sauts), et
pour fixer les idées que les trajectoires sont continues à droite et pourvues de
limite à gauche en tout point. Les trajectoires d’un tel processus {Xt, t ≥ 0}
sont nécessairement constantes entre ses sauts, lesquels se produisent à des
instants aléatoires T1(ω), T2(ω), . . . , Tn(ω), . . .. La différence avec le processus
de Poisson du chapitre précédent est que, connaissant la position avant le
saut, la position après le saut est aléatoire. Si l’on désigne par Zn(ω) la

181
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position de {Xt} juste après la n–ième saut Tn(ω), n ≥ 1, une trajectoire
type de {Xt; t ≥ 0} est dessinée à la figure 7.1.

-

6

T0 T1 T2 T3 T4

Z0

Z1

Z2

Z3

Z4

Fig. 7.1 – Trajectoire d’un processus markovien de sauts

La donnée de {Xt; t ≥ 0} est équivalente à celle de la double suite
{Tn, Zn; n ≥ 0}.

Pour certaines applications, il convient de pouvoir rendre certains états
absorbants (par exemple, dans le cas d’un modèle décrivant l’évolution de la
taille d’une population sans possibilité d’immigration, l’état 0 est absorbant).
x ∈ E est dit absorbant si XTn

(ω) = x⇒ Tn+1(ω) = +∞.
On supposera donc que les instants de saut forment une suite croissante

0 = T0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ · · · ≤ Tn ≤ · · ·

avec Tn ∈ IR+ ∪ {+∞}, et

Tn(ω) < Tn+1(ω) si Tn(ω) <∞,

et en outre qu’il n’y a pas d’explosion, i. e. que les instants de saut ne s’ac-
cumulent pas à distance finie, autrement dit que

Tn(ω) → +∞ p. s., quand n→ ∞. (7.1)
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Une fonction aléatoire {Xt; t ≥ 0} à valeurs dans E est appelée fonction
aléatoire de sauts si elle est de la forme :

Xt(ω) =
∑

{n≥0; Tn(ω)<∞}
Zn(ω)1[Tn(ω),Tn+1(ω)[(t)

où les v.a. Zn prennent leurs valeurs dans E. Posons la :

Définition 7.1.1. Une fonction aléatoire de sauts {Xt, t ≥ 0} à valeurs
dans E est appelée processus markovien de sauts (ou chaîne de Markov
en temps continu) si pour tout 0 < s < t, la loi conditionnelle de la v.a. Xt

sachant {Xu; 0 ≤ u ≤ s} ne dépend que de Xs, i.e. si pour tout n ∈ IN,
0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn < s, x0, x1, . . . , xn, x, y ∈ E,
IP(Xt = y|Xt0 = x0, Xt1 = x1, . . .Xtn = xn, Xs = x) = IP(Xt = y|Xs = x)1.

On dira que le processus markovien {Xt, t ≥ 0} est homogène si la
quantité P (Xt = y|Xs = x) ne dépend de s et de t que par la différence t− s.

On n’étudiera dans la suite que des processus markoviens homogènes. On
utilisera la notation :

IP(Xt = y|Xs = x) = Pxy(t− s)

où pour tout t > 0, P (t) est une “matrice markovienne” sur E × E, appelée
matrice de transition dans le temps t. On notera ci–dessous µ(t) la loi de
probabilité de Xt sur E, t ≥ 0. µ(0) est appelée la “loi initiale” du processus
{Xt; t ≥ 0}.

Proposition 7.1.2. Soit {Xt, t ≥ 0} un processus markovien de sauts, de
loi initiale µ et de matrices de transition {P (t), t > 0}. Pour tout n dans IN,
0 < t1 < · · · < tn, la loi du vecteur aléatoire (X0, Xt1 , . . . , Xtn) est donnée
par : pour tout x0, x1, . . . , xn dans E,

IP(X0 = x0, Xt1 = x1, Xt2 = x2, . . . , Xtn = xn)

= µx0Px0x1(t1)Px1x2(t2 − t1) × · · · × Pxn−1xn
(tn − tn−1).

1Cette condition n’a de sens que si

IP(X(t0) = x0, X(t1) = x1, . . . , X(tn) = xn, X(s) = x) > 0.

On ne tiendra pas compte de la condition pour les valeurs de n, x0, x1, . . . , xn, x pour

lesquelles cette inégalité n’est pas satisfaite
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Par conséquent, pour tout t > 0,

µ(t) = µ(0)P (t)

au sens où µy(t) =
∑

x∈E

µx(0)Pxy(t), et pour toute fonction positive ou bornée

g : E → IR,

IE[g(Xt)|X0 = x] = (P (t)g)x

=
∑

y∈E

Pxy(t)gy.

En outre, les matrices de transition {P (t), t > 0} vérifient la relation de
semi–groupe (équation de Chapmann–Kolmogorov) :

P (s+ t) = P (s)P (t),

au sens où pour tous les x, y dans E

Pxy(t+ s) =
∑

z∈E

Pxz(t)Pzy(s)

Preuve Il résulte immédiatement de la définition des probabilités condition-
nelles et de la propriété de Markov que

IP(X0 = x0, Xt1 = x1, . . . , Xtn = xn)

= IP(X0 = x0)P (Xt1 = x1|X0 = x0)IP(Xt2 = x2|X0 = x0, Xt1 = x1)

× · · · × IP(Xtn = xn|X0 = x0, Xt1 = x1, . . . , Xtn−1 = xn−1)

= µx0Px0x1(t1)Px1x2(t2 − t1) × · · · × Pxn−1xn
(tn − tn−1).

Dans le cas n = 1, cette formule s’écrit :

IP(X0 = x, Xt = y) = µxPxy(t)

et le second résultat s’en déduit en sommant sur x ∈ E. Par définition de
P (t),

IP(Xt = y|X0 = x) = Pxy(t),

le troisième résultat s’en déduit en multipliant par gy et sommant en y ∈ E.
Enfin la formule ci–dessus dans le cas n = 2 donne, après division par µx0

IP(Xs = k, Xs+t = y|X0 = x) = Pxz(s)Pzy(t)
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le dernier résultat s’en déduit en sommant en z ∈ E. �

Nous allons maintenant présenter quelques exemples de processus marko-
viens de saut.

Exemple 7.1.3. Un processus de Poisson {Nt; t ≥ 0} d’intensité λ est un
processus de Markov à valeurs dans IN, de matrice de transition :

Pxy(t) =

{
e−λt(λt)y−x/(y − x)!, si y ≥ x;

0, sinon.

Exemple 7.1.4. Processus du télégraphe Etant donné un processus de
Poisson {Nt} d’intensité λ, et une v.a. X0 à valeur dans E = {−1,+1},
indépendante de {Nt; t ≥ 0}, on pose :

Xt = X0(−1)Nt, t ≥ 0.

{Xt, t ≥ 0} est un processus de Markov, de matrice de transition :

P+1+1(t) = P−1−1(t) = e−λt
∑

n≥0

(λt)2n

(2n)!

P−1+1(t) = P+1−1(t) = e−λt
∑

n≥0

(λt)2n+1

(2n+ 1)!

Exemple 7.1.5. Soit {Nt; t ≥ 0} un processus de Poisson d’intensité λ, et
d’instants de saut 0 < T1 < T2 < T3 < · · · < Tn < · · · . On se donne en outre
une chaîne de Markov en temps discret {Zn; n ∈ IN} à valeurs dans E, de
matrice de transition {Pxy; x, y ∈ E}, indépendante de {Nt, t ≥ 0}. Alors
on peut montrer (voir exercice 7.11.1 ci–dessous) que

Xt =

∞∑

n=0

Zn1[Tn,Tn+1[(t), t ≥ 0

est un processus markovien de saut.
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7.2 Générateur infinitésimal

La propriété de semi–groupe fait que P (t) est connu pour tout t dès qu’il
est connu pour t petit. En fait, on va voir qu’il est entièrement déterminé par
sa dérivée à droite en t = 0 (on sait que P (0) = I).

Théorème 7.2.1. Soit {P (t), t > 0} le semi–groupe des matrices de transi-
tion d’un processus markovien de sauts {Xt, t ≥ 0}.

Il existe une matrice {Qxy; x, y ∈ E} (appelée le générateur infinitési-
mal du semi–groupe {P (t); t ≥ 0} qui vérifie

(i) Qxy ≥ 0 si x 6= y

(ii) Qxx = −
∑

y∈E\{x}
Qxy ≤ 0,

(cette dernière égalité étant stricte sauf si l’état x est absorbant) et telle que,
lorsque h ↓ 0,

Pxy(h) = hQxy + ◦(h) si x 6= y

Pxx(h) = 1 + hQxx + ◦(h).

En outre, conditionnellement en X0 = x, l’instant de premier saut T1 et la
position après le premier saut Z1 = XT1 sont indépendants, T1 de loi exponen-
tielle de paramètre qx = −Qxx, et Z1 de loi sur E donnée par {Qxy/qx; y 6= x}.

Preuve Remarquons tout d’abord que

{T1 > nh} ⊂ {X0 = Xh = · · · = Xnh} ⊂ {T1 > nh} ∪ {T2 − T1 ≤ h}.

Comme P (T2 − T1 ≤ h) → 0 quand h→ 0, on a que si, h→ 0, nh→ t (avec
nh ≥ t),

IP(T1 > t|X0 = x) = lim IP(X0 = Xh = · · · = Xnh|X0 = x)

= lim[Pxx(h)]
n

L’existence de cette dernière limite entraîne que

1

h
[1 − Pxx(h)] → qx ∈ [0,+∞],



7.2. GÉNÉRATEUR INFINITÉSIMAL 187

quand h→ 0, et donc

IP(T1 > t|X0 = x) = e−qxt.

D’où nécessairement qx < ∞ et qx = 0 ssi x est absorbant. On pose Qxx =
−qx.

La démonstration de l’existence des limites de
1

h
Pxy(h) pour x 6= y se fait

de façon analogue :

{T1 ≤ t, Z0 = x, Z1 = y}
= lim

h→0,nh→t
∪1≤m≤n{X0 = Xh = · · · = X(m−1)h = x,Xmh = y}

IP(T1 ≤ t, Z1 = y|X0 = x) = lim
1 − Pxx(h)

n

1 − Pxx(h)
Pxy(h)

=
1 − e−qxt

qx
lim

1

h
Pxy(h)

Donc Qxy = lim
1

h
Pxy(h) existe pour x 6= y et

IP(T1 ≤ t, Z1 = y|X0 = x) = (1 − e−qxt)
Qxy

qx

d’où

IP(T1 ≤ t, Z1 = y|X0 = x) = IP(T1 ≤ t|X0 = x)IP(Z1 = y|X0 = x)

et

IP(Z1 = y|X0 = x) =
Qxy

qx
.

Dans le cas cardE <∞, on déduit immédiatement du Théorème le :

Corollaire 7.2.2. (i) {P (t), t ≥ 0} est l’unique solution de l’équation de
Kolmogorov “rétrograde”

dP

dt
(t) = QP (t) t > 0; P (0) = I.
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En outre u(t, x) := E[g(Xt)|X0 = x] satisfait aussi une équation de
Kolmogorov rétrograde






∂u

∂t
(t, x) =

∑

y∈E

Qxyu(t, y), t > 0, x ∈ E;

u(0, x) = g(x), x ∈ E.

(ii) {P (t), t ≥ 0} est aussi l’unique solution de l’équation de Kolmogorov
progressive :

dP (t)

dt
= P (t)Q, t > 0; P (0) = I.

En outre, la famille des lois de probabilité marginales {µ(t), t ≥ 0} des
v.a. {Xt; t ≥ 0} satisfait l’équation de Fokker–Planck :

∂µx(t)

∂t
=
∑

y∈E

µy(t)Qyx, t > 0, x ∈ E.

Preuve Pour établir l’équation de Kolmogorov rétrograde, il suffit de dériver
Pxy(t) en utilisant la propriété de semi–groupe sous la forme

P (t+ h) = P (h)P (t).

L’équation pour u se déduit alors de l’équation obtenue en multipliant à
droite par le vecteur colonne {gx}.

L’équation progressive s’obtient en dérivant à partir de la formule :

P (t+ h) = P (t)P (h).

L’équation de Fokker–Planck s’en déduit alors en multipliant à gauche par
le vecteur ligne {µ(0)}.

Remarque 7.2.3. Essayons d’expliquer la terminologie “équation progres-
sive, équation rétrograde” (en Anglais “forward, backward equation”). L’équa-
tion rétrograde est une équation pour la fonction (t, x) → Pxy(t), à y ∈ E fixé.
C’est une équation en la variable t et en la variable “rétrograde” x. x désigne
la position à l’instant initial, c’est la position dans le passé. Au contraire,
l’équation progressive est une équation pour la fonction (t, y) → Pxy(t), à
x ∈ E fixé. La variable y désigne la position de la chaîne à l’instant t, c’est
la position à l’instant présent.
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Considérons maintenant l’équation rétrograde pour u(t, x) =
IE[g(Xt)|X0 = x], choisissons T > 0, et posons pour 0 ≤ t ≤ T ,
v(t, x) = u(T − t, x) = IE[g(XT )|Xt = x]. v satisfait l’équation






∂v

∂t
(t, x) +

∑

y∈E

Qxyu(t, y) = 0, t > 0, x ∈ E;

v(T, x) = g(x), x ∈ E.

L’équation pour v est une équation rétrograde au sens où elle se résout dans
le sens négatif du temps, de t = T vers t = 0. Notons que dans le cas non–
homogène, où le générateur infinitésimal Q dépend de t, la quantité v(t, x) =
IE[g(XT )|Xt = x] est bien solution de cette même équation, alors que l’on n’a
plus l’équation pour u.

La démonstration ci–dessus n’est pas rigoureuse dans le cas cardE = ∞,
puisqu’elle implique la permutation d’une dérivation et d’une sommation
infinie. Nous établirons l’équation de Kolmogorov “rétrograde” dans le cas
général dans la section suivante.

7.3 Propriété de Markov forte

La notion de temps d’arrêt et la tribu FX
S sont définis comme à la section

6.3, en remplaçant {Nt; t ≥ 0} par {Xt; t ≥ 0}.
Théorème 7.3.1. Soit S un temps d’arrêt du processus markovien de sauts
{Xt; t ≥ 0}. Conditionnellement en {S < ∞} et {XS = x}, {XS+t, t ≥ 0}
est indépendant de FX

S , et sa loi est celle de {Xt; t ≥ 0} sachant que X0 = x.

Preuve On va se contenter de faire la démonstration dans le cas d’un temps
d’arrêt constant S ≡ s. Le cas général s’en déduit comme pour le processus de
Poisson (cf. Preuve de la Proposition 6.3.2). Soit 0 ≤ s1 < s2 < · · · < sk < s ;
0 < t1 < t2 < · · · < t` ; x, x1, . . . , xz, y1, . . . , y` ∈ S,

IP(Xs+t1 = y1, . . . , Xs+t` = y`/Xs1 = x1, . . . , Xsk
= xk, Xs = x)

=
IP(Xs1 = x1, . . . , Xsk

= xk, Xs = x,Xs+t1 = y1, . . . , Xs+t` = y`)

IP(Xs1 = x1, . . . , Xsk
= xk, Xs = x)

= Pxy1(t1)Py1y2(t2 − t1) × · · · × Py`−1y`
(t` − t`−1)

= IP(Xt1 = y1, . . . , Xt` = y`|X0 = x)
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�

Nous allons maintenant établir l’équation de Kolmogorov rétrograde dans
le cas général.

Théorème 7.3.2. Pour tout x, y ∈ E, la fonction t → Pxy(t) est dérivable,
et

d

dt
Pxy(t) = (QP )xy(t).

Preuve Définissons pour tout n ∈ IN la loi conditionnelle de (Zn, Tn) sachant
que X0 = Z0 = x :

Rn(x; y, B) = IP(Zn = y, Tn ∈ B|Z0 = x), B borélien de IR+.

Notons que

R0(x; y, B) =

{
1, si x = y, 0 ∈ B;

0, sinon.

et qu’il résulte du Théorème 7.2.1 que

R1(x; y, B) =




Qxy

∫

B

e−qxtdt, si x 6= y;

0, si x = y.

La propriété de Markov forte à l’instant Tm entraîne que

IP(Zm+n = z, Tm+n ∈ B|FX
Tm

) = Rn(XTm
; z, B − Tm),

où nous avons utilisé la notation

B − t = {s ∈ IR+; s+ t ∈ B}

Donc

IP(Zm+n = z, Tm+n ∈ B|X0 = x) = IE[Rn(Zm; z, B − Tm)|X0 = x]

=
∑

y∈E

∫

IR+

Rm(x; y; dt)Rn(y; z, B − t),

Autrement dit,

Rm+n(x; z, B) =
∑

y∈E

∫

B

∫

R+

Rm(x; y, dt)Rn(y; z, du− t),
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soit

Rm+n(x; z, du) =
∑

y

∫ u

0

Rm(x; y, dt)Rn(y; z, du− t),

où la mesure Rn(y; z, du− t) est définie par
∫

IR+

Rm(y; z, du− t)f(u) =

∫

IR+

Rm(y; z, du)f(t+ u).

Il est clair que les {Rn, n ≥ 1} sont entièrement déterminés par R1 et cette
équation fondamentale.

Remarquons que

Pxy(s) =
∑

m≥0

IP(Zm = y, Tm ≤ s < Tm+1|Z0 = x)

=
∑

m≥0

P (Zm = y, Tm ≤ s, Tm+1 − Tm > s− Tm|Z0 = x)

=
∑

m≥0

IE[IP(Tm+1 − Tm > s− Tm|Zm, Tm)1{Zm=y,Tm≤s}|Z0 = x]

=
∑

m≥0

IE[e−qZm(s−Tm)1{Zm=y,Tm≤s}|Z0 = x]

=
∑

m≥0

∫ s

0

e−qy(s−t)Rm(x; y, dt),

où on a utilisé à la troisième égalité la propriété de Markov forte à l’instant
Tm.

Donc d’après l’équation ci–dessus

Pxy(s) = δxye
−qxs +

∑

m≥1

∫ s

0

e−qy(s−t)Rm(x; y, dt)

Pxy(s) = δxye
−qxs +

∑

m≥0,z∈E

∫ s

0

e−qy(s−t)

∫ t

0

R1(x; z, du)Rm(z; y, dt− u),

soit

Pxy(t) = δxye
−qxt +

∑

z∈E

∫ t

0

R1(x; z, ds)Pzy(t− s)

eqxtPxy(t) = δxy +

∫ t

0

eqxs
∑

z 6=x

QxzPzy(s)ds.
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Donc la fonction t→ Pxy(t) est dérivable, et

d

dt
Pxy(t) =

∑

z 6=x

QxzPzy(t) − qxPxy(t)

=
∑

z

QxzPzy(t).

�

Le raisonnement qui précède montre que

IP(Z1 = y, T1 ∈ B,Z2 = z, T2 − T1 ∈ C|Z0 = x)

=

∫

B

∫

C

R1(x, y, dt)R1(y, z, du)

Cette formule se généralise à la loi de ((Z1, T1), . . . , (Zn, Tn)). Partant de
cette loi jointe, on pourrait en déduire que le processus de saut correspondant
{Xt, t ≥ 0} est markovien.

Remarque 7.3.3. Si on se donne un générateur quelconque Q, on peut dé-
finir R1, et donc la loi des (Zx, Tx). Mais la suite {Tn} correspondante ne
vérifie pas forcément la condition de non–explosion (7.1), i.e. le processus
{Xt} correspondant n’est pas forcément défini pour tout t ≥ 0. On donnera
à la section suivante des conditions suivantes sur Q pour que ce soit le cas.

7.4 Chaîne de Markov incluse

Soit {Xt; t ≥ 0} un processus de Markov dont les temps de saut T1, T2, . . . ,
Tn, . . . vérifient la condition de non–explosion (7.1). La suite {Zn;n ∈ IN}
définie par

Zn = XTn
(avec T0 = 0)

est une chaîne de Markov en temps discret (c’est une conséquence de la
propriété de Markov forte de {Xt}), appelée la “chaîne incluse”, qui a la
particularité que Zn+1 6= Zn p.s., ∀n ≥ 0. Sa matrice de transition P se
calcule aisément en fonction du générateur Q de {Xt} :

Pxy =

{
(−Qxx)

−1Qxy, si y 6= x;

0, si y = x.
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Posons, pour n ≥ 1,

Sn = qZn−1(Tn − Tn−1) (où qx = −Qxx),

et pour t ≥ 0,

Nt = sup{n;

n∑

k=1

Sk ≤ t}.

Alors {Nt; t ≥ 0} est un processus de Poisson d’intensité 1 (utiliser la pro-
priété de Markov forte de {Xt}, et le fait que si U ' exponentielle (λ), λU '
exponentielle (1)).

Réciproquement, soit Q un générateur infinitésimal, i. e. une matrice
indxée par E × E, telle que pour tout x ∈ E,

Qxy ≥ 0, y 6= x; Qxx = −
∑

y 6=x

Qxy < 0.

On pose qx = −Qxx, et on définit la matrice de transition P par

Pxy =

{
Qxy

qx
, si y 6= x;

0, si y = x.
(7.2)

A toute condition initiale x ∈ E, on associe la chaîne de Marekov {Zn, n ≥
0} de matrice de transion P . Soit maintenant {Nt; t ≥ 0} un processus
de Poisson d’intensité 1, indépendant de la chaîne {Zn; n ∈ IN}. On note
0 = T0 < T1 < T2 < · · · les instants de saut du processus de Poisson, et on
définit, pour n ≥ 1,

Sn =
Tn − Tn−1

q(Zn−1)
,

T ′
n = S1 + . . .+ Sn.

Si la condition de non explosion (7.1) est satisfaite, alors

Xt
def

=
∑

n≥0

Zn1[T ′
n,T ′

n+1[(t), t ≥ 0 (7.3)

est un processus de Markov de générateur infinitésimal Q.
Il reste à répondre à la question : étant donné un générateur infinitésimal

Q, quand est–ce que la suite de temps d’arrêt {T ′
n, n ≥ 0} associée vérifie la

condition de non–explosion, i. e. quand est–ce que (7.3) définit Xt pour tout
t ≥ 0 ? On va montrer la
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Proposition 7.4.1. La condition de non explosion (7.1) est satisfaite ssi
∑

n≥0

q−1
Zn

= +∞ p.s. (7.4)

Commençons par énoncer le

Corollaire 7.4.2. Pour qu’un générateur infinitésimal Q soit le générateur
infinitésimal d’un processus de Markov qui satisfait la condition (7.1), il suffit
que l’une des deux conditions suivantes soit satisfaite

1. supx∈E qx <∞.

2. La chaîne de Markov {Zn} de matrice de transition P définie (7.2) est
récurrente.

Il est clair que que chacune des deux conditions du Corollaire entraîne
(7.4). La Proposition résulte maintenant du Lemme suivant, en posant

An = Tn+1 − Tn, Bn =
1

qZn

; n ≥ 0.

Lemme 7.4.3. Soit {An, n ≥ 1} et {Bn, n ≥ 1} deux suites indépendantes
de v. a. à valeurs dans IR∗

+, la suite des {An} étant i. i. d. de loi commune
la loi exponentielle de paramètre 1. Alors il y a équivalence entre

1.
∑∞

n=1AnBn = +∞ p. s.

2.
∑∞

n=1Bn = +∞ p. s.

Preuve Il résulte de l’indépendance des deux suites que le Lemme est une
conséquence du fait que pour toute suite {bn, n ≥ 1} de nombres strictement
positifs,

∞∑

n=1

Anbn = +∞ p. s. ⇐⇒
∞∑

n=1

bn = +∞. (7.5)

Si
∑

n bn <∞, alors IE
∑

nAnbn =
∑

n bn <∞, donc a fortiori
∑

nAnbn <∞
p. s. Il reste à montrer que si

∑
n bn = +∞, alors

Λn :=

n∑

k=1

Akbk → +∞ p. s., quand n→ ∞.

Dans le cas où il existe une sous–suite nj telle que bnj
→ +∞, clairement∑

nAnbn ≥ ∑j Anj
bnj

= +∞, car les Anj
étant i. i. d. de loi exponentielle,
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une infinité d’entre eux est plus grande que 1. Il reste donc à considérer le
cas où 0 ≤ bn ≤ C et

∑
n bn = +∞. Alors pour tout M > 0, si n est assez

grand pour que IEΛn > 2M ,

IP(Λn ≤M) ≤ IP

(
|Λn − IEΛn| ≥

IEΛn

2

)

≤ 4
V ar(Λn)

(IEΛn)2
= 4

∑n
1 b

2
k

(
∑n

1 bk)
2

≤ 4C∑n
1 bk

→ 0,

et donc Λn → +∞ en probabilité, et donc p. s. par monotonie de la suite. Le
Lemme est établi.

Remarque 7.4.4. Au chapitre suivant, nous préciserons des processus mar-
koviens de sauts en indiquant leur générateur infinitésimal Q. On pourra
vérifier que tous les exemples traités satisfont l’une des conditions (en fait
en général la première) du Corollaire 7.4.2.

7.5 Classification des états

Dans ce qui suit, on désignera comme dans le cas du temps discret par
IPx la loi conditionnelle de {Xt, t ≥ 0}, sachant que X0 = x. Les classes
d’équivalence du processus de Markov {Xt; t ≥ 0} sont celles de la chaîne
incluse. Notons que dès que {Xt; t ≥ 0} est irréductible,

Pxy(t) > 0, ∀x, y ∈ E, t > 0. (7.6)

En effet, pour tout x, y ∈ E, il existe n ≥ 1 et x0 = x, x1, . . . , xn−1, xn = y tels
que Qxk−1xk

> 0, 1 ≤ k ≤ n, et il résulte des propriétés de la loi exponentielle
que Pxy(t) ≥ Pxx1(t/n) × · · · × Pxn−1y(t/n) > 0.

Un état x ∈ E est dit récurrent (resp. transitoire) pour {Xt; t ≥ 0} s’il
est récurrent (resp. transitoire) pour la chaîne incluse. Donc en particulier
dans le cas irréductible, tous les états sont soit récurrents soit transitoires.

On a, comme dans le cas des chaînes en temps discret, le

Théorème 7.5.1. Soit {Xt; t ≥ 0} un processus de Markov irréductible et
récurrent. Alors il existe une mesure strictement positive π sur E solution
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de l’équation πQ = 0, unique à une constante multiplicative près. En outre,
une telle mesure est invariante par le semi–groupe {P (t)}, i. e. πP (t) = π,
∀t ≥ 0.

Preuve On remarque que si Q désigne le générateur infinitésimal du pro-
cessus {Xt} et P la matrice de transition de sa chaîne incluse, alors

Q = q(P − I),

où q désigne la matrice diagonale définie par

qxy = δxyqx, x, y ∈ E.

Notons que l’hypothèse que le processus est irréductible entraîne que qx > 0,
∀x ∈ E. Donc on va pouvoir sans problème diviser par q. L’hypothèse est
que la chaîne incluse est irréductible et récurrente. Donc la mesure γx définie
dans la preuve du Théorème 2.5.3 est strictement positive, et elle est l’unique
(à une constante multiplicative près) solution de l’équation γxP = γx. Donc
la mesure strictement positive µx = q−1γx vérifie µxQ = 0, et toute autre
solution µ′ de cette équation est telle que qµ′ est invariante par P , donc il
existe une constante c telle que µ′ = cµ. On a la formule suivante pour la
mesure µx :

µx
y =

γx
y

qy
= IEx

∫ Rx

0

1{Xs=y}ds

= IEx

∫ ∞

0

1{Xs=y,s<Rx}ds.

Mais si t > 0, par la propriété de Markov forte,

IEx

∫ t

0

1{Xs=y}ds = IEx

∫ Rx+t

Rx

1{Xs=y}ds.
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Donc

µx
y = IEx

∫ Rx+t

t

1{Xs=y}ds

= IEx

∫ Rx

0

1{Xt+s=y}ds

=

∫ ∞

0

IPx(Xt+s = y, s < Rx)ds

=

∫ ∞

0

∑

z

IPx(Xs = z, s < Rx)Pzy(t)ds

=
∑

z

µx
zPzy(t).

�

7.6 Le cas irréductible récurrent

Pour distinguer entre récurrence positive ou nulle (cette question ne se
pose que dans le cas |E| = +∞), il ne suffit pas de regarder ce qu’il en est
de la chaîne incluse, comme on va maintenant le voir. Définissons l’instant
du premier retour à l’état x comme :

Rx = inf{t ≥ T1;Xt = x}
Définition 7.6.1. L’état x est dit récurrent positif s’il est récurrent et si
IEx(Rx) <∞, récurrent nul s’il est récurrent et si IEx(Rx) = +∞.

A nouveau, dans le cas irréductible récurrent, tous les états sont soit ré-
currents nuls, soit récurrents positifs, et suivant le cas on dit que le processus
{Xt} est transitoire, récurrent nul ou récurrent positif. Le cas récurrent po-
sitif est équivalent à l’existence d’une unique probabilité invariante, comme
on va maintenant le montrer.

Théorème 7.6.2. Soit {Xt, t ≥ 0} un processus markovien de sauts irré-
ductible. Alors un état x ∈ E est récurrent positif si et seulement si tous
les états sont récurrents positifs, si et seulement si il existe une probabilité
invariante π, et dans ce cas

IExRx =
1

πxqx
, ∀x ∈ E.
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Preuve Si x est récurrent positif pour {Xt}, alors x est récurrent pour la
chaîne incluse {Zn, n ≥ 0}. On désigne par γx

y le nombre moyen de visites
à l’état y lors d’une excursion de {Zn} partant de x. Il résulte de ce que la
durée de chaque séjour à l’état y est indépendante de la chaîne incluse, et
d’espérance q−1

y que

IExRx =
∑

y∈E

γx
y

qy
.

Mais on a vu dans la preuve du Théorème 7.5.1 que la mesure µx définie par

µx
y =

γx
y

qy

vérifie µxQ = 0. La condition x récurrent positif entraîne donc l’existence
d’une mesure invariante de masse finie, donc d’une probabilté invariante.
Supposons réciproquement qu’il existe une probabilité π solution de πQ = 0.
Alors la mesure qπ est invariante par P , et pour tout x, y ∈ E,

qyπy

qxπx

est le nombre moyen de visites à l’état y au cours d’une excursion de {Zn}
partant de x. Donc

IExRx =
∑

y∈E

πy

qxπx
<∞, ∀x ∈ E,

et n’importe quel état x ∈ E est récurrent positif. �

Nous allons maintenant nous limiter au cas récurrent positif, et établir le
théorème ergodique, puis établir la convergence des probabilités de transition
vers la probabilité invariante.

Théorème 7.6.3. Soit {Xt, t ≥ 0} un processus markovien de sauts à valeurs
dans E irréductible, récurrent positif. On note Q son générateur infinitésimal,
et π l’unique probabilité invariante. Alors si f : E → IR est bornée,

1

t

∫ t

0

f(Xs)ds→
∑

x∈E

f(x)πx

p. s. quand t→ ∞.
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Preuve Il suffit de considérer le cas f(y) = 1{y=x} et de travailler sous IPx

(cf. la preuve du Théorème 2.5.7). Comme dans le cas du temps discret, les
excursions successives partant de x sont i. i. d.. On note Nx(t) le nombre de
visites à l’état x entre l’instant 0 et l’instant t, T x

k le temps passé à l’état x
par le processus {Xt} au cours de sa k–ième visite. Puisque la Nx(t)–ième
visite à l’état x n’est pas forcément terminée à l’instant t, on a

1

t

Nx(t)−1∑

k=1

T x
k <

1

t

∫ t

0

1{Xs=x}ds ≤
1

t

Nx(t)∑

k=1

T x
k .

Mais clairement T x
Nx(t)/t→ 0 p. s. quand t→ ∞, et

1

t

Nx(t)∑

k=1

T x
k =

Nx(t)

t
× 1

Nx(t)

Nx(t)∑

k=1

T x
k

→ 1

IExRx
× 1

qx
= πx.

En effet, puisque la suite {T x
k , k ≥ 1} est i. i. d., et par la récurrence Nx(t) →

∞ quand t→ ∞, p. s.

1

Nx(t)

Nx(t)∑

k=1

T x
k → IEx(T

x
1 ) =

1

qx
.

Enfin la preuve du fait que

t

Nx(t)
→ IEx(Rx)

suit le même argument que dans la preuve du Théorème 2.5.7. �

Dans le cas du temps continu, la convergence de la loi de Xt vers la
probabilité invariante quant t → ∞ est vraie dans le cas irréductible et
récurrent positif, sans restriction supplémenatire.

Théorème 7.6.4. Soit {Xt, t ≥ 0} un processus markovien de sauts à va-
leurs dans E irréductible, récurrent positif, et π l’unique probabilité solution
de l’équation de l’équation de Fokker–Planck stationnaire. Alors pour toute
probabilité µ sur E et x ∈ E, (µP )x(t) → πx quand t→ ∞.
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Preuve On pourrait suivre la démarche de la preuve du Théorème 2.6.4,
mais on va plutôt utiliser ce résultat.

Si l’on échantillonne le processus {Xt} en posant Yn = Xnh, n = 0, 1, . . .,
où h > 0 est arbitraire, il est clair que {Yn, n ∈ IN} est une chaîne de Markov
irréductible et apériodique d’après (7.6), dont l’unique probabilité invariante,
qui ne dépend pas de h, est π. Admettons un instant le

Lemme 7.6.5. Pour tout t, h > 0, x, y ∈ E,

|Pxy(t+ h) − Pxy(t)| ≤ 1 − e−qxh.

Fixons ε > 0 et x, y ∈ E. On choisit tout d’abord h > 0 suffisament petit
pour que

1 − e−qxs ≤ ε/2, 0 ≤ s ≤ h,

puis on choisit N assez grand pour que

|Pxy(nh) − πy| ≤ ε/2, si n ≥ N.

On conclut que si t ≥ Nh, en notant n l’entier tel que nh ≤ t < (n+ 1)h,

|Pxy(t) − πy| ≤ |Pxy(t) − Pxy(nh)| + |Pxy(nh) − πh| ≤ ε.

Le théorème se déduit aisément de ce résultat, en découpant l’ensemble des
points de départ en un ensemble fini qui supporte toute la mesure µ à δ près,
et son complémentaire. Il reste à procéder à la
Preuve du Lemme 7.6.5 : On note que

|Pxy(t+ h) − Pxy(t)| = |
∑

z

Pxz(h)Pzy(t) − Pxy(t)|

=

∣∣∣∣∣
∑

z 6=x

Pxz(h)Pzy(t) − (1 − Pxx(h))Pxy(t)

∣∣∣∣∣

≤ 1 − Pxx(h).

Remarque 7.6.6. La convergence du Théorème 7.6.4 a lieu au sens de la
convergence étroite des probabilités sur E. En effet d’une part quand t→ ∞,
(µP )x(t) → πx pour tout x ∈ E, donc aussi pour tout sous–ensemble fini
F ⊂ E,

∑
x∈F (µP )x(t) → ∑

x∈F πx. Comme en outre µP (t) et π sont des
probabilités sur E, il n’est pas trop difficile de montrer que si f : E → IR est
bornée, ∑

x

(µP )x(t)f(x) →
∑

x

πxf(x), quand t→ ∞.
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Notons que si la probabilité invariante π est la loi de X0, le processus
{Xt; t ≥ 0} est stationnaire au sens où pour tout n ∈ IN, 0 ≤ t1 < t2 <
· · · < tn, la loi du vecteur aléatoire (Xt1+s, Xt2+s, . . . , Xtn+s) ne dépend pas
de s ≥ 0.

Remarque 7.6.7. L’équation πQ = 0 s’écrit ∀x ∈ E,

∑

y 6=x

πyQyx = πx

∑

y 6=x

Qxy.

Le membre de gauche de cette égalité s’interprète comme le flux entrant dans
l’état x à l’équilibre en provenance des différents états, et le membre de droite
comme le flux sortant de x à l’équilibre, vers les divers états. L’équation
πQ = 0 dit donc qu’à l’équilibre, les nombres moyen par unité de temps de
départs et d’arrivées à chaque état sont égaux.

On a aussi dans ce contexte une généralisation du théorème de la limite
centrale.

Théorème 7.6.8. Supposons que le processus markovien de sauts {Xt; t ≥
0} est irréductible, et qu’il possède une probabilité invariante π. Soit f ∈
L2(E, π) de la forme f = Qg, avec g ∈ L2(E, π) [ceci entraîne que < π, f >=∑

x

πxfx =
∑

xy

πxQxygy = 0].

On pose

C(f) := −2
∑

x∈E

fxgxπx,

que l’on supposera non nul (alors C(f) > 0). Alors

1√
tC(f)

∫ t

0

f(Xs)ds→ Z,

en loi, quand t→ ∞, où Z est une v.a.r. gaussienne centrée réduite.

On a aussi la convergence de

{
1√
uC(f)

∫ tu

0

f(Xs)ds, t ≥ 0

}
vers un

mouvement brownien {Bt, t ≥ 0}, quand u→ ∞.
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7.7 Réversibilité

Etant donné un processus markovien de sauts {Xt; t ≥ 0}, et T > 0,
{X̂T

t = XT−t, 0 ≤ t ≤ T} est aussi markovien. Si la loi de X0 est une
probabilité invariante π, alors X̂T est homogène. Notons Q̂ son générateur
infinitésimal. On a le

Théorème 7.7.1. Q̂ = Q ssi la relation d’équilibre ponctuel

πxQxy = πyQyx, ∀x, y ∈ E,

est satisfaite. Dans ce cas, on dit que le processus {Xt} est réversible (pour
la probabilité π, qui est nécessairement invariante).

Preuve : On a, pour les mêmes raisons que la formule analogue pour le
temps discret,

P̂xy(t) =
πy

πx

Pyx(t),

d’où l’on déduit en prenant la dérivée en t = 0

Q̂xy =
πy

πx
Qyx.

Le résultat est maintenant évident.

Remarque 7.7.2. Comme dans le cas des chaînes en temps discret, un
processus markovien de saut irréductible récurrent positif n’est pas nécessaire-
ment réversible. A nouveau, un contre–exemple est donné par le cas où pour
un certain couple x 6= y, Qxy = 0 6= Qyx, ce qui n’est pas contradictoire avec
l’irréductibilité dès que cardE ≥ 3.

Remarque 7.7.3. Comme dans le cas du temps discret, déterminer un gé-
nérateur Q connaisant une probabilité invariante π n’est pas difficile. Le plus
simple est de chercher Q telle que le processus correspondant soit réversible
par rapport à π, donc de chercher Q générateur infinitésimal irréductible, tel
que la quantité πxQxy soit symétrique en x, y.

Déterminer la probabilité invariante, connaissant le générateur infinité-
simal irréductible, est en général plus difficile. On peut chercher à résoudre
l’équation

πxQxy = πyQyx,

mais celle–ci n’a de solution que dans le cas réversible. Dans le cas non
réversible, il faut résoudre l’équation πQ = 0. Si on sait deviner π à une
constante multiplicative près, on peut utiliser le résultat suivant
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Théorème 7.7.4. Étant donnée une probabilité π sur E, on pose pour x, y ∈
E

Q̂xy =
πy

πx
Qyx.

Si ∑

y 6=x

Q̂xy =
∑

y 6=x

Qxy,

alors π est une probabilité invariante, et Q̂ est le générateur du processus
retourné.

Preuve : En utilisant la première, puis la seconde identité de l’énoncé, on
obtient

∑

y 6=x

πyQyx = πx

∑

y 6=x

Q̂xy

= πx

∑

y 6=x

Qxy

= −πxQxx,

soit l’égalité πQ = 0. La seonde partie de l’énoncé est alors une conséquence
de la formule contenue dans la preuve du théorème 7.7.1. �

Notons que si l’on sait deviner le générateur du processus retourné, on
en déduit la probabilité invariante à une constante multiplicative près, qui se
calcule à l’aide d’une seule sommation.

7.8 Modèles markoviens d’évolution et Phylo-

génie

On va présenter les processus de Markov sur les arbres, qui sont cou-
ramment utilisées comme modèle en phylogénie. On considèrera des arbres
binaires, avec ou sans racine. On représente à la figure 7.2 un arbre binaire
avec racine (avec la racine en haut et les feuilles en bas !), et à la figure 7.3
un arbre binaire sans racine.
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Fig. 7.2 – Arbre binaire avec racine

Processus de Markov sur un arbre avec racine Le processus part de
la racine (qui joue le rôle de l’instant initial 0) dans un certain état, disons
x. Il évolue jusqu’au premier noeud qui se trouve à la distance r de la racine,
comme un processus markovien de sauts pendant l’intervalle de temps r.
Notons y l’état du processus en ce noeud. Sur chaque branche qui part de
ce noeud court un processus markovien de sauts, partant de y, de telle sorte
que les deux processus sur les deux branches sont indépendants, jusqu’au
prochain noeud, et ainsi de suite jusqu’aux feuilles de l’arbre. Notons que
l’on considérera toujours un processus irréductible à valeurs dans un ensemble
fini, donc ce sera un processus récurrent positif, et la loi du processus à la
racine sera la probabilité invariante. On peut alors, sans modifier la loi du
processus, supprimer la branche entre la racine et le premier noeud.

Processus de Markov sur un arbre sans racine Supprimons donc la
branche entre la racine et le premier noeud. Cela signifie que le processus
part de la racine (située au premier noeud) sous la probabilité invariante, et
évolue indépendemment sur les deux branches, jusqu’à rencontrer les noeuds



7.8. PHYLOGÉNIE 205

Fig. 7.3 – Le même arbre, sans racine

suivants, etc... Reportons–nous maintenant à la figure 7.3. La racine n’est plus
marquée sur la branche centrale. On peut encore l’imaginer, et considérer que
deux processus partent de ce point, un dans chaque sens, vers les deux noeuds
aux extrémités de la branche centrale. Supposons maintenant que l’on déplace
la racine sur la branche centrale, vers la droite ou vers la gauche. Il est assez
facile de se convaincre de ce que la loi du processus résultant sur l’arbre
n’est pas modifiée par un tel changement, à condition qu’il s’agisse d’un
processus réversible. En effet, la différence entre les deux constructions avec
la racine en deux points différents de la branche centrale est qu’une portion
de cette branche est parcourue dans deux sens différents par le processus.
Dans le cas réversible, la racine peut être placée équivalemment en une des
deux extrémités de la branche centrale, ou même en n’importe quel noued,
ou n’importe quel point de l’arbre. On voit donc que l’on peut définir un
processus markovien réversible sur un arbre sans racine, en plaçant le point
de départ n’importe où sur l’arbre.



206 CHAPITRE 7. PROCESSUS MARKOVIENS DE SAUT

7.8.1 Modèles d’évolution

Pour préciser la vraisemblance d’un arbre au vu des données, il nous faut
préciser un modèle d’évolution, qui indique comment ces données ont été
“fabriquées” par l’évolution le long des branches de l’arbre, pour chaque site
sur l’ADN. On va décrire pusieurs modèles markoviens d’évolution de l’ADN,
en précisant les taux de transition d’un nucléotide à l’autre. C’est à dire que
l’on précisera la matrice Q sous la forme

Q =

a c g t

a x x x x
c x x x x
g x x x x
t x x x x

Le modèle de Jukes–Cantor (1969) C’est le plus simple, qui suppose
que toutes les mutations se font au même taux, i.e. pour un certain α > 0,

Q =




−3α α α α
α −3α α α
α α −3α α
α α α −3α


 .

La probabilité invariante associée est la probabilité uniforme sur les 4 nuclé-
otides. Les probabilités de transition se calculent explicitement. P (t) =




0, 25 + 0, 75e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt

0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 + 0, 75e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt

0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 + 0, 75e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt

0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 − 0, 25e−4αt 0, 25 + 0, 75e−4αt


 .

Les modèles de Kimura (1980 et 1981) Parmi les quatre types de nu-
cléotides, la cytosine et la thymine sont des pyrimidines, alors que l’adénine
et la guanine sont des purines. Il est raisonnable de supposer que les tran-
sitions (remplacement d’une purine par une autre, ou d’une pyrimidine par
une autre) sont plus fréquentes que les transversions (remplacement d’une
purine par une pyrimidine ou vice versa). Donc on est amené à supposer que
les taux de sustitution entre a et g ou entre c et t sont plus élevés que tous
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les autres, d’où le modèle (avec β > α)

Q =




−2α− β α β α
α −2α− β α β
β α −2α− β α
α β α −2α− β


 .

La probabilité invariante est encore la probabilité uniforme. Les probabilités
de transition sont données par

Pxx(t) = 0, 25 + 0, 25e−4βt + 0, 5e−2(α+β)t,

Pxy(t) = 0, 25 + 0, 25e−4βt − 0, 5e−2(α+β)t,

si x 6= y sont soit tous deux des purines, soit tous deux des pyrimidines,

Pxy(t) = 0, 5 − 0, 5e−4βt

dans le dernier cas.
Kimura a proposé un second modèle, de la forme

Q =




−α − β − γ α β γ
α −α− β − γ γ β
β γ −α− β − γ α
γ β α −α − β − γ


 ,

pour lequel la probabilité invariante est encore la probabilité uniforme.

Le modèle de Felsenstein Etant donné une loi de probabilité π sur l’es-
pace E = {a, c, g, t}, et un nombre positif u, Felsenstein a proposé le modèle

Q =




u(πa − 1) uπc uπg uπt
uπa u(πc − 1) uπg uπt
uπa uπc u(πg − 1) uπt
uπa uπc uπg u(πt − 1)


 .

Notons que clairement pour x 6= y,

πxQxy = πyQyx,

donc π est la probabilité invariante, et la chaîne est réversible. La matrice Q
possède deux valeurs propres : −u, dont l’espace propre associé est constitué



208 CHAPITRE 7. PROCESSUS MARKOVIENS DE SAUT

des vecteurs orthogonaux à π dans IR4, et 0, dont l’espace propre associé est
constitué des vecteurs colinéaires au vecteur (1, 1, 1, 1). Passant à l’exponen-
tielle, on montre aisément que

Pxy(t) =
(
etQ
)

xy
= e−utδxy + (1 − e−ut)πy.

Dans le cas particulier où π = (1/4, 1/4, 1/4, 1/4), ce modèle se réduit à celui
de Jukes–Cantor.

Le modèle d’Hasegawa, Kishino, Yano (1985) Il s’agit d’une généra-
lisation à la fois du premier modèle de Kimura, et de celui de Felsenstein.
Soit à nouveau π une probabilité sur E, et u, v deux nombres positifs.

Q =




−uπg − vπ2 vπc uπg vπt
vπa −uπt − vπ1 vπg uπt
uπa vπc −uπa − vπ2 vπt
vπa uπc vπg −uπc − vπ1


 ,

où π1 = πa + πg, π2 = πc + πt. A nouveau π est la probabilité invariante. On
peut encore donner une expression explicite pour P (t).

Il y a de bonnes raisons de supposer que πc = πg et πa = πt, puisque
l’ADN est une molécule à deux brins, constitué de paires c : g et a : t.
L’égalité ci–dessus est une conséquence de l’hypothèse assez naturelle que
l’évolution est la même sur les deux brins. Le modèle HKY, avec cette res-
triction, devient un modèle avec trois paramètres, à savoir u, v et θ = πc+πg,
qui a été proposé par Tamura en 1992. Il s’écrit

Q =
1

2




−uθ − v vθ uθ v(1 − θ)
v(1 − θ) −u(1 − θ) − v vθ u(1 − θ)
u(1 − θ) vθ −u(1 − θ) − v v(1 − θ)
v(1 − θ) uθ vθ −uθ − v


 .

Le modèle réversible général Comme le cardinal de E est très petit,
on peut chercher à utiliser le modèle le plus général. Tavaré a proposé une
paramétrisation du modèle le plus général, qui prend la forme

Q =




−uW uAπc uBπg uCπt
uDπa −uX uEπg uFπt
uGπa uHπc −uY uIπt
uJπa uKπc uLπg −uZ


 ,
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où u est un paramètre positif, π la probabilité invariante,

W = Aπc +Bπg + Cπt

X = Dπa + Eπg + Fπt

Y = Gπa +Hπg + Iπt

Z = Jπa +Kπc + Lπg,

et les paramètres A,B, . . . , L sont douze paramètres libres. Comme on le
verra ci–dessous, il est important pour le calcul du maximum de vraisem-
blance que le modèle soit réversible. La contrainte de réversibilité impose six
contraintes, à savoir

A = D, B = G, C = J, E = H, F = K, I = L.

Il reste donc six paramètres à choisir, par exemple A, B, C, E, F et I. Il y a
en outre les 3 paramètres de la probabilité invariante, cela fait donc en tout
9 paramètres à choisir.

Modèles de codons Un codon est un triplet de nucléotides qui code pour
un acide aminé. Parmi les 43 = 64 codons possible, 3 sont des codons STOP
possibles, les 61 autres codent pour les 20 acides aminés. Notons au passage
que le code génétique (la règle de traduction des codons en amino–acides)
est dégénéré, au sens où plusieurs codons codent pour le même amino–acide.
Donc parmi les mutations possibles de codons, il faut distinguer les mutations
synonymes (qui transforment un codon en un autre qui code pour le même
acide aminé) des mutations non synonymes. Les dernières sont soit freinées,
soit favorisées par la sélection, alors que les changements synonymes s’accu-
mulent au taux des mutations. En général, le rapport mutations synonymes
/ mutation non synonymes est plus grand que 1.

Goldman et Yang on proposé en 1994 un modèle comportant 63 para-
mètres, à savoir 60 paramètres pour les fréquences πxyz, le taux de transition
α, le taux de transversion β, et le rapport

ω = taux des mutations non synonymes / taux des mutations synonymes.
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Le modèle GY s’écrit

Q(x1y1z1)(x2y2z2) =






0 si 1 et 2 diffèrent par plus d’une base,

απx2y2z2 pour une transition synonyme,

βπx2y2z2 pour une transversion synonyme,

ωαπx2y2z2 pour une transition non synonyme,

ωβπx2y2z2 pour une transversion non synonyme.

Notons que sur les 63 paramètres à estimer, les 60 paramètres de la pro-
babilité invariante π ne sont en général pas estimés par le maximum de
vraisemblance, mais par les fréquences empiriques des divers codons dans les
données. Une autre possibilité est d’estimer πxyz par le produit π1

xπ
2
yπ

3
z des

fréquences des divers nucléotides aux positions 1, 2 et 3 du codon.

Modèles non homogènes Une hypothèse implicite dans les modèles mar-
koviens considérés jusqu’ici est la stationnarité. Le générateur infinitésimal
est le même sur les diverses branches de l’arbre phylogénétique. Donc la
probabilité invariante est la même sur les diverses branches, autrement dit
les diverses séquences doivent avoir aproximativement la même composition
en bases. Certaines données contredisent nettement cette situation. On peut
alors relâcher l’hypothèse d’homogénéité du processus de Markov sur tout
l’arbre. Galtier et Gouy adoptent le modèle de Tamura, avec des paramètres
α et β homogènes sur tout l’arbre, et un paramètre θ (qui règle la proportion
de g + c) qui peut varier d’une branche à l’autre de l’arbre.

Dépendance ou indépendance entre les sites La plupart des modèles
markoviens supposent que le comportement des divers sites au cours de l’évo-
lution est un comportement i.i.d. Evidemment cette hypothèse n’est pas rai-
sonnable, mais elle simplifie grandement les calculs.

Il y a à ce jour très peu de travaux qui proposent des modèles marko-
viens où les évolutions des différents sites sont corrélées. Citons le travail de
G. Didier, qui propose un modèle où l’évolution de chaque site dépend des
sites voisins. Indiquons une autre approche, utilisée par Pollock, Taylor et
Goldman pour modéliser l’évolution de séquences de protéines.

Considérons un modèle du type

Qxy = sxyπy,
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qui est un modèle réversible, si sxy = syx. On propose alors de modéliser
l’évolution d’une paire de protéines en choisissant un générateur infinitésimal
de la forme

Qxx′,yx′ = sxyπyx′,

Qxx′,xy′ = sx′y′πxy′ ,

Qxx′,yy′ = 0, si x 6= y et x′ 6= y′,

où π est une probabilité invariante sur l’ensemble des paires de protéines.

Variation du taux d’évolution entre branches Etant donné un géné-
rateur infinitésimal Q, pour tout u > 0, uQ est encore un générateur infi-
nitésimal. Supposons que Q est constant sur tout l’arbre. Si u est lui aussi
constant sur l’arbre, puisque les feuilles (les espèces d’aujourd’hui) sont équi-
distantes (les distances sont mesurées en temps) de l’ancêtre commun situé à
la racine, alors on est dans la situation de l’hypoths̀e d’une “horloge molécu-
laire”. Certains jeux de données sont incompatibles avec une telle hypothèse.
On doit alors, pour utiliser un modèle cohérent avec de telles données, per-
mettre au paramètre u de prendre une valeur différente sur chaque branche
de l’arbre. On a donc un nouveau paramètre par branche, ce qui fait au total
beaucoup de paramètres.

Un autre point de vue est de supposer que u est la valeur prise par un pro-
cessus stochastique, qui évolue sur l’arbre comme un processus de Markov,
soit en temps continu, soit en temps discret (et alors la valeur du processus est
constante sur chaque branche, les changements se produisant aux noeuds).
Conditionnellement en les valeurs prises par ce processus, les divers nucléo-
tides évoluent comme des processus de Markov non homogènes sur l’arbre.
On est alors dans un cadre bayésien, qui se prête à des calculs grâce aux
méthodes de simulation dites “Monte Carlo par Chaînes de Markov” (voir
plus loin).

Variation du taux d’évolution entre sites Le modèle le plus fréquent
de variation de taux entre sites est de supposer que les taux associés aux
divers sites sont i.i.d., de loi commune une loi gamma (ou une discrétisation
de cette loi).

Une autre approche, dûe à Felsenstein et Churchill consiste à supposer
que les taux forment, le long de la séquence d’ADN considérée, une chaîne
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de Markov (qui est en fait “cachée”), à valeurs dans un ensemble de cardinal
petit (pour des raisons pratiques).

Modèles dit “covarion” Il s’agit de modèles où le taux d’évolution est non
seulement différent d’un site à l’autre, mais aussi, pour un site donné, d’une
branche à l’autre de l’arbre. Covarion est un acronyme pour “COncomitantly
VARIable codON”.

Posons E = {a, c, g, t}, G= l’ensemble des valeurs possibles pour le taux
u. Galtier considère en chaque site un processus de Markov indépendant, à
valeurs dans E ×G.

7.8.2 Vraisemblance en phylogénie

La comparaison des génomes de diverses espèces est maintenant le prin-
cipal outil pour tenter de reconstruire des arbres phylogénétiques. Il existe
plusieurs algorithmes qui construisent de tels arbres. Nous allons donner des
indications sur la méthode du maximum de vraisemblance.

Notons que l’on peut comparer des gènes (i.e. des collections d’acides
aminés), ou bien des séquences d’ADN. Nous nous limiterons pour fixer les
idées aux séquences d’ADN.

Calcul de la vraisemblance d’un arbre Pour fixer les idées, supposons
que l’on utilise le modèle de Felsenstein. Le temps t correspond ici à une
distance sur l’arbre. Notons que le seul paramètre d’intérêt est le produit
u× t. Quitte à modifier en conséquence les longueurs des branches de l’arbre,
on peut toujours se ramener à u = 1, ce que nous supposons dorénavant.

Nous ne considérerons dans la suite que des arbres binaires.
On va supposer dans cette section que les différents sites évoluent indé-

pendemment les uns des autres, et tous au même taux, ce taux étant éga-
lement constant dans tout l’arbre. Cette hypothèse n’est pas très réaliste,
et beaucoup de travaux récents se concentrent sur la détection des sites qui
évoluent plus vite que les autres, éventuellement dans une partie seulement
de l’arbre, mais pour démarrer l’étude et construire un premier arbre, il est
naturel de faire l’hypothèse simplificatrice que nous venons d’énoncer. Une
autre hypothèse assez utilisée est que les taux d’évolution des différents sites
sont des v.a. i. i. d., de loi commune une loi Gamma.
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L’information à notre disposition, les données, est constituée d’un jeu de
k séquences alignées, de longueur m, i.e. pour chaque site s, 1 ≤ s ≤ m, on
a k lettres dans l’alphabet a, c, g, t, une pour chaque feuille de l’arbre.
A chaque arbre binaire enraciné T possédant k feuilles, on va associer la
vraisemblance L(T ), fonction des données. La vraisemblance L(T ) est un
produit de s = 1 à m des vraisemblances associées à chaque site s :

L(T ) =

m∏

s=1

Ls(T ).

Chaque Ls(T ) se calcule en utilisant la propriété de Markov, comme nous
allons maintenant le voir.

Soit T un arbre enraciné. On peut par exemple coder les noeuds d’un tel
arbre comme suit, en partant de la racine, vers les feuilles (cf. figure 7.4) :

– 0 désigne la racine ;
– 1, 2 sont les “fils” de la racine, i.e. les noeuds qui sont directement reliés

à la racine par une branche ;
– 1.1, 1.2 désignent les fils de 1 ; 2.1, 2.2 les fils de 2 ;
– et ainsi de suite jusqu’aux feuilles.

Pour tout noeud α ∈ T\{0}, on note `α la longueur de la branche qui joint
le “père” de α à α, et on associe à α l’ensemble Λα des feuilles du sous–arbre
dont α est la racine. En particulier, Λ0 désigne l’ensemble des feuilles de
l’arbre. Si α ∈ Λ0, Λα = {α}. Si α ∈ T\Λ0, on note Γα = {α.1, α.2} les “fils”
de α.

On note {Xα, α ∈ T} les nucléotides aux noeuds de l’arbre. On suppose
qu’ils constituent les valeurs aux noeuds de l’arbre d’un processus de Markov
sur l’arbre de générateur infinitésimal Q. Seules les valeurs des {Xα, α ∈
Λ0} sont observées. On note xα la valeur observée de Xα, pour α ∈ Λ0. La
vraisemblance de l’arbre, au vu des nucléotides au site s, est

Ls(T ) = IPT (∩α∈Λ0{Xα = xα}) .
On va expliciter le calcul de cette quantité, ce qui mettra en évidence sa
dépendance par rapport à l’arbre T .

Pour tout α ∈ T , x ∈ E, on définit L(α)
s,x , la vraisemblance conditionnelle

du sous–arbre dont α est la racine, conditionnée parXα = x, par la récurrence
montante suivante.

– Si α ∈ Λ0,

L(α)
s,x =

{
1, si x = xα;

0, sinon.
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0

1

1.1

1.1.1

1.1.1.1 1.1.1.2

1.1.2

1.1.2.1 1.1.2.2 1.2

2

2.1

2.1.12.1.2

2.2

2.2.1

2.2.1.1 2.2.1.2 2.2.2

Fig. 7.4 – Arbre binaire avec racine, et codage des noeuds

– Sinon,

L(α)
s,x =

∑

xα.1,xα.2∈E

Pxxα.1(`α.1)L
(α.1)
s,xα.1

× Pxxα.2(`α.2)L
(α.2)
s,xα.2

.

Ce calcul conduit finalement à préciser les quantités L(0)
s,x, x ∈ E. Enfin

Ls(T ) =
∑

x∈E

πxL
(0)
s,x,

et

L(T ) =
m∏

s=1

Ls(T ).

On aurait pu tout aussi bien écrire chaque Ls(T ) comme une somme de 4|T\Λ0|

termes. Mais les formules ci–dessus constituent l’algorithme qu’il faut utiliser
en pratique.
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Maximum de vraisemblance Le calcul du maximum de vraisemblance
sur tous les arbres possibles est complexe. La partie la moins difficile consiste
à maximiser par rapport aux longueurs des branches. Encore utilise-t-on un
algorithme dont il n’est pas clair qu’il conduit à un maximum global. Celui–
ci consiste à maximiser successivement par rapport à chaque longueur de
branche, et à itérer la succession des maximisations tant que la vraisemblance
augmente. On va voir maintenant que chaque maximisation par rapport à
une longueur de branche se fait assez aisément.

Dans la mesure où les {Xα, α ∈ T} sont issus d’un processus de Markov
réversible sur l’arbre, la loi des {Xα} ne dépend pas du choix de la racine en
n’importe quel noeud de l’arbre (ou plus généralement n’importe où sur une
branche arbitraire).

Considérons deux noeuds voisins α et β de l’arbre. Désignons cette fois
par `αβ la longueur de la branche qui les relie. Si l’on place la racine n’importe
où sur cette branche, on définit comme ci–dessus des quantités L(α)

s,x et L(β)
s,y ,

x, y ∈ E. Attention cependant qu’il s’agit de la vraisemblance du sous–arbre
dont α est la racine, dans un arbre dont on a déplacé la racine. Par exemple
dans l’arbre le la figure 7.4, si α = 2, β = 2.2, et on place la racine entre α
et β, le sous–arbre dont α est la racine contient les noeuds 2, 0, 1, 1.1, 1.1.1,
1.1.1.1, 1.1.1.2, 1.1.2, 1.1.2.1, 1.1.2.2, 1.2, 2.1, 2.1.1, 2.1.2, et le sous–arbre
dont β est la racine contient les noeuds 2.2.1, 2.2.1.1, 2.2.1.2, 2.2.2.

Alors

Ls(T ) =
∑

x,y∈E

πxPxy(`αβ)L(α)
s,xL

(β)
s,y

=
∑

x,y∈E

πyPyx(`αβ)L(α)
s,xL

(β)
s,y .

Cette procédure permet d’expliciter la dépendance de Ls(T ) et de L(T ) par
rapport à la longueur d’une branche donnée, et de calculer le maximum par
rapport à cette longueur. La recherche de ce maximum est en tout cas assez
simple dans le cas du modèle d’évolution que nous avons décrit ci–dessus (on
maximise le logarithme de L(T ), ce qui remplace le produit des Ls(T ) par
une somme, et simplifie la maximisation).

Remarque 7.8.1. Les modèles d’évolution ne sont pas tous réversibles. Il
est encore possible d’expliciter la dépendance de la vraisemblance par rapport
à la longueur d’une branche donnée, mais il faut alors prendre soin d’utiliser
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la probabilité de transition du processus retourné lorsque le déplacement de
la racine conduit à ce que le processus partant de la nouvelle racine parcourt
une branche dans le sens inverse du sens inital.

7.8.3 L’approche bayésienne en phylogénie

Reprenons l’écriture de la vraisemblance. Notons D le vecteur des va-
riables aléatoires qui sont observées, et d le vecteur des valeurs observées (d
comme “données”), i. e. d est constitué des diverses séquences génomiques
alignées.

Précisons maintenant les paramètres dont dépend la vraisemblance. Dans
les paramètres inconnus (que l’on cherche à préciser), il y

• d’une part la forme de l’arbre, que nous noterons τ , qui est une inconnue
dans un ensemble fini T (de cardinal (2n−3)!! dans le cas d’un arbre enraciné
avec n feuilles, (2n− 5)!! dans le cas sans racine – si k est un entier impair,
k!! = 1 × 3 × 5 × · · · × k),

• d’autre part les longueurs des diverses branches, et la matrice de tran-
sition Q du modèle d’évolution (ou du moins les paramètres de cette matrice
autres que la probabilité invariante). Les longueurs de branche et les para-
mètres inconnus de la matrice Q varient dans une partie d’un espace euclidien
V ⊂ IRd. On notera cet ensemble de paramètres λ.

Le paramètre inconnu est donc le couple θ = (τ, λ), dont la valeur est
arbitraire dans Θ = T × V , et la vraisemblance est la fonction

L(θ) = IPθ(D = d).

La vraisemblance de la valeur θ du paramètre inconnu est la probabilité
d’observer les données que nous avons sous les yeux, si θ est la vraie valeur
de ce paramètre.

Dans le point de vue bayésien, le paramètre inconnu θ est la réalisation
d’une variable aléatoire, autrement dit (τ, λ) est la réalisation d’un vecteur
aléatoire (T,Λ). Prendre ce point de vue impose de se donner une loi de
probabilité a priori, dont le bayésien nous dit qu’elle permet d’intégrer des
informations a priori sur le paramètre inconnu, ce que refusent les anti–
bayésiens, pour qui la seule information que l’on a le droit d’utiliser est celle
contenue dans les données.

On va donc se donner une loi a priori pour le vecteur (T,Λ), que l’on
prendra de la forme suivante :
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• on se donne la loi de T , qui est une loi sur un ensemble fini T , donc on
se donne des ατ = IP(T = τ), τ ∈ T ;

• on se donne la loi conditionnelle de Λ, sachant la valeur de T , et on
suppose que pour tout τ ∈ T , la loi conditionnelle de Λ, sachant que T = τ ,
admet une densité qτ (λ), autrement dit pour toute fonction mesurable

f : T × V → IR+,

IE[f(T,Λ)] =
∑

τ∈T

∫

V

f(τ, λ)pτ (λ)dλ,

à condition de noter pτ (λ) = ατ × qτ (λ).
Dans ce contexte, on a un couple aléatoire, formé d’une part du “para-

mètre” (T,Λ), et d’autre part des données D. La loi de ce couple est précisé
par

- d’une part la loi a priori de (T,Λ) ;
- d’autre part la loi conditionnelle des données, sachant le paramètre.
Plus précisément, la vraisemblance s’interprète dans le contexte bayésien

comme la probabilité conditionnelle :

L(τ, λ) = IP (D = d|(T,Λ) = (τ, λ)) .

On va alors chercher à calculer la loi a posteriori, qui est la loi condition-
nelle du “paramètre” (T,Λ), sachant les données, i. e. sachant que D = d.
Cette loi conditionnelle est donnée par la célèbre “formule de Bayes”, qui dans
notre situation précise la loi de jointe de (T,Λ) sachant que D = d sous la
forme

pτ (λ|D = d) =
IP (D = d|(T,Λ) = (τ, λ)) pτ (λ)∑

τ∈T
∫

V
IP (D = d|(T,Λ) = (τ, λ)) pτ (λ)dλ

.

Autrement dit, à nouveau si

f : T × V → IR+,

IE [f(T,Λ)|D = d] =

∑
τ∈T

∫
V
f(τ, λ)IP (D = d|(T,Λ) = (τ, λ)) pτ (λ)dλ∑

τ∈T
∫

V
IP (D = d|(T,Λ) = (τ, λ)) pτ (λ)dλ

.

Par exemple, on peut s’intéresser à la loi de probabilité a posteriori de
la forme de l’arbre, i. e. de la v. a. T . Celle–ci est donnée par la formule
suivante : pour tout τ ∈ T ,

IP (T = τ |D = d) =

∫
V

IP (D = d|(T,Λ) = (τ, λ)) pτ (λ)dλ∑
τ∈T

∫
V

IP (D = d|(T,Λ) = (τ, λ)) pτ (λ)dλ
.
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Méthode de calcul MCCM Supposons que l’on veuille calculer cette
dernière quantité, pour un petit nombre de valeurs de τ . Un calcul expli-
cite est sans espoir, compte tenu de la taille des données (nombre d’espèces
considérées) et de la complexité croissante des modèles utilisés. On est donc
amené à utiliser une méthode de type Monte Carlo, utilisant des tirages
aléatoires. Cependant , il se présente une sérieuse difficulté pour réaliser des
tirages aléatoires suivant la loi a posteriori de (T,Λ), sachant les données,
c’est que pour identifier cette loi, il est nécessaire de calculer le dénomina-
teur dans les formules ci–dessus. Pour peu en particulier que le cardinal de
T soit gigantesque, ce calcul peut se révéler totalement impossible.

On se trouve eaxctement dans la même situation que celle décrite au
début de la section 3.1.

Rappelons l’algorithme de Metropolis–Hastings. L’idée est la suivante.
Soit Q une matrice de transition sur F (qui n’a a priori rien à voir avec
la probabilité π), dont on soit capable de simuler aisément les transitions.
On choisit comme matrice P la matrice de transition dont les termes hors
diagonaux sont donnés par

Pxy = min

(
Qxy,

πy

πx
Qyx

)
,

et les termes diagonaux sont donnés par

Pxx = 1 −
∑

y 6=x

Pxy,

sous réserve que P ainsi définie soit irréductible, ce qui est par exemple vrai si
Q est irréductible et vérifie la propriété : pour tout x, y, Qxy > 0 ⇔ Qyx > 0.
Il est clair que cette matrice P est bien une matrice de transition (Pxy ≤ Qxy,
x 6= y implique que Pxx ≥ 0), et que π est invariante par P , pusique la relation
d’équilibre ponctuel

πxPxy = πyPyx, ∀x 6= y

est bien satisfaite. Pour expliquer comment on simule les transitions de la
chaîne de matrice de transition P , posons pour x, y ∈ F ,

r(x, y) =
Pxy

Qxy
= min

(
1,
πyQyx

πxQxy

)
.

Une façon de simuler une transition de la chaîne {Xk} de matrice de transition
P est la suivante. Supposons que Xk = x, et on veut simuler Xk+1. On simule
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d’abord une transition de la chaîne {Yk} de matrice de transition Q, partant
de Yk = x. Supposons que le résultat de ce tirage soit Yk+1 = y. On accepte
cette transtion (et dans ce cas Xk+1 = y) avec la probabilité r(x, y) ; on refuse
cette transition (et dans ce cas Xk+1 = x) avec la probabilité 1 − r(x, y).
Remarquons r(x, x) = 1, donc dans le cas y = x, la “non–transition” est
toujours acceptée.

Autrement dit, pour passer de Xk = x à Xk+1, on effectue
• le tirage de Yk+1, suivant la probabilité Qx· ;
• le tirage de Uk+1, de loi uniforme sur [0, 1] ;

et on pose

Xk+1 = Yk+11{Uk+1≤r(x,Yk+1)} +Xk1{Uk+1>r(x,Yk+1)}.

Mise en oeuvre de la méthode MCCM La mise en oeuvre de la mé-
thode MCCM pose des problèmes délicats, pour lesquels on n’a essentielle-
ment pas de réponse satisfaisante, en particulier dans le cas de la phylogénie.
Nous avons déjà discuté cette question dans un cadre général à la section
3.3. Rappelons qu’il convient d’éliminer le début de la simulation (burn–in).
En outre, pour obtenir un échantillon de la loi a posteriori, on ne retient
qu’une itération toutes les n, où n est choisi en fonction de la vitesse de dé-
corrélation de la chaîne, laquelle peut être estimée à partir des simulations.
Certaines mises en oeuvre consistent à simuler plusieurs chaînes en parallèle,
dont éventuellement certaines sont “chauffées”, voir la section 3.1.4.

7.9 Application aux EDP discrétisées

Soit D un domaine borné de IR2 (le résultat qui suit est en fait vrai en
dimension quelconque), de frontière ∂D lipschitzienne. On suppose pour fixer
les notations que l’origine 0 ∈ D. On considère le problème de Dirichlet :

{
∆u(x) = 0, x ∈ D;

u(x) = f(x), x ∈ ∂D;

avec f ∈ C(Dc). Il est bien connu que cette équation admet une solution
unique u élément de C(D).

Etant donné h > 0, soit hZ2 l’ensemble des points du plan dont les
coordonnées sont des multiples entiers relatifs de h. On pose Dh = D ∩ hZ2.
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∂Dh est constitué des points de Dc ∩ hZ2 qui sont à distance h d’au moins
un point de Dh, et D̄h = Dh ∪ ∂Dh. e1 et e2 désignant les deux vecteurs de
base, on définit l’opérateur approché ∆h par :

(∆hv)(x) =
1

4

2∑

i=1

(v(x+ hei) + v(x− hei)) − v(x).

D’après l’Exercice 7.11.4, la solution du problème de Dirichlet discrétisé
{

∆huh(x) = 0, x ∈ Dh;

uh(x) = f(x), x ∈ ∂Dh;

est donnée par la formule uh(x) = IE[f(Xh
T h

Dc
h

)|Xh
0 = x], où {Xh

t ; t ≥ 0} est

un processus markovien de sauts de générateur infinitésimal
1

2
∆h, à valeurs

dans hZ2, et
T h

Dc
h

= inf{t ≥ 0;Xh
t ∈ Dc

h}.
Remarquons que {Xh

t , t ≥ 0} a même loi que {hX1
h−2t, t ≥ 0}, et que d’après

le début de la section 2.3 ce dernier processus converge vers un mouvement
brownien standard unidimensionnel, quand h → 0. Il n’est pas trop difficile
(à condition tout de même notamment de bien comprendre cette notion de
convergence de processus !) d’en déduire que

uh(x) → u(x) = IE[f(BTDc )|B0 = x],

(où TDc = inf{t ≥ 0;Bt ∈ Dc}), cette dernière formule donnant la solution
du problème de Dirichlet. On a ainsi une preuve (alternative aux méthodes
classiques d’analyse numérique) de la convergence de uh vers u.

Notons enfin que le problème de Dirichlet discrétisé pourrait aussi s’in-
terpréter en terme d’une chaîne de Markov en temps discret, de matrice de
transition ∆h + I.

Ces interprétations probabilistes permettent aussi d’utiliser des méthodes
de Monte Carlo pour le calcul approché de solutions d’EDP. Ces méthodes
sont très utilisées dans certains cas où les méthodes d’analyse numérique
“classique” ne sont pas efficaces, ou sont inutilisables (en particulier dans les
cas de dimension trop grande), cf. [28]. Elles sont par ailleurs très apppréciées
pour leur simplicité de programmation. Quelques lignes de code suffisent pour
programmer le calcul de la solution approchée d’une équation aux dérivées
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partielles ! Même s’il faut laisser tourner l’ordinateur un peu plus longtemps
opour avoir la même précision qu’avec une méthode de différences, éléments
ou volumes finis, le fait que la programmation soit facile, rapide, et surtout
permette facilement la reprise du programme par un autre programmeur,
quand le premier aura quitté le service ou l’entreprise.

7.10 Le recuit simulé (suite)

Dans cette section, E est supposé fini. Rappelons que que l’on cherche à
maximiser une fonction

U : E → IR−,

telle que, pour fixer les idées,

max
x∈E

Ux = 0.

Autrement dit, on cherche un des x tels que Ux = 0.
A chaque β > 0 on associe le générateur infinitésimal Q = {Qxy, x, y ∈ E}

donné pour x 6= y par

Qxy = 1{(x,y)∈G} exp

[
β

2
(Uy − Ux)

]
,

où G est un graphe non orienté dans E, i.e. une collection de paires de point
de E, choisie de telle sorte que le processus de générateur Qxy soit irréductible
(ce qui revient à dire que ∀x, j ∈ E, ∃n et x1, x2, . . . , xn tels que (x, x1) ∈ G,
(x1, x2) ∈ G, . . . , (xn, y) ∈ G).

Le processus markovien de générateur infinitésimal Q est clairement ré-
versible par rapport à sa probabilité invariante πβ définie par

πβ,x = Z−1
β eβUx, x ∈ E.

On définit la forme de Dirichlet associée à Q comme la forme bilinéaire
sur IRE :

E(ϕ, ϕ) =< ϕ,−Qϕ >π

= −
∑

x,y

ϕxQxyϕyπx

=
1

2

∑

x,y

|ϕx − ϕy|2Qxyπx,
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où on a utilisé la réversibilité et deux fois l’identité
∑

y Qxy = 0, donc −Q :

`2(π) → `2(π) est autoadjoint semi défini positif.

Définition 7.10.1. On appelle trou spectral de Q la quantité :

λ
def
= inf

ϕ non constante

E(ϕ, ϕ)

V arπ(ϕ)
,

où V arπ(ϕ) =
∑

x∈E

ϕ2
xπx −

(
∑

x∈E

ϕxπx

)2

.

Lemme 7.10.2. Q étant le générateur infinitésimal d’un processus de Mar-
kov irréductible à valeurs dans un espace fini E, son trou spectral vérifie

λ > 0.

Preuve D’après la formule ci–dessus pour E(ϕ, ϕ), le quotient

E(ϕ, ϕ)

V arπ(ϕ)

reste inchangé si l’on ajoute à ϕ une constante. On peut donc se contenter
de minimiser ce rapport pour ϕ tel que IEπ(ϕ) = 0, d’où

λ = inf
ϕ6≡0;IEπ(ϕ)=0

〈ϕ,−Qϕ〉π
〈ϕ, ϕ〉π

,

et λ est la plus petite valeur propre de −Q, considéré comme opérateur
linéaire sur `2(π), restreint à l’orthogonal des constantes. Comme Q est au-
toadjoint semi défini positif, il suffit de montrer que l’espace propre associé
à la valeur propre zéro est restreint aux constantes. Mais si ϕ appartient à
cet espace propre, ∑

y

Qxyϕy = 0, ∀x ∈ E,

donc a fortiori

0 = −
∑

x,y

ϕxQxyϕyπx =
1

2

∑

x,y

|ϕx − ϕy|2Qxyπx,

ce qui, puisque Q est irréductible, entraîne bien que ϕ est constante. �
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Soit maintenant {Xt, t ≥ 0} un processus de Markov de générateur infi-
nitésimal Q. Pour tout t > 0, on note µ(t) = (µx(t); x ∈ E) la loi de Xt. On
pose

ε(t) =
∑

x∈E

(
µx(t)

πx
− 1

)2

πx,

et on remarque que ε(t) = 0 ssi µ(t) = π.

Lemme 7.10.3. λ désignant le trou spectral de Q,

ε(t) ≤ ε(0)e−2λt.

Preuve On remarque tout d’abord que

ε(t) =
∑

x

(
µx(t)

πx

− 1

)2

πx

=
∑

x

(
µx(t)

πx

)2

πx − 1.

Donc

dε

dt
(t) = 2

∑

x

µx(t)µ
′
x(t)

πx

= 2
∑

x,y

µx(t)µy(t)Qyx

πx

= 2
∑

x,y

µx(t)

πx
× µy(t)

πy
× πyQyx

= 2 < Q

(
µ(t)

π

)
,
µ(t)

π
>π

≤ −2λV arπ

(
µ(t)

π

)

= −2λε(t).

Soit
d

dt
log ε(t) ≤ −2λ.

�
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On a montré que µt → π à vitesse exponentielle (comparer avec le théo-
rème 2.6.7).

On en arrive maintenant au “recuit”. On va faire dépendre β de t, et le
faire tendre vers l’infini (et donc la “température”, son inverse, vers zéro)
quand t → ∞. Plus précisément, ∆ étant une constante à déterminer, on
choisit

β(t) =
1

∆
log(1 + t),

donc β(0) = 0 et β(t) → +∞ quand t → ∞. Bien sûr, la chaîne n’est
plus homogène, le générateur infinitésimal Q, le trou spectral λ, la mesure
invariante π, et la constante de normalisation Z deviennent des fonctions
de t : Q(t), λ(t), π(t), Z(t). Notons que π(0) est la mesure uniforme sur E,
Z(0) = |E|−1, alors que π(∞) = lim

t→∞
π(t) est la mesure uniforme sur les zéros

de U (i.e. sur les maxima de U).

Notre but est de montrer le [M
def

= sup
i∈E

(−Ui)] :

Théorème 7.10.4. Si ∆ > M , µ(t) → π(∞) quand t→ ∞.

Nous allons tout d’abord montrer le :

Lemme 7.10.5.

λ(t) ≥ λ(0)

(
1

1 + t

)M
∆

.

Preuve Choisissons ϕ tel que IEπ(0)[ϕ] = 0. Alors par définition de λ(0),

1

2

∑

x,y

|ϕx − ϕy|2Qxy(0)πx(0) ≥ λ(0)
∑

x

ϕ2
xπx(0).

Par ailleurs,

Qxy(t)πx(t) = Qxy(0)
eβ(t)

Ux+Uy
2

Z(t)

≥ Qxy(0)
e−β(t)M |E|
Z(t)

πx(0)
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Donc

Et(ϕ, ϕ) =
1

2

∑

x,y

|ϕx − ϕy|2Qxy(t)πx(t)

≥ e−β(t)M |E|
2Z(t)

∑

x,y

|ϕx − ϕy|2Qxy(0)πx(0)

≥ λ(0)e−β(t)M
∑

x

ϕ2
x

1

Z(t)

≥ λ(0)e−β(t)M
∑

x

ϕ2
xπx(t)

≥ λ(0)e−β(t)MV arπ(t)(ϕ).

Les deux termes extrêmes de cette inégalité étant invariants par addition
d’une constante à ϕ, l’inégalité résultante est vraie sans la restriction que
IEπ(0)[ϕ] = 0. Le lemme est établi, puisque

e−β(t)M =

(
1

1 + t

)M
∆

.

Preuve du théorème : Il suffit de montrer que ε(t) → 0, où

ε(t) =
∑

x

(
µx(t)

πx(t)
− 1

)2

πx(t)

=
∑

x

µx(t)
2

πx(t)
− 1.

Notons que ε(t) est un majorant du carré de la norme L1 de la différence
µ(t) − π(t). En effet, par Cauchy–Schwarz,

∑

x

|µx(t) − πx(t)| =
∑

x

|µx(t) − πx(t)|√
πx(t)

√
πx(t) ≤

√
ε(t).
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On a

dε

dt
(t) =

∑

x

d

dt

[
µx(t)

2

πx(t)

]

=
∑

x

πx(t)
−2

[
2µx(t)

dµx

dt
(t)πx(t) − µx(t)

2dπx

dt
(t)

]

= −2Et

(
µ(t)

π(t)
,
µ(t)

π(t)

)
− β ′(t)

∑

x

Ux
µ2

x(t)

π2
x(t)

πx(t)

+ β ′(t)
∑

x,y

Uye
β(t)Uy

Z2(t)
× µ2

x(t)

π2
x(t)

eβ(t)Ux

≤ −2λ(t)ε(t) + β ′(t)M(ε(t) + 1)

≤ −(2λ(t) −M(β ′(t))ε(t) +Mβ ′(t)

≤ −
(

2λ(0)

(1 + t)M/∆
− M

∆(1 + t)

)
ε(t) +

M

∆(1 + t)

Comme ∆ > M , (1 + t)−M/∆ >> (1 + t)−1 quand t → ∞, il existe c > 0 tel
que, pour t assez grand :

dε

dt
(t) ≤ −c(1 + t)−M/∆ε(t) +

M

∆
(1 + t)−1,

et le théorème résulte du

Lemme 7.10.6. Soit x, b ∈ C1(IR+; IR+), a ∈ C(IR+; IR+) tels que

(i)
∫ ∞

0

a(t) dt = +∞ ;

(ii) b(t) ↘ 0 quand t→ ∞ ;

(iii)
dx

dt
(t) ≤ −a(t)(x(t) − b(t)).

Alors x(t) → 0 quand t→ ∞.

Preuve

d

dt

(
x(t) exp

(∫ t

0

a(s)ds

))
= e

R t
0 a(s)ds

(
dx

dt
(t) + a(t)x(t)

)

≤ e
R t

0
a(s)dsa(t)b(t).
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Donc, en intégrant, on obtient :

x(t) ≤ x(0)e−
R t
0 a(s)ds +

∫ t

0

e−
R t

s
a(r)dra(s)b(s)ds.

Le second membre de l’inégalité ci–dessus est la solution d’une EDO linéaire,
qui majore x(t). Donc il suffit d’établir le résultat pour x(t) solution de
l’EDO, c’est à dire que l’on peut supposer que :

dx

dt
(t) = −a(t)(x(t) − b(t)).

On pose y(t) = x(t) − b(t). Il suffit de montrer que y(t) → 0 quand t→ ∞.

dy

dt
(t) = −a(t)y(t) − b′(t).

Notons que b′(t) ≤ 0, et −
∫ ∞

t

b′(s)ds = b(t) <∞. Donc pour t ≥ N ,

y(t) = e−
R t

0
a(s)dsy(0) −

∫ t

0

e−
R t

s
a(r)drb′(s)ds

≤ e−
R N

0
a(s)dsy(0) +

∫ ∞

N

|b′(s)|ds+ e−
R t

N
a(r)dr

∫ N

0

e−
R N

s
a(r)dr|b′(s)|ds.

Soit δ > 0 arbitraire. On choisit N assez grand pour que la somme des deux

premiers termes du membre de droite soit plus petit que
δ

2
. En choisissant

alors t assez grand, le troisième terme à son tour est plus petit que
δ

2
. Le

lemme est établi.

Remarque 7.10.7. La fonction β(t) =
1

∆
log(1 + t) tend trop lentement

vers l’infini quand t → ∞, pour être utilisée en pratique. On peut montrer
des résultats plus faibles que µ(t) → π(∞) avec une fonction β qui croît plus
vite qu’un logarithme (fonction puissance). D’un autre coté, si on se pose
la question d’atteindre le meilleur résultat possible sur un horizon fini fixé,
on peut montrer qu’il existe des programmes de croissance de β à vitesse
exponentielle qui sont proches de l’optimum.
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7.11 Exercices

Exercice 7.11.1. Soit {Tn, n ≥ 1} un processus ponctuel de Poisson d’in-
tensité λ, et {Zn, n ≥ 0} une chaîne de Markov indépendante de {Tn, n ≥ 1}
à valeurs dans E, de matrice de transition Pxy, x, y ∈ E. On pose

Xt =
∞∑

n=0

Zn1[Tn,Tn+1[(t), t ≥ 0.

Montrer que {Xt, t ≥ 0} est un processus markovien de sauts dont on préci-
sera la matrice de transition, le générateur infinitésimal, et la loi de l’instant
du premier saut.

Exercice 7.11.2. Soit {Xt; t ≥ 0} un processus markovien de sauts à va-
leurs dans l’ensemble fini ou dénombrable E, de générateur infinitésimal
{Qxy; x, y ∈ E}. On suppose que λ := supx −Qxx < ∞. Soit {Nt; t ≥ 0}
le processus de comptage des sauts de {Xt}, et {N ′

t , t ≥ 0} un processus de
Poisson d’intensité λ.

Comparer IP(Nt ≥ n) et IP(N ′
t ≥ n), ainsi que IE[f(Nt)] et IE[f(N ′

t)],
avec f une fonction croissante de IN dans IR. Montrer que l’exercice 7.11.1
fournit une autre démonstration de ce résultat.

Exercice 7.11.3. Soit {Nt, t ≥ 0} et {Pt, t ≥ 0} deux processus de Poisson
indépendants, d’intensité respective λ et µ.

a Montrer que {Xt, t ≥ 0} défini par

Xt = Nt − Pt

est un processus markovien de sauts irréductible à valeurs dans Z, dont
on précisera le générateur infinitésimal.

b On suppose λ 6= µ. Montrer que {Xt/t} et {Xt} convergent p.s. dans ĪR
quand t → ∞. Préciser la limite de {Xt} suivant le signe de λ − µ.
Montrer que {Xt} est transitoire.

c On suppose que λ = µ. Préciser la loi de la chaîne incluse. Déduire des
exercices 2.9.7 et 2.9.9 que {Xt} est récurrent nul.

Exercice 7.11.4. a Soit {Xt, t ≥ 0} un processus markovien de sauts à
valeurs dans E, de générateur infinitésimal {Qxy; x, y ∈ E}. Soit F
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une partie de E. On définit

TF :

{
inf{t;Xt ∈ F}, si un tel t existe;

∞, sinon,

la fonction u : E → IR par

u(x) = IE[h(XTF
)1{TF <∞}|X0 = x],

où h est une application bornée de F dans IR, et la fonction v : E →
IR ∪ {+∞} par

v(x) := IE[TF |X0 = x].

Montrer que TF est un temps d’arrêt.
Montrer que u et v vérifient respectivement les équations :

Qu(x) = 0, x ∈ E\F
u(x) = h(x), x ∈ F ;

Qv(x) + 1 = 0, x ∈ E\F
v(x) = 0, x ∈ F ;

(on introduira le conditionnement par (T1, X(T1))).

b On considère maintenant le cas d’un processus de naissance et de mort
sur E = Z, i.e. le générateur infinitésimal Q satisfaisant Qx,x+1 =
α(x), Qx,x−1 = β(x), Qx,x = −α(x) − β(x), dans le cas particulier
α(x) = α, β(x) = β, x ∈ Z (α, β > 0). On pose F = {1, 2, . . . , N−1}c,
où N est un entier positif. Calculer u(x) = IE[XTF

|X0 = x], x ∈ Z.
Montrer que TF est p.s. fini. Déterminer la loi conditionnelle de la v.a.
XTF

, sachant que X0 = x.

Exercice 7.11.5. Etant donné un espace de probabilité (Ω,Ft, P ) muni d’une
filtration {F} (i.e. une collection croissante indexée par t ∈ IR+ de sous–
tribus de A), on appelle martingale (par rapport à la filtration {Ft}) un
processus stochastique {Mt, t ∈ IR+} qui vérifie :

Mt est intégrable , ∀t ≥ 0; IE[Mt|Fs] = Ms, ∀0 ≤ s ≤ t.
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a Soit {Mt, t ∈ IR+} une martingale continue à droite et S un temps d’arrêt
borné par une constante t. Montrer que IE[MS ] = IE[Mt] = IE[M0].

b Soit {Xt, t ≥ 0} un processus markovien de sauts à valeurs dans E, de
générateur infinitésimal {Qxy; x, y ∈ E}, et f une application bornée
de E dans IR. Montrer que {Mt, t ∈ IR+} définie par

Mt = f(Xt) −
∫ t

0

Qf(Xs)ds

est une martingale par rapport à la filtration {FX
t } ;

c On reprend les notations de la deuxième partie de l’exercice précédent.
Calculer IE(TF |X0 = x) (pour le cas α 6= β, on utilisera les résultats
des deux questions précédentes avec la fonction f(x) = x et le temps
d’arrêt S = inf(TF , t), puis on fera tendre t vers l’infini ; pour le cas
α = β, on fera le même calcul, avec f(x) = x2). On admettra que le
résultat de la question b s’applique à ces deux fonctions, bien qu’elles
ne soient pas bornées.

7.12 Probèmes corrigés

7.12.1 Enoncés

Problème 7.12.1. On considère à la fois la chaîne de Markov en temps
discret {Xn; n ∈ IN} à valeurs dans E = IN, de matrice de transition

P =




q p 0 0 . . .
q 0 p 0 . . .
0 q 0 p . . .
0 0 q 0 p . . .
...

...
...

...
. . .




et le processus markovien de sauts en temps continu {Xt; t ≥ 0} à valeurs
dans E = IN, de générateur infinitésimal

Q =




−p p 0 0 . . .
q −1 p 0 . . .
0 q −1 p . . .
0 0 q −1 p . . .
...

...
...

...
. . .



,
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où 0 < p, q < 1, p+ q = 1.
On pourra dans la suite comparer la chaîne {Xn; n ∈ IN} et la marche

aléatoire à valeurs dans Z étudiée dans l’exercice 2.9.7 (pour laquelle on a
montré le caractère transitoire lorsque p 6= q, et récurrent nul lorsque p = q),
et remarquer que le processus {Xt; t ≥ 0} est une file d’attente M/M/1
comme étudiée dans le chapitre suivant.

1. La chaîne {Xn; n ∈ IN} est–elle la chaîne incluse du processus {Xt; t ≥
0} ?

2. Montrer que les deux processus {Xn; n ∈ IN} et {Xt; t ≥ 0} sont irré-
ductibles.

3. Montrer que toute mesure invariante de {Xn; n ∈ IN} est une mesure
invariante de {Xt; t ≥ 0}, et vice–versa. Montrer que les chaînes sont
de même nature (toutes deux transitoires, ou récurrentes positives, ou
récurrentes nulles).

4. Montrer que les deux chaînes sont transitoires dans le cas p > q.

5. Montrer que les deux chaînes sont récurrentes dans le cas p = q = 1/2
(on pourra utiliser la comparaison avec l’exercice 2.21.4). Calculer dans
ce cas une mesure invariante (on déterminera π1 en fonction de π0, puis
π2 en fonction de π0, . . .), et en déduire que le processus est récurrent
nul.

6. On se place maintenant dans le cas p < q. On pose λ = p/q, et on
remarque que q−1(λ− p) = λ2. Montrer qu’il existe une probabilité géo-
métrique invariante pour les deux chaînes (on calculera π1 en fonction
de π0, π2 en fonction de π0, . . .).

La fin du problème étudie deux variantes de la chaîne en temps continu
{Xt; t ≥ 0}.

7. On modifie le générateur infinitésimal Q en multipliant p et q par une
même constant c > 0. Montrer que ni la nature de la chaîne (transience,
récurrence nulle ou positive), ni l’éventuelle mesure invariante n’est
modifiée par la présence de la constante c. Qu’est–ce qui est modifié
dans le processus ?

8. On se place dans le cas p < q, on utilise toujours la notation λ = p/q,
et on considère maintenant le processus markovien de sauts {Yt; t ≥ 0}
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de générateur infinitésinal Q′ défini par :

Q′
0y






−p, si y = 0;

p, si y = 1;

0, sinon;

et pour x ≥ 1 :

Q′
xy






λxq, si y = x− 1;

−λx, si y = x;

λxp, si y = x+ 1;

0, sinon.

Comparer les chaînes incluses de {Xt; t ≥ 0} et de {Yt; t ≥ 0}. Vérifier
que {πx = 1; x ∈ IN} est une mesure invariante, et en déduire que
{Yt; t ≥ 0} est récurrente nulle. Expliquer pourquoi {Yt} met en moyen-
ne plus de temps que {Xt} à revenir en x, partant de x.

Problème 7.12.2. A On considère une suite aléatoire en temps discret
{Xn; n ≥ 0} à valeurs dans IN, définie comme suit : X0 = x0 ∈ IN, et
pour tout n ∈ IN,

Xn+1

{
(Xn + Un+1)

+, si Vn+1 = 1;

0, si Vn+1 = 0;

où la suite (U1, V1, U2, V2, . . .) est indépendante, et pour tout n ≥ 1,

IP(Un = 1) = IP(Un = −1) = 1/2, IP(Vn = 1) = 1−IP(Vn = 0) = p,

avec 0 < p < 1.

1. Montrer que {Xn; n ≥ 0} est une chaîne de Markov irréductible
à valeurs dans IN, dont on précisera la matrice de transition.

2. Montrer que la chaîne {Xn; n ≥ 0} est récurrente positive (on ne
cherchera pas ici de probabilité invariante, on utilisera un raison-
nement “probabiliste”).

3. Montrer que si α est la racine de l’équation p(1 + α2) = 2α si-
tuée dans l’intervalle ]0, 1[, alors la probabilité géométrique π sur
IN donnée par πx = (1 − α)αx, x ∈ IN, est l’unique probablité
invariante de la chaîne.
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B On considère maintenant un processus markovien de sauts en temps
continu {Xt; t ≥ 0} à valeurs dans IN, de générateur infinitésimal

Q =




−p/2 p/2 0 0 0 . . .
1 − p/2 −1 p/2 0 0 . . .
1 − p p/2 −1 p/2 0 . . .
1 − p 0 p/2 −1 p/2 0 . . .

...
...

...
...

. . . . . .



.

Préciser la matrice de transition de sa chaîne incluse (comparer avec
la chaîne de la partie A). Montrer que {Xt; t ≥ 0} est irréductible et
récurrent. Montrer que la probabilité de la question A 3 est invariante
pour Xt. En déduire que {Xt; t ≥ 0} est récurrente positive.

Problème 7.12.3. Soit {Xt; t ≥ 0} une chaîne de Markov en temps continu
à valeurs dans IN, de générateur infinitésimal

Q =




−µ µ 0 0 0 . . .
λ −(λ+ µ) µ 0 0 . . .
0 λ −(λ + µ) µ 0 . . .

0
...

...
...

...
...


 .

avec λ, µ > 0.

1. Déterminer la chaîne incluse. Montrer que {Xt; t ≥ 0} est irréductible.

2. Montrer que {Xt; t ≥ 0} est récurrente dans le cas λ ≥ µ, transitoire
dans le cas λ < µ.

3. Montrer que dans le cas λ > µ, il existe une unique mesure invariante
π de la forme donnée à la question 9 du problème 2.10.5, avec a que
l’on déterminera en fonction de λ et µ.

4. Montrer que {Xt; t ≥ 0} est récurrente positive dans le cas λ > µ,
récurrente nulle dans le cas λ = µ.

Problème 7.12.4. P désignant la matrice de transition définie au problème
2.10.6, on pose Q = P − I, et on considère une chaîne de Markov en temps
continu {Xt, t ≥ 0} de générateur infinitésimal Q.

1. Déterminer la matrice de transition P ′ de la chaîne incluse.

2. Décrire les trajectoires de la chaîne {Xt}, en précisant les paramètres
des lois exponentielles des temps de séjour dans les divers états.
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3. Montrer que la chaîne {Xt} est irréductible, récurrente positive. Déter-
miner sa probabilité invariante.

4. Déterminer la probabilité invariante de la chaîne incluse.

7.12.2 Corrigés

Corrigé du problème 7.12.1

1. Non, la chaîne {Xn} n’est pas la chaîne incluse de {Xt}. La matrice
de transition de la chaîne incluse a sa première ligne égale à (0, 1, . . .),
et le reste de P est le même. Il n’est pas difficile de voir que {Xn} est
irréductible comme la chaîne incluse, et qu’elle a la même propriété
en terme de transience, récurrence nulle ou positive (cf. question 3).
Seule la forme exacte d’une éventuelle mesure invariante est un petit
peu différente.

2. Puisque 0 < p, q < 1, aussi bien {Xn} que la chaîne {Yn} incluse dans
{Xt} passe avec une probabilité positive de 0 à 1, et de x à x − 1 et
x + 1, pour x ≥ 1. Donc pour x, y ∈ IN, chacun des deux processus a
une probabilité non nulle, partant de x, d’atteindre y en |y−x| “coups”.
Les deux processus sont donc irréductibles sur IN.

3. Il est facile de voir que l’équation πP = π est identique à l’équation
πQ = 0, puisque Q = P − I. Donc toute solution d’une équation est
solution de l’autre, donc {Xn} et {Xt} ont même mesure invariante.
Le caractère transitoire ou récurrent de {Xt} est équivalent au caractère
transitoire ou récurrent de la chaîne incluse {Yn}, qui est équivalent
au caractère transitoire ou récurrent de {Xn}. En effet une chaîne de
Markov {Xn} à valeurs dans IN est transitoire ssi Xn → ∞ quand
n → ∞, puisque la transience est équivalente au fait que pour tout
m ≥ 1, il existe n(ω,m) tel que n > n(ω,m) ⇒ Xn 6∈ {0, 1, . . . , m}.
Ceci dépend des lignes de la matrice de transition au delà de la m–ième,
qui sont les mêmes pour les matrices de transition de {Xn} et de {Yn}.
Enfin, une façon de distinguer entre récurrence positive et récurrence
nulle est de regarder le type de mesure invariante pour la chaîne. Donc
d’après ce qui précède, si {Xn} et {Xt} sont récurrentes, elles sont soit
toutes les deux récurrentes positives, soit toutes les deux récurrentes
nulles.

4. Il suffit de considérer {Xn}. OrXn+1 = Xn+1{Xn>0}Yn+1+1{Xn=0}Y
+
n+1,

avec X0, Y1, Y2, . . . indépendantes, IP(Yk = 1) = p = 1 − IP(Yk = −1).
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Donc Xn ≥ X0 +
∑n

k=1 Yk, et comme les Yk sont i.i.d., avec IE(Yk) =
p − q > 0,

∑n
k=1 Yk → +∞ quand n → ∞, et a fortiori Xn → +∞

quand n→ ∞, et {Xn} est transitoire.

5. Il suffit de montrer que Xn 6→ ∞ quand n → ∞. Pour cela il suffit de
montrer par exemple que partant de n’importe quel x > 1, la chaîne
visite p.s. l’état x − 1 (et donc revient p.s. en x par irréductibilité).
Comme la trajectoire de Xn entre x et x−1 ne passe pas en 0, la loi du
temps d’atteinte de x− 1 partant de x est la même que pour la marche
aléatoire

∑n
1 Yk, dont on sait par l’exercice 2.21.4 qu’elle est récurrente

dans le cas p = q, donc le temps d’atteinte de x−1 partant de x est p.s.
fini. On pourrait argumenter que le caractère récurrent nul de {Xn} se
déduit de celui de

∑n
1 Yk, mais il est tout aussi simple de remarquer

que la mesure π donnée par πx = 1, ∀x ∈ IN est invariante pour {Xn}.
6. En résolvant l’équation πQ = 0, on trouve π1 = (p/q)π0, π2 = (π1 −
pπ0)/q = π0(λ − p)/q = λ2π0. plus généralement, on a que ∀x ≥ 1,
πx+1 = (πx − pπx−1)/q. Donc si πx = λπx−1, alors πx+1 = πx−1(λ −
p)/q = λ2πx−1 = λπx. Donc par récurrence, πx = λxπ0, et π est une
probabilité si π0 = 1 − λ, ce qui donne finalement πx = (1 − λ)λx,
x ∈ IN. Il s’agit bien d’une loi géométrique, en fait le processus sonsidéré
iic est un cas particulier de la file d’attente M/M/1, cf. la section 8.1
ci–dessous. Dans ce cas p < q, les chaînes sont récurrentes positives.

7. Il est facile de vérifier que tous les raisonnements ci–dessus sont inchan-
gés par la présence de la constante c, puisque celle–ci ne modifie ni la
chaîne incluse ni l’équation pour une éventuelle mesure invariante. La
constante c modifie seulement la loi des temps de séjour dans chaque
état, en multipliant par c le paramètre de la loi exponentielle corres-
pondante. Si c > 1, on raccourcit “en loi” les temps de séjour, si c < 1,
on les rallonge (l’espérance d’une v.a. qui suit la loi exponentielle(c) est
c−1).

8. On voit aisément que la chaîne incluse de {Yt} est la même que celle
associée à {Xt}. Mais l’équation pour la mesure invariante devient
λqπ1 = pπ0, et pour x ≥ 1, λx+1pπx+1 = λxπx − λx−1qπx−1, et on
voit aisément que la mesure “uniforme” (πx = 1, ∀x) est invariante. En
rallongeant de plus en plus les temps de séjour dans les états “éloignés
de 0” (on multiplie le paramètre de la loi exponentielle par λx, un fac-
teur d’autant plus petit que x est grand), on rend l’espérance du temps
de retour en x infini.
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Cette dernière question donne un exemple d’un processus markovien de
saut récurrent nul dont la chaîne incluse est récurrente positive. Pour
un exemple dans l’autre sens (le processus en temps continu récurrent
positif, la chaîne incluse récurrente nulle), il suffit de choisir p = q =
1/2, et de multiplier cette fois la x–ème ligne de la matrice Q par
λ−x, (λ < 1 comme ci–dessus). Alors la même probabilité géométrique
qu’à la question 6 est invariante pour le processus en temps continu.
En divisant la x–ème ligne par λx, on raccourcit le temps de séjour
dans l’état x, le facteur λx étant d’autant plus petit que x est grand.
On raccourcit donc la longueur des excursions partant de 0, celles–ci
devenant d’espérance finie, alors même que le nombre d’états visités
entre deux passages à l’état x est d’espérance infinie (la chaîne incluse
est récurrente nulle).

Corrigé du problème 7.12.2 A

1. Il est assez clair d’après l’énoncé que le lemme 2.1.2 s’applique, et on a
bien une chaîne de Markov. Sa matrice de transition est

P =




1 − p/2 p/2 0 0 0 0
1 − p/2 0 p/2 0 0 0
1 − p p/2 0 p/2 0 0
1 − p 0 p/2 0 p/2 0

...
...

...
...

...
...



,

et puisque les deux diagonales inférieures et supérieure ne contiennent
pas de 0, on peut “avancer” et “reculer” d’un pas à chaque instant, donc
aller en temps fini de x à y, pour tout couple d’états x, y ∈ IN, d’où
l’irréductibilité.

2. Soit T le temps du premier retour en 0, partant de 0. IP(T > k) < pk

pour tout k ≥ 1. Donc

IE(T ) =

∞∑

k=0

IP(T > k) <∞.

Donc l’état 0 est récurrent positif, et donc la chaîne a cette propriété,
grâce à l’irréductibilité.

3. Les calculs permettent de vérifier que la probabilité π donnée dans
l’énoncé satisfait πP = π, donc c’est une probabilité invariante, qui est
unique par irréductibilité.
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B La matrice de transition de la chaîne incluse diffère de la matrice P de
la partie A uniquement par sa première ligne, qui vaut (0 1 0 0 . . .). Donc
la chaîne incluse est irréductible, et avec les notations de la question A 2
appliquées à la chaîne incluse, on a IP(T > k) < pk−1, et donc IP(T <∞) =
1, donc la chaîne incluse est récurrente, et {Xt} est récurrent irréductible.
Puisque Q = P − I, et que πP = π, πQ = 0, et par le théorème 7.6.2 {Xt}
est récurrent positif.

Corrigé du problème 7.12.3

1. La matrice de transition de la chaîne incluse s’écrit

P =




0 1 0 0 0 0 . . .
λ

λ+µ
0 µ

λµ
0 0 0 . . .

0 λ
λ+µ

0 µ
λ+µ

0 0 . . .

0 0 λ
λ+µ

0 µ
λ+µ

0 . . .
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . .




Ses diagonales supérieure et inférieure ont tous leurs coefficients non
nuls, donc la chaîne incluse est irréductible, et il en est de même de
{Xt}.

2. Notons qu’une façon de construire la chaîne incluse {Zn = XTn
} est

de se donner des v.a. i.i.d. {Yn, n ≥ 1} à valeurs dans {−1, 1} t.q.

IP(Y1 = 1) =
µ

λ+ µ
= 1 − IP(Y1 = −1), et de poser, pour n ≥ 0,

Zn+1 =

{
1 si Xn = 0

Zn + Yn si Xn > 0.

Le caractère récurrent ou transitoire de {Zn}, donc aussi de {Xt}, s’éta-
blit comme dans le problème 2.10.5.

3. L’égalité (π Q)0 = 0 entraîne que a = µ/λ, et on vérifie aisément que
ce choix de a donne bien π Q = 0.

4. D’après ce que l’on vient de voir, {Xt} est récurrente positive si λ > µ.
Si λ = µ, la mesure π = (1, 1, 1, . . .) est invariante, c’est une mesure
de masse infinie, donc {Xt} est récurrente nulle.
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Corrigé du problème 7.12.4

1. On a

Q =




p− 1 1 − p 0 0
0 −1 p 1 − p
p 1 − p −1 0
0 0 p −p


 , P ′ =




0 1 0 0
0 0 p 1 − p
p 1 − p 0 0
0 0 1 0


 .

2. Partant de l’état 1, {Xt} attend un temps exponentiel de paramètre
1−p, puis passe dans l’état 2. Partant de l’état 2, {Xt} attend un temps
exponentiel de paramètre 1, puis passe dans l’état 3 avec probabilité p,
dans l’état 4 avec probabilité 1 − p. Partant de l’état 3, {Xt} attend
un temps exponentiel de paramètre 1, puis passe dans l’état 1 avec
probabilité p, dans l’état 2 avec probabilité 1 − p. Partant de l’état
4, {Xt} attend un temps exponentiel de paramètre p, puis passe dans
l’état 3.

3. La chaîne incluse est clairement irréductible. Puisque l’espace d’état
est fini, la chaîne est alors récurrente positive. L’équation pour la pro-
babilité invariante est µQ = 0, soit encore µP = µ, donc la probabilité
invariante est celle du problème 2.10.6, soit π.

4. La probabilité invariante de la chaîne incluse est la probabilité solution
de l’équation µP ′ = µ, soit (p/3, 1/3, 1/3, (1− p)/3).



Chapitre 8

Files d’attente et réseaux

Introduction

Les processus markoviens de saut servent à modéliser les files d’attente.
Celles–ci ont d’abord été étudiées pour les besoins du téléphone, puis pour
ceux de la recherche opérationnelle. On est passé ensuite à l’étude des réseaux
de files d’attente, lequels servent à évaluer les performances des systèmes
informatiques, et aussi des systèmes de production.

Le modèle mathématique de base des files d’attente est le suivant. Des
clients arrivent suivant un certain processus. Quand un client arrive, si un
guichet est libre il se présente à celui–ci et commende à être servi. Sinon il
se met en attente, et sera servi lorsqu’un guichet sera libre (et que les clients
arrivés avant lui auront été servis - à moins qu’un système de priorités plus
complexe ne soit mis en place). Les temps de service suivent une certaine loi
(qui dans certains modèles plus complexes que ceux que nous allons consi-
dérer pourrait dépendre du type de client). Nous supposerons implicitement
que la “salle d’attente” est de capacité infinie, et qu’aucun client n’est rejeté,
sauf mention explicite du contraire.

Pour nous, la file d’attente sera caractérisée par la loi des arrivées, la
loi des temps de service et le nombre de guichets disponibles. On supposera
toujours les temps de service i.i.d. et indépendants du processus des arrivées.

On pourra consulter la monographie [39] pour un exposé beaucoup plus
complet sur le sujet.

239
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8.1 File d’attente M/M/1

M comme “sans mémoire” ou “markovien”. 1 est le nombre de guichets. On
suppose que le processus des arrivées est un processus de Poisson d’intensité
λ, et que les temps de service sont i.i.d. de loi commune la loi exponentielle
(µ). Le nombre de clients présents dans le système (au guichet + en attente)
est alors un processus markovien de saut à valeurs dans IN, de générateur
infinitésimal Q donné par :

Qx,x+1 = λ, x ∈ IN; Qx,x−1 = µ, x ≥ 1; Qxy = 0 si |x− y| ≥ 2;

et donc

Q00 = −λ, Qxx = −(λ+ µ), x ≥ 1.

En effet, fixons t ≥ 0 et x ≥ 1. Si on note {Ns} le processus des arrivées, et
S le temps d’attente à partir de t pour que le service en cours à l’instant t
se termine, on a

IP(Xt+h = x + 1|Xt = x) = IP(Nt+h −Nt = 1, S > h) + ◦(h)
= e−λhλhe−µh + ◦(h),

h−1Px,x+1(h) → λ, h→ 0.

IP(Xt+h = x− 1|Xt = x) = IP(Nt+h −Nt = 0, S ≤ h) + ◦(h)
= e−λh(1 − e−µh) + ◦(h),

h−1Px,x−1(h) → µ, h→ 0.

On a utilisé l’indépendance du processus des arrivées et du temps de service.
Si on conditionnait en outre par des valeurs passées de {Xs} avant t, le
résultat ne serait pas affecté, à cause du caractère markovien de {Ns} et du
caractère exponentiel de la loi de S (cf. exercice 6.5.1).

En outre, par le même raisonnement, pour |y − x| ≥ 2,

IP(Xt+h = y|Xt = x) = ◦(h).

La file d’attente M/M/1 est un “processus de naissance et de mort” en
temps continu, irréductible sur IN. Si λ > µ, le nombre moyen d’arrivées
par unité de temps est supérieur au nombre moyen de départs par unité de
temps, et Xt → +∞ p.s. Le processus est transitoire.
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Dans le cas λ = µ, le processus est récurrent nul. Dans le cas λ < µ, le
processus est récurrent positif. Sa probabilité invariante est donnée par :

πx =

(
1 − λ

µ

)(
λ

µ

)x

.

Pour la justification de ces affirmations, voir l’exercice 8.13.1 ci–dessous. A
l’équilibre, le nombre moyen de clients présents dans le système est :

IEπ(Xt) =
∞∑

x=1

xπx =
λ

µ− λ
.

L’espérance du temps de retour en 0 est :

IE0(R0) =
1

q0π0

=
µ

λ(µ− λ)

Le temps moyen entre deux périodes où le guichet est vide vaut

IE0(R0) −
1

q0
=

1

µ− λ

Calculons le temps moyen passé par un client dans le système. Condition-
nellement au fait de trouver x clients devant lui en arrivant, le temps moyen
passé par un client est (x + 1)/µ. Donc le temps moyen est :

IEπ(Xt + 1)/µ =
1

µ− λ
.

L’argument ci–dessus, qui peut sembler contradictoire (pourquoi l’état de
la file au moment d’une arrivée est–il le même que celui de la file à un instant
arbitraire ?), est correct asymptotiquement, au sens où la loi du nombre de
clients que le n–ième arrivé trouve devant lui converge vers la probabilité in-
variante de Xt, quand n→ ∞, cf. l’exercice 8.13.2 ci–dessous. En outre, c’est
une conséquence du Théorème qui suit, où {Xt} désigne le nombre de clients
présents dans une file d’attente non nécessairement de type M/M/1. Formu-
lons trois hypothèses, qui sont en particulier vérifiées dans le cas markovien
récurrent positif :

t−1

∫ t

0

X(s)ds→ X̄ p.s., quand t→ ∞, (H1)



242 CHAPITRE 8. FILES D’ATTENTE ET RÉSEAUX

où X̄ est une constante,

∃ une suite aléatoire tn → ∞, quand n→ ∞ t. q. Xtn = 0, (H2)

et on suppose en outre que les durées de séjour de tous les clients sont finies,
et que si Dn désigne la durée du séjour du n–ième client arrivé après l’instant
0, il existe une constante D̄ telle que

D̄ = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

Dk. (H3)

Théorème 8.1.1. (Formule de Little) On considère un système de service
tel que le nombre moyen d’arrivées par unité de temps soit égal à λ, et qui
vérifie les hypothèses (H1), (H2) et (H3) ci–dessus. Alors

X̄ = λ D̄.

Preuve Désignons par N(t) le nombre de clients arrivés avant t, et {tn, n ∈
IN} une suite telle que Xtn = 0, ∀n et tn → ∞, quand n→ ∞. Alors il n’est
pas difficile de vérifier que si X0 = 0 :

N(tn)∑

k=1

Dk =

∫ tn

0

Xsds.

Donc
1

tn

∫ tn

0

Xsds =
N(tn)

tn
× 1

N(tn)

N(tn)∑

1

Dk.

Il reste à faire tendre n → ∞, en utilisant les hypothèses. Le cas X0 6= 0
s’en déduit puisque les durées de séjour des clients présents à l’instant 0 sont
finies. �

Notons que la formule de Little est très intuitive.

8.2 File d’attente M/M/1/K

En pratique, on ne peut pas en général avoir un nombre arbitraire de
clients en attente. Dans le modèle M/M/1/K, les arrivées sont poissoniennes
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d’intensité λ, les temps de service de loi exponentielle de paramètre µ, il y
a un serveur, et la “salle d’attente” contient au plus K clients (dont celui en
train de se faire servir). Ceci signifie que tout client qui arrive quand la salle
d’attente est pleine est rejeté.

Le nombre de clients présents dans le système est alors un processus
markovien de saut à valeurs dans {0, 1, 2 . . . , K}. Son générateur infinitésimal
est donné par

Qx,x+1 = λ, 0 ≤ x ≤ K − 1; Qx,x−1 = µ, 1 ≤ x ≤ K;

Qxy = 0 si |x− y| > 2. Donc en outre

Q00 = −λ, Qxx = −(λ + µ), 1 ≤ x ≤ K − 1; QKK = −µ.

Ce processus de Markov est irréductible, à valeurs dans un ensemble fini,
donc récurrent positif. Sa probabilité invariante π se calcule aisément.

Dans le cas λ 6= µ, on trouve

πx =

(
λ

µ

)x
1 − λ/µ

1 − (λ/µ)K+1
, 0 ≤ x ≤ K.

Dans le cas λ = µ, on a πx = 1
K+1

.
La probabilité qu’un client arrivant soit rejeté est égale à la proportion

du temps où la file est pleine, soit

πK =

(
λ

µ

)K 1 − λ
µ

1 −
(

λ
µ

)K+1
si λ 6= µ, πK =

1

K + 1
si λ = µ.

8.3 File d’attente M/M/s

On revient au cas d’une “salle d’attente” de capacité infinie, mais on
suppose maintenant qu’il y a s guichets (“serveurs”) disponibles. Les temps
de service aux différents guichets sont bien sûr mutuellement indépendants.
Il n’est pas difficile de voir que :

Q01 = λ, Q0x = 0, x > 1;

pour 1 ≤ x ≤ s,

Qx,x+1 = λ, Qx,x−1 = xµ, Qxy = 0, |x− y| > 1;
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pour x ≥ s,

Qx,x+1 = λ, Qx,x−1 = sµ, Qxy = 0, |x− y| > 1.

Le seul calcul nouveau à faire est le suivant : si S1, . . . , Sx sont i.i.d.
exponentielles (µ),

IP(S1 ∧ · · · ∧ Sx > h) = (e−µh)x.

Donc la probabilité qu’il y ait au moins un départ dans un intervalle de temps
de longueur h, lorsque x guichets sont occupés, est

1 − e−xµh,

et
1 − e−xµh

h
→ xµ.

En outre, la probabilité qu’il y ait au moins deux départs pendant un inter-
valle de temps de longueur h est un ◦(h).

{Xt} est récurrent positif si λ < µs. Dans ce cas, on peut chercher une pro-
babilité invariante en cherchant une solution de l’équation d’équilibre ponc-
tuel :

πxQx,x+1 = πx+1Qx+1,x.

On trouve que

πx/π0

{
(λ/µ)x/x!, si 0 ≤ x ≤ s;

(λ/µ)x/sx−ss!, si x > s.

Les deux cas qui conduisent à une formule simple sont le cas s = 1 (déjà
traité, loi géométrique) et le cas s = ∞, auquel cas π0 = e−λ/µ, et

πx = e−λ/µ(λ/µ)x/x!,

i.e. la probabilité invariante est la loi de Poisson (λ/µ).
On a le Théorème de Burke : si λ < sµ, à l’équilibre le processus des

départs est un processus de Poisson d’intensité λ. En effet, {Xt} est réversible
par rapport à π. Donc “à l’équilibre” (i.e. sous IPπ), {XT−t; 0 ≤ t ≤ T} a
même loi de {Xt, 0 ≤ t ≤ T}, et les départs de {Xt} sont les arrivées de
{XT−t}.

Calculons maintenant la probabilité qu’un client arrive alors que tous les
serveurs sont occupés (et donc qu’il soit mis en attente avant d’être servi).
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Celle–ci est égale à la proportion du temps pendant laquelle tous les serveurs
sont occupés, donc à

∞∑

x=s

πx = π0
ss

s!

∞∑

x=s

(
λ

µs

)x

= π0
(λ/µ)s

s!
× µs

µs− λ
,

avec

π0 =

[
s−1∑

x=0

(λ/µ)x

x!
+

(λ/µ))s

s!
× µs

µs− λ

]−1

.

La formule que nous venons d’obtenir fait partie des formules d’Erlang.
Enfin, posons nous la question de savoir ce qui est le plus efficace, du point

de vue de l’utilisateur, pour faire face à des arrivées poissoniennes d’intensité
2λ : deux serveurs en parallèle, avec temps de service de loi exponentielle de
paramètre µ (solution 1), ou bien un seul serveur, avec temps de service de
loi exponentielle de paramètre 2µ (solution 2) (λ < µ) ?

Calculons les temps de séjour moyen des clients dans le système, dans les
deux cas. Dans la première solution, à l’équilibre la loi du nombre de clients

est donnée par π0 =
1 − λ/µ

1 + λ/µ
; πx = 2

(
λ

µ

)x
1 − λ/µ

1 + λ/µ
, x ≥ 1.

Donc le nombre moyen de clients présents dans le système vaut

X̄1 = 2
1 − λ/µ

1 + λ/µ

∞∑

x=1

x

(
λ

µ

)x

=
2λ/µ

(1 − λ/µ)(1 + λ/µ)

Donc d’après la formule de Little la durée moyenne de séjour est

D̄ =
X̄1

2λ
=

1

(µ− λ)(1 + λ/µ)

Dans la seconde solution,

D̄2 =
1

(µ− λ)2

Mais 1+λ/µ < 2, donc D̄2 < D̄1, et la solution d’un seul serveur, avec temps
de service de loi exp(2µ), est la solution préférable.
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8.4 File d’attente M/M/s/s

On considère la file M/M/s, mais cette fois sans salle d’attente, i.e. tout
client arrivant alors que les s guichets sont occupés est rejeté. C’est le modèle
de fonctionnement d’un central téléphonique.

Le nombre Xt de clients dans le système à l’instant t constitue un proces-
sus de Markov à valeurs dans {0, 1, . . . , s}, avec le générateur infinitésimal :

Q01 = λ, Q0x = 0, x > 1;

si 0 < x < s,

Qx,x+1 = λ, Qx,x−1 = xµ, Qxy = 0, |x− y| > 1;

Qs,s−1 = sµ, Qsy = 0, y 6= s, y 6= s− 1.

La probabilité invariante est la “loi de Poisson tronquée” :

πx =
(λ/µ)x

x!
/

s∑

y=0

(λ/µ)y

y!
, 0 ≤ x ≤ s.

Par le théorème ergodique, la proportion du temps pendant laquelle le sys-
tème est plein, qui est aussi la proportion d’appels perdus, est

πs =
(λ/µ)s

s!
/

s∑

y=0

(λ/µ)y

y!
,

expression qui a reçu le nom de “formule d’Erlang”.

8.5 Atelier de réparation

Une usine fait fonctionner s machines. Chacune d’elles tombe en panne
au taux λ (l’instant de panne est une v.a. de loi exponentielle de paramètre
λ). L’usine est équipée d’un atelier de réparation. Les temps de réparation
sont exponentiels de paramètre µ.

Désignons par Xt le nombre de machines en état de marche à l’instant t
à valeurs dans E = {0, 1, . . . , s}. {Xt} est un processus markovien de saut.
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Son générateur infinitésimal est le même que celui de la file M/M/s/s, mais
avec λ et µ intervertis ! Donc la probabilité invariante de ce processus est

πx =
(µ/λ)x

x!
/

s∑

y=0

(µ/λ)y

y!
, 0 ≤ x ≤ s.

Le taux de panne global est

λg =
s∑

x=1

λxπx

= µ
s−1∑

x=0

(µ/λ)x

x!
/

s∑

y=0

(µ/λ)y

y!

Le nombre moyen de machines réparées par unité de temps vaut

nr = µ(1 − πs)

= λb

8.6 Files d’attente en série

Supposons que les clients demandent deux services : ils font d’abord la
queue au guichet A, puis au guichet B, dont les deux temps de service sont
indépendants, le temps de service de A suivant une exponentielle (α), et celui
de B une loi exponentielle (β).

Quelle est la longueur moyenne de la file au guichet B ? Notons {Xt} le
nombre de clients (en service ou en attente) au guichet A, {Yt} le nombre de
clients au guichet B.

Les arrivées au guichet A sont supposées former un processus de Poisson
d’intensité λ. Si λ > α, Xt → ∞, on peut admettre qu’il y a toujours des
clients en A, et ils sortent suivant un processus de Poisson d’intensité α. Si
λ < α, d’après le théorème de Burke les départs de A forment un processus
de Poisson d’intensité λ. Il est donc naturel de prétendre que le processus
des arrivées en B est un processus de Poisson d’intensité λ ∧ α. Donc {Yt}
est récurrent positif ssi λ ∧ α < β, et dans ce cas la longueur moyenne de la

file en B est
α ∧ λ

β − α ∧ λ . Les deux files sont récurrentes positives si λ < α∧β.
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Dans ce cas, à l’équilibre, le temps moyen passé par un client dans le système
A+B est

1

α− λ
+

1

β − λ
.

8.7 File d’attente M/G/∞
Les arrivées forment encore un processus de Poisson d’intensité λ. Les

temps de service sont i.i.d., de loi commune “générale”, de fonction de répar-
tition F (t) = IP(T ≤ t). Il y a une infinité de serveurs, ce qui simplifie
énormément l’analyse, en évitant toute interaction entre les clients.

Le nombre de clients arrivés avant t suit une loi de Poisson de paramètre
λt. Conditionnons par Nt = n. Si l’on énumère les n clients arrivés de façon
aléatoire, alors les temps d’arrivée A1, . . . , An de ces clients sont i.i.d. de loi
uniforme sur [0, t] (cf. exercice 6.5.4).

Pour chacun de ces clients, le service n’est pas terminé avec probabilité

p =
1

t

∫ t

0

IP(T > s)ds =
1

t

∫ t

0

(1 − F (s))ds.

Donc la loi conditionnelle de Xt, sachant que Nt = n, est la loi binomiale
(n, p). Finalement

IP(Xt = x) =
∞∑

n=0

IP(Xt = x|Nt = n)IP(Nt = n)

=

∞∑

n=x

Cn
xp

x(1 − p)n−xe−λt(λt)n/n!

= e−λt (λpt)
x

x!

∞∑

n=x

(λ(1 − p)t)n−x

(n− x)!

= e−λpt(λpt)x/x!

Donc la loi de Xt est la loi de Poisson de paramètre λ
∫ t

0

(1−F (s))ds. Notons

que ∫ ∞

0

(1 − F (s))ds =

∫ ∞

0

IP(T > s)ds = IE(T ).

Si IE(T ) <∞, la file a comme loi limite, la loi de Poisson (λIE(T )).
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8.8 File d’attente M/G/1

Les clients arrivent suivant un processus de Poisson d’intensité λ > 0. Les
temps de service successifs sont des v. a. i. i. d., indépendantes du processus
des arrivées. On note ν la loi des temps de service, et L sa transformée de
Laplace, i. e.

L(u) =

∫ ∞

0

e−utν(dt), u > 0.

On note µ l’espérance de la probabilité ν, qui est supposée finie.

8.8.1 Une chaîne incluse

Pour tout n ≥ 0, on note Xn le nombre de clients en attente (ou en train
de se faire servir) juste après le n–ième départ. Pour n ≥ 0,

Xn+1 = Xn + Yn+1 − 1Xn>0,

où Yn est le nombre d’arrivées durant le service du n–ième client. Le fait que
{Xn, n ≥ 0} est une chaîne de Markov résulte du

Lemme 8.8.1. Les v. a. {Yn, n ≥ 1} sont i. i. d., indépendantes X0, de loi
commune de fonction génératrice

A(z) = L(λ(1 − z)).

Preuve L’indépendance par rapport àX0 est assez claire. Soit n ≥ 1. Notons
Si la durée du service du i–ième client.

IE
(
zY1
1 · · · zYn

n

)
IE
[
IE
(
zY1
1 · · · zYn

n |S1, . . . , Sn

)]

=

∫

IRn
+

IE
(
zY1
1 · · · zYn

n |S1 = t1, . . . , Sn = tn
)
ν(dt1) · · · ν(dtn)

=
n∏

i=1

∫

IR+

e−λti(1−zi)ν(dti)

=

n∏

i=1

L(λ(1 − zi)).

Il est clair que la chaîne de Markov {Xn} à valeurs dans IN est irréductible.
On note que

ρ
def

= IE(Yn) = λµ.
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8.8.2 Le cas récurrent positif

Proposition 8.8.2. Si ρ < 1, la chaîne {Xn} est récurrente positive.

Preuve Désignons par Zn le nombre de visites de la chaîne en 0 avant le
n–ième départ. On a

Xn = X0 + Y1 + · · · + Yn − n+ Zn.

Supposons la chaîne transitoire. Alors Xn → ∞ p. s. quand n → ∞, et
Zn/n→ 0 quand n→ ∞, puisqu’il y a p. s. au plus un nombre fini de retour
en 0. Mais par la loi des grands nombres,

n−1(Y1 + . . .+ Yn) → ρ < 1,

donc
Y1 + . . .+ Yn − n→ −∞,

quand n→ ∞, ce qui contredit le fait que Xn ≥ 0, et la chaîne est nécessaire-
ment récurrente. Prenons l’espérance dans la formule de récurrence ci–dessus.
Puisque Xn ≥ 0,

0 < 1 − ρ ≤ n−1IEX0 + n−1IEZn → 1/m0

quand n → ∞, où m0 est l’espérance du temps de retour en 0, d’après le
théorème ergodique. Donc

m0 ≤
1

1 − ρ
<∞.

Notons π la probabilité invariante de {Xn}, et G sa fonction génératrice.

zG(z) = IE
(
zXn+1+1

)

= IE
(
zXn+Yn+1+1Xn=0

)

= A(z)(π0z +G(z) − π0),

donc
(∗) (A(z) − z)G(z) = π0A(z)(1 − z).

Quand z → 1,
A(z) − z

1 − z
→ 1 − A′(1−) = 1 − ρ,
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donc π0 = 1 − ρ et

G(z) = (1 − ρ)
(1 − z)A(z)

A(z) − z
.

Calculons la longueur moyenne de la file. Différentiant (∗), on obtient

(A(z) − z)G′(z) + (A′(z) − 1)G(z) = (1 − ρ)[A′(z)(1 − z) − A(z)],

d’où en remplaçant G(z) par sa valeur,

G′(z) = (1 − ρ)A′(z)
1 − z

A(z) − z
− (1 − ρ)A(z)

(A′(z) − 1)(1 − z) + A(z) − z

(A(z) − z)2
.

Or, quand z → 1,

(A′(z) − 1)(1 − z) + A(z) − z

(A(z) − z)2
=
A(z) − 1 − A′(z)(z − 1)

(A(z) − z)2

' −1

2
A′′(z)

(1 − z)2

(A(z) − z)2

→ − A′′(1−)

2(1 − ρ)2
.

Donc

IEπ(Xn) = G′(1−)

= ρ+
A′′(1−)

2(1 − ρ)

= ρ+
λ2L′′(0+)

2(1 − ρ)

= ρ+
λ2IES2

2(1 − ρ)
,

où S désigne le temps de service (i. e. une v. a. de loi ν).
On va maintenant calculer le temps moyen passé par un client à

attendre pour se faire servir. Considérons la file à l’équilibre. Un client
qui part a passé un temps Q à attendre, et un temps S à se faire servir.
Conditionnellement au fait que Q + S = t, le nombre de clients qu’il laisse
derrière lui suit la loi de Poisson de paramètre λt. Donc, si M(u) = IE(e−uQ)
désigne la transformée de Laplace de la loi de Q,

G(z) = IE
(
e−λ(Q+S)(1−z)

)

= M(λ(1 − z))L(λ(1 − z)).
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Donc

M(u) =
(1 − ρ)u

u− λ(1 − L(u))
.

D’où l’on tire

IEQ = −M ′(0+) =
λIE(S2)

2(1 − ρ)
.

Intéressons nous finalement à la longueur moyenne des périodes
d’activité O, pendant laquelle le serveur est occupé. Notons

B(u) = IE(e−uO)

sa transformée de Laplace. Soit S la duré du service du premier client de la
période d’activité. Conditionnellement en S = t,

O = t +O1 + . . .+ON ,

où N est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du premier
client, dont la loi conditionnelle sachant que S = t est la loi de Poisson de
paramètre λt, et O1, O2, . . . sont i. i. d., de même loi que celle de O. Donc

B(u) =

∫ ∞

0

IE(e−uO|S=t)ν(dt)

=

∫ ∞

0

e−ute−λt(1−B(u))ν(dt)

= L(u+ λ(1 − B(u))).

On en déduit l’espérance de O :

IE(O) = µ(1 + λIE(O))

=
µ

1 − ρ
.

8.9 Réseau de Jackson ouvert

On considère un réseau constitué de N stations interconnectées. Chaque
station p (1 ≤ p ≤ N) doit traiter les clients qui arrivent de l’extérieur, ainsi
que ceux qui lui sont envoyés par les autres stations.

Dans le modèle de Jackson, les arrivées exogènes à la station p forment
un processus de Poisson d’intensité λ0

p. Chaque station est une file d’attente.
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Le taux avec lequel les clients quittent la station p est µp(n), si n clients sont
à la station p. Par exemple

µp(n) =

{
µp1{n>0}, dans le cas d’un serveur M/M/1 ;

n ∧ spµp, dans le cas de s guichets : file M/M/s.

Un client quittant la station p se dirige vers la station q avec la probabilité
rpq (1 ≤ q ≤ N), et quitte le réseau avec la probabilité rp0. On suppose pour
simplifier que rpp = 0, 1 ≤ p ≤ N ; cette hypothèse peut être levée sans
difficulté.

Le processus Xt = (X1
t , . . . , X

N
t ) des nombres de clients présents aux

stations 1, . . . , N à l’instant t est un processus markovien de sauts à valeurs
dans l’espace E = INN

+ .
On note ep = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) le vecteur dont seule la p–ième coor-

donnée est non nulle et vaut 1.
Les seuls termes hors diagonaux non nuls du générateur infinitésimal du

processus {Xt} sont donnés par




Qx,x+ep
= λ0

p, x ∈ E, 1 ≤ p ≤ N ;

Qx+ep,x = µp(xp + 1)rp0, x ∈ E 1 ≤ p ≤ N ;

Qx+ep,x+eq
= µp(xp + 1)rpq, 1 ≤ p 6= q ≤ N, x ∈ E.

On dit que le réseau est “sans capture” si pour tout p ∈ {1, . . . , N}, ∃n ≥ 0,
p1, . . . , pn ∈ {1, . . . , N} tels que

rpp1rp1p2 · · · rpn−1pn
rpn0 > 0 (8.1)

On considère l’équation

λ0
p +

∑

q 6=p

λqrqp = λp, 1 ≤ p ≤ N ; (8.2)

d’inconnues λp, 1 ≤ p ≤ N .

Lemme 8.9.1. Sous l’hypothèse (8.1), l’équation (8.2) a une unique solution
positive et finie.

Preuve Soit R la matrice N × N , de coordonnées Rpq = rpq. L’équation
(8.2) s’écrit sous forme vectorielle

λ(I − R) = λ0,
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qui a la solution unique finie
λ0 = λK,

avec K =

∞∑

0

Rn, à condition que cette série converge dans IRN×N .

Considérons la matrice markovienne

P =




r10
r20 R
rN0

1 0 · · ·0




L’hypothèse (8.1) entraîne que les états 1, 2, . . . , N sont transitoires pour la
chaîne à valeurs dans {0, 1, 2, . . . , N} de matrice de transition P , donc d’après
l’exercice 2.9.6. ∞∑

n=0

(P n)xy <∞, 1 ≤ x, y ≤ N.

Mais (P n)xy = (Rn)xy, 1 ≤ x, y ≤ N , d’où le résultat.
On peut maintenant établir le :

Théorème 8.9.2. Sous l’hypothèse (8.1), si en outre pour tout 1 ≤ p ≤ N ,

∞∑

n=1

n∏

r=1

λp

µp(r)
<∞,

alors le processus markovien de saut {Xt} à valeurs dans E admet l’unique
probabilité invariante

πx =

N∏

p=1

πp
xp
,

où pour 1 ≤ p ≤ N , la probabilité πp sur IN est définie par

πp
n = bp

λn
p∏n

r=1 µp(r)
,

avec bp =

(
1 +

∞∑

n=1

n∏

r=1

λp

µp(r)

)−1

.

Avant de démontrer ce théorème, précisons ce résultat dans deux cas
particuliers.
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Corollaire 8.9.3. Cas µp(n) = µp1{n>0} (Réseau de files M/M/1). Si (8.1)
est satisfaite et λp < µp, alors le processus {Xt} admet la probabilité inva-

riante πx =

N∏

p=1

πp
xp, où

πp
n =

(
1 − λp

µp

)(
λp

µp

)n

, 1 ≤ p ≤ N, n ∈ IN.

Corollaire 8.9.4. Cas µp(n) = µp × (n ∧ sp) (Réseau de files M/M/sp). Si
(8.1) est satisfaite et λp < µpsp, alors le processus {Xt} admet la probabilité
invariante πx =

∏N
p−1 π

p
xp

, avec

πp
nbp

(
λp

µp

)n

/(n ∧ sp)!,

avec

bp =

[
sp−1∑

r=0

(λp/µp)
r

r!
+

(λp/µp)
sp

sp!

(
1

1 − λp/µpsp

)]−1

Preuve du théorème 8.9.2 : Si une probabilité invariante π existe, et
si Q̂ désigne le générateur infinitésimal du processus retourné, alors on a :

πxQx,x+ep
= πx+ep

Q̂x+ep,x

πx+ep
Qx+ep,x = πxQ̂x,x+ep

πx+eq
Qx+ep,x+ep

= πx+ep
Q̂x+ep,x+eq

.

Si π existe et est donnée par la formule de l’énoncé, alors

Q̂x+ep,x =
λ0

p

λp
µp(xp + 1)

Q̂x,x+ep
= λprp0

Q̂x+ep,x+eq
=
λq

λp
rpqµp(xp + 1)

La formule pour π est alors correcte pourvu que pour tout x ∈ E (cf. Re-
marque 7.7.3) : ∑

y 6=x

Q̂xy =
∑

y 6=x

Qxy
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Or
∑

y 6=x

Qxy =
N∑

p=1

(
λ0 + µp(xp)

)
,

et

∑

y 6=x

Q̂xy =
N∑

p=1

(
λprp0 +

λ0
p

λp
µp(xp) +

∑

q 6=p

λqrqp
µp(xp)

λp

)

=

N∑

p=1

(λprp0 + µp(xp)) ,

où on a utilisé l’égalité (8.2). Mais en sommant l’égalité (8.2) sur p, on obtient
∑

p

λ0
p =

∑

p

λp(1 −
∑

q

rpq)

=
∑

p

λprp0

d’où l’égalité désirée. �

Il résulte de la preuve du Théorème les formules pour le générateur infi-
nitésimal du processus retourné, d’où l’on déduit le

Corollaire 8.9.5. Si les conditions du Théorème 8.9.2 sont satisfaites, et
{Xt} est initialisée avec la probabilité invariante, alors le processus retourné
en temps X̂t = XT−t, 0 ≤ t ≤ T , est un processus markovien de saut, qui
s’interprète comme un réseau de Jackson avec N files interconnectées, de
paramètres :

Intensité des arrivées exogènes à la station p :

λ̂0
p = λprp0;

Probabilité de routage de p vers q :

r̂pq =
λq

λp
rqp

Probabilité de sortie du système au moment de quitter la station p :

r̂p0 =
λ0

p

λp
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Taux de service à la station p :

µ̂p(xp) = µp(xp).

En outre, les processus de sortie du système pour le processus initial à
partir des stations {1, . . . , N} sont des processus de Poisson indépendantes
d’intensités respectives λprp0.

8.10 Réseau de Jackson fermé

On reprend le modèle de la section précédente, en supposant cette fois
qu’il n’y a pas d’arrivée exogène – λ0

p = 0, ∀p, ni de sortie du système –
rp0 = 0, ∀p, soit

rpp = 0,

N∑

q=1

rpq = 1.

La matrice R = (rpq)1≤p,q∈N est donc markovienne. On la supposera irré-
ductible dans toute la suite.

Sous ces hypothèses, il y a clairement conservation du nombre de clients
dans le réseau. On notera I(> 0) ce nombre.

Ici le processus {Xt} est un processus markovien de saut à valeurs dans

E(I) = {x ∈ INN
+ , x1 + · · · + xp = I}.

Le générateur infinitésimal de {Xt} est donné par

Qx+ep,x+eq
= µp(xp + 1)rpq, p 6= q, x ∈ E(I).

Soit {λp, 1 ≤ p ≤ N} la probabilité sur {1, . . . , N} invariante par R. On
montre alors, par exemple par la même méthode qu’à la section précédente,
le

Théorème 8.10.1. Si R est irréductible, alors le processus {Xt} admet
l’unique probabilité invariante

πx = G(I)−1
N∏

p=1

λ
xp
p∏xp

r=1 µp(r)
,

avec

G(I) =
∑

x∈E(I)

N∏

p=1

λ
xp
p∏xp

r=1 µp(r)
.
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La principale difficulté est de calculer la constante de normalisation (aussi
appelée “fonction de partition”) G(I). Dès que les valeurs de I et de N ne
sont pas petites, le cardinal de E(I) (qui vaut CN−1

I+N−1) rend le calcul de G(I)
par sommation directe impossible.

Supposons maintenant pour toute la suite de cette section que µp(r) =
µp1{r>0}. Notons ρp = λp/µp.

Nombre moyen de clients Soit 1 ≤ k < I. Pour tout y ∈ E(I − k),
notons que

πI
y+kep

G(I) = πI−k
y ρk

pG(I − k),

si l’on note πI la probabilité invariante sur E(I).
Donc si {Xt} est initialisée avec la probabilité invariante πI, et si 1 ≤ k <

I,

IP(Xp
t ≥ k) =

∑

y∈E(I−k)

πI
y+kep

=
G(I − k)

G(I)
ρk

p

∑

y∈E(I−k)

πI−k
y

=
G(I − k)

G(I)
ρk

p.

Donc

IEXp
t =

I∑

k=1

ρk
p

G(I − k)

G(I)
,

où G(0) = 1.

Intensité des arrivées A l’équilibre, l’intensité des départs de la station
p vers la station q vaut :

dpq =
∑

x∈E(I),xp>0

πxQx,x−ep+eq

De la bijection entre {x ∈ E(I), xp > 0} et E(I − 1), et de l’identité

πI
xG(I) = πI−1

x−ep
G(I − 1) ρp,
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on déduit la formule

dpq =
λprpqG(I − 1)

G(I)
.

On obtient alors, par un argument de retournement du temps, la formule
suivante pour l’intensité des arrivées à la station p

ap =
λpG(I − 1)

G(I)
.

Calcul de la fonction de partition Considérons les fonctions génératri-
ces

Φp(z) =
∞∑

n=0

(ρpz)
n 1

1 − ρpz
, 1 ≤ p ≤ N, |z| ≤ 1.

En comparant les coefficients des zJ dans les deux membres, on obtient l’éga-
lité

∞∑

n=0

G(n)zn =

N∏

p=1

Φp(z)

Soit

βp(z) =

p∏

q=1

Φq(z), 1 ≤ p ≤ N, |z| ≤ 1.

On a
βp(z)(1 − ρpz) = βp−1(z), p > 1.

Notons T (k, p) le coefficient de zk dans βp(z). On a

T (k, p) − ρpT (k − 1, p) = T (k, p− 1), k ≥ 1, p > 1,

avec T (0, p) = 1, p ≥ 1 et T (k, 1) = ρk
1, n ≥ 0.

On en déduit un algorithme de calcul de G(I) = T (I, N), de complexité
O(I ×N), qui consiste à calculer les T (k, p) ligne par ligne pour 1 ≤ p ≤ N
(i.e. pour des valeurs croissantes de k).

8.11 Réseau téléphonique

On considère un réseau téléphonique constitué de N canaux intercon-
nectés. L’établissement d’une communication requiert l’usage exclusif des n
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canaux demandés pour la communication. Si un ou plusieurs des canaux de-
mandés est occupé, l’appel est rejeté. Sinon, la communication est établie,
et dure un temps aléatoire, de loi exponentielle de paramètre µn. Les appels
demandant n canaux arrivent suivant un processus de Poisson d’intensité λn.
Les flux d’arrivées de type différent et les durées des communications sont
mutuellement indépendants.

Soit Xt = (X1
t , . . . , X

P
t ) où Xn

t représente le nombre de communications
établies à l’instant t, qui utilisent n canaux. Xt est un processus markovien
de saut à valeurs dans

E = {x = (x1, . . . , xP ) ∈ INP |x̄ ≤ N},

où x̄ = x1 + 2x2 + · · · + PxP , de générateur infinitésimal Q, dont les seuls
termes hors diagonaux non nuls sont donnés par :

Qx+en,x = µn × (xn + 1),

Qx,x+en
= λn

Cn
N−x̄

Cn
N

,

où en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) i.e. le vecteur de E dont toutes les coordonnées
sont nulles, sauf la n–ième qui vaut 1. Notons que Cn

N−x̄/C
n
N est la probabilité

de non–rejet si Xt = x. Posons τn = (Cn
N)−1λn.

Probabilité invariante

Théorème 8.11.1. Le processus markovien de saut {Xt} décrit ci–dessus
est réversible par rapport à sa probabilité invariante

πx = π0
N !

(N − x̄)!

P∏

n=1

{(
τn
µnn!

)xn 1

xn!

}

Preuve Cherchons une solution à l’équation d’équilibre local

πxτn
(N − x̄)!

n!(N − x̄− n)!
= πx+en

µn(xn + 1), x ∈ E, 1 ≤ n ≤ P, x̄ + en ∈ E;

Soit

πx+en
=
τn
µn

1

xn + 1

(N − x̄)!

n!(N − x̄− n)!
πx.
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Donc si xn ≥ 1,

πx =
τn
µnn!

1

xn

(N − x̄+ n)!

(N − x̄)!
πx−en

.

Ainsi

πx = πx−x1e1

(
λ1

µ1

)x1 1

x1!

(N − x̄ + x1)!

(N − x̄)!

πx = πx−x1e1−x2e2

(
λ1

µ11!

)x1 1

x1!

(
λ2

µ22!

)x2 1

x2!

(N − x̄+ x1 + 2x2)!

(N − x̄)!

La formule de l’énoncé s’obtient en poursuivant ce calcul. �

Il reste à calculer π0. Posons

yn =
τn
µnn!

, y = (y1, . . . , yP ),

G(N, x) =
∑

x∈E

N !

(N − x̄)!

P∏

n=1

yxn
n

xn!
.

Alors π0 = G(N, y)−1. On verra ci–dessous un algorithme de calcul de la
fonction de partition G(N, y).

Probabilité de rejet En régime stationnaire, l’intensité des fins de com-
munication mettant en jeu n canaux vaut

∑

x∈E

µnxnπx = IE(Xn
t )µn.

La réversibilité entraîne que cette quantité est égale à l’intensité des com-
munications mettent en jeu n canaux qui sont acceptés. Donc le rapport
taux d’acceptation/taux de demande pour les communications mettant en
jeu n canaux, qui représente la probabilité d’acceptation, vaut IE(Xn

t )µn/λn.
Il reste donc à calculer le

Nombre moyen de communications mettant en jeu n canaux.

∑

x∈E

xnπx = G(N, y)−1
∑

x∈E

N !

(N − x̄)!
xn

P∏

m=1

yxn
m

xm!



262 CHAPITRE 8. FILES D’ATTENTE ET RÉSEAUX

Or
∂

∂yn
G(N, y) =

∑

x∈E

N !

(N − x̄)!

yxn−1
n

(xn − 1)!

∏

m6=n

yxm
m

xm!

Donc ∑

x∈E

xnπx = yn G(N, y)−1 ∂

∂yn
G(N, y).

Avec la convention n! = −∞ si n < 0, on a

∂

∂yn

G(N, y) =
∞∑

x1=0

· · ·
∞∑

xP =0

N !

(N − x̄)!

yxn−1
n

(xn − 1)!

∏

m6=n

yxn
m

xm!

soit encore

∂

∂yn
G(N, y) =

N !

(N − n)!

∞∑

x1=0

· · ·
∞∑

xP =0

(N − n)!

(N − n− x̄)!

∏

m

yxn
m

xm!
,

donc
∂

∂yn

G(N, y) =
N !

(N − n)!
G(N − n, y),

et

IEXn
t =

λn

µn

G(N − n, y)

G(N, y)
.

Probabilité de rejet (suite) La probabilité de rejet d’une communication
mettant en jeu n canaux vaut donc

pn = 1 − G(N − n, y)

G(N, y)
.

Calcul de la fonction de partition On peut établir des équations de
récurrence pour des G(N, y), analogues à celles que nous avons obtenues
dans le cas des réseaux de Jackson fermés.

Considérons, pour z ∈ C, la fonction génératrice :

g(z, y) =
∞∑

N=0

zN

N !
G(N, y),



8.12. RÉSEAU DE KELLY 263

avec G(0, x) = 1. On peut montrer que

g(z, y) = exp

[
z +

P∑

n=1

ynz
n

]
,

d’où l’on déduit les formules de récurrence

G(0, y) = 1

G(N, y) = G(N − 1, y) +

N∑

n=1

nyn
(N − 1)!

(N − n)!
G(N − n, y), N = 1, 2, . . . , P ;

G(N, y) = G(N − 1, y) +

P∑

n=1

nyn
(N − 1)!

(N − n)!
G(N − n, y), N ≥ P.

8.12 Réseau de Kelly

On va maintenant considérer les réseaux “multiclasse”, aussi appelés “ré-
seaux de Kelly”. La principale différence avec les réseaux de Jackson est que
le trajet suivi par un client donné n’est pas le résultat de tirages aléatoires
qui sont les mêmes pour tous, mais c’est un trajet déterministe qui dépend
de la classe dont fait partie ce client.

Plus précisément, on considère des clients de classe j = 1, 2, . . . , J , où
J ∈ IN.

Puisque les clients sont maintenant différents les uns des autres, pour étu-
dier l’évolution des flux dans le réseau il convient de préciser le système de
priorité dans chaque file, qui jusquà présent n’avait pas réellement d’impor-
tance (dans la mesure où l’on s’intéresse aux flux globaux, et non à ce qu’il
advient d’un client particulier).

Afin de fixer les notations, considérons tout d’abord le cas de :

8.12.1 Une seule file d’attente

Les arrivées sont constituées de J flots de Poisson d’intensité respective
λ1, . . . , λJ , λj désignant l’intensité des arrivées de clients de classe j.

Quelle que soit sa classe, un client qui arrive dans la file alors que n
clients y sont déjà présents, sera placé en position ` (= 1, . . . , n + 1), avec

probabilité γ(`, n) [avec
n+1∑

`=1

γ(`, n) = 1].
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Si n clients sont présents dans la file, le client en position ` reçoit un service

exponentiel de paramètre Φ(n)δ(`, n), avec
n∑

`=1

δ(`, n) = 1. Globalement, le

serveur travaille donc avec une “intenstité” Φ(n) > 0, dès que n > 0.
L’état de la file est décrit par un processus de Markov à valeurs dans

E = ∅ ∪
∞⋃

n=1

{1, . . . , J}n

Un point c ∈ E est une suite de longueur n = |c|

c = (c1, . . . , cn),

avec ci ∈ {1, . . . , J}, 1 ≤ i ≤ n.
Précisons les transitions possibles de la chaîne Xt à valeurs dans E, qui

décrit l’état de la file d’attente à l’instant t. Deux transitions sont possibles
à partir de l’état c :

1. ajout d’un client de la classe j, inséré entre le i − 1–ème et le i–ème
client (1 ≤ j ≤ J , 1 ≤ i ≤ n + 1, n ≥ 0) : soit transition de l’état c à
l’état

Aj
i (c) = (c1, . . . , ci−1, j, ci+1 . . . , cn);

2. départ du client qui était au rang i dans la file, soit transition de l’état
c à l’état

Si(c) = (c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn)

La matrice de transition Q est entièrement caractérisée par ses termes hors
diagonaux, donnés par :

Qc,Aj
i (c)

= λjγ(i)|c|), 1 ≤ i ≤ |c| + 1, 1 ≤ j ≤ J ;

Qc,Si(c) = Φ(|c|)δ(i, |c|), 1 ≤ i ≤ |c|.

Notons que la classe d’un client n’influe ni sur la façon dont il est placé dans
la file, ni sur son service.

Exemple 8.12.1. File M/M/K/PAPS(FIFO) (comme “premier arrivé
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premier servi”, en anglais “first in first out”)

Φ(n) = n ∧K

δ(`, n) =

{
1/n ∧K, si 1 ≤ ` ≤ n ∧K,

0 si ` > n ∧K,.

γ(`, n) =

{
0, si ` = 1, . . . , n

1, si ` = n + 1

Exemple 8.12.2. File M/M/K/DAPS(LIFO) (comme “dernier arrivé
premier servi”, “last in first out”)

Φ et gamma sont comme dans l’exemple précédent, et cette fois

δ(`, n) =

{
1/n ∧K, si (n−K)+ ≤ ` ≤ n, , n 6= 0

0, si ` ≤ (n−K)+

Exemple 8.12.3. File M/M/1/service partagé (process sharing)
Φ(n) = Φ > 0, le choix de γ est sans importance, et

δ(`, n) =
1

n
, 1 ≤ ` ≤ n.

La chaîne de Markov {Xt} de générateur Q ainsi précisé est clairement
irréductible.

On a en outre le

Théorème 8.12.4. La file d’attente à plusieurs classes de clients est récur-
rente positive ssi

Z =
∑

c∈E

|c|∏

`=1

λc`

Φ(`)
<∞,

et dans ce cas la probabilité invariante est

πc = Z−1

|c|∏

`=1

λc`

Φ(`)
, c ∈ E.

En outre à l’équilibre, pour 1 ≤ j ≤ J , le processus des départs des clients
de la classe j est un processus de Poisson d’intensité λj.
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Preuve On va utiliser le théorème 7.7.4. On pose donc

Q̂c,Aj
i (c)

=
πAj

i (c)

πc
QAj

i (c),c

=
λj

Φ(|c| + 1)
Φ(|c| + 1)δ(i, |c| + 1)

= λjδ(i, |c| + 1)

Q̂c,Si(c) =
Φ(|c|)
λi

QSi(c),c

=
Φ(|c|)
λi

λiγ(i, |c| − 1)

= Φ(|c|)γ(i, |c| − 1)

On remarque que

|c|+1∑

i=1

Q̂c,Aj
i (c)

= λj =

|c|+1∑

i=1

Qc,Aj
i (c)

et
|c|∑

i=1

Q̂c,Si(c) = Φ(|c|) =

|c|∑

i=1

Qc,Si(c),

donc il résulte du Théorème 7.7.4 que sous l’hypothèse du présent théorème,
π est la probabilité invariante, et Q̂ le générateur du processus retourné, et les
arrivées de clients de la classe j forment un processus de Poisson d’intensité

λj =

|c|+1∑

i=1

Q̂c,Aj
i (c)

. �

Remarquons que le nombre total de clients dans la file est un processus
de Markov de naissance et de mort de générateur infinitésimal Q caractérisé
par

Qi,i+1 =

J∑

j=1

λj; Qi,i−1 = Φ(i).

Mais la description détaillée ci–dessus va être indispensable dans ce qui suit.



8.12. RÉSEAU DE KELLY 267

8.12.2 Réseau multi–classe

On considère maintenant un réseau constitué de N noeuds, chacun étant
une file d’attente du type ci–dessus. Pour chaque 1 ≤ j ≤ J , les clients de la
classe j arrivent dans le réseau suivant un processus de Poisson d’intensité
λj. Chaque client de la classe j se présente d’abord à la file f j

1 ∈ {1, . . . , N},
puis lorsqu’il quitte cette file il rejoint la file f j

2 , et ainsi de suite jusqu’à la
file f j

nj
, d’où il quitte définitivement le réseau. C’est à dire que le j–ème flot

suit la route f j
1 , f

j
2 , . . . , f

j
nj

dans le réseau. Pour chaque noeud i, 1 ≤ i ≤ N ,
les fonctions Φ, δ, γ associées au noeud i sont notées Φi, δi, γi.

Il n’y a pas de raison d’interdire à certains des circuits f j
1 , . . . , f

j′
nj

de
repasser plusieurs fois en un même noeud du réseau. Pour cette raison, et
afin de rendre le système markovien, il faut associer à chaque client présent
dans cette file, outre sa classe, le nombre de files déjà visitées.

L’état de la i–ème file d’attente (1 ≤ i ≤ N) est donc décrit par le vecteur

xi = ((ci1 , si1), . . . , (cimi
, simi

))

où cik désigne la classe du client à la k–ième position, et sik le nombre de
files qu’il a déjà visitées (y compris celle en cours). Donc 1 ≤ cik ≤ J et
1 ≤ sik ≤ ncik

. L’espace d’états décrivant la file au noeud i est

Ei = ∅ ∪
∞⋃

n=1

{1, . . . , J}n

Xt = (X1
t , . . . , X

N
t ), où

X i
t ∈ Ei est l’état de la file au noeud i à l’instant t. Le processus markovien de

sauts {Xt} prend ses valeurs dans E =

N∏

i=1

Ei. C’est un processus irréductible.

Les transitions possibles à partir de l’état x = (x1, . . . , xN) sont les suivantes :

1. Un client de classe j arrive, suivant un processus de Poisson d’intensité
λj, dans le réseau au noeud f j

1 . Le couple (j, 1) est inséré en `–ième
position dans cette file avec probabilité γfj

1
(`, |cfj

1
|). Ceci se produit

avec l’intensité

λjγfj
1
(`, |cfj

1
|)
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2. Un client de classe j à l’étape s < nj de sa route, à la place ` de la
file au noeud f j

s , quitte celle–ci pour la place m de la file f j
s+1, avec

l’intensité
Φfj

s
(|cfj

s
|)δfj

s
(`, |cfj

s
|)γfj

s+1
(m, |cfj

s+1
|).

A l’issue de cette transition, le couple (j, s + 1) est à la place m dans
la file au noeud f j

s+1.

3. Un client de classe j à l’étape nj de sa route, à la place ` de la file au
noeud f j

nj, quitte le réseau. Ceci se produit avec l’intensité

Φfj
nj

(|cfj
nj

|)δfj
nj

(`, |cfj
nj

|).

On pose

Z =
∑

x∈E

N∏

i=1

|xi|∏

k=1

λcik

Φi(k)

On a le résultat suivant, qui se démontre comme le théorème précédent.

Théorème 8.12.5. Si Z <∞, alors {πx, x ∈ E} défini par

πx = Z−1
N∏

i=1

πi
xi
,

avec

πi
xi

=

|xi|∏

k=1

λcik

Φi(k)
,

est la probabilité invariante du processus {Xt} qui décrit les clients présents
dans le réseau de files d’attente multiclasses. En outre, à l’équilibre, le pro-
cessus de sortie des clients de classe j est un processus de Poisson d’intensité
λj, 1 ≤ j ≤ J .

8.13 Exercices

Exercice 8.13.1. On étudie le processus de Markov {Xt} sur IN qui modélise
la file d’attente M/M/1, i.e. le processus markovien de sauts de générateur
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infinitésimal

Q =




−λ λ 0 0 0 · · ·
µ −(λ+ µ) λ 0 0 · · ·
0 µ −(λ+ µ) λ 0 · · ·
...

. . . . . . . . . . . . . . .




– a Montrer que la chaîne incluse de ce processus est la marche aléatoire
réfléchie en 0 de l’exercice 2.9.10, avec p = λ/(λ+ µ).

– b En déduire que le processus {Xt} est transitoire dans le cas λ > µ,
récurrent dans le cas λ ≤ µ.

– c Montrer que {Xt} est récurrent nul dans le cas λ = µ, récurrent
positif dans le cas λ < µ (on montrera que dans le premier (resp. le
second) cas, la mesure (1, 1, 1, 1, . . .) (resp. la mesure géométrique de
paramètre λ/µ) est invariante).

Exercice 8.13.2. On considère la file M/M/1 {Xt, t ≥ 0}, et on définit la
suite aléatoire {Yn = XT−

n
, n ≥ 1}, où {T1, T2, . . .} désignent les instants

d’arrivées successives de clients à partir de l’instant 0, et XT−
n
≥ 0 est donc

le nombre de clients que le n–ième arrivant trouve devant lui dans la file.

1 Montrer que {Yn, n ≥ 1} est une chaîne de Markov à valeurs dans IN.
Préciser sa matrice de transition. Montrer que cette chaîne est irréduc-
tible et apériodique.

2 On se place dans le cas λ < µ. Montrer que la probabilité géométrique π de
paramètre λ/µ (qui est la probabilité invariante du processus markovien
de sauts {Xt, t ≥ 0}), est la probabilité invariante de la chaîne {Yn, n ≥
1}, et que la loi de Yn converge vers π quand n→ ∞.

3 Montrer que la formule de Little dans le cas particulier de la file M/M/1
est une conséquence du résultat de la question précédente.

4 On suppose maintenant que la file est initialisée avec sa probabilité inva-
riante (i.e. loi de X0 = π). Calculer la loi de XT−

1
. Montrer que pour

toute fonction f croissante de IN dans IR, IEf(XT−
1

) ≤∑∞
x=0 πxf(x), et

que l’on a l’inégalité stricte pour certaines fonctions croissantes f . Ce
résultat vous paraît–il conforme à l’intuition ? Pourquoi la loi de XT−

1

diffère–t–elle de la loi π ? Comparer avec le résultat de l’exercice 6.5.3.
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Chapitre 9

Introduction aux Mathématiques

Financières

Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter les modèles mathématiques per-
mettant de résoudre le problème de la fixation des prix (pricing) des options
“européennes” et “américaines”, ainsi que de préciser les stratégies de cou-
verture associées. On présentera en particulier la célèbre formule de Black et
Scholes, obtenue par leurs auteurs en 1972, et qui a été un des arguments pour
l’attribution récente du prix Nobel d’économie à Black et Merton (Scholes
étant décédé).

On va présenter en parallèle le modèle discret de Cox, Ross et Rubinstein,
et le modèle continu de Black et Scholes.

L’intérêt du modèle discret est de permettre de démontrer les résultats
de façon élémentaire ; celui du modèle continu est d’aboutir aux formules
qui sont celles utilisées couramment par les professionnels de la finance. On
introduira les outils du calcul stochastique nécessaires, qui nous permettront
de décrire les processus de diffusion, qui sont des processus de Markov en
temps continu à valeurs dans IRd.

Ce chapitre se termine par une introduction aux modèles de taux d’intérêt
et d’obligations.

Nous nous sommes beaucoup inspirés de l’ouvrage de Lamberton, Lapeyre
[27], et aussi de [2] et [32] pour la rédaction de ce chapitre.

271
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Notation Dans ce chapitre, nous utiliserons toujours t pour désigner le
temps, que celui–ci soit discret (t = 0, 1, 2, . . . , T ou t ∈ IN) ou continu
(0 ≤ t ≤ T ou t ≥ 0).

9.1 Les concepts de fondamentaux

Dans tout ce chapitre, on considère un investisseur qui peut répartir ses
avoirs entre deux types de placement : un placement sur un compte rému-
néré, avec un rendement fixe et garanti (taux d’intérêt constant), et un pla-
cement risqué en achetant des actions en bourse. Nous considérerons surtout
le cas d’un seul actif risqué (excepté à la section 9.3.10). Le prix à l’instant
t de cet actif sera noté St. Nous présenterons deux modèles probabilistes,
l’un en temps discret et l’autre en temps continu, pour les fluctuations de
{St}. Dans notre modèle, l’agent économique est seulement un investisseur,
il ne consomme pas. En outre, il s’agit d’un “petit” investisseur, au sens où
ses choix d’investissement n’ont pas d’effet sur l’évolution du prix de l’actif
risqué. Par ailleurs, notre investisseur pourra acheter une option sur l’actif
riqué.

9.1.1 Option

Une option est un contrat aux termes duquel son détenteur a le droit (et
non l’obligation) d’acheter (s’il s’agit d’une option d’achat, call en anglais)
ou de vendre (s’il s’agit d’une option de vente, put en anglais) une quantité
fixée d’un actif donné (qui peut être une action, une obligation, une devise,
une matière première, . . .) à un prix fixé à l’avance (appelé prix d’exercice),
à une date (l’échéance) fixée à l’avance dans le cas d’une option européenne ;
une option américaine peut au contraire être exercée à n’importe quelle date
entre celle de la signature du contrat et la date d’échéance.

Dans le cas d’un call européen d’échéance T , sur une action dont le cours
à l’instant t est St, de prix d’exercice K, le détenteur de l’option gagne à
l’instant T (ST − K)+. En effet, il gagne ST − K par action en exerçant
son option si ST > K (en achetant au prix K et en revendant au prix du
marché ST ), et il ne gagne ni ne perd rien en n’exerçant paqs son option
si ST ≤ K. Par un raisonnement analogue, dans le cas d’un put, le gain du
détenteur de l’option à l’instant T est (K−ST )+. Le gain du détenteur (donc
de l’acheteur) de l’option est la perte du vendeur de l’option. La prime est



9.1. LES CONCEPTS DE FONDAMENTAUX 273

censée compenser cette perte.
La théorie mathématique des options traite deux problèmes :

a) fixation du prix de l’option (en anglais pricing), autrement dit du montant
de la prime que l’acheteur de l’option devra régler à son vendeur au
moment de la signature du contrat ;

b) couverture : comment le vendeur de l’action va pouvoir gérer la prime
qu’il encaisse au moment de la signature du contrat, pour compenser,
dans le cas d’une option européenne une perte de (ST − K)+ (resp.
(K − ST )+).

9.1.2 Arbitrage

Une des hypothèses que l’on est amené à faire dans l’étude mathématique
des options est l’absence d’opportunité d’arbitrage, i.e. l’impossibilité de ga-
gner de l’argent sans risque. Cette hypothèse entraîne une relation dite de
parité entre call et put européens :

Proposition 9.1.1. Si le modèle ne présente pas d’opportunité d’arbitrage,
alors les prix Ct et Pt à l’instant t d’une option d’achat et d’une option de
vente d’échéance T et de prix d’exercice K vérifient la relation

Ct − Pt = St −Ke−r(T−t),

où r est le taux d’intérêt du compte rémunéré.

Remarque 9.1.2. Ici et dans tout ce qui va suivre, on suppose que les taux
d’emprunt et de dépôt à la banque sont identiques, c’est la constante r. Cette
hypothèse n’est bien sûr pas réaliste. Elle est essentielle pour que notre modèle
soit linéaire, et que l’on obtienne la formule explicite de Black–Scholes. Le
modèle généralisé de Black–Scholes, qui s’affranchit de cette hypothèse, sera
présenté à la section 9.3.6.

Preuve Supposons la relation de parité non satisfaite, i.e. supposons qu’à
l’instant t on ait par exemple :

Ct − Pt > St −Ke−r(T−t).

(un raisonnement analogue peut être fait dans le cas <). On va montrer qu’il
existe alors une opportunité d’arbitrage. A l’instant t, on achète une action
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(ou obligation, ou . . . ) et un put, et on vend un call. Cette opération dégage
un profit net égal à :

Xt = Ct − Pt − St.

Si Xt > 0, on place Xt aux taux r jusqu’à la date T ; sinon on emprunte −Xt

au même taux jusqu’à la date T .
A la date T , deux cas peuvent se présenter :

1. ST > K : le call est alors exercé (et on n’exerce pas le put) : on encaisse
K, et on solde le prêt (ou l’emprunt), donc on se retrouve avec une
richesse égale à :

K + er(T−t)(Ct − Pt − St) > 0.

2. ST ≤ K : on exerce le put (le call n’est pas exercé), et on solde comme
ci–dessus, donc on se retouve avec la même richesse que ci–dessus.

Dans les deux cas, on réalise à l’instant T un gain > 0, avec une mise de
fonds nulle à l’instant t : c’est un exemple d’arbitrage.

9.1.3 Marchés viables et complets

Un marché est dit viable s’il n’existe pas d’opportunité d’arbitrage.
Un marché est dit complet si tout actif conditionnel à l’instant T (i.e. toute

fonction de {St, 0 ≤ t ≤ T}, en particulier de ST , en particulier (ST −K)+

ou (K − St)+) est simulable, i.e. s’il existe une stratégie admissible dont la
valeur à l’instant T est égale à (ST −K)+ (resp.(K − ST )+).

La notion de stratégie admissible sera précisée ci–dessous, dans les deux
modèles discret et continu. Il s’agit d’un façon de faire fructifier une certaine
richesse initiale, les décisions de modification de la répartition du portefeuille
entre la caisse d’épargne et le(s) support(s) risqué(s) se faisant sur la base
des informations passées, la stratégie étant autofinancée, c’est à dire sans
apport ni retrait d’argent. Le juste prix du call (resp. put) européen sera
alors la valeur initiale d’une stratégie admissible de valeur finale (ST −K)+

(resp.(K − ST )+). Une telle stratégie réalise la couverture de l’option, on
l’appelle stratégie de réplication. Elle permet au vendeur de l’option de se
protéger (se couvrir) et de ne pas perdre d’argent (donc de ne pas non plus
en gagner), quelque soient les fluctuations du marché.
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9.2 Options européennes dans le modèle dis-

cret

9.2.1 Le modèle

On va considérer un modèle en temps discret avec un seul actif risqué,
dont le cours à l’instant t sera noté St, t = 0, 1, . . . , T ; et un actif sans risque
dont le cours à l’instant t sera noté Rt.

On suppose qu’il existe r > 0 tel que

Rt+1 = Rt(1 + r),

On supposera pour simplifier que R0 = 1, donc

Rt = (1 + r)t, 0 ≤ t ≤ T.

On suppose que S0 est une constante, et qu’il existe des v.a. i.i.d. ξt,
1 ≤ t ≤ T , prenant leurs valeurs dans l’ensemble {a, b}, avec 0 < a < b,
telles que

St+1 = Stξt+1, t = 0, 1, . . . , T − 1.

Notre espace de probabilité est (Ω,F , IP), avec Ω = {a, b}T , F = P(Ω), et IP
est tel que sous IP les ξt, 1 ≤ t ≤ T sont i.i.d et IP(ξ1 = a) > 0, IP(ξ1 = b) > 0.

Nous définissons le prix actualisé à l’instant t de l’actif risqué comme la
quantité

S̃t =
St

Rt

, t = 0, 1, . . . , T.

9.2.2 Stratégie admissible

Une stratégie de gestion est une suite aléatoire {(Xt, Yt), t = 0, 1, . . . , T}
à valeurs dans IR2, telle que si

F−1 = F0 = {∅,Ω}
Ft = σ{ξ1, . . . , ξt}, t ≥ 1,

(Xt, Yt) est Ft−1 –mesurable, pour tout 0 ≤ t ≤ T . On dit que la suite
{(Xt, Yt)} est prévisible.

La valeur du portefeuille à l’instant t est donné par :

Vt(X, Y ) = XtRt + YtSt,
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et sa valeur actualisée est la quantité

Ṽt(X, Y ) =
Vt(X, Y )

Rt
= Xt + YtS̃t.

La stratégie est dite autofinancée (c’est à dire sans apport ni retrait d’argent)
si

XtRt + YtSt = Xt+1Rt + Yt+1St

ou de façon équivalente

Vt+1(X, Y ) − Vt(X, Y ) = Xt+1(Rt+1 − Rt) + Yt+1(St+1 − St)

ou encore
Xt + YtS̃t = Xt+1 + Yt+1S̃t.

i.e.
Ṽt+1(X, Y ) − Ṽt(X, Y ) = Yt+1(S̃t+1 − S̃t).

Autrement dit, avec les notations ∆St = St − St−1, ∆S̃t = S̃t − S̃t−1, on a la

Proposition 9.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La stratégie {(Xt, Yt); 0 ≤ t ≤ T} est autofinancée.

(ii) Pour tout 1 ≤ t ≤ T ,

Vt(X, Y ) = V0(X, Y ) +
t∑

s=1

(Xs∆Rs + Ys∆Ss).

(iii) Pour tout 1 ≤ t ≤ T ,

Ṽt(X, Y ) = Ṽ0(X, Y ) +

t∑

s=1

Ys∆S̃s

On a en outre la

Proposition 9.2.2. Pour tout processus prévisible {Yt, 0 ≤ t ≤ T} et toute
valeur initiale V0 (déterministe !) du portefeuille, il existe un unique processus
prévisible {Xt, 0 ≤ t ≤ T} tel que la stratégie {(Xt, Yt), 0 ≤ t ≤ T} soit
autofinancée, et corresponde à un portefeuille de valeur initiale V0.
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Preuve La condition d’autofinancement impose que, pour tout 0 ≤ t ≤ T ,

Ṽt(X, Y ) = Xt + YtS̃t

= V0 +
t∑

s=1

Ys∆S̃s,

ce qui définit Xt. La prévisibilité est facile à vérifier.

Définition 9.2.3. Une stratégie (X, Y ) est dite admissible si elle est autofi-
nancée et vérifie Vt(X, Y ) ≥ 0, ∀ 0 ≤ t ≤ T , i. e. si l’agent qui utilise cette
stratégie reste solvable à chaque instant.

Définition 9.2.4. Une stratégie d’arbitrage (X, Y ) est une stratégie admissi-
ble telle que V0(X, Y ) = 0 et VT (X, Y ) 6≡ 0, ou équivalemment V0(X, Y ) = 0

et ṼT (X, Y ) 6≡ 0.

9.2.3 Martingales

Définition 9.2.5. Une suite {Mt, 0 ≤ t ≤ T} est adaptée si Mt est Ft

mesurable, 0 ≤ t ≤ T ; est une martingale si elle est adaptée et pour 1 ≤ t ≤
T ,

IE[Mt|Ft−1] = Mt−1.

Proposition 9.2.6. Soit {Mt, 0 ≤ t ≤ T} une martingale, et {Yt, 0 ≤ t ≤ T}
une suite prévisible. Alors la suite {M(Y )t, 0 ≤ t ≤ T} définie par :

M(Y )0 = Y0M0

M(Y )t = Y0M0 +
∑

1≤s≤t

Ys∆Ms, t ≥ 1

est une martingale.

Preuve Il suffit de remarquer que

IE[Yt∆Mt|Ft−1] = Yt IE[∆Mt|Ft−1] = 0,

où l’on a utilisé successivement le caractère prévisible de Y , et la propriété
de martingale de M .
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Corollaire 9.2.7. Théorème d’arrêt Soit {Mt, 0 ≤ t ≤ T} une martingale, et
τ un temps d’arrêt borné par T , i. e. une v. a. à valeurs dans {0, 1, 2, . . . , T}
telle que pour tout 0 ≤ t ≤ T , {τ = t} ∈ Ft. Alors

IEMτ = IEM0.

Preuve Il suffit de remarquer que Mτ = M(Y )T , si Y est défini par

Yt = 1{τ>t−1}, 0 ≤ t ≤ T,

et que pour toute martingale, IEMt est une constante indépendante de t.

Remarque 9.2.8. La notion de martingale, bien que centrale en théorie des
processus stochastiques, apparaît seulement pour la seconde fois dans ce ma-
nuel (la première apparition remonte à l’exercice 7.11.5). Comme on le voit
dans cet exercice, il y a en fait un lien très fort entre la notion de processus
de Markov et celle de martingale. Construire la loi d’un processus de Markov
revient à résoudre un problème de martingales, c’est à dire à trouver une loi
de probabilité qui fasse d’une classe importante de processus des martingales.
Cependant, l’intérêt de l’introduction des martingales, qui interviennent par
ailleurs très naturellement dans la description de jeux assez simples, com-
mence réellement lorsque l’on veut démontrer des résultats difficiles, ce que
l’on ne fait pas dans ce livre. Les martingales ont de nombreuses propriétés
mathématiques importantes, notamment on sait estimer leurs fluctuations.
Un résultat simple et profond sur les martingales est le théorème d’arrêt que
nous venons de voir. Au niveau relativement élémentaire auquel nous nous
plaçons dans ce chapitre, l’intervention des martingales est essentiellement
motivée par le fait que le calcul de l’espérance d’une martingale à un instant
t > 0 se ramène à celui de quantités à l’instant 0, qui sont connues.

9.2.4 Le marché est viable et complet

Théorème 9.2.9. Le marché défini ci–dessus est viable (i.e. il n’existe pas
de stratégie d’arbitrage) ssi a < 1 + r < b.

Preuve Il n’est pas difficile de montrer que si 1 + r 6∈]a, b[, il existe une
stratégie d’arbitrage (exercice).

Réciproquement, si a < 1 + r < b, la probabilité IP∗ sur (Ω,F) telle que
sous IP∗ les ξt sont i.i.d tels que

IE∗(ξt) = 1 + r.
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(appelée probabilité risque neutre) est équivalente à IP (car IP∗(ξ1 = a) > 0

et IP∗(ξ1 = b) > 0). Mais, sous IP∗, {S̃t} est une martingale, donc d’après la
proposition 9.2.6, Ṽ (X, Y ) est une martingale pour toute stratégie (X, Y ).
Donc si V0(X, Y ) = 0, IE∗ṼT (X, Y ) = 0. La condition d’admissibilité impose
ṼT (X, Y ) ≥ 0 p.s., donc ṼT (X, Y ) ≡ 0. �

Pour alléger les notations, on posera c = 1+ r. Il est facile de vérifier que
l’on a :

IP∗(ξ1 = a) =
b− c

b− a
, IP∗(ξ1 = b) =

c− a

b− a

Théorème 9.2.10. Si a < 1+ r < b, le marché défini ci–dessus est complet,
i.e. pour toute v.a. FT mesurable H ≥ 0, il existe une stratégie admissible
(X, Y ) telle que VT (X, Y ) = H. En outre pour tout 0 ≤ t < T ,

Vt(X, Y ) =
Rt

RT
IE∗(H|Ft).

Preuve S’il existe une stratégie admissible telle que VT (X, Y ) = H, alors
d’après la proposition 9.2.1 (iii), pour tout 0 ≤ t < T ,

H

RT

= Ṽt(X, Y ) +
T∑

s=t+1

Ys∆S̃s.

Par le même calcul qu’à la Proposition 9.2.6, pour s ≥ t+1, IE∗(Ys∆S̃s|Ft) =
0, donc

Ṽt(X, Y ) = IE∗
(
H

RT

|Ft

)
,

soit encore

Vt(X, Y ) =
Rt

RT

IE∗(H|Ft).

Notons en particulier que H ≥ 0 entraîne alors Vt(X, Y ) ≥ 0, donc s’il existe
une stratégie autofinancée qui produit la suite {Vt(X, Y ); 0 ≤ t ≤ T} ci–
dessus, elle est admissible. Au vu de la proposition 9.2.2, il reste à montrer
qu’il existe une suite prévisible {Yt; 0 ≤ t ≤ T} telle que

T∑

s=1

Ys∆S̃s =
H

RT
− IE∗

(
H

RT

)
.
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En prenant successivement IE∗(·|Ft) et IE∗(·|Ft−1) dans cette formule, puis
ladifférence entre les deux expressions ainsi obtenues, on note que Yt doit
vérifier (rappelons que S̃t = S̃t−1ξt/c)

YtS̃t−1

(
ξt
c
− 1

)
= IE∗(H̃|Ft) − IE∗(H̃|Ft−1),

où H̃ := H/RT , soit

Yt =
c(IE∗(H̃|Ft) − IE∗(H̃|Ft−1))

S̃t−1(ξt − c)
.

Il reste donc à montrer que Yt est Ft−1–mesurable (i.e. ne dépend pas de ξt!).

Notons ξt−1 := (ξ1, . . . , ξt−1). Alors la v.a.
IE∗(H̃|Ft)

S̃t−1

est une fonction du

couple (ξt−1, ξt).
Posons

gt(ξ
t−1, ξt) := c

IE∗(H̃|Ft)

S̃t−1

.

On a

Yt =
gt(ξ

t−1, ξt) − IE∗(gt(ξ
t−1, ξt)|Ft−1)

ξt − c
.

Notons que

IE∗ (gt(ξ
t−1, ξt)|Ft−1

)
= gt(ξ

t−1, a)
b− c

b− a
+ gt(ξ

t−1, b)
c− a

b− a
,

donc

Yt =
(gt(ξ

t−1, ξt) − gt(ξ
t−1, a)) b−c

b−a
+ (gt(ξ

t−1, ξt) − gt(ξ
t−1, b)) c−a

b−a

ξt − c
,

donc dans les deux cas ξt = a et ξt = b, on a :

Yt =
gt(ξ

t−1, b) − gt(ξ
t−1, a)

b− a
.

Remarque 9.2.11. La dernière formule donne la fraction de la richesse à
investir dans l’actif risqué, à chaque instant t, pour réaliser une stratégie de
couverture. Notons la forme particulière du membre de droite, qui s’appa-
rente à une “dérivée approchée”. Dans le cas du modèle continu du chapitre
suivant, on aura une dérivée, d’où la terminologie “produit dérivé” utilisée
pour désigner les options.
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9.2.5 Prix du call et du put

Nous allons maintenant préciser la formule pour Vt(X, Y ) dans les deux
cas du call et du put. Notons

p =
b− c

b− a
= IP∗(ξ1 = a),

donc
1 − p = IP∗(ξ1 = b).

Dans le cas du call européen,

Vt(X, Y ) = c−(T−t)IE∗

[
(St

T∏

s=t+1

ξs −K)+|Ft

]
.

Mais pour tout 0 ≤ k ≤ T − t, avec la notation Ck
n = n!

k!(n−k)!
,

IP∗

(
T∏

s=t+1

ξs = akbT−t−k

)
= Ck

T−tp
k(1 − p)T−t−k.

Donc

Vt(X, Y ) = c−(T−t)
T−t∑

k=0

Ck
T−tp

k(1 − p)T−t−k(Stk −K)+,

et dans le cas du put européen,

Vt(X, Y ) = c−(T−t)
T−t∑

k=0

Ck
T−tp

k(1−p)T−t−k

(K − Stk)+.

9.2.6 La formule de Black–Scholes

Nous allons maintenant établir les formules du modèle continu qui sera
présenté bà la section 9.3, à savoir la formule de Black–Scholes, par passage
à la limite sur le modèle discret, avant de la réobtenir plus loin directement
à partir du modèle continu.

On suppose maintenant que, T étant un réel positif arbitraire, t prend les
valeurs

0,
1

N
, . . . ,

[NT ]

N
,
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et que

St = S0

[Nt]∏

k=1

ξN
k

S̃t = S0 exp




[Nt]∑

k=1

ηN
k



 ,

avec

ηN
k = log ξN

k − r

N
.

On suppose que les ηN
k prennent leus valeurs dans l’ensemble {− σ√

N
, σ√

N
}.

Cela signifie, par rapport aux notations ci–dessus, que (les indices supérieurs
N ne sont pas des exposants !) :

cN = exp(r/N), aN = exp(r/N − σ/
√
N), bN = exp(r/N + σ/

√
N).

La formule pour le prix du call (resp. du put) devient donc, si ZN
t :=∑[Nt]

k=1 η
N
k ,

IE∗
[(
S0 exp(ZN

T ) −Ke−rT
)
+

]

(resp.

IE∗
[(
Ke−rT − S0 exp(ZN

T )
)
+

]
).

Il reste à trouver la loi limite de ZN
T quand N → ∞ sous IP∗. On a le

Théorème 9.2.12. Si ZN
t :=

∑[Nt]
k=1 η

N
k et pour chaque N les {ηN

k , k ≥ 0}
sont i.i.d. à valeurs dans {− σ√

N
, σ√

N
}, avec IEηN

k = λN , et NλN → λ quand
N → ∞, alors sous IP, quand N → ∞,

ZN
t ⇒ λt+ σBt, t ≥ 0,

où {Bt, t ≥ 0} est un mouvement brownien, cf. la définition 9.3.1 ci–dessous.
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Preuve On sait (cf. par exemple [6] page 180) que si une v.a.r. X admet un
moment d’ordre 3, pour tout r ∈ IR,

IE(exp(irX)) = 1 + irIE(X) − r2

2
IE(X2) − i

r3

6
(IE(X3) + δ(X, r)),

avec |δ(X, r)| ≤ 3IE(|X|3). Donc

IE(exp(irηN
k )) = 1 + irλN − r2σ2

2N
+O(N−3/2),

donc

IE(exp(irZN
t )) =

(
1 + irλN − r2σ2

2N
+O(N−3/2)

)[Nt]

→ exp

(
irλt− r2σ2t

2

)
.

quand N → ∞. On reconnaît la fonction caractéristique au point r de la loi
normale N(λt, σ2t), qui est la loi de λt + σBt, puisque la loi de Bt est la loi
N(0, t). �

Pour pouvoir appliquer ce théorème, il nous reste à calculer l’espérance
de ηN

k sous IP∗. Cette dernière probabilité est caractérisée par l’identité

IE∗ exp(ηN
k ) = 1,

soit, avec pa := IP∗(ηN
k = − σ√

N
),

exp(− σ√
N

)pa + exp(
σ√
N

)pb = 1,

d’où

pa =
e

σ√
N − 1

e
σ√
N − e

− σ√
N

, pb =
1 − e

− σ√
N

e
σ√
N − e

− σ√
N

,

et

IE∗ηN
k = − σ2

2N
+ ◦( 1

N
).

Il résulte alors du théorème 9.2.12 que sous IP∗,

ZN
t ⇒ −σ

2

2
t + σBt.
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On en déduit la formule limite pour le prix du call :

C0 = (2π)−1/2

∫ +∞

−∞

(
S0e

−σ2T
2

+σ
√

Ty −Ke−rT
)

+
e−y2/2dy,

et celle du put

P0 = (2π)−1/2

∫ +∞

−∞

(
Ke−rT − S0e

−σ2T
2

+σ
√

Ty
)

+
e−y2/2dy.

Ces formules se réécrivent comme suit en fonction de la fonction de répartition
F de la loi normale centrée réduite.

C0 = S0F (d1) −Ke−rTF (d2),

P0 = Ke−rTF (−d2) − S0F (−d1),

avec

d1 =
1

σ
√
T

log

(
S0

K

)
+
r
√
T

σ
+
σ
√
T

2
,

d2 =
1

σ
√
T

log

(
S0

K

)
+
r
√
T

σ
− σ

√
T

2
.

Notons que l’on retrouve bien la parité call–put, en remarquant que F (di) +
F (−di) = 1, i = 1, 2.

9.3 Le modèle et la formule de Black–Scholes

On va maintenant considérer un modèle où le cours du sous–jacent St

varie en temps continu, t ∈ IR+, et le cours St prend ses valeurs lui aussi
dans IR+.

9.3.1 Introduction au calcul stochastique

Toutes les v.a. et les processus qui suivent seront définis sur un espace de
probabilité (Ω,F , IP).

Le modèle de Black–Scholes stipule que

St = S0 exp(λt+ σBt),
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ce qui d’après la formule d’Itô du Théorème 9.3.4 ci–dessous résulte de

dSt = µStdt+ σStdBt,

avec λ = µ−σ2/2, où µ ∈ IR est le coefficient de dérive et σ ∈ IR est appelée
la volatilité. {Bt, t ≥ 0} est un mouvement brownien (standard).

Définition 9.3.1. Un processus stochastique {Bt, t ≥ 0} est appelé mouve-
ment brownien si ses trajectoires sont continues, B0 = 0 et

(i) pour tout n ∈ IN, 0 = t0 < t1 < · · · < tn, la suite Bt1 , Bt2−Bt1 , . . . , Btn −
Btn−1 est une suite de v.a. indépendantes ;

(ii) pour tout 0 ≤ s < t, la loi de Bt − Bs est la loi N(0, t− s).

On en déduit que le processus {log

(
St

S0

)
, t ≥ 0} est à accroissements

indépendants (i.e. possède lui aussi la propriété (i) de la définition), et que

pour 0 ≤ s < t, la loi de log
St

Ss
est la loi N(λ(t− s), σ2(t− s)). Le processus

{St} est appelé mouvement brownien géométrique.
Une propriété fondamentale du mouvement brownien est donnée par la

Proposition 9.3.2. Soit t > 0, et 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn = t une suite de
subdivisions de l’intervalle [0, t] telle que sup

k≤n
(tnk − tnk−1) → ∞, quand n→ 0.

Alors
n∑

k=1

(Btn
k
− Btn

k−1
)2 → t,

en moyenne quadratique , quand n→ ∞.

Preuve On a

IE

n∑

k=1

(
Btn

k
−Btn

k−1

)2

= t.

Or

Var

(
n∑

k=1

(Btn
k
−Btn

k−1
)2

)
=

n∑

k=1

V ar
[
(Btn

k
− Btn

k−1
)2
]

= 2
n∑

k=1

(tnk − tnk−1)
2

≤ 2t sup
k≤n

(tnk − tnk−1)

→ 0,
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quand n→ ∞. �

Ce résultat indique que les trajectoires du mouvement brownien sont très
irrégulières. Si elles étaient dérivables (avec une dérivée intégrable), la limite
ci–dessus ne serait pas t mais 0 (exercice). Malgré cela, on va définir une
intégrale stochastique du type

∫ t

0

ϕsdBs, t ≥ 0,

(que l’on ne peut pas écrire
∫ t

0

ϕs
dBs

ds
ds, parce que la dérivée

dBs

ds
n’existe

pas). On distinguera deux types d’intégrale stochastique

1. L’intégrale de Wiener, dans le cas où l’intégrand ϕ est déterministe ;

2. L’intégrale d’Itô, dans le cas où l’intégrand ϕ est un processus stochas-
tique.

Commençons par construire l’intégrale de Wiener. On considè une fonc-
tion {f(s); 0 ≤ s ≤ T} déterministe, telle que

∫ T

0

f 2(s)ds <∞.

On définit alors l’intégrale de Wiener

∫ t

0

f(s)dBs, pour 0 ≤ t ≤ T.

Supposons tout d’abord que f est en escalier, c’est à dire

f(s) =
n∑

k=1

fk1]tktk+1]

avec 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn ≤ T . Alors une définition naturelle de l’intégrale
de Wiener est ∫ t

0

f(s)dBs =

n∑

k=1

fk(Bt∧tk+1
−Bt∧tk)
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On déduit aisément des propriétés du mouvement brownien que :

IE

∫ t

0

f(s)dBs = 0

IE

[(∫ t

0

f(s)dBs

)2
]

= IE

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fk

(
Bt∧tk+1

−Bt∧tk

)
∣∣∣∣∣

2

=

n∑

k=1

f 2
k (t ∧ tk+1 − t ∧ tk)

=

∫ t

0

f 2(s)ds.

La formule d’isométrie

IE

[(∫ t

0

f(s)dBs

)2
]

=

∫ t

0

f 2(s)ds

permet d’étendre la définition de l’intégrale de Wiener, des fonctions en es-
calier à toutes les fonctions de carré intégrable. On vérifie aisément que le
processus

{
∫ t

0

f(s)dBs, 0 ≤ t ≤ T}

est un processus gaussien, à accroissements indépendants, de moyenne nulle,
et qu’il vérifie

IE

[(∫ t

0

f(s)dBs

)2
]

=

∫ t

0

f 2(s)ds, 0 ≤ t ≤ T.

Nous allons maintenant présenter la construction de l’intégrale d’Itô. Pour
cela, il nous faut introduire la filtration du mouvement brownien :

Ft
4
= FB

t = σ{Bs; 0 ≤ s ≤ t} ∨ N ,

i.e. Ft est la plus petite tribu qui rend mesurables toutes les v.a. Bs, pour
0 ≤ s ≤ t, et qui contient en outre les ensembles de IP–mesure nulle de la
tribu F .

Notons M2(0, T ) le sous–espace de Hilbert de

L2(Ω × [0, T ],F ⊗ B([0, T ]), dIP × dt)
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des classes d’équivalence des processus {ϕt(ω), ω ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ T} de carré
intégrable, qui sont tels que pour tout 0 ≤ t ≤ T , la v.a. ϕt est Ft mesurable.
On dit qu’un tel processus {ϕt} est adapté.

La construction que nous avons faite de l’intégrale de Wiener s’étend à
l’intégrale d’Itô comme suit. On considère tout d’abord des processus de la
forme

ϕs(ω) =

n∑

k=1

ϕk(ω)1]tk,tk+1](s),

où ϕk est supposée Ftk mesurable et de carré intégrable, 1 ≤ k ≤ n. Pour un
tel ϕ, ∫ t

0

ϕsdBs
4
=

n∑

k=1

ϕk

(
Bt∧tk+1

− Bt∧tk

)
.

On va utiliser de façon répétée le fait suivant qui résulte de la propriété (i)
du mouvement brownien et de la définition de Ft (exercice) : ∀0 ≤ s < t, Fs

et Bt − Bs sont indépendants. Alors

IE

∫ t

0

ϕsdBs =

n∑

k=1

IEϕkIE(Bt∧tk+1
− Bt∧tk)

= 0

et

IE

[(∫ t

0

ϕsdBs

)2
]

=
∑

k

IE
[
ϕ2

k

(
Bt∧tk+1

− Bt∧tk

)2]

+ 2
∑

`<k

IE
[
ϕ`

(
Bt∧t`+1

− Bt∧t`

)
ϕk

(
Bt∧tk+1

− Bt∧tk

)]

=
∑

k

IE(ϕ2
k)(t ∧ tk+1 − t ∧ tk)

= IE

∫ t

0

ϕ2
sds.

A nouveau, la propriété d’isométrie que nous venons d’établir permet d’étend-
re l’intégrale d’Itô à tout ϕ ∈M 2[0, T ].

On a le
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Théorème 9.3.3. Pour tout ϕ ∈ M 2[0, T ], 0 ≤ t ≤ T , l’intégrale d’Itô
vérifie

IE

∫ t

0

ϕsdBs = 0,

IE

[(∫ t

0

ϕsdBs

)2
]

= IE

∫ t

0

ϕ2
sds.

En outre le processus {
∫ t

0
ϕsdBs, 0 ≤ t ≤ T} est une martingale, puisque si

0 < s < t,

IE

[∫ t

0

ϕrdBr|Fs

]
=

∫ s

0

ϕrdBr.

Nous admettrons que l’on peut étendre l’intégrale d’Itô à des {ϕt} adaptés
qui vérifient seulement ∫ T

0

ϕ2
tdt <∞ p. s.

Cependant, pour un tel {ϕt} on ne sait pas a priori si la v.a.
∫ t

0

ϕsdBs est

intégrable, et les trois formules du théorème 9.3.3 n’ont plus de raison d’être
vraies. On a cependant toujours l’inégalité (exercice)

IE

[(∫ t

0

ϕsdBs

)2
]
≤ IE

∫ t

0

ϕ2
sds

Nous pouvons maintenant établir la formule d’Itô :

Théorème 9.3.4. Si Φ ∈ C1,2(IR+ × IR), alors pour tout t > 0,

Φ(t, Bt) = Φ(0, B0) +

∫ t

0

Φ
′
s(s, Bs)ds

+

∫ t

0

Φ
′
x(s, Bs)dBs +

1

2

∫ t

0

Φ
′′
xx(s, Bs)ds.

Remarque 9.3.5. Le terme 1
2
Φ′′

xx est nouveau par rapport aux formule du
calcul différentiel usuel. Sa présence est liée au caractère très irrégulier des
trajectoires du mouvement brownien, plus précisément au résultat de la Pro-
position 9.3.2.
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Preuve Pour simplifier, on va considérer seulement le cas d’une fonction
Φ ∈ C2

b (IR) et on va montrer qu’alors

Φ(Bt) = Φ(0) +

∫ t

0

Φ
′
(Bs)dBs +

1

2

∫ t

0

Φ
′′
(Bs)ds.

Posons tnk =
k

n
t, n ∈ IN, 0 ≤ k ≤ n. Alors

Φ(Bt) − Φ(0) =
n∑

k=1

(
Φ(Btn

k

)
− Φ(Btn

k−1
)

=

n∑

k=1

Φ
′
(Btn

k−1
)(Btn

k
−Btn

k−1
)

+
1

2

n∑

k=1

Φ
′′
(Θn

k)(Btn
k
− Btn

k−1
)2

par la formule de Taylor à l’ordre 2, avec Θn
k appartenant à l’intervalle

[Btn
k−1
, Btn

k
]. Il résulte de la formule d’isométrie de l’intégrale d’Itô que

IE



∣∣∣∣∣

∫ t

0

Φ
′
(Bs)dBs −

n∑

k=1

Φ
′
(Bn

tk−1
)(Btn

k
−Btn

k−1
)

∣∣∣∣∣

2



= IE
n∑

k=1

∫ tn
k

tn
k−1

|Φ′
(Bs) − Φ

′
(Btn

k−1
)|2ds

→ 0 par convergence dominée.

On remarque ensuite que
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

(
Φ

′′
(Btn

k−1
) − Φ

′′
(Θn

k)
)

(Btn
k
− Btn

k−1
)2

∣∣∣∣∣

≤ sup
k

∣∣∣Φ′′
(Btn

k−1
) − Φ

′′
(Θn

k)
∣∣∣

n∑

k=1

(Btn
k
− Btn

k−1
)2

→ 0

en probabilité, quand n→ ∞, puisque

sup
k

∣∣∣Φ′′(Btn
k−1

) − Φ
′′
(Θn

k)
∣∣∣→ 0, et

n∑

k=1

(Btn
k
− Btn

k−1
)2 → t.



9.3. LE MODÈLE ET LA FORMULE DE BLACK–SCHOLES 291

Enfin une variante de l’argument de la preuve de la Proposition 9.3.2 permet
de montrer que

n∑

k=1

Φ
′′
(Btn

k−1
)(Btn

k
− Btn

k−1
)2 →

∫ t

0

Φ
′′
(Bs)ds,

quand n→ ∞. Plus précisément, on montre d’une part que

IE



(

n∑

k=1

Φ
′′
(Btn

k−1
)
[
(Btn

k
−Btn

k−1
)2 − (tnk − tnk−1)

])2

→ 0,

et d’autre part que
n∑

k=1

Φ
′′
(Btn

k−1
)(tnk − tnk−1) →

∫ t

0

Φ
′′
(Bs)ds.

�

La formule d’Itô se généralise comme suit.
On appelle processus d’Itô un processus {Xt, 0 ≤ t ≤ T} de la forme

Xt = x +

∫ t

0

ψsds+

∫ t

0

ϕsdBs, (9.1)

où x ∈ IR, ψ et ϕ sont des processus adaptés tels que
∫ T

0

(|ψt| + |ϕt|2)dt <∞ p.s.

On a alors le résultat suivant, dont la preuve est analogue à celle du Théorème
9.3.4 :

Théorème 9.3.6. Si {Xt, 0 ≤ t ≤ T} est un processus d’Itô de la forme
(9.1), et Φ ∈ C1,2(IR+ × IR), alors pour tout t > 0,

Φ(t, Xt) = Φ(0, x) +

∫ t

0

Φ
′
s(s,Xs)ds

+

∫ t

0

Φ
′
x(s,Xs)ψsds+

∫ t

0

Φ
′
x(s,Xs)ϕsdBs

+
1

2

∫ t

0

Φ
′′
xx(s,Xs)ϕ

2
sds.
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On aura besoin de la formule d’Itô multidimensionnelle : on considère un
mouvement brownien {Bt, t ≥ 0}à valeurs dans IRk (dont les coordonnées
sont k mouvements browniens réels mutuellement indépendants), ψt adapté à
valeurs dans IRd, ϕt adapté à valeurs dans IRd×k. Alors si x ∈ IRd, le processus

Xt = x +

∫ t

0

ψsds+

∫ t

0

ϕsdBs, 0 ≤ t ≤ T

est un processus d’Itô à valeurs dans IRd.
Si maintenant Φ ∈ C1,2([0, T ] × IRd), on a la formule d’Itô :

Φ(t, Xt) = Φ(0, x) +

∫ t

0

Φ
′
s(s,Xs)ds+

∫ t

0

< Φ
′
x(s,Xs), ψs > ds

+

∫ t

0

< Φ
′
x(s,Xs), ϕsdBs > +

1

2

∫ t

0

Tr[Φ
′′
xx(s,Xs)ϕsϕ

∗
s]ds

9.3.2 Équations différentielles stochastiques

Soit f, g : [0, T ] × IR → IR telles que

sup
0≤t≤T

(|f(t, 0)| + |g(t, 0)|) <∞

et en outre il existe K tel que

|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ K|x− y|, ∀x, y ∈ IR, t ∈ [0, T ] (9.2)

La condition (9.2) est appelée condition de Lipschitz. On a le

Théorème 9.3.7. Sous les conditions ci–dessus, en particulier (9.2), pour
tout x ∈ IR, l’EDS

Xt = x +

∫ t

0

f(s,Xs)ds+

∫ t

0

g(s,Xs)dBs, 0 ≤ t ≤ T,

admet une unique solution X ∈M 2(0, T ).

Preuve Notons F l’application de l’espace M 2(0, T ) dans lui–même définie
par

F (X)t = x +

∫ t

0

f(s,Xs)ds+

∫ t

0

g(s,Xs)dBs, 0 ≤ t ≤ T.
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Une solution de l’EDS est un point fixe de F . Or pour que F admette un
unique point fixe, il suffit qu’elle soit une contraction stricte pour une norme
bien choisie sur M2(0, T ).

Appliquons la formule d’Itô au processus d’Itô F (X)t − F (Y )t et à la
fonction Φ(t, x) = e−αt|x|2 (α > 0 qui sera choisi plus loin). On obtient

e−αT |F (X)T − F (Y )T |2 + α

∫ T

0

e−αt|F (X)t − F (Y )t|2dt

= 2

∫ T

0

e−αt(F (X)t − F (Y )t)(f(t, Xt) − f(t, Yt))dt

+ 2

∫ T

0

e−αt(F (X)t − F (Y )t)(g(t, Xt) − g(t, Yt))dBt

+

∫ T

0

e−αt|g(t, Xt) − g(t, Yt)|2dt.

Nous allons prendre l’espérance dans cette identité ; nous admettrons que l’in-
tégrale stochastique est intégrable et d’espérance nulle. Il vient, en utilisant
en outre la condition de Lipschitz :

e−αT IE|F (X)T − F (Y )T |2 + αIE

∫ T

0

e−αt|F (X)t − F (Y )t|2dt

= IE

∫ T

0

e−αt [2(F (X)t − F (Y )t)(f(t, Xt) − f(t, Yt))

+|g(t, Xt) − g(t, Yt)|2
]
dt

≤ IE

∫ T

0

e−αt
[
2K|F (X)t − F (Y )t| × |Xt − Yt| +K2|Xt − Yt|2

]
dt.

Il résulte de l’inégalité de Cauchy–Schwartz que

2KIE

∫ T

0

e−αt|F (X)t − F (Y )t| × |Xt − Yt|dt

≤ IE

∫ T

0

e−αt|F (X)t − F (Y )t|2dt +K2IE

∫ T

0

e−αt|Xt − Yt|2dt.

Donc

(α− 1)IE

∫ T

0

e−αt|F (X)t − F (Y )t|2dt ≤ 2K2IE

∫ T

0

e−αt|Xt − Yt|2dt
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On choisit alors α = 2K2 + 2, d’où :

IE

∫ T

0

e−(2K2+2)t|F (X)t − F (Y )t|2dt ≤
2K2

2K2 + 1
IE

∫ T

0

e−(2K2+2)t|Xt − Yt|2dt.

9.3.3 Formule de Feynman–Kac

On considère l’équation aux dérivées partielles parabolique rétrograde :




∂u

∂t
(t, x) + f(x)

∂u

∂x
(t, x) +

1

2
g2(x)

∂2u

∂x2
(t, x) = c(x)u(t, x),

0 ≤ t ≤ T, x ∈ IR; u(T, x) = h(x), x ∈ IR.
(9.3)

On suppose que f , g satisfont la condition (9.2), que c et ϕ sont continues et
bornées sur IR. Pour chaque 0 < t < T , x ∈ IR, on note {X t,x

s , t ≤ s ≤ T}
la solution de l’EDS :

X t,x
s = x +

∫ s

t

f(X t,x
r )dr +

∫ s

t

g(X t,x
r )dBr, t ≤ s ≤ T.

On a alors le

Théorème 9.3.8. Supposons que u ∈ C1,2
b ((0, T )× IR) est solution de l’EDP

(9.3). Alors u est donné par la formule de Feynman–Kac :

u(t, x) = IE

[
h(X t,x

T ) exp

(
−
∫ T

t

c(X t,x
s )ds

)]

Preuve On applique la formule d’Itô au processus (X t,x
s , Ys), avec Ys =

−
∫ s

t

c(X t,x
r )dr, et à la fonction Φ(s, x, y) = u(s, x) exp(y). Il vient

u(T,X t,x
T ) exp

(
−
∫ T

t

c(X t,x
s )ds

)
= u(t, x)

+

∫ T

t

exp

(
−
∫ s

t

c(X t,x
r )dr

)
g
(
X t,x

s

) ∂u
∂x

(s,X t,x
s )dBs

+

∫ T

t

(
∂u

∂s
+ Lu− cu)(s,X t,x

s ) exp(Ys)ds,

où Lu(s, x) = f(x)
∂u

∂x
(s, x)+

1

2
g2(x)

∂2u

∂x2
(s, x). Il reste à prendre l’espérance,

et à exploiter le fait que u est solution de (9.3) pour conclure.
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9.3.4 L’EDP de Black–Scholes

On va présenter une première façon de résoudre le problème du pricing et
de la couverture d’une option européenne, en passant par la dérivation d’une
EDP.

On s’intéresse à une option européenne, qui rapporte à son détenteur
H = h(S(T )) à l’échéance T . Encore une fois nous pensons aux deux cas
h(x) = (x−K)+ et h(x) = (K − x)+.

Le prix de cette option à l’instant t est Et, 0 ≤ t ≤ T . Bien sûr on a
ET = h(S(T )). On va supposer - on le démontrera ci–dessous à la section
9.3.9 - qu’il existe une application

u : [0, T ] × IR+ → IR+

telle que pour tout 0 ≤ t ≤ T ,

Et = u(t, St).

Nous allons en outre supposer - là encore on peut le démontrer, mais c’est
un petit peu plus difficile - que

u ∈ C1,2((0, T ) × IR+),

si bien que l’on peut appliquer la formule d’Itô.
Notons que l’on a

Et = u(t, S0 exp(λt + σBt)),

donc une application de la formule d’Itô du théorème 9.3.4 nous donne

dEt =

(
∂u

∂t
(t, St) + µSt

∂u

∂x
(t, St) +

σ2

2
S2

t

∂2u

x2
(t, St)

)
dt

+ σSt
∂u

∂x
(t, St)dBt

L’absence d’opportunité d’arbitrage nous impose que s’il existe une stratégie
admissible {(Xt, Yt), 0 ≤ t ≤ T} telle que la richesse associée à l’instant final
soit

VT (X, Y ) = h(ST ),

alors nécessairement

Vt(X, Y ) = Et, 0 ≤ t ≤ T.
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Par ailleurs,
Vt(X, Y ) = XtRt + YtSt,

et la condition d’autofinancement s’écrit en temps continu

dVt(X, Y ) = XtdRt + YtdSt.

Mais
dRt = rRtdt

et en utilisant une fois de plus la formule d’Itô, on obtient

dSt = µStdt + σStdBt.

On déduit des dernières identités une seconde formule pour la différentielle
de Et, à savoir

dEt = (rXtRt + µYtSt) dt+ σYtStdBt

On va maintenant utiliser un résultat bien connu des aficionados du calcul
stochastique, à savoir que lorsque deux processus d’Itô sont identiques, on a
nécessairement identité des coefficients de dBt, et identité des coefficients de
dt.

D’où d’une part :

σYtSt = σSt
∂u

∂x
(t, St),

soit encore

Yt =
∂u

∂x
(t, St)

(on vient d’identifier la stratégie de couverture, sur laquelle nous reviendrons
ci–dessous), et en outre

rXtRt + µYtSt =
∂u

∂t
(t, St) + µSt

∂u

∂x
(t, St)

+
σ2

2
S2

t

∂2u

∂u2
(t, St)

Mais on sait déjà que

Yt =
∂u

∂x
(t, St),

d’où l’on tire, grâce à

XtRt + YtSt = u(t, St),

Xt = R−1
t (u(t, St) − St

∂u

∂x
(t, St)).



9.3. LE MODÈLE ET LA FORMULE DE BLACK–SCHOLES 297

Donc la relation ci–dessus devient




∂u

∂t
(t, St) + rSt

∂u

∂x
(t, St) +

σ2

2
S2

t

∂2u

∂x2
(t, St) = ru(t, St)

u(T, ST ) = h(ST )

Une C.N.S. pour que ces relations soient satisfaites p.s. est que u soit solution
de l’EDP parabolique






∂u

∂t
(t, x) + rx

∂u

∂x
(t, x) +

σ2x2

2

∂2u

∂x2
(t, x) = ru(t, x),

0 < t < T, x ∈ IR+; u(T, x) = h(x), x ∈ IR+.
(9.4)

9.3.5 La formule de Black–Scholes (2)

Rappelons que

St = S0 + µ

∫ t

0

Ssds+ σ

∫ t

0

SsdBs.

Posons

B∗
t := Bt +

µ− r

σ
t.

Alors

St = S0 + r

∫ t

0

Ssds+ σ

∫ t

0

SsdB
∗
s .

Soit maintenant IP∗ une probabilité sur (Ω,F) telle que sous IP∗, {B∗
t , t ≥ 0}

soit un mouvement brownien. Non seulement une telle probabilité existe, mais
on verra ci–dessous qu’elle est équivalente à la probabilité IP (sous laquelle
c’est {Bt} qui est un brownien).

Notons que
d(R−1

t St) = σR−1
t StdB

∗
t ,

donc le prix actualisé S̃t = R−1
t St est une martingale sous IP∗, qui a nouveau

s’interprète comme la probabilité risque neutre.
Il résulte alors de la formule de Feynman–Kac (théorème 9.3.8) et de

l’équation (9.4) que

u(t, x) = IE∗ [e−r(T−t)h(ST )|St = x
]
,
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soit
Et = u(t, St) = IE∗ [e−r(T−t)h(ST )|St

]
,

et en particulier
E0 = u(0, S0) = IE∗ [e−rTh(ST )

]
.

Sachant que sous IP∗, la loi de log(ST/S0) est la loi N((r− σ2

2
)T, σ2T ), on

en déduit en particulier les formules pour C0 et P0 que l’on avait obtenues
une première fois à la section 9.2.6.

9.3.6 Généralisation du modèle de Black–Scholes

Dans le cas du call, on remarque que h′(x) ≥ 0, et on s’attend à ce que
∂u

∂x
(t, x) ≥ 0 : toutes choses égales par ailleurs, si le cours du sous–jacent

monte, le prix de l’option monte ; donc on s’attend à ce que Yt ≥ 0. Notons
que ces inégalités sont renversées dans le cas du put !

Par contre rien n’indique si la somme d’argent Xt mise sur l’actif non
risqué est positive ou négative (i.e. s’il s’agit d’un dépôt ou d’un prêt), et
l’hypothèse que le taux d’intérêt est le même pour les deux cas est tout à fait
irréaliste.

Supposons donc que les dépôts bénéficient d’un taux r+, alors que les
prêts se font aux taux r−. En posant

R+
t = er+t, R−

t = er−t,

on a, dans le cas d’une stratégie autofinancée, si X+
t = max(0, Xt), X

−
t =

max(0,−Xt),

dVt = (X+
t r

+R+
t −X−

t r
− R−

t )dt+ YtdSt.

Si l’on reprend la démarche qui a conduit à la section 9.3.4 à l’EDP de
Black–Scholes, on voit que l’on obtient à nouveau

Yt =
∂u

∂x
(t, St),

et cette fois

X+
t R

+
t = (u(t, St) − St

∂u

∂x
(t, St))+

X−
t R

−
t = (u(t, St) − St

∂u

∂x
(t, St))−,
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d’où l’on tire l’EDP non linéaire.




∂u

∂t
(t, x) +

σ2x2

2

∂2u

∂x2
= H(r+, r−, x, u(t, x),

∂u

∂x
(t, x));

u(T, x) = h(x),

avec H(a, b, x, y, p) = a(y − xp)+ − b(y − rp)−.

9.3.7 La formule de Black–Scholes (3)

Nous allons nous poser une question un peu plus générale que la question
précédente.

Etant donnée une option qui rapporte à son détenteur la somme H(≥ 0)
à l’instant T , quel est le juste prix de cette option ? On suppose que la v.a.
H est FT mesurable, où à nouveau, aux ensembles de mesure nulle près,

Ft = σ{Bs, 0 ≤ s ≤ t} = σ{Ss; 0 ≤ s ≤ t}.

Un exemple particulier est le cas où

H = h(ST ),

notamment pour le call et le put européens, mais on verra plus loin d’autres
types d’options, qui ne sont pas de cette forme particulière.

Nous allons nous laisser guider par ce que nous avons fait dans le cas du
modèle discret, et dans les sections précédentes.

On pose la question sous la forme suivante : trouver V0 et une stratégie
autofinancée {(Xt, Yt); 0 ≤ t ≤ T}, tels que

VT (X, Y ) = V0 +

∫ T

0

XtdRt +

∫ T

0

YtdSt

= H.

A nouveau Rt = ert, et on définit la valeur actualisée du portefeuille à l’ins-
tant t :

Ṽt(X, Y ) = R−1
t Vt(X, Y )

= Xt + Ỹt,
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en posant Ỹt
4
= R−1

t YtSt ; c’est la valeur actualisée de la partie du portefeuille
investie sur l’actif risqué. Alors

Ỹt = Ṽt −Xt.

En outre

dṼt(X, Y ) = −rṼtdt+R−1
t dVt

= −rṼtdt+ rXtdt +R−1
t YtdSt

= −rỸtdt+R−1
t YtdSt.

Mais
dSt = µStdt + σStdBt,

donc
dṼt = (µ− r)Ỹtdt+ σỸtdBt.

Posons finalement
B∗

t

4
=
µ− r

σ
t+Bt.

Alors
dṼt = σỸtdB

∗
t ,

soit

Ṽt = e−rTH − σ

∫ T

t

ỸsdB
∗
s

Soit maintenant IP∗ la probabilité sur (Ω,FT ) telle que

{B∗
t ; 0 ≤ t ≤ T}

soit un IP∗ mouvement brownien. On suppose que

IE∗(H2) <∞.

Sous cette hypothèse, on montre aisément que

IE∗
∫ T

0

|Ỹt|2dt <∞,

donc en particulier
Ṽt = e−rT IE∗(H|Ft),



9.3. LE MODÈLE ET LA FORMULE DE BLACK–SCHOLES 301

soit

Vt = e−r(T−t)IE∗(H|Ft),

ce qui redonne encore une fois la formule de Black–Scholes pour les prix du
call et du put européen.

Qu’en est–il de la stratégie de couverture ? Sous IP∗, {Ṽt} est une mar-
tingale de carré intégrable adaptée à la filtration FB∗

t . Un théorème général
d’Itô nous dit alors que

Ṽt = V0 +

∫ t

0

ZsdB
∗
s , 0 ≤ t ≤ T,

avec un unique Z ∈M 2(0, T ). On retrouve

Yt =
RtZt

σSt
.

Dans le cas où H = h(ST ), on a l’EDP de Black–Scholes et Yt se calcule en
fonction de la dérivée de sa solution. Dans des cas plus généraux, le calcul
peut se faire (mais de façon pas très explicite !) avec d’autres outils de calcul
stochastique, par exemple le calcul de Malliavin.

Terminons cette section par deux exemples classiques d’options qui ne
sont pas de la forme H = h(ST ).

Exemple 3.1 Option barrière d’achat

C’est une option qui rapporte à l’échéance :

H = 1{ sup
0≤t≤T

St < β}(ST −K)+,

autrement dit on a le même gain qu’avec une option d’achat européenne,
mais on n’a le droit d’exercer cette option que si le cours du sous–jacent n’a
jamais atteint la barrière β.

Exemple 3.2 Option d’achat asiatique

Il s’agit d’une option qui rapporte à son détenteur à l’échéance

H =

(
1

T

∫ T

0

Stdt−K

)

+
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9.3.8 Le théorème de Girsanov

La probabilité IP∗ peut paraître mystérieuse. En fait elle apparaît natu-
rellement dans le théorème de Girsanov, dont nous allons en fait donner une
version simplifiée dûe à Cameron et Martin.

Etablissons tout d’abord le

Lemme 9.3.9. Un processus continu {Bt, 0 ≤ t ≤ T} est un mouvement
brownien ssi pour tout n, tous 0 = t0 < t1 < · · · < tn ≤ T , u1, · · · , un ∈ IR,

IE exp

[
n∑

1

uk

(
Btk −Btk−1

)
]

= exp

[
1

2

n∑

1

u2
k(tk − tk−1)

]

Preuve La CN résulte de ce que si {Bt} est un mouvement brownien, la loi
du v.a. (Bt1 , Bt2 −Bt1 , · · · , Btn −Btn−1) est la loi N(0,Λn), avec Λn matrice
diagonale n× n, dont le k–ième terme diagonal vaut tk − tk−1.

La CS résulte de ce que si la formule est vraie, la loi de (Bt1 , Bt2 −
Bt1 , · · · , Btn − Btn−1) est la loi N(0,Λn), pour tous n, 0 < t1 < · · · < tn−1 ≤
tn, donc (i) et (ii) de la Définition 9.3.1 sont satisfaits. �

On a alors le

Théorème 9.3.10. Soit {Bt, 0 ≤ t ≤ T} un mouvement brownien défini sur
l’espace de probabilité (Ω,F , IP).

Si f ∈ L2(0, T ),

B∗
t = Bt −

∫ t

0

f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T ;

Zt = exp

(∫ t

0

f(s)dBs −
1

2

∫ t

0

f 2(s)ds

)

et IP∗ est la probabilité sur (Ω,FT ) telle que

dIP∗

dIP
= ZT ,

alors {B∗
t , 0 ≤ t ≤ T} est un mouvement brownien sous IP∗.

Preuve Au vu du lemme précédent, il suffit de montrer que pour tout
g ∈ L2(0, T ),

IE∗
[
exp

(∫ T

0

g(t)dB∗
t

)]
= exp

(
1

2

∫ T

0

g2(t)dt

)
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Mais

IE∗
[
exp

(∫ T

0

g(t)dB∗
t

)]

= IE∗ exp

{∫ T

0

[f(t) + g(t)]dBt −
1

2

∫ T

0

[2f(t)g(t) + f 2(t)]dt

}

= exp

(
1

2

∫ T

0

g2(t)dt

)

9.3.9 Propriété de Markov et EDP

Pour obtenir l’“EDP de Black-Scholes” à la section 9.3.4, nous avons admis
qu’à chaque instant t, le prix Et de l’option est une fonction du cours du
sous–jacent St, i.e. que Et s’écrit

Et = u(t, St)

On a vu à la section 9.3.7 que

Et =
Rt

RT
IE∗(H|Ft).

Pourquoi et à quelle condition cette espérance conditionnelle est–elle une
fonction de St ?

Définition 9.3.11. Soit {Xt, t ≥ 0} un processus stochastique. {Xt} est
appelé processus de Markov si pour tout 0 < s < t, toute f ∈ Cb(IR),

IE[f(Xt)|FX
s ] = IE[f(Xt)|Xs],

où FX
s

4
= σ{Xr; 0 ≤ r ≤ s} (à des ensembles de mesure nulle près).

Remarquons que (à des ensembles de mesure nulle près) Ft = σ{Ss; 0 ≤
s ≤ t}. On a la

Proposition 9.3.12. Sous IP∗, {St; 0 ≤ t ≤ T} est un processus de Markov.

Preuve Si 0 < s < t,

St = Ss exp

[
(r − σ2

2
)(t− s) + σ(B∗

t −B∗
s )

]
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Donc

IE∗ [f(St)|Fs] =
1√
2π

∫

IR

f

(
Ss exp

[
(r − σ2

2
)(t− s) + σx

√
t− s

])
e−x2/2dx

= IE∗[f(St)|Ss],

puisque Ss et Fs mesurable, et B∗
t −B∗

s est indépendante de Fs sous IP∗. �

On peut donc en fait utiliser la formule de Feynman–Kac à l’envers, i.e.
déduire l’EDP satisfaite par la fonction u(t, x) de la formule

Et = IE∗ [e−r(T−t)h(ST )|St

]
.

Nous pouvons maintenant nous demander si dans les cas de l’option barrière
et de l’option asiatique, le calcul du prix de l’option peut encore se ramener
à la résolution d’une EDP.

EDP associée à l’option barrière

Reprenons l’option barrière d’achat de l’exemple 3.1. Posons

Sβ
t = St∧τβ

,

où τβ = inf{t ≤ T ; St ≥ β}, et

h(x) =





0, si x ≤ K;

x−K, si K ≤ x < β;

0, si x ≥ β.

Alors, dans le cas de l’option barrière d’achat, la v.a. H se réécrit

H = h(Sβ
t ).

Par un argument analogue à celui de la proposition 9.3.12, on montre que
{Sβ

t , 0 ≤ t ≤ T} est un processus de Markov. Sous la probabilité risque
neutre, on a à la fois que R−1

t St et R−1
t∧τβ

St∧τβ
sont des martingales, et les

arguments de la section 9.3.7 conduisent à nouveau à la formule

Et = IE∗
[
Rt

RT
h(Sβ

T )|Sβ
t

]



9.3. LE MODÈLE ET LA FORMULE DE BLACK–SCHOLES 305

Notons que pour t ≥ τβ, Et = 0. Soit, si Et = u(t, Sβ
t ), u(t, β) = 0. L’EDP

devient





∂u

∂t
(t, x) + rx

∂u

∂x
(t, x) +

σ2x2

2

∂2u

∂x2
(t, x) = ru(t, x), 0 < t < T, 0 < x < β;

u(t, β) = 0; 0 < t < T ; u(T, x) = h(x), 0 < x < β.

EDP associée à l’option asiatique

Posons Ut =

∫ t

0

Ssds. Alors, dans le cas de l’option asiatique,

H = h(UT ),

avec cette fois h(x) = (T−1x−K)+. Il n’est pas trop difficile de vérifier que
{Ut, 0 ≤ t ≤ T} n’est pas un processus de Markov ; par contre {(St, Ut); 0 ≤
t ≤ T} est un processus de Markov, d’où

Et = IE∗
(
Rt

RT

H|Ft

)

= IE∗
(
Rt

RT
H|St, Ut

)

= u(t, St, Ut),

où {u(t, x, y); 0 ≤ t ≤ T, x > 0, y > 0} est solution de l’EDP




∂u

∂t
(t, x, y) +

(
σ2x2

2

∂2u

∂x2
+ rx

∂u

∂x
+ x

∂u

∂y
− ru

)
(t, x, y) = 0,

0 ≤ t ≤ T, x, y > 0; u(T, x, y) = h(y),

x > 0, y > 0.

9.3.10 Option portant sur plusieurs sous–jacent

Jusqu’ici nous nous sommes contentés d’étudier des options portant sur
un seul actif risqué. Même si c’est le cas d’un grand nombre d’options, il en
existe qui portent sur plusieurs actifs risqués à la fois. Un premier exemple
typique de ce second type est le cas des options spread, qui portent sur
l’écart entre les prix de deux actifs, i.e. H = (S1

T −S2
T )+, où S1 et S2 sont les

prix de deux actifs risqués. Un second exemple est constitué par les options
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sur portefeuille appelées aussi options panier (basket option en Anglais). Les
options sur indice (type CAC 40) en sont un exemple. Une option de vente
(put) sur portefeuille est un moyen d’assurer son portefeuille. Étant donné
un portefeuille composé de ai actions de prix Si

t à l’instant t, i = 1, . . . , d,
un put qui paye (K −∑n

i=1 aiS
i
T )+ garantit que le portefeuille pourra être

revendu au moins au prix K à l’échéance.
Suposons que, outre l’actif non risqué, qui cote Rt = ert à l’instant t le

marché est composé de d actifs risqués, dont les prix S i
t , i = 1, . . . , d, fluctuent

suivant le modèle

dSi
t = µiS

i
tdt+ Si

t

d∑

j=1

σijdB
j
t , 1 ≤ i ≤ d, t ≥ 0,

où B1
t , . . . , B

d
t sont d mouvements brownien mutuellement indépendants. Une

application de la formule d’Itô permet de vérifier que cette EDS multidimen-
sionnelle admet comme unique solution

Si
t = Si

0 exp

[
λit+

d∑

j=1

σijB
j
t

]
, 1 ≤ i ≤ d, t ≥ 0,

avec λi = µi − 1
2

∑d
j=1 σ

2
ij.

La question naturelle à se poser, pour généraliser la théorie de Black–
Scholes, est celle de l’existence d’une probabilité risque neutre IP∗ équivalente
à la probabilité IP, sous laquelle le processus des prix actualisés e−rtSt =
e−rt(S1

t , . . . , S
d
t ), t ≥ 0} soit une martingale vectorielle, ce qui sera une consé-

quence de l’existence d’un IP∗–mouvement brownien d–dimensionel {B∗
t , t ≥

0} tel que

dSi
t = rSi

tdt+ Si
t

d∑

j=1

σijdB
∗,j
t , 1 ≤ i ≤ d, t ≥ 0.

Notons r le vecteur de IRd dont toutes les coordonnées sont égales à r, et

µ =




µ1

.

.
µd


 , Σ =




σ11 . . σ1d

. . . .

. . . .
σd1 . . σdd


 .

La seconde écriture des Si
t est équivalente à

(r − µ)t = Σ(Bt − B∗
t ), t ≥ 0.
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On est donc conduit à formuler l’hypothèse cruciale suivante :

Σ est inversible. (9.5)

Sous cette hypothèse, on déduit de la relation précédente entre Bt et B∗ la
formule

B∗
t = Σ−1(r − µ)t+Bt, t ≥ 0. (9.6)

Il résulte d’une généralisation naturelle (exercice) du théorème de Girsanov
9.3.10 que si

dIP∗

dIP
= exp

[
< Σ−1(µ− r), BT > −1

2
‖Σ−1(µ− r)‖2T

]
,

alors {B∗
t , 0 ≤ t ≤ T} et un mouvement brownien d–dimensionnel (i.e.

{B1
t }, . . . , {Bd

t } sont des mouvements brownien scalaires mutuellement indé-
pendants) sous IP∗.

En reprenant les arguments de la section 9.3.7, on a que le prix Et de
l’option à l’instant t est donné par la formule (formellement la même que
dans le cas unidimensionnel)

Et = e−r(T−t)IE∗(H|Ft),

d’où en particulier
E0 = e−rT IE∗H. (9.7)

Si H = h(ST ), on a donc E0 = e−rT IE∗h(ST ). Notons pour t ≥ 0 log St le
vecteur (log S1

t , . . . , log Sd
t ). Sous IP∗, la loi de log(ST ) est la loi de Gauss

vectorielle N(log(S0) + (r − 1
2
s2)T,ΣΣ∗T ), où s2 = (s2

1, . . . , s
2
d), avec s2

i =∑d
j=1 σ

2
ij.

Le processus {St, t ≥ 0} à valeurs dans IRd est un processus de Markov,
donc dans le cas où H = h(ST ), il existe une fonction u : [0, T ] × IRd → IR+

telle que
Et = u(t, St), 0 ≤ t ≤ T.

On montre par un raisonnement analogue à celui de la section 9.3.4 que u
est solution de l’EDP parabolique dans IRd

+, avec a = ΣΣ∗,





∂u

∂t
(t, x) + r

d∑

i=1

xi
∂u

∂xi
(t, x) +

1

2

d∑

i,j=1

xixjaij
∂2u

∂xi∂xj
(t, x) = ru(t, x),

0 ≤ t ≤ T, x ∈ IRd
+; u(T, x) = h(x), x ∈ IRd

+.



308 CHAPITRE 9. MATHÉMATIQUES FINANCIÈRES

En outre, le portefeuille de couverture est déterminé par la relation

Y i
t =

∂u

∂xi

(t, St), 1 ≤ i ≤ d, 0 ≤ t ≤ T,

au sens où Y i
t est le “nombre” d’actifs numéro i que doit contenir ce porte-

feuille. La richesse associé est donc

Vt(X, Y ) = XtRt +

d∑

i=1

Y i
t S

i
t , 0 ≤ t ≤ T.

9.3.11 Viabilité et Complétude

Les notions de marché viable et complet se définissent comme dans le cas
du modèle discret, au petit point près qu’un marché complet est maintenant
un marché tel que à toute v.a. H ≥ 0 FT mesurable et de carré intégrable,
on peut associer une richesse initiale V0 et une stratégie admissible (X, Y )
telles que

H = V0 +

∫ T

0

XtdRt +

d∑

i=1

Y i
t dS

i
t.

La restriction H de carré intégrable est inutile dans le cas du modèle discret,
puisque dans ce modèle Ω est fini, donc toute v.a. est bornée.

On a le résultat fondamental

Théorème 9.3.13. Le marché est viable ssi il existe au moins une proba-
bilité risque neutre IP∗ équivalente à IP. Le marché est complet s’il existe
exactement une probabilité risque neutre IP∗ équivalente à IP.

Le fait que l’existence d’une probabilité risque neutre entraîne le caractère
viable du marché se démontre comme dans le cas du modèle discret. Nous
admettrons les autres affirmations de ce théorème.

9.3.12 Remarques sur le calcul effectif

Nous avons associé à toutes les options rencontrées jusqu’ici une EDP (au
prix cependant d’un doublement de la dimension de la variable spatiale pour
l’option asiatique, ce qui alourdit singulièrement la résolution numérique).
Peut–on donner une formule probabiliste pour le prix de l’option dans le cas
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du modèle considéré à la section 9.3.6 ? La réponse est oui, en faisant appel
à la théorie des “EDS rétrogrades” ; mais la formule en question n’est pas du
tout explicite.

Discutons maintenant du calcul effectif de la prime.

Formules explicites

Une première approche, qui n’est utilisable que dans les cas les plus
simples (qui incluent cependant presque tous les cas examinés jusqu’ici)
consiste à utiliser la connaissance de la loi des v.a. considérées, c’est à dire
que dans le cas du call européen on utilise la formule

C0 = S0F (d1) −Ke−rTF (d2)

(cf. fin de la section 9.2.6), avec F fonction de répartition de la loi N(0, 1),
laquelle est accessible avec une bonne précision dans Matlab, ou dont le calcul
numérique peut être programmé. En ce qui concerne l’option barrière, on peut
utiliser la connaissance de la loi jointe du vecteur aléatoire ( sup

0≤t≤T
St, ST ),

et en ce qui concerne l’option asiatique des mathématiciens ont récemment
progressé pour expliciter la loi de la variable aléatoire UT .

Méthode de Monte Carlo

Une seconde méthode, dont le domaine d’application est beaucoup plus
vaste, est la méthode de Monte Carlo, qui a été présentée au chapitre 1.
Rappelons que pour réduire la variance (et donc accélérer la convergence) on
a intérêt, dans la mesure où l’on dispose d’une formule de parité call–put, à
calculer le prix du put par Monte Carlo, plutôt que directement celui du call.

Notons qu’une variante de la méthode de Monte Carlo consiste à simuler
un arbre binomial (éventuellement avec un N - cf. section 9.2.6 - grand)

Résolution numérique de l’EDP

Une dernière méthode consiste à résoudre l’EDP par une méthode numéri-
que de type différences finies. Notons que cela suppose de discrétiser le temps
et l’espace (et de borner l’espace infini IR+). Ces méthodes numériques ont été
développées par les spécialistes du calcul scientifique pour beaucoup d’autres
applications. Leur principale limitation est la dimension de la variable spa-
tiale, lorsque l’on considère un modèle avec un grand nombre d’actifs risqués.
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9.3.13 Volatilité historique - Volatilité implicite

L’utilisation des modèles ci–dessus pour le calcul de la prime suppose la
connaissance de très peu de paramètres (il est remarquable que le paramètre
µ dans le modèle initial des fluctuations de St a disparu). Le taux d’intérêt
r peut être considéré comme connu.

Par contre la paramètre σ - la volatilité - n’est pas donné directement. On
peut tenter de l’estimer à partir des données des fluctuations passées, c’est
la volatilité historique.

Mais comme il existe un marché des options, où les prix sont régis par la
loi de l’offre et de la demande, on peut inverser la formule de Black–Scholes,
pour en déduire une valeur de σ, appelée volatilité implicite. Il est à noter
que l’inversion de la formule pour différentes options de même échéance T ,
mais correspondant à des prix d’exercice différents, donne des volatilités im-
plicites différentes - effet smile. Ce fait contredit le modèle de Black–Scholes,
qui est trop simpliste pour traduire la complexité des marchés. Pourtant, sa
simplicité conduit à des formules explicites et intuitives qui sont très utilisées
par les praticiens.

9.4 Options américaines dans le modèle discret

Contrairement aux options dites “européennes”, une option dite “améri-
caine” peut être exercée à tout instant entre la date de signature du contrat
(l’instant 0) et l’échéance (l’instant T ). Notons h(St) ce que rapporte l’option,
lorsqu’elle est exercée à l’instant t. Dans le cas d’un call américain, h(x) =
(x − K)+, dans le cas d’un put américain, h(x) = (K − x)+. On notera
Zt = h(St), 0 ≤ t ≤ T , et At le prix de l’option américaine à l’instant
t, 0 ≤ t ≤ T . En particulier, A0 est la prime dont l’acheteur de l’option
américaine doit s’acquitter au moment de la signature du contrat (l’instant
0).

On suppose à nouveau que

Rt = (1 + r)t, 0 ≤ t ≤ T,

et on définit les valeurs actualisées

Z̃t =
Zt

(1 + r)t
, Ãt =

At

(1 + r)t
.
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Cherchons à préciser la valeur de At par récurrence rétrograde. Tout
d’abord, il est clair que

AT = ZT .

A l’instant T−1, le détenteur de l’option a le choix entre l’exercer immédiate-
ment, ou bien la conserver pour espérer en tirer un meilleur profit à l’instant
T . Donc on a

AT−1 = ZT−1 ∨
1

1 + r
IE∗(ZT |ST−1).

Par le même raisonnement, on a pour tout 0 < t ≤ T ,

At−1 = Zt−1 ∨
1

1 + r
IE∗(At|St−1).

En terme des valeurs actualisées, on obtient
{

ÃT = Z̃T

Ãt−1 = Z̃t−1 ∨ IE∗(Ãt|St−1), 0 < t ≤ T.
(9.8)

On pose la

Définition 9.4.1. On appelle sur–martingale (resp. sous–martingale) une
suite adaptée
{Mt; 0 ≤ t ≤ T} telle que pour 0 < t ≤ T ,

IE[Mt|Ft−1] ≤ (resp. ≥)Mt−1.

On a la

Proposition 9.4.2. La suite {Ãt, 0 ≤ t ≤ T} est une IP∗–surmartingale.
C’est la plus petite IP∗–surmartingale qui majore la suite {Z̃t, 0 ≤ t ≤ T}.
Preuve La propriété de surmartingale, et le fait que la suite {Ãt} majore
la suite {Z̃t} découlent immédiatement de la relation (9.8). Soit maintenant
{Mt} une autre IP∗–surmartingale qui majore {Z̃t}. Alors MT ≥ Z̃T = ÃT ,
et si Mt ≥ Ãt,

Mt−1 ≥ IE∗(Mt|Ft−1) ≥ IE∗(Ãt|Ft−1),

et aussi Mt−1 ≥ Z̃t−1, donc

Mt−1 ≥ Z̃t−1 ∨ IE∗(Ãt|Ft−1) = Ãt−1.

�

Pour poursuivre notre étude des options américaines, nous allons préciser
ce qu’est la plus petite surmartingale majorant une suite adaptée donnée.
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9.4.1 Enveloppe de Snell

Commençons par la :

Définition 9.4.3. Une v.a. ν à valeurs dans l’ensemble {0, 1, . . . , T} est
appelée un temps d’arrêt si pour tout 0 ≤ t ≤ T ,

{ν = t} ∈ Ft.

Etant donnée une suite aléatoire adaptée {Xt, 0 ≤ t ≤ T} et un temps
d’arrêt, la suite arrêtée {Xt∧ν , 0 ≤ t ≤ T} est encore adaptée. Ceci résulte
de ce que ν est un temps d’arrêt ssi {ν ≤ t} ∈ Ft pour tout 0 ≤ t ≤ T . On
a en outre le théorème d’arrêt

Théorème 9.4.4. Si {Mt, 0 ≤ t ≤ T} est une martingale (resp. une sur-
martingale), alors {Mt∧ν , 0 ≤ t ≤ T} est aussi une martingale (resp. une
surmartingale).

Preuve Il suffit de remarquer (avec la notation de la proposition 9.2.6) que

Mt∧ν = M(Y )t, 0 ≤ t ≤ T,

si Yt = 1{t≤ν}. Puisque {t ≤ ν} = {ν ≤ t− 1}c, la suite Y est prévisible, et le
résultat pour les martingales est la proposition 9.2.6. Le même raisonnement,
en exploitant la positivité de Y donne le résultat pour les surmartingales. �

Etant donnée une suite adaptée {Zt, 0 ≤ t ≤ T}, on veut étudier son
enveloppe de Snell, autrement dit la plus petite surmartingale qui la majore.
Celle–ci est la suite {Ut, 0 ≤ t ≤ T} définie par

{
UT = ZT ,

Ut = Zt ∨ IE(Ut+1|Ft), 0 ≤ t < T.

Notons que tant que Ut > Zt, Ut = IE(Ut+1|Ft). Cette remarque se formalise
en la

Proposition 9.4.5. La v.a. définie par

ν = inf{0 ≤ t ≤ T |Ut = Zt}

est un temps d’arrêt, et la suite arrêtée {Ut∧ν , 0 ≤ t ≤ T} est une martingale.
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Preuve Notons tout d’abord que

{ν = t} = {U0 > Z0} ∩ · · · ∩ {Ut−1 > Zt−1} ∩ {Ut = Zt} ∈ Ft.

On pose à nouveau Yt = 1{t≤ν}, Ut∧ν = U(Y )t.

U(Y )t+1 − U(Y )t = 1{t+1≤ν}(Ut+1 − Ut),

et sur {t+ 1 ≤ ν}, Ut = IE(Ut+1|Ft), donc IE(U(Y )t+1 − U(Y )t|Ft) = 0. �

Notons Tt l’ensemble des temps d’arrêt qui prennent leurs valeurs dans
l’ensemble {t, t+ 1, . . . , T}.

Corollaire 9.4.6. On a

U0 = IE(Zν|F0) = sup
τ∈T0

IE(Zτ |F0).

Preuve D’après la proposition 9.4.5, {U·∧ν} est une martingale, donc

U0 = IE(UT∧ν|F0)

= IE(Zν|F0).

Si τ ∈ T0, d’après le théorème 9.4.4, {U·∧τ} est une surmartingale, donc

U0 ≥ IE(UN∧τ |F0)

≥ IE(Zτ |F0).

�

Le corollaire se généralise en

Ut = sup
τ∈Tt

IE(Zτ |Ft)

= IE(Zνt
|Ft),

si νt = inf{s ≥ t|Us = Zs}. On appelle temps d’arrêt optimal un temps
d’arrêt qui vérifie la propriéte d’optimalité du temps d’arrêt ν établie au
corollaire 9.4.6. Le théorème qui suit dit que ce ν est le plus petit des temps
d’arrêt optimaux.
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Théorème 9.4.7. Le temps d’arrêt ν est optimal ssi les deux conditions
suivantes sont vérifiées

(i) Zν = Uν

(ii) {Ut∧ν , 0 ≤ t ≤ T} est une martingale.

Preuve (i)+(ii) implique U0 = IE(Zν|F0), donc l’optimalité de ν d’après le
corollaire 9.4.6.

Réciproquement, supposons ν optimal. Alors

U0 = IE(Zν|F0) ≤ IE(Uν |F0),

et puisque {U·∧ν} est un surmartingale, IE(Uν |F0) ≤ U0, donc IE(Uν|F0) =
IE(Zν|F0) = U0, d’où comme U domineZ, Uν = Zν, soit (i). Encore une fois
{U·∧ν} est une surmartingale, donc

U0 ≥ IE(Ut∧ν |F0) ≥ IE(Uν|F0),

mais comme les deux termes extrêmes coïncident, on a

IE(Ut∧ν |F0) = IE(Uν|F0) = IE(IE(Uν|Ft)|F0).

Comme d’un autre coté Ut∧ν ≥ IE(Uν |Ft), on a l’égalité Ut∧ν = IE(Uν |Ft),
soit (ii).

9.4.2 Décomposition de Doob

On a la

Proposition 9.4.8. Toute surmartingale {Ut, 0 ≤ t ≤ T} s’écrit de façon
unique sous la forme

Ut = Mt − Ct,

où {Mt, 0 ≤ t ≤ T} est une martingale, et {Ct, 0 ≤ t ≤ T} est une suite
croissante, prévisible t.q. C0 = 0.

Preuve Nécessairement, M0 = U0 et C0 = 0. En outre

Ut+1 − Ut = Mt+1 −Mt − Ct+1 + Ct,

d’où en conditionnant par Ft,

IE(Ut+1|Ft) − Ut = −Ct+1 + Ct,
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et
Mt+1 −Mt = Ut+1 − IE(Ut+1|Ft).

�

En outre

Proposition 9.4.9. Soit {Zt, 0 ≤ t ≤ T} une suite adaptée, d’envelope de
Snell Ut = Mt − Ct. Alors le plus grand temps d’arrêt optimal est donné par

νmax = inf{t ≤ T, Ct+1 6= 0}.

Preuve Le fait que νmax est un temps d’arrêt résulte de ce que {C·} est
prévisible. De Ct = 0 pour t ≤ νmax, on déduit que

U·∧νmax
= M·∧νmax

,

donc {U·∧νmax
} est une martingale. D’après le théorème 9.4.7, il suffit pour

montrer que νmax est optimal, de montrer l’égalité Uνmax
= Zνmax

. Posons
Yt = 1{νmax=t}.

Uνmax
=

T−1∑

t=0

YtUt + YTUT

=

T−1∑

t=0

Yt max(Zt, IE(Ut+1|Ft)) + YTZT

=
T−1∑

t=0

YtZt + YTZT

= Zνmax
,

où on a utilisé les faits suivants : IE(Ut+1|Ft) = Mt − Ct+1, et sur {Yt = 1},
Ct = 0 et Ct+1 > 0, soit IE(Ut+1|Ft) = Mt − Ct+1 < Ut, d’où nécessairement
Ut = Zt.

Il reste à montrer qu’il n’existe pas de temps d’arrêt optimal ν tel que
ν ≥ νmax et IP(ν > νmax) > 0. En effet on aurait

IE(Uν) = IE(Mν) − IE(Cν) = IE(U0) − IE(Cν) < IE(U0),

donc {U·∧ν} n’est pas une martingale.
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9.4.3 Enveloppe de Snell et chaînes de Markov

Précisons maintenant la forme de l’enveloppe de Snell dans une situation
markovienne. Soit {Xt, 0 ≤ t ≤ T} une chaîne de Markov homogène à valeurs
dans un ensemble fini E, de matrice de transition P = {Pxy, x, y ∈ E}. On
suppose alors que pour 0 ≤ t ≤ T , Ft = σ{X0, . . . , Xt}.

Proposition 9.4.10. Soit {Zt} une suite définie par Zt = ψ(t, Xt), avec
ψ : {0, 1, . . . , T} × E → IR. Alors l’enveloppe de Snell {Ut} de la suite {Zt}
est donnée par la formule Ut = u(t, Xt), où la fonction u est définie par





u(T, x) = ψ(T, x), x ∈ E;

u(t, x) = ψ(t, x) ∨
∑

y

Pxyu(t+ 1, y), x ∈ E, 0 ≤ t < T.

En pratique, pour déterminer le temps d’arrêt

ν = inf{t, Ut = Zt},

on calcule la solution u du système rétrograde de la proposition 9.4.10, et on
arrête à l’instant ν = inf{t ≤ T, u(t, Xt) = ψ(t, Xt)}.

9.4.4 Retour aux options américaines

D’après la proposition 9.4.2, le prix actualisé {Ãt} de l’option américaine
est la IP∗–envelope de Snell de la suite {Z̃t = (1 + r)−th(St) = R−1

t h(St)}.
On sait (généralisation du corollaire 9.4.6) que

Ãt = sup
ν∈Tt

IE∗(R−1
ν h(Sν)|Ft),

soit
At = Rt sup

ν∈Tt

IE∗(R−1
ν h(Sν)|Ft).

D’après la décomposition de Doob, Ãt = M̃t − C̃t, avec {M̃t} une IP∗–
martingale et C̃t croissant prévisible et nul en 0.

Puisque le marché est complet, il existe une richesse initiale V0 et une
stratégie autofinancée {(Xt, Yt)} t.q. VT (X, Y ) = RT M̃T , soit ṼT (X, Y ) =
M̃T , et comme on a deux IP∗–martingales, ∀0 ≤ t ≤ T , Ṽt(X, Y ) = M̃t, soit
Ãt = Ṽt(X, Y )−C̃t, et At = Vt(X, Y )−Ct, où Ct = RtC̃t. Une date d’exercice
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optimale τ vérifie Aτ = h(Sτ ). Elle doit vérifier τ ≤ νmax = inf{t, Ct+1 6= 0},
car en exerçant l’option à la date νmax, son propriétaire se constitue le capital
Aνmax

= Vνmax
(X, Y ), et grâce à la stratégie {(X, Y )}, son portefeuille vaut

strictement plus que l’option aux instants νmax + 1, νmax + 2, . . . , N .
On vérifie également que si l’acheteur de l’option exerce celle–ci à un

instant non optimal, le vendeur réalise un profit strictement positif.

9.4.5 Options américaines et options européennes

Proposition 9.4.11. Soit At le prix à l’instant t d’une option américaine
qui rapporte à son détenteur Zt si elle est exercée à l’instant t, et Et le
prix à l’instant t d’une option européenne qui rapporte à son détenteur ZT à
l’échéance. Alors At ≥ Et, 0 ≤ t ≤ T .

Si de plus Et ≥ Zt ∀t, alors Et = At ∀t.

Preuve La première égalité est évidente, et elle résulte des propriétés de
martingale (resp. sur–martingale) de {Et} (resp. {At}) sous IP∗. Si Et ≥ Zt,
{Ẽt} est une IP∗–martingale (donc aussi surmartingale) qui majore {Z̃t},
donc elle majore aussi {Ãt}, d’après la proposition 9.4.2.

Corollaire 9.4.12. Dans le cas des call(s) européen et américain de même
échéance T et de même prix d’exercice K, portant sur un même unique actif
risqué de prix St à l’instant t, At = Et, 0 ≤ t ≤ T .

Preuve On a Zt = (St −K)+, et

Ẽt = R−1
T IE∗((ST −K)+|Ft)

≥ IE∗(S̃T − R−1
T K|Ft)

= S̃t − R−1
T K, donc

Et ≥ St −
Rt

RT
K

≥ St −K,

mais on a aussi Et ≥ 0, donc Et ≥ Zt. Il reste à appliquer la proposition. �

Cette propriété n’est pas vérifiée pour un put, ni pour un call sur une
action distribuant un dividende.
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9.4.6 Options américaines et modèle markovien

Reprenons une option américaine qui rapporte à son détenteur Zt = h(St)
si elle est exercée à l’instant t, et supposons maintenant que {St, 0 ≤ t ≤ T}
est une chaîne de Markov. Alors le prix At se met sous la forme At = u(t, St).
Posons ũ(t, x) = R−1

t u(t, x) et h̃(t, x) = R−1
t h(x). Il résulte de la proposition

9.4.10
ũ(t, x) = h̃(t, x) ∨

∑

y

Pxyũ(t+ 1, y),

d’où l’on déduit la formule de récurrence

u(t, x) = h(x) ∨
∑

y

Pxy
u(t+ 1, y)

1 + r
. (9.9)

Et un temps d’exercice optimal est défini par

ν = inf{t ≤ T, u(t, St) = h(St)}.

9.5 Options américaines dans le modèle de

Black–Scholes

L’étude des options américaines dans le modèle de Black–Scholes exige
des outils mathématiques complexes. Nous allons présenter l’EDP associée,
par passage à la limite sur les formules de la sous–section 9.4.6.

Réécrivons la formule (9.9) dans le cadre de la sous–section 9.2.6, avec les
changements de variable :

g(x) = h(ex),

v(t, x) = u(t, ex).

On obtient

v(t− 1

N
, x) = g(x)∨e−r/N

(
pN

+v(t, x+
r

N
+

σ√
N

) + pN
−v(t, x+

r

N
− σ√

N
)

)
,

(9.10)
avec

pN
+ = IP(ηN

k =
σ√
N

) =
1

2
− σ

4
√
N

+ 0(N−3/2),

pN
− = IP(ηN

k = − σ√
N

) =
1

2
+

σ

4
√
N

+ 0(N−3/2).
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Posons

(ANv)(t, x)e
−r/N

(
pN

+v(t, x+
r

N
+

σ√
N

) + pN
−v(t, x+

r

N
− σ√

N
)

)
.

Alors (9.10) se réécrit

v(t− 1

N
, x) ≥ g(x),

(ANv)(t, x) − v(t− 1

N
, x) ≤ 0,

(v(t− 1

N
, x) − g(x))((ANv)(t, x) − v(t− 1

N
, x)) = 0.

En admettant que v est suffisamment régulière, on obtient, après multiplica-
tion par N , à l’aide d’un développement limité, que quand N → ∞,

N [(ANv)(t, x) − v(t− 1

N
, x)] →

Av(t, x) :=
∂v

∂t
(t, x) + (r − σ2

2
)
∂v

∂x
(t, x) +

σ2

2

∂2v

∂x2
(t, x) − rv(t, x).

Donc le prix le l’option américaine est

At = v(t, logSt),

où v est la solution de l’inéquation variationnelle

v(t, x) ≥ g(x),

Av(t, x) ≤ 0,

(v(t, x) − g(x))Av(t, x) = 0,

et un temps optimal d’exercice de l’option est donné par le temps d’arrêt

ν = inf{t ≤ T, v(t, logSt) = g(logSt) = h(St)}.

9.6 Taux d’intérêt et obligations

Jusqu’ici nous avons supposé que le taux d’intérêt est une constante (ne
dépendant ni de l’aléa ni du temps). Une telle hypothèse est acceptable
lorsque l’on traite des actions et des options sur actions, mais ce n’est plus
le cas lorsqu’il s’agit des obligations et des options sur obligations.

On appelle obligation zéro coupon un titre donnant droit à un Euro à
l’échéance T . On notera Ot,T la valeur de ce titre à l’instant t.
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9.6.1 Courbe de taux en avenir certain

Le taux d’intérêt d’un prêt dépend à la fois de sa date d’émission t, et
de la date d’échéance T . Une personne empruntant un Euro à l’instant t
devra rembourser une somme Rt

T à la date T . Dans le cas du taux d’intérêt
constant du modèle de Black–Scholes, on aurait

Rt
T = exp[(T − t)r].

Plus généralement, dans un cadre déterministe, i.e. où toutes les quantités
{Rt

T , 0 ≤ t ≤ T} sont connues, l’absence d’opportunité d’arbitrage impose
que la fonction R vérifie

Rt
T = Rt

uR
u
T , ∀0 ≤ t < u < T.

De cette relation, jointe à Rt
t = 1, et à la continuité de R, on déduit qu’il

existe une fonction t→ r(t) telle que

Rt
T = exp

(∫ T

t

r(s)ds

)
, ∀0 ≤ t ≤ T.

Dans ce cas, on doit avoir clairement

Ot,T = exp

(
−
∫ T

t

r(s)ds

)
.

9.6.2 Taux en avenir incertain et obligations

On suppose maintenant que (on note Rt pour R0
t )

Rt = exp

(∫ t

0

rsds

)
,

où {rt, t ≥ 0} est un processus stochastique adapté à la filtration naturelle
{Ft, t ≥ 0} d’un mouvement brownien {Wt, t ≥ 0} (i. e. à des ensembles de
mesure nulle près, Ft = σ{Ws, 0 ≤ s ≤ t}). rt est appelé le taux instantané.

On fait l’hypothèse suivante :

(H)






Il existe une probabilité IP∗ équivalente à IP sous laquelle

Õt,u := (Rt)
−1Ot,u, 0 ≤ t ≤ u

est une martingale, ∀0 < u ≤ T,
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Puisque Ou,u = 1, Õu,u = (Ru)
−1, et donc (H) implique que

Õt,u = IE∗
(

exp

[
−
∫ u

0

rsds

]
|Ft

)
, donc aussi

Ot,u = IE∗
(

exp

[
−
∫ u

t

rsds

]
|Ft

)
.

Pour tenter d’expliciter plus avant la quantité Ot,u, il convient de préciser la
dérivée de Radon–Nikodym de la probabilité IP∗ par rapport à IP. Notons
LT cette densité. Elle est telle que pour toute v.a. bornée X,

IE∗(X) = IE(XLT ).

Si de plus X est Ft–mesurable, alors en posant Lt = IE(LT |Ft), on a

IE∗(X) = IE(XLt).

Lt est la densité de la restriction à Ft de IP∗ par rapport à IP. Il résulte du
théorème de Girsanov (dont une partie a été démontrée ci–dessus à la section
9.3.8) la

Proposition 9.6.1. Il existe un processus adapté {qt, 0 ≤ t ≤ T} vérifiant
∫ T

0

q2
t dt <∞ p. s.,

tel que pour tout 0 ≤ t ≤ T , p. s.

Lt = exp

(∫ t

0

qsdWs −
1

2

∫ t

0

q2
sds

)
.

Corollaire 9.6.2. Le prix à l’instant t de l’obligation zéro–coupon d’échéance
u ≥ t peut s’écrire

Ot,u = IE

(
exp

[
−
∫ u

t

(rs +
q2
s

2
)ds+

∫ u

t

qsdWs

]
|Ft

)
.

Preuve Posons X = exp(−
∫ u

t
rsds). Il faut calculer IE∗(X|Ft). Soit Y une

v.a. Ft–mesurable et bornée. On a

IE∗(XY ) = IE(XY LT )

= IE(IE[XLT |Ft]Y )

= IE∗
(

IE[XLT |Ft]

Lt
Y

)
,
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donc d’après la caractérisation de IE∗(X|Ft),

IE∗(X|Ft) =
IE[XLT |Ft]

Lt

,

d’où le résultat.

Proposition 9.6.3. Pour chaque échéance u, il existe un processus adapté
{σu

t , 0 ≤ t ≤ u} tel que sur [0, u]

dOt,u = (rt − σu
t qt)Ot,udt+Ot,uσ

u
t dWt.

Preuve Utilisant d’abord la formule établie dans la dernière preuve, puis la
propriété de martingale de {Õt,u, 0 ≤ t ≤ u} sous IP∗, on obtient que pour
0 ≤ s ≤ t ≤ u,

IE(Õt,uLt|Fs) = IE∗(Õt,u|Fs)Ls

= Õs,uLs.

Donc {Õt,uLt, 0 ≤ t ≤ u} est une martingale sous IP, qui est strictement
positive, donc son log est une semimartingale, dont la partie martingale est
de la forme ∫ t

0

θu
sdWs,

et à nouveau puisque {Õt,uLt, 0 ≤ t ≤ u} est une IP–martingale,

Õt,uLt = Õ0,u exp

(∫ t

0

θu
sdWs −

1

2

∫ t

0

(θu
s )2ds

)
.

En multipliant par Rt(Lt)
−1, on obtient

Ot,u = O0,u exp

(∫ t

0

(rs − [(θu
s )2 − q2

s ]/2)ds+

∫ t

0

(θu
s − qs)dWs

)
.

Le résultat s’en déduit en utilisant la formule d’Itô, et à condition de poser
σu

t = θu
t − qt. �

Si l’on rapproche la formule de la proposition de celle concernant le taux
d’intérêt, à savoir

dRt = rtRtdt,
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on voit que l’obligation est “plus risquée” qu’un dépôt à la banque. Le terme
rt − σu

t qt est une sorte de rendement moyen relatif par unité de temps de
l’obligation. Le terme −σu

t qt est la différence entre ce rendement et le taux
sans risque. D’où l’interprétation de −qt comme une “prime de risque”. Notons
que sous la probabilité risque neutre IP∗, W ∗

t = Wt −
∫ t

0
qsds est un brownien

standard, et
dOt,u = rtOt,udt+Ot,uσ

u
t dW

∗
t .

9.6.3 Option sur obligation

Considérons pour fixer les idées une option européenne d’échéance T sur
une obligation zéro coupon d’échéance T ′, avec bien sûr T ≤ T ′. S’il s’agit
d’un call de prix d’exercice K, la valeur de l’option à l’instant T est évi-
demment (OT,T ′ − K)+, et on va voir que l’on peut appliquer ici la même
méthodologie qu’à la section 9.3.7.

L’évolution du portefeuille de couverture est donnée dans le cas d’une
stratégie autofinancée par la formule

dVt(X, Y ) = XtdRt + YtdOt,T ′.

Définition 9.6.4. Une stratégie {(Xt, Yt), 0 ≤ t ≤ T} est admissible si elle
est autofinancée et si la valeur actualisée

Ṽt(X, Y ) = Xt + YtÕt,T ′

du portefeuille correspondant est, pour tout t, positive et de carré intégrable
sous IP∗.

Sous des hypothèses raisonnables, on peut couvrir une option européenne
d’échéance T < T ′.

Proposition 9.6.5. Supposons que sup0≤t≤T |rt| <∞ p. s., inf0≤t≤T |σT ′
t | >

0, et T < T ′. Soit H une v. a. FT–mesurable, telle que He−
R T
0 rsds soit de IP∗

carré intégrable.
Alors il existe V0 et une stratégie admissible {(X, Y )} tels que VT (X, Y ) =

H. En outre
Vt(X, Y ) = IE∗

(
e−

R T
t

rsdsH|Ft

)
.
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Preuve On a

dṼt(X, Y ) = YtdÕt,T ′

= YtÕt,T ′σT ′
t dW

∗
t .

On en déduit que {Ṽt, 0 ≤ t ≤ T} est une IP∗–martingale, donc

Vt(X, Y ) = e
R t

0
rsdsIE∗

(
e−

R T

0
rsdsH|Ft

)
.

Il reste à exhiber une stratégie correspondante. Il résulte du théorème de
représentation d’Itô que

He−
R T

0
rsds = IE∗

(
He−

R T

0
rsds
)

+

∫ T

0

JtdW
∗
t ,

avec un certain processus {Jt, 0 ≤ t ≤ T} tel que
∫ T

0
J2

t dt <∞ p. s. Il suffit
alors de choisir

Yt =
Jt

Õt,T ′σT ′
t

, Xt = IE∗
(
He−

R T

0
rsds|Ft

)
− Jt

σT ′
t

.

9.6.4 Un modèle de taux d’intérêt

On va examiner le modèle de Vasicek, qui est le plus simple (mais peut–
être pas le plus satisfaisant). Dans ce modèle, le processus {rt, 0 ≤ t ≤ T}
est solution de l’EDS

drt = a(b− rt)dt+ σdWt,

où a, b et σ sont des constantes positives, et q est lui–aussi constant, qt = −λ.
Alors si W ∗

t = Wt + λt, et b∗ = b− λσ/a, on a équivalemment

drt = a(b∗ − rt)dt+ σdW ∗
t .

On montre aisément que rt s’écrit

rt = r0e
−at + b(1 − e−at) + σe−at

∫ t

0

easdWs,

et que rt suit sous IP la loi

N

(
r0e

−at + b(1 − e−at), σ2 1 − e−2at

2a

)
,
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et sous IP∗ la même loi, avec b remplacé par b∗. Donc rt prend une valeur
négative avec probabilité non nulle, même si elle est éventuellement proche
de 0.

Voyons maintenant le prix de l’obligation zéro–coupon.

Ot,T = IE∗
(
e−

R T
t

rsds|Ft

)

= e−b∗(T−t)IE∗
(
e−

R T

t
Xsds|Ft

)
,

avec {Xs = rs − b∗} solution de l’EDS

dXs = −aXsds+ σdW ∗
s . (9.11)

Alors
IE∗
(
e−

R T

t
Xsds|Ft

)
= F (T − t, rt − b∗),

où F est définie par

F (s, x) = IE∗
(
e−

R s

0
Xx

t dt
)
,

{Xx
t } désignant la solution de l’EDS (9.11) qui vérifie X0 = x. Comme∫ s

0
Xx

t dt est une v. a. r. gaussienne,

F (s, x) = exp

(
−IE∗

∫ s

0

Xx
t dt+

1

2
Var

[∫ s

0

Xx
t dt

])
.

Or

IE∗
∫ s

0

Xx
t dt = x

1 − e−as

a
,

et

Var

[∫ s

0

Xx
t dt

]
=

∫ s

0

∫ s

0

Cov(Xx
t , X

x
r )dtdr,

mais

Cov(Xx
t , X

x
r ) = σ2e−a(t+r)IE∗

(∫ t

0

easdW ∗
s

∫ r

0

easdW ∗
s

)

= σ2e−a(t+r) e
2a(t∧r) − 1

2a
,

d’où

Var

[∫ s

0

Xx
t dt

]
σ2s

a2
− σ2

a3
(1 − e−as) − σ2

2a3
(1 − e−as)2.
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Finalement
Ot,T = exp (−(T − t)R(T − t, rt)) ,

où R(T − t, rt), le taux d’intérêt moyen sur la période [t, T ], est donné par la
formule

R(s, r) = R − (as)−1

[
(R− r)(1 − e−as) − σ2

4a2
(1 − e−as)2

]
,

avec R = b∗ − σ2/2a2. R s’interprète comme un taux à long terme, qui est
ici indépendant du “taux instantané spot” r. Cette dernière propriété est un
défaut du modèle.

9.7 Exercices

Exercice 9.7.1. A partir des mêmes inégalités à l’instant T , montrer que si
Ct désigne le prix à l’instant t d’un call européen d’échéance T et de prix
d’exercice K, sur un sous–jacent de prix {St} dans le modèle de Black–
Scholes,

St −Ke−r(T−t) ≤ Ct ≤ St.

Montrer que le prix du put européen Pt vérifie quant à lui

Pt ≤ Ke−r(T−t).

Exercice 9.7.2. Soit {St, 0 ≤ t ≤ T} le prix d’un sous–jacent qui suit
le modèle de Black–Scholes. On pose Ut = log St. Déduire de la formule
d’Itô la forme de la différentielle de Ut, en fonction de dt et dB∗

t . On pose
v(t, y) = u(t, ey), où {u(t, x)} est la solution de l’EDP de Black–Scholes.
Ecrire une EDP parabolique satisfaite par {v(t, y); 0 ≤ t ≤ T, y ∈ IR}.
Exercice 9.7.3. (Option “chooser”) On considère une option sur une action
{St, 0 ≤ t ≤ T} (laquelle suit le modèle de Black–Scholes) qui fonctionne
de la façon suivante : étant donnés 0 ≤ t ≤ T et K > 0, à l’instant 0,
l’acheteur de l’option s’acquitte de la prime X0 ; à l’instant t il choisit entre
call et put ; à l’instant T il a le droit d’exercer l’option choisie à l’instant t,
au prix d’exercice K.

1 On note comme dans le cours Ct (resp. Pt) le prix du call (resp. du put)
à l’instant t. Montrer que l’intérêt de l’acheteur est de choisir le call (resp.
le put) si Ct > Pt (resp. Pt > Ct). Vérifier à l’aide de la formule de parité
call–put que Ct 6= Pt p.s., sous IP comme sous IP∗.
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2 En déduire que l’option rapporte p.s. à son acheteur à l’instant T

H = (ST −K)+1{Ct≥Pt} + (K − ST )+1{Ct<Pt}

= (ST −K)+ + (K − ST )1{Ct<Pt}

= (K − ST )+ + (ST −K)1{Ct>Pt}

3 On rappelle que la théorie générale des options nous indique que X0 =
e−rT IE∗(H). Ecrire les événements Ft = {Ct < Pt} et Gt = {Ct > Pt} en
fonction de St, K et r(T − t). Montrer que e−rT IE∗(ST1Ft

) = e−rtIE∗(St1Ft
),

et de même pour Gt.

4 En déduire des formules pour les quantités X0 − C0 et X0 − P0, que l’on
explicitera sous une forme analogue à celle des formules pour C0 et P0 à la
fin de la section 9.2.

5 Montrer que l’option “chooser” a la valeur max(Ct, Pt) à l’instant t. On
note {u(s, x)} la solution de l’EDP de Black–Scholes pour le call, {v(s, x)}
la solution de la même EDP pour le put (ces EDP ne diffèrent que par leur
condition finale à l’instant T ). On note enfin {w(s, x), 0 ≤ s ≤ t, x > 0}
la solution de la même EDP avec la condition finale sup(u(t, x), v(t, x)) à
l’instant t. Décrire un portefeuille de couverture pour l’option “chooser”, à
l’aide de ces trois quantités.

Exercice 9.7.4. Programmation On considère une option d’achat (call)
européenne portant sur un sous–jaçant dont le cours à l’instant 0 est de 105
Euros, au prix d’exercice K = 110 Euros, à échéance d’un an, avec un taux
bancaire à 5% (i.e. rT = 0, 05), et une volatilité telle que σ

√
T = 0, 3.

1 Calculer le prix du call en appliquant la méthode de Monte–Carlo à la
formule

C0 = IE∗
[(
ST −Ke−rT

)
+

]
,

avec 1 000 tirages. On prendra soin d’évaluer (de façon approchée) la variance
de la v.a. dont on cherche à estimer l’espérance, et on donnera un intervalle
de confiance pour la quantité cherchée.

2 Faire le même calcul (y compris l’intervalle de confiance) en combinant la
même méthode appliquée à la formule pour le prix du put :

P0 = IE∗
[(
Ke−rT − ST

)
+

]
,

avec le même nombre de tirages, et la formule de parité call–put.
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3 Calculer une troisième fois le prix de la même option d’achat, en utilisant
cette fois la formule

C0 = S0F (d1) −Ke−rTF (d2),

avec

d1 =
1

σ
√
T

log

(
S0

K

)
+
r
√
T

σ
+
σ
√
T

2
,

d2 =
1

σ
√
T

log

(
S0

K

)
+
r
√
T

σ
− σ

√
T

2
,

et la fonction de répartition F de la N(0, 1) fournie par Matlab.

4 Comparer les résultats avec ceux donnés par un “pricer” à trouver sur In-
ternet.

5 Le prix du marché pour l’option ci–dessus étant de 15 Euros, en déduire la
volatilité implicite (i.e. inverser la formule de Black– Scholes) en utilisant la
méthode de Newton.

Exercice 9.7.5. Programmation Dans le modèle avec plusieurs sous–
jacents de la section 9.3.10, on note C le prix du call de maturité T , de
prix d’exercice K, portant sur un panier comportant ai actions numéro i,
1 ≤ i ≤ d, et P le prix du put correspondant, i. e. C = E0 avec

h(x) =

(
d∑

i=1

aixi −K

)

+

,

et P = E0 avec

h(x) =

(
K −

d∑

i=1

aixi

)

+

,

avec E0 la quantité définie par la formule (9.7). On demande d’appliquer la
méthode de Monte Carlo au calcul du call dans le cas de cette option avec
d = 5,

a =




5
3
8
2
4



, S0 =




80
95
105
75
35



, K = 2000, rT = 0, 05,
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√
TΣ =




0, 3 0 0 0 0
0 0, 5 0 0 0
0 0 0, 4 0 0
0 0 0 0, 7 0
0 0 0 0 0, 4



.

1. Calculer le prix du call en appliquant la méthode de Monte–Carlo à la
formule pour C0 avec 1 000 tirages. On prendra soin d’évaluer (de façon
approchée) la variance de la v.a. dont on cherche à estimer l’espérance,
et on donnera un intervalle de confiance pour la quantité cherchée.

2. Préciser la formule de parité call–put dans ce cas. Faire le même calcul
(y compris l’intervalle de confiance) en combinant la même méthode
appliquée à la formule pour le prix du put P0 avec le même nombre de
tirages, et la formule de parité call–put. Comment les deux approches
se comparent-elles ?

3. Quelles méthodes de variables antithétiques peut–on combiner avec la
méthode de la question précédente ?
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