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Chapitre 1

Mesure

Un espace mesuré est un triplé (Q, F, ) constitué de :
un espace (ou ensemble) 2
une o—-algébre (ou tribu) F de parties de 2
une mesure j sur l’espace mesurable (Q, F).
Le but de ce chapitre est de définir et d’étudier cette notion.

1.1 Rappels sur les limites de réels

Etant donné {x,,n € IN} une suite quelconque de nombres réels, les
quantités suivantes sont toujours définies dans IR :

limsup z, = limsupz, = lim | [supz,)

n—00 nF—00 n—0oo p>n

liminf z,, = liminfz,, = lim 7 [inf 2,

n—oo n—oo n—oo pZn

Avec les notations a V b = sup(a,b) et a A b = inf(a,b) on peut encore
écrire :

limsup z,, = /\ \/ Tp

oo nelN p>n

liIEinfxn = \/ /\ Tp

nelN  p>n
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Proposition 1.1.1. Une suite {x,, n € IN} de nombres réels converge dans
IR = R U {+o00} U{—00} si et seulement si lim z, = lim x,. Dans ce cas,
lim z, =lim z,, = lim z,,.

Notons que ’on a toujours lim z,, < lim z,.

PREUVE

a) Supposons que z,, converge dans IR.
— ler cas : r, — +oo ie. VM € IR, dny tel que

Tp > M, Vn > ny.
d’ou

inf x, > M ,Vn > ny.
p=n

donc limz,, > M,¥Y M € R ie. lim z, > lim z, = +occ.
— 2éme cas : r,, — —o00 raisonnement analogue.
— 3éme cas : {z,} est une suite de Cauchy, i.e.
Ve>0,3n. e Ntq VYn,p>n,l|z, —z, <e

Fixons tout d’abord p > n.. On a, Vn > n, :

Ty € [z, — €, T, + €.

donc aussi
supx, € [x, — €,y + €|
q>n
d’ou
limz, € [z, —¢, x, + €]
donc

z, € [lim z,, — &,lim z,, — €], Vp > n,

d’ott 'on déduit comme ci-dessus : lim x,, € [lim z,, — &, lim z,, + €].
soit

llim z,, — lim z,| > «.
Cette derniére inégalité étant vraie Ve > 0, on a lim z,, = lim ,,.

b) Supposons que lim z,, = lim z,,.
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— ler cas :
lim z,, = lim x,, = +00

Alors V M, d ny; tel que Vn > nyy

inf x, > M
p=n
ie.
Tp > M, Yn > nyy.
Cela suffit a démontrer que x,, — +00

— 2éme cas :
lim z,, = lim x,, = —©

Raisonnement analogue.
— 3éme cas :
limz, =limz, =z € R

Alors Ve > 0, d n, tel que Vn > n,,

|supx, — x| <cet|infz, —z| <e
p>n pzn

d'out supz, € [x —e,x +¢], et infx, € [x —e,2+ €], donc z, €
p>n pzn
[t —e,2 + €| ¥p > n, et en particulier Vp > n.. Donc z, — z.

g

Remarque 1.1.2. 1. Etant donné une suite {x,} de nombres réels, on
n’a pas le droit d’écrire “lim x,,” tant que [’on ne sait pas si cette limite
existe, i.e. si limsup x, = liminf x,,. La limite existe toujours lorsque
la suite {x,} est soit croissante, soit décroissante.

2. On dit qu’une suite de réels {x,} converge (dansIR) si on a a la fois :
a- liminf z, = limsup z,, = lim z,, et
b- lim z, € IR.

On dit qu’une suite de réels {z, } diverge (dans IR) si elle ne converge
pas, i.e. St :

soit limsup z, # liminf z,

soit limsup xz,, = liminf x, = 400 ou —cc
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1.2 Opérations sur les ensembles

On note A, B,C, ... les parties de €2. On définit

A={we Quw¢ A}
AUB={we Quwe Aouwe B}
ANB={we Quwe Aetwe B}
AAB = (AN BY) U (A°N B)

— AUB\AN B.

La notation A\B n’est utilisée que lorsque A D B, et elle désigne alors
AN Be.

Si A, 1 (e A, C Ayq), lim A, UA

Si A, | (e A, D A,q), lim A, ﬂA

Etant donnée {A,,,n € IN} une suite de parties de 2, on définit :

hmsupA = hml U A

p>n
-NU 4
n  p>n

{w € Q;ilAn(w) = +oo}

liminf A, = lim T [[1) A

p>n

-UN 4

n p>n
:{w6921Ac <~|—oo}

limsup A, est ’ensemble des w qui appartiennent & une infinité de A.
liminf A, est 'ensemble des w qui appartiennent & tous les A, sauf au
plus un nombre fini.
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1.3 Espace mesurable

Définition 1.3.1. Une classe Fy de parties de ) est appelée une algébre
St :
A BeFy= A°, AUB e Fy

[donc aussi AN B € Fyl.
g

Définition 1.3.2. Une algebre F est appelée une o—algébre (ou tribu) si
de plus :

A, e Fn=1,2,... :>UAn€]:.
1

O
On vérifie aisément qu’une intersection quelconque d’algebres [resp. de
o—algebres| est une algébre [resp. une o—algébre].

Proposition 1.3.3. Soit G une algebre. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) G est une o—algébre

(ii) G est stable par intersection dénombrable

(1ii) G est stable par limite croissante

(iv) G est stable par limite décroissante.

PREUVE Par passage au complémentaire, (i)< (ii) et (iii) < (iv). (i) =
(iii) est évident [cf. définition de la limite croissante|. (iii) = (i) résulte de

U An:liinT(U A). O

p<n

Proposition 1.3.4. Soit C une classe de parties de ). Alors il existe une
plus petite algébre contenant C, et une plus petite o—algébre contenant C,
notée o(C).

PREUVE Il existe au moins une o—algébre contenant C, a savoir P () [=classe
de toutes les parties de ]. Or l'intersection de toutes les algébres [resp. les
o—algébres| contenant C est une algébre [resp. une o—algébre]. O



10 CHAPITRE 1. MESURE

Définition 1.3.5. Soit Q un espace topologique (i.e. un espace muni d’une
famille d’ouverts, par exemple un espace métrique). On appelle o—algébre (ou
tribu) borélienne sur Q la plus petite o—algébre contenant tous les ouverts

de €. U

Espace mesurable produit
Etant donnés (1, F1) et (22, F2) deux espaces mesurables, on note
(1 x Qo, F1 ® F3) 'espace mesurable produit défini par :

2y x Q9 = ensemble des couples (wy,ws), 00 wy € O et wy €
Fi1®F :U(Fl X fg), ou :

Fix Fo 2{A5 x Ay Ay € Fy et Ay € Fy)

Définition 1.3.6. Une classe P de parties de §2 est appelée un m—systéme
si elle est stable par intersection finie.

Définition 1.3.7. Une classe des parties de € est appelée un \—systéme si
elle vérifie :

(\) QeLl
(h2) A BeLetBCA=ABeL
(As) {AwnelNyCcLetA,TA=AcL

Exercice 1.3.8. (i) Une o—algébre est a la fois un m— et un A—systéme.

(i1) Une classe qui est a la fois un w—et un A\—systéme est une o—algébre.

Théoréme 1.3.9. (m—\) Soit P un w—systéme, et L un A—systéme, tels que
P C L. Alors o(P) C L.

PREUVE Soit A(P) le plus petit A-systéme contenant P. Bien sir, \(P) C L.
Si A(P) est aussi un m-systéme, alors c’est une o—algebre (cf. 1.3.8 (ii)), et
dans ce cas o(P) C AM(P) C L.

Montrons donc que A(P) est un m—systéme. VA C Q, posons G4 = {B; AN
B e XP)}. Ae XNP) = Ga est un \-systéme (exercice), A € P = P C Ga,
et a fortiori G4 est un A-—systéme. Donc A € P = A\(P) C G4, ce qui veut
dire que si A € P,B € A(P), alors AN B € A(P). Donc si B € A(P), Gp
est un A-systéme qui contient P, donc A\(P), c’est a dire : B,C' € \(P) =
B N Ce\P).
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Corollaire 1.3.10. (m — \) Soit P un w-systéme. Alors A\(P) = o(P).

PREUVE On a montré que o(P) C \(P).
Mais o(P) est un A-systéme. Donc A(P) C o(P)
O
Autre énoncé du corollaire A — 7 :
Soit P une classe stable par intersection. La plus petite classe contenant
P et Q, stable par différence et limite croissante, est o(P).

1.4 Mesure

On suppose donné un espace mesuré (€2, F).

Définition 1.4.1. Une application i : F — IR, est appelée une mesure si :

(1) 1(0) = 0;
(ii)Etant donné {A,,n € N} C F, avec Ay N Ay =0, dés que k # £, alors

’ (U An) =3 i)
1 1
La propriété (ii) est appelée la o—additivité. On définit de la méme fagon

une mesure sur une algébre Fy de parties de €, en rajoutant dans (ii) la
o0

condition “si U A, € Fy”. Une mesure pu est dite finie ou infinie, suivant

1
que 1(Q2) < oo ou p(2) = +oo.

Définition 1.4.2. Une mesure u, définie sur un espace mesurable (2, F),
sera dite o—finie si 3{A,,n € IN} C F telle que :

(i) JA. =@

(ii) p(A,) < oo, ¥n € IN.

Soit C C F. On dira que pu est o—finie le long de C, si (i) et (ii) sont
satisfaites avec une suite {A,,n € IN} CC.

g
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Exemple 1.4.3. Supposons que Q) est un ensemble fini ou dénombrable. On
définit la mesure de comptage v sur P(Q) :

VA CQ, v(A) = Card(A).
v est finie st  est fini, o—finie si ) est dénombrable.

g

Dans toute la suite, nous nous limiterons a ’étude des mesures o—finies.

Proposition 1.4.4. Soit p une mesure définie sur un espace mesurable
(Q,F).

(i) Si {A,,ne N} C F, A, T A, alors u(A,) T pn(A)

(i) Si {A,,ne N}y C F, A, | A, u(Ay) < o0, alors u(A,) | n(A)

(iii) Si {A,,n € N} C F, (U An> <) (A

(iv) Si p est o—finie, alors F ne peut pas contenir une collection non dé-
nombrable d’ensembles disjoints de mesure non nulle.

PREUVE
(i) Posons By = Ay; B, = A, \A,_1, n > 2. Les B,, dont deux a deux

disjoints, A, = U By, A= U By.. Donc (i) résulte de la o—additivite.
1 1
(i) On a A; — A, T Ay — A. 1l résulte de (i) :
p(Ar) — p(An) = p(Ar — A,) T (AL — A) = p(Ar) — p(A)

(iii) Vn, p (U Ak) < Z p(Ayg) |exercice| donc p (U Ak> < Z wu(Ag),

et on applique (i) au membre de gauche.
(iv) Soit { By, 8 € ©} C F une collection d’ensembles disjoints, avec p(By) >

0, V8 € O. Etant donné {A,,n € IN} C F, avec U A, = Q, et
1

p(A,) < 0o, Vn. On pose O, = {0 € O; u(A, N By) > 0}.

O, = U OF avec OF = {6 € ©;u(A, N By) > 1_19} Or card(©F) <

p=1

p 1(A,) < oo. Donc ©,, est au plus dénombrable, ainsi que © = U O,
1
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g

Remarque 1.4.5. a) (i) n'est pas vrai sans Uhypothése p(Ay) < oo. [ou du
moins 3 n tel que p(A,) < oof. Exemple : 1 = X =mesure de Lebesgue
sur (IR?, By). A, = {z = (21,22);0 < 35 < 1} X\(A,,) = 400, Vn. Or
AA) = 0. [cf.ci—dessous].

b) La proposition 1.4.4 est encore vraie si F est remplacée par une algébre
Fo, a condition de supposer A € Fo[(7), (i1)], [j A, € Fy [(iid)], et p

est o—finie le long de Fy, [(iv)]. 1
0

Théoréme 1.4.6. Soit iy une mesure définie sur une algébre Fo de parties
de Q. 1l existe une mesure u sur F = o(Fy), telle que p|z, = po. Lextension
W de po a F est unique si g est o—finie le long de Fy.

PREUVE Existence : On définit une “mesure extérieure” sur P(€2) par :
VA C Q, p*(A) = inf Z to(Ay), ot 'inf est pris sur toutes les suites dénom-

brables {A,,} telles que A, € Fyet A C U A,.

n
On démontre que la restriction de p* a Fy est g, et que la restriction de
©* a F est une mesure. Nous admettrons ces points.
Unicité : Elle résulte du Théoréme suivant :

Théoréme 1.4.7. Soit deur mesures py et ps définies sur une o—algébre
F =0(P), ou P est un w—systéme. On suppose :

(i) p1 et ps sont o—finies le long de P

(it) i (P) = pa(P), VP € P.
Alors p11 = pio.

PREUVE
a) Soit A € P, t.q. u1(A) = p2(A) < oo. Posons L = {B € o(P); (AN
B) = u2(AN B)}. L est un A-systéme (exercice), et £ D P. Donc
-Théoréme 1.3.9- £ D o(P), d’ou L = o(P). [puisque, par définition de
L, LcCo(P)
Donc p1 (ANB) = pa(ANB), VB € F,et VA € P t.q. i1 (A) = pa(A) <
0.
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b) Soit {A,,n > 1} C P t.q. UA" =Q, et pa(4,) <oo,Vn>1 a=1,2.
1

Soit B € F. Or pour a« = 1,2, et Vn > 1, on a l’égalité suivante
(exercice)

() (U(B a A») = na(BNA;)

1
— Z pa(BﬂA,ﬂAJ)+

1<i<j<n

+(=1D)"ua(BNAIN---NA,)

Comme P est un m—systéme qui contient les A;, il contient les A; N
A;, ... Il résulte alors de la formule (*) et de la partie a) que

En faisant tendre n — oo, on obtient :
p1(B) = p2(B)

O
On a le résultat d’approximation :

Proposition 1.4.8. Soit (2, F, 1) un espace mesuré, et Fo une algébre, t.q.
o(Fo) =F. VA€ F tel que u(A) < oo etVe >0, 3Ag € Fy t.q. u(AAAp) <
€.

PREUVE D’apres l'indication donnée pour la démonstration du théoréme

1.4.6, u(A) = ianu(An) i Ap € Foet AC UA, Donc 3 une suite {A,} C

Fo telle que :
_ € _
En pAn) S p(A) +5, AC InlAn

d’ou p < A, — A> < %, et Z,u(fln) < 00. Alors AN t.q. p (U /_ln) <

n>N
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o (g)orc (s

et Ag=|J A, € R
n<N
0
On ne peut pas en général étendre p a la o-algébre de toutes les parties
de 2, comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 1.4.9. (Ensemble non mesurable) Considérons Q2 = [0, 1[, muni de
sa tribu borélienne B = B([0, 1]). On définit sur (2, B) la mesure de Lebesgue
A (cf.ci-dessous section 5) t.q.

Ma, b)) =b—a, 0<a<b<1.
Pour x,y € [0,1], on définit

x4y, six+y€l0,1]
rDy= .
r+y—1, sizx+y>1

si AC 0,1,z € [0,1] on pose A®x={aDx,ac A}.

Montrons que VA € B, (*) Adx € B et \(AD x) = A(A).

Pour cela, posons L = {A € B qui vérifient(x)}. L est un \—systéme qui
contient les intervalles, d’ou d’apres le Théoreme m — X\, L = B.

On dira que x et y sont équivalents (x ~ y) si Ir rationnel € [0, 1] t.q.
rdr=y.

Grace a l’aziome du choiz, 3 une partie H de [0, 1] qui contient exactement
un représentant de chaque classe d’équivalence. Considérons les ensembles
Her, r parcourant l'ensemble des rationnels de [0, 1]. 1l s’agit d’une collection
dénombrable d’ensembles disjoints, dont la réunion est [0, 1[. Donc si H € B,

1= Z MNH@T).

rel0,1]
r rationnel

Mais N(H @ r) = NH). Soit A\(H) = 0 et 1 =0, soit \(H) > 0, et
1 =+o00!l. Donc H ¢ B.

i

Définition 1.4.10. On dira que la mesure i est portée par A € F si
p(A%) =0
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1.5 Mesure de Lebesgue

Nous allons maintenant définir la mesure de Lebesgue A sur (IR, By).
Considérons tout d’abord le cas d = 1.

Soit S la classe des intervalles de la forme [a,b] (—o00 < a < b < 400)
{ou] —o00,b[—00 < b < 400}. Soit Fy la plus petite algebre contenant S.
Alors By = o(Fy). Fo est la classe des réunions finies d’intervalles disjoints
de la forme ci—dessus. Soit A € Fy. A posséde une décomposition canonique

A:U I,
1

ou {I,k <n} C SetVk ¢ (, [, Ul, ¢ S. On définit une application
A:S — IR, par:

A[a, b)) =b—a [et (A(] —00,b]) = +o0]

On étend X\ & Fy en posant :

n

MA)=>" M) A€ F

1

ou {Iy, k < n} est la décomposition canonique de A.
Proposition 1.5.1. \ est une mesure sur Fy.

PrREUVE 1l est clair que A(0) = 0. Smt {A,,n>1}y C Fotq. AxNA=0si
k#Ll et A= U A, € Fy. Soit A = U I}, 1a décomposition canonique de A.

[e o]

Alors I, = U(A” N Ix), et il suffit de montrer que A(I;) = Z AMA, N 1y).

1
Or chaque A,, N I est une réunion finie d’éléments de S, et il suffit en fait
de montrer que A est “o-additive sur §”, i.e. si {I,, p> 1} C S, I, N1, =10

sip#qetl= U I, €S, alors A\() = Z A(I,). Cette propriété résulte des
1

1
deux lemmes qui suivent.
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Lemme 1.5.2. Si {[ag, by, k € IN} est une suite d’intervalles disjoints t.q.
U[ak,bk[c [a,b[, alors

k

Z(bk—ak)gb—a

k

PREUVE Plagons nous tout d’abord dans le cas d’une suite finie de n inter-
valles. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai pour une suite de
longueur n — 1, et supposons que la numérotation des (ax,by) est telle que
ay > ap, Vk <n—1Alors :

O[ak, bi[C [a, an|

Par I'hypotheése de récurrence,

n—1

Z(bk —ag) <a,—a
1

Donc Z(bk—ak) <b,—a<b-—a
1
Dans le cas d’une suite infinie, on a, par la premiére partie de la preuve,

n

Z(bk - ak) <b- a, vna

1

ce qui suffit & établir le résultat.

Lemme 1.5.3. Si [a,b[C U[ak,bk[, alors b —a < Z(bk — ay)
k I

PREUVE Plagons nous tout d’abord dans le cas d’une suite finie de n in-
tervalles. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai pour une suite
n

de longueur n — 1. Etant donné [a, b|C U lag, b[, on suppose, pour fixer les
k=1

idées, que la numérotation des (ag, by) est telle que a, < b < b,. Si a, < a,

le résultat est immédiat. Dans le cas contraire,

n—1

l[a — a,[C U[ak,bk[

1



18 CHAPITRE 1. MESURE

d’ou par I’hypothése de récurrence,
b—agbn—aSZ(bk—ak)
1

Le résultat est démontré dans le cas d’une suite finie. Dans le cas d’une
o0

suite dénombrable avec [a, b[C U[ak,bk[, soit £ €]0,b — a|. Les intervalles
1 —
Jar, — €27% by| forment un recouvrement ouvert du compact [a, b — €], ot

B {a sia e R
a =

M sia=-—o0
b b sibelR
M sib=+o0
et M est choisi tel que b > @+ . Donc 3 n tel que :

n

.0 — ] € | Jlax — £27% by |

1

et a fortiori :
n

(@,b—e[c | lar — 227, by

1

D’aprés le résultat dans le cas d’une suite finie,

b—ec—a<) (bp—ar) +e Ve>0, VM
1

Dol b —a Zbk—ak
1

O

Il résulte de la proposition 1.5.1, grace a 1.4.6, que A s’étend en une
unique mesure sur B = o(S). Pour traiter le cas d > 1, on peut soit refaire
le raisonnement ci—dessus en remplacgant les intervalles par des pavés, soit
utiliser la théorie des mesures produit - cf. Chapitre II ci—dessous. Nous
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admettrons donc provisoirement 1’existence de la mesure de Lebesgue A sur
(IR, By), caractérisée par le fait que si A = {x;2; € [az,bi[,i = 1---d} avec

ai,bi G]f{, CLZSbl,VZ
d

AMA) = 11 - a)

=1

(avec la convention 0.0c0 = 0)
Théoréme 1.5.4. Si A € By, alors A+x ={x+a;a € A} € By, et
MA) = AMA+1z), Yz e R

PREUVE Soit G = {A C R% A4z € By, Vo € RY}.

G est une o—algébre qui contient les pavés, donc G D By, mais G C By,
d’ou l'égalité.

Soit # € IR fixé. Posons ju(A) 2 MA+1z), A€ By et A coincident sur
le m—systéme des pavés, donc u = . U

Il résulte de ce théoréme et de 1.4.4 (iv) que la mesure de Lebesgue de
tout sous espace vectoriel de R? de dimension < d — 1 est 0. Soit en effet V

un tel sous espace 3z € R? — V, t.q. U V4+ar CRYetlesV+ax

acR
sont disjoints et tous de méme mesure de Lebesgue. Il résulte de 1.4.4 (iv)

que cette mesure commune est 0.

1.6 Mesures sur (IR?, B,)

Onale:

Théoréme 1.6.1. Soit i une mesure sur (RY, By) t.q. p(A) < oo, VA € By,
A borné.

(i) VA € By et e >0, 3 un fermé F et un ouvert O tels que
FCACO
et p(O —F) <e.
(i1) Si A € By, et u(A) < oo, alors :

p(A) = sup  p(K).
KCA
K compact



20 CHAPITRE 1. MESURE

Remarque 1.6.2. On ne pourrait en général pas trouver O et F tels que
OCACF, et u(F—0)<e. Exemple : i = 0,, définie par

5.(B) = 1 stxeB;
0 siz g By A={x).

PREUVE

a) Montrons que (i) = (ii). Si pu(A) < oo, 3 Ay € By, Ay borné, tel que
Ay C Aet u(A— A4y < ¢/2. Or (i)= 3IK C Ay, K fermé (donc
compact puisque borné) t.q. u(Ay — K) < ¢/2; donc u(A — K) < e.

b) Montrons (i). Il suffit de montrer que 30 ouvert D A t.q. u(O — A) < e.
La 2éme partie du résultat s’en déduit par passage au complémentaire.

Supposons tout d’abord que A est un pavé borné de la forme : A =
{z;0;, < x; < b; 1,1 =1,...d}. Soit O, = {x;ai—% < x; < b}
1(01) < o0, O, | A, donc (cf.1.4.4 (ii)) In t.q. u(0, — A) <e.

Les réunions finies de pavés (éventuellement non bornés; —co < a;, b; <
o0) forment une algeébre Fy et o(Fy) = By. Or tout pavé est une réunion
dénombrable de pavés bornés.Il résulte donc de la preuve du théoréme
d’extension 1.4.6 que YA € B,;, 3 une suite {A,, n € IN*} de pavés
bornés t.q.

ACGAn
1

L (G An—A) <e/2.

et Vn, 3 un ouvert O, D A, t.q. u(O, — A,) <¢e/2". Or

GOn—ACG(On—An)U<G An—A>

1

Donc p (U 0, — A) <e, et U O,, est un ouvert O A.
1 1
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1.7 Applications mesurables

Soit (Q,F) et (E,E) deux espaces mesurables, f une application de
dans F.

Définition 1.7.1. L’application f : Q) — E est dite F/E mesurable (ou tout
simplement mesurable) siVA € €, f~1(A) € F.

Exercice 1.7.2. Soit ¢ : Q2 — E. Si C est une classe de parties de E, on
note ¢ 1(C) = {7 1(C);C € C}. Si A est une classe des parties de 2, on
note o(A) = {B C E; o ' (B) € A} Montrer :

(1) C est une o—algebre = ¢~ 1(C) est une o-algebre.
(ii) A est une o-algébre = o(A) est une o—algébre.
(iti) o (07 (C)) = ¢~ (a(C)).
(iv) ¢ : Q@ — R est mesurable ssi {¢ < x} € F, Vo € R. Méme énoncé
avec {p < x} € F remplacé par {p <z} € F
(G,G) désignera un troisiéme espace mesurable.
Théoréme 1.7.3. (i) Soit C une classe de parties de E, t.q. o(C) =&, et
[:Q— E. Sif7Y(C)eF,VC €C, alors | est F/E mesurable.
(i) Si f : Q — E est F/E mesurable, et g : E — G est £/G mesurable,
alors go f : Q) — G est F/G mesurable.
PREUVE

(i) D’apres l'exercice ci-dessus {A C E; f~1(A) € F} est une o-algebre de
parties de F, qui contient C, donc o(C) = €£.

(ii) est évident.
Considérons maintenant le cas (E, ) = (IR, By).

Proposition 1.7.4. f: Q — R® est F/By mesurable si et seulement si

Vie{l,...,d}, fi:Q— 1R est F/B mesurable
fi(w)

(ou fw)=1| + |)
fa(w)
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PREUVE  On remarque que : {w;fi(w) < xi,...,fi(lw) < x4} =
d
ﬂ{w; filw) < z}. On applique 1.7.3 (i). O
i=1

Proposition 1.7.5. Si f : R® — R est continue, alors elle est By/Bq
mesurable.

PREUVE Appliquer 1.7.3 (i) avec C=classe des ouverts de IR%. O

On va maintenant considérer des applications mesurables f : (Q, F) —
(R, B), ou

R =RU{+o0}U{~0c}, B=0c(B,{+o00},{—00}).

Dans la suite, pour signifier que f : Q — IR est F/B mesurable, on dira que
f est F mesurable.

Remarquons que si f et g sont des applications F mesurables de {2 dans
R, f+g, fg (sielles sont définies!), sup(f, g) et inf(f, g) sont mesurables
(appliquer 1.7.5 et 1.7.3 (ii)).

Théoréme 1.7.6. Soit {f,,n € N} des applications F-mesurables, de 2 a
valeurs dans IR.

(i) sup fp, inf f,, imsup f,, liminf f, sont F-mesurables.

(11) Si f(w) =lim f,(w)3,Yw, alors [ est F-mesurable.
(111) {w; fn(w) converge} € F.
(iv) si f: Q — IR est F-mesurable, alors {w; fn(w) — f(w)} € F.

PREUVE

(i) Vo € R, {Sgp fo<at =Nt <2}

i%f fn=—sup(—fn)

n

limsup f, = infsup fi

liminf f, = —limsup(—f,)

(i) L’hypothése faite entraine que f(w) = limsup f,(w); Vw.

n
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(iii){ f,, converge } = {limsup f,, — liminf f, =0}
(iv) {fn — f} = {limsup f, — liminf f, =0} N{f — limsup f, =0}.
O

On appelle fonction (F mesurable) étagée une fonction de la forme :

f:ZOék]_Ak, n € N, OékGIR,AkEJT

=1

Proposition 1.7.7. La classe des applications F mesurables de §1 dans R
est la plus petite classe de fonctions de ) dans IR qui contient les fonctions
F mesurables étagées, et est fermée pour la convergence ponctuelle.

PREUVE Le fait qu'une fonction F mesurable étagée est F mesurable est
évident (exercice!). De plus, la classe des fonctions F—mesurables est fermée
pour la convergence ponctuelle. cf. 1.7.6 (ii). Il reste & montrer que si f est
F mesurable, alors 3 f,, étagées t.q. f,(w) — f(w), Vw. On pose :

kok+1
Az:fl([—, + D,nelN*,k:eZ

n n

n2

k
falw)= > Slap (W) =71 11 co—np (W)

k=—n?

+ nlf—l([n+%,+oo])(w>

Théoréme 1.7.8. (des classes monotones)
Soit H un w-systeme de parties de (2. o(H) = F et L une classe d’appli-
cations F—mesurables a valeurs dans IR, qui vérifie :

(i)lelL;1,€ L, VAecH.
(i) f,ge Leta,fER=af +8g€ L
(iii) fpeLet f T f=f€L.
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[resp. (iit)’ a condition que f(w) € R, Yw €

[resp.(iii)” a condition que 3¢ € Ry tq. |f(w)] < ¢, Yw € Qf

Alors :

(c) L contient toutes les applications F-mesurables a valeurs R.
[resp.(c)’ L contient toutes les applications F—mesurables a valeurs R/
[resp.(c)” L contient toutes les applications F—mesurables et bornées a

valeurs IR/.

PREUVE
a) J = {A;14 € L}. J est un A\-systéme qui contient H, donc d’aprés le
théoréme m — \, F C J
b) Soit f une application F-mesurable & valeurs IR.. f,, étant définie comme
a la Proposition 1.7.7, for T f, et fon € L. Donc f € L.

¢) Si f est une application F mesurable & valeurs dans IR, alors f = f©—f~,
et nous venons de voir que f* et f~ € L. Donc f € L, d’aprés (ii). Les
deux autres cas se traitent de fagon similaire.

O
La démonstration ci—dessus contient celle du :

Corollaire 1.7.9. Mémes hypothéses qu’au théoreme 1.7.8, en remplagant
(1) et (i) par :

(;) lae L, VA F

(i) f,ge Leta,>0=af +BgeL

On a alors les mémes conclusions, en remplacant IR par IR, et IR par IR,
O

Définition 1.7.10. Soit (2, F, 1) un espace mesuré, f : QQ — E une appli-
cation F/E mesurable. On définit alors la mesure sur (E,E), image de p par
fopf~t par

pfHA) =p[fH(A)], Act.



Chapitre 2

Intégration

Dans ce chapitre, on suppose donné un espace mesuré (£, F, u).

2.1 Propriété vérifiée presque partout

On dira qu'une propriété P(w) est vérifiée presque partout si 3 N € F
avec u(N) =0, t.q. Vw ¢ N, P(w) est vérifiée.

Par exemple, si {f,,n € IN}, f et g sont des applications de 2 & valeurs
dans IR ou IR¢, on pose;

Définition 2.1.1. f et g sont dites égales presque partout (en abrégé p.p.)
si3IN e F, avec y(N) =0, t.¢. Vw ¢ N, f(w) = g(w).

On écrira

ou plus simplement
f=g9 pp

“f =g p.p” est une relation d’équivalence. (cf. chapitre III).
O

Définition 2.1.2. On dit que f, converge vers f p.p. si 3 N € F avec
u(N) =0 t.q.
Vw ¢ N, fu(w) = f(w)

On écrira f,(w) — f(w) p.p. ou plus simplement f, — f p.p.

25
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Théoréme 2.1.3. Soit G C F une tribu, et {f,,n € N} une suite d’appli-
cations G-mesurables, et f une application de Q) dans IR t.q.

fo—= fpp
Alors il existe une application G-mesurable f t.q.
f=Ffpp
PREUVE T = {w; f,(w) converge } € G, d’aprés le Théoréme 1.7.6 (iii).

lim f,(w) siwel

Posons f(w) = {O GwdT

Alors (f) = f p.p., et f est G-mesurable, puisque
Vo > 0,{f <z} =T JOn{limf, <2}) €g
Va §0,{f'<:17}:Fﬂ{mfn <z}eg
O

Remarque 2.1.4. Presque partout veut dire en dehors d’un ensemble N €
F, t.q. pn(N) = 0. Etant donné N un tel ensemble mesurable de mesure nulle,
et N' C N, N' ¢ F, peut-on dire que N' est de mesure nulle ? Autrement
dit, avec la notation FV G = o(F UQG), et étant donnée

F=FVo(NCQ3 AecF,NCAetulA)=0)

peut—on étendre p a F 2 La réponse est oui : il existe une unique extension de
pa F, que l'on note encore p. L’espace mesurable (Q, F, p) est dit complet.
Noter que la tribu complétée F dépend de pu.

g

2.2 Intégrale des fonctions non négatives

Dans cette section, f, g désignent des applications F—mesurables a valeurs
dans IR.
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On va definir :

[ fu- / F(w)dp(w) = / Fw)p(dw)

On appelle partition finie de € une collection finie {A;;1 <i<n} C F
telle que :

Jai=2
1
A;NA; =0, dés que i # j.
on définit :
[ fdn=sup [Z ( inf f(w)) - lAy)
i=1 !
ou :

(i) La somme est évaluée avec la convention : 0- 0o =00-0=0

(ii) Le sup est pris sur toutes les partitions finies {A;,1 < i <n} de Q.
Théoréme 2.2.1. (i) Etant donnée {A;;1 < i < n} une partition finie de

Q {z,1<i<n} CRy, sif=)Y wla,
1
Alors /fd,u = in,u(Ai)
i=1

aw&ogﬂwgg@xv%amg/mMg/mm
(iii) 85 0 < fu(w) T f(w), Vo, alors
A
(iv) Si o, 3> 0, f et g sont non négatives,
[ar+sgu=a [ san+5 [ gige

PREUVE
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(i) Soit {B;;1 < j < m} une partition finie de Q, y; = ing f(w). Si
weB;
A; N B; # 0, alors y; < z;.

Done » y;u(B;) =Y yu(Ai NV B;) <> wiu(A; N By)
- —

Jst Jst
= Z fEiM(Ai)

Donc le sup est atteint avec la partition {A;;7 < n}

(ii) Trivial d’aprés la définition.
(iii) D’apres (ii), /fnd,u T, /fndu < /fd,u. 11 suffit donc de montrer que

/fd,u < lim/fnd,u, ou encore, V{A;,1 <1i < k} partition de €,

k

(%) zl:viu(Ai) < 1ig1/fndu7 o v; = inf f(w).
Pour établir (x), il suffit de considérer les partitions telles que

k
Z UZM(AZ) > 07
1
et de montrer que :
k
xr < Zviu(Ai) = x < lim/fnd,u.
1
Soit donc = < S_Fviu(A;). Alors il existe {u;;7 < k} tels que

k
s0it 0 = u; = v;, soit 0 < w; <wy; et x < Zu,-,u(Ai)
1

Siw € A, soit fr(w) T flw) >v=u;=0
soit fo(w) T f(w) > vi > wu; >0
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Donc si A;, = {w € Aj; fu(w) > wi}, Ain T Aiy ot u(Ain) T p(4).

/f"d/‘>2( inf fu(w ) i(Asm) +0

> Zui,u(Am), donc :
1

k
lim/fndu > wip(A) > x
1

(iv) 11 suffit de montrer I’égalité avec f et g étagées. On passe ensuite a
la limite avec les suites construltes dans la preuve du Théoréme 1.7.8,

en utilisant (iii). Soit f = Z xila, g= Z y;1p;. Sans restreindre la

généralité, on peut supposer que {A;;i < n} et {B;;j < m} forment
des partitions de €.

af + 09 = Z(Oéiﬁz‘ + By;)L ;08
4,3

{A; N Bj;i <n,j <m} est encore une partition de 2, et

i(AﬂB Z,uAﬂB u(B;), dou

/ (af + Bg)du = Zmazi + By)u(AN B))

= azxzu ~ +5Zﬁju(3g)

—a/fdu+ﬁ/gdu

Théoréme 2.2.2. (i) Si f =0p p.p. , alors /fdu =0.
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(i) Si p({w; f(w) > 0}) > 0, alors / Fdu > 0.
(iii) Si /fdu < oo, alors f < o0 1 p.p.

(iv) Si f =g pup.p., alors /fdu: /gd,u
(v) Si f <g pp.p., alors /fdu < /gdu-

PREUVE
(i) résulte de ce que VA; € F,

soit A; N{f =0} #0, et alors iélj flw) =
soit A;N{f =0} =0, et alors u(A;) = 0.
(i) Posons A, = {f > %}, A, 1{f > 0}. Puisque u({f > 0}) >0, 3 n t.q.
p(Ay) >0,
1
[ fin = a4 + o) >0

(i) +00 > [ fdu = +o0. ul{f = +oc}) = ulf = +50) 0.
(iv) Soit

400, sinon.

M) = {o, si (@) = ()

Vw € Q, f(w) < g(w) + h(w). D’aprés 2.2.2 (ii) et (iv), (i) ci—dessus,

/fdp</g+hdu /gd,u—l—/hdu /gd,u.

On montre de méme /gdu < /fd,u.
(v) On pose

M) = {o si (@) = g(w)

+00 sinon

Vw € Q, f(w) < g(w) + h(w). On a ensuite les mémes inégalités qu’en

g
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2.3 Intégrale des fonctions de signe quelconque.

Etant donnée f une application mesurable & valeurs dans IR, on utilise la
décomposition :

f=r-f.
On définit /f+du et /f_du. Trois cas se présentent :
a) /f*d,u = /fd,u = 400, et alors l'intégrale de f ne peut pas étre
définie.
b) L’une au moins des deux quantités /f+du et /f_du est finie. f est

alors dite quasi intégrable, et on pose

[fin= [ [ran Em

c) Les deux quantités / frdu et / f dup sont finies. f est alors dite
intégrable, et on définit / fdu comme dans le cas quasi-intégrable.

Alors /fdu € R.

Remarquons que |f| = f* + f~, donc d’aprés le Théoréme 2.2.1 (iv), f

est intégrable si et seulement si [ |f|dp < oo.

Définition 2.3.1. Une application mesurable f & valeurs dans IR est dite

p-intégrable si :
[ 11 < .
O

On peut remarquer que si f est quasi-intégrable, et si | / fdul < oo,

alors f est intégrable. Mais on n’a pas le droit d’écrire /fd,u avant

d’avoir vérifié que f est intégrable (ou au moins quasi—intégrable).

Théoréme 2.3.2. (i) Monotonie Si f et g sont quasi—intégrables, et f <
g p.p., alors/fdug /gdu.
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(i) Linéarité Si f et g sont intégrables, o, € R, alors af + Bg est
intégrable, et

Jtas+pgau=a [ sau+5 [ gin

PREUVE
(i) résulte du Théoréme 2.2.2 (v),car f < gp.p. = fT <g'pp.et f~ > g~
p.-p.
(ii) I résulte du Théoréme 2.2.1

[1es +sgldn < [[ai-171 4191 1ol an
=lol [ ld-+131 ol < o

Donc af + B¢ est intégrable. De plus,

a/fd,u:/afdu.

Il reste & établir I'égalité avec a = 3 = 1.

f+9)t =+ =f+9=f"—f"+9"—g
(f+9) " +f +g =fT+g +(f+9)

/(f+g)+du+/fdu+/gdu= /f*du+/g+du+/(f+g)du,

d’aprés le Théoréme 2.2.1 (iv). Le résultat s’obtient en regroupant convena-
blement les termes. U

Corollaire 2.3.3. Si f est quasi—intégrable, g intégrable, o, 3 € IR, alors
af + (g est quasi—intégrable, et

/(@f+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdu-

PREUVE Si | / fdu| < oo, alors f est intégrable, et le résultat découle

du Théoréme 2.3.2. Supposons donc que | / fdu| = +o0. Pour fixer les
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idées, supposons que / fdu = 400 et a > 0. (les autres cas se traitent
de fagon analogue). Le second membre de 1'égalité a établir vaut +oo. Or
af 4+ (g n’est pas intégrable, sinon f = é(oéf + Bg) — gg le serait, et
(af +Bg)” <af” + 18] — |gl, qui est intégrable.

Donc/(af + Bg)dp = +oo.

0

Corollaire 2.3.4. f et g désignent des applications mesurables a valeurs
dans IR.

(i) Si [ est intégrable, |/fd,u| < /|f|du En particulier si f et g sont
intégrabies, | [ fau~ [ gdul < [17 = glan.
(ii) Si f =0 p.p., alors [ est intégrable et /fd,u =0

(iii) Si f est intégrable et g = f p.p., alors g est intégrable et /fdu =

/gd,u.

PREUVE
(i) résulte du Théoréme 2.3.2 (i), car —|f| < f < |f].
(ii) 11 résulte de '’hypothése que f* = 0 et f~ = 0 p. p. La suite du
raisonnement est facile.
(iii) d’apres (ii) g — f est intégrable et /(g — f)dp = 0. Il reste a appliquer
le Théoréme 2.3.2 (ii).
]

Théoréme 2.3.5. (de convergence monotone) Soit f,, f des applications
mesurables a valeurs dans R.

(i) si /fl_du < oo, et fo, T f pp., alors /fnd,u 7 /fdu.
(ii) si / firdy < 00, et fu | f pp., alors / Fuyt | / fdp.
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PREUVE (ii) résulte de (i) par multiplication par —1. Montrons (i). On pose

gn = fu+f1, 9o > 0pDp., g T g DD, avec g = f + f; . On pose alors
In(w) = supge, gr(w), §(w) = lim, s gn(w). Il résulte des Théorémes 2.2.1

(iii) et 2.2.2 (iv) : /gnd,u 1 /f]du. Mais il n’est pas difficile de montrer que
Jn = Gn P- P-, g = G p- p. Il résulte alors du Corollaire 2.3.4 que /gnd,u T

/ gdpu. Le résultat découle alors du Corollaire 2.3.3. U

Remarque 2.3.6. (i) s’applique en particulier lorsque f, >0, f, T f.
(1) s’applique en particulier lorsque f, <0, fn | f.

Théoréme 2.3.7. (“Lemme de Fatou”) Soit {f,,n € N} une suite d’appli-
cations mesurables a valeurs dans IR.

(i) Si 3f intégrable t.q. f, > f p.p., Vn, alors :
/(limninf fn)dp < limninf/fndu.
(11) Si 3f intégrable t.q. f, < f p.p.,¥n, alors
/(lim sup f,)dp > lim sup/fndu.

Tous les intégrands qui apparaissent dans les intégrales ci—dessus sont
quasi—intégrables.

PREUVE (ii) résulte de (i) par multiplication par —1.
Montrons (i). Posons g,(w) = inf fn(w). f < gn < fu PP gn 1

liminf f,. Donc g; < f7, g; est intégrable, et d’aprés le Théoréme 2.3.5

(i),
/@wwwﬁm/%w
/(lim inf f,,)dp = lim/gndu
< liminf/fndu.

La derniére inégalité s’obtient en prenant la liminf dans l'inégalité

/%WS/%@- O
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Remarque 2.3.8. (i) est vrai en particulier dés que f, > 0 p.p., ¥n, et (ii)
est vrai en particulier des que f, <0 p.p.,Vn.

Théoréme 2.3.9. (de convergence dominée de Lebesgue) Soit {f,,n € IN}
et f des applications mesurables de €1 a valeurs dans IR, t.q.

(i) fo— [ pp-
(i7) 3 ¢ intégrable t.q. |f,(w)| < g(w) p.p., ¥Yn € IN. Alors f, et f sont

intégrables, et
[ i~ [ sau

PREUVE Posons N,, = {|f.| > g}, N = {f. /— f}. Alors M = NU([OJ N,)

1
vérifie u(M) =0, et Yw ¢ M, |f(w)] < g(w). D’apres le Théoréme 2.2.2 (v),
fn et f sont intégrables.

Posons gn = |f = fal; g0 < 29 p.p.
Gréace au théoréme 2.3.7 (ii)

0 < lim inf/gnd,u < lim Sup/gnd,u < /(lim sup g, )dp = 0.

Donc /gndu—>0. Or /fd,u—/fnd,u‘ S/gnd,u. U

! Attention! g doit étre indépendante de n!
On déduit des théorémes de convergence ci—dessus les propositions :

Proposition 2.3.10. Soit { f,,, n € IN} des applications mesurables a valeurs
dans IR.

(i) si fr, >0 p.p., alors/ (Z fn> dp = Z/fndu

(ii) Si an converge p.p., et |ka| < g p.p., Vn, ou g est intégrable,

alors Z fn est intégrable, et

|3 fudn =3 [ fude
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(i1i) Si Z/ | fuldp < oo, alors an converge p.p., la somme de la série

est i?ztégmble et
|3 fun =Y [ s

PREUVE

N N
i) / (Z fo)dp = Z / fndp, et grace au Théoréme de convergence mo-
1 1

notone, on peut faire tendre N — oc.

(ii) résulte immédiatement du Théoréme de convergence dominée.

(iii) I'hypothése entraine que Z |fu| < o0 p.p., donc Z fn converge p.p.,
1 n

et | Z frl < Z | fn] qui est intégrable. On applique alors (ii)

1 1

g

Proposition 2.3.11. Soit f : Ox]a,b[— R t.q. Vt €]a, b, w — f(w,t) soit
mesurable.

(i) Supposons que w p.p., t — f(w,t) est continue au oint ty €la, b et que g
intégrable t.q. | f(w,t)| < g(w) p.p., Vt €la,b|, alorst — /f(t,w)du(w)
est continue au point tg.

(i1) Supposons que p.p., t — f(w,t) est dérivable en tout t €]a,b[, que 3 g
intégrable t.q. |f'(w,t)| < g(w)p.p. On suppose en outre que f(t) est

intégrable, ¥ t €)a,b]. Alorst — /f(w t)du(w) est dérivable en tout

]abeﬁ—/fwtw (/fwt@

PREUVE

(i) résulte directement du Théoréme de convergence dominée.

(i)
[/fwt+hw ./fwtw ]

/fwt+h Flw, M()
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flw,t+h)— f(w,t)

Or h - f/(w7t> p.p., quand 2 — 0,
w,t+h - w7t /
t‘f( f)L £( )‘:\f(w,weh)lég(wp-p

par le théoréeme des accroissements finis.

Etant donnés f mesurable et intégrable et A € F on définit :

/A i = [ s

Remarque 2.3.12. (lien avec lintégrale de Riemann)
Soit a,b € R, a < b, et f € C(IR). Alors f est mesurable et |1 f] <

sup |f(x)] X Lap), qui est intégrable, donc la construction ci-dessus permet
z€la,b]

de définir (x)dx, intégrale de 1y f par rapport a la mesure de Lebesgue
[a,b]

A sur (IR, B).

Par ailleurs, on sait dans ce cas définir [lintégrale de Riemann
n—1

b
/ (x)dz = ILIEOZf(le)(xZ‘H —z)ota =) <z} <---<al =D
a ,
vérifie sup(zj, , — ') — 0 quand n — oo.
i

On vérifie aisément que les deux intégrales coincident. Remarquons que
les fonctions Ligp f, Loy f, Lap f et Loy f sont A= p.p. égales. Donc on
peut adopter, pour la valeur commune de leurs intégrales, la notation unique

b
/ f(z)dz. Il n'en serait pas de méme si l'on intégrait par rapport a une

mesure ji sur (IR, B) qui ne vérifie pas u({x}) = 0, Vo € R. Alors la notation

b
/ n’aurait aucun sens, et serait a proscrirve : il faudrait absolument préciser

sl s’agit de/ , / e
la,b] [a,b]

Sif >0, v(A) = /fd,u, A € F, définit une mesure v sur (£, F)
A

O

(exercice).
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On dit alors que v admet la densité f par rapport a pu, et on a la propriété
(%) VAeF, n(A) =0 = v(A) =0. Si deux mesures v et p vérifient la
propriété (x), on dit que v est absolument continue par rapport a p -noté
v U
Proposition 2.3.13. Soit f > 0, v la mesure sur (Q, F) définie par v(A) =
fdu. Si g est une application mesurable de Q dans R, t.q. fg est u—quasi—

A
intégrable, alors g est v quasi—intégrable, et :

/ngZ/gfdu-

PREUVE Il suffit de démontrer 1’égalité ci-dessus lorsque g > 0. Soit L la
classe des applications mesurables & valeurs dans IR, qui vérifient 1’égalité
de I'énoncé. L contient 14, A € F par définition de v. Le résultat découle
aisément du Théoréme des classes monotones (Corollaire 1.7.9) U

Soit (€', F') un deuxiéme espace mesurable, 7" : € — ' une application
F/F' mesurable.

Théoréme 2.3.14. Soit f une application mesurable de ' dans IR. f est
uT=t quasi-intégrable si et seulement si foT est ji quasi—intégrable, et alors :

[ retmn) = [ s,

PREUVE Identique a celle de 2.3.13. O

Corollaire 2.3.15. Soit T une bijection d’un ouvert V.C R® sur un ouvert
TV de RY. On suppose que T est continue et admet des dérivées partielles

du ler ordre continues et on note J(x) = det (%(x)) Alors flpy est A—
J

quasi—intégrable si et seulement si f o T1y|J| est X quasi intégrable.

PREUVE On va se limiter au cas d = 1, V' =|a, b|. L’égalité sur 1’énoncé peut
alors se réécrire :

Tb Ta
/ f(T(x)|T' (x)|dz = f(y)dy ( siTa < Tb,/ sinon )
Ta Ty

qu'il suffit d’établir pour f > 0. On définit sur B(]a,b]) la mesure : v(A) =

/A IT(2)|da.
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Si B est un sous-intervalle de |a, b[, on a

yT‘l(B):/T_lB |T’(x)|dx—/de

(traiter séparément les cas 7" > 0 et 77 < 0; 7" a un signe constant, puisque
T est injective).
Donc vT~! = ), mesure de Lebesgue. Il résulte alors du Théoréme 2.3.14 :

f o T(a)v(dz) = / F(w)dy.

T'B

11 suffit de choisir B =|Ta, Tb|. O

2.4 Mesure produit et Théoréme de Fubini

Dans cette section, on se donne deux espaces mesurés (X, X, u) et
(Y, Y, v), ot u et v sont des mesures o—finies (cette hypotheése est cruciale!).
On notera z le point générique de X, y le point générique de Y.

On définit I'espace mesurable produit de (X x Y, X ® ) comme au Cha-
pitre 1, section 3.

Proposition 2.4.1. (i) Si E € X @ Y, Ve € X, {y;(x,y) € E} € ) et
VyeVY, {z;(z,y) € E} € X.

(i1)) Si f: X XY — R est X ® Y mesurable, alors Ve € X,y — f(z,y) est
Y mesurable et Vy € Y, x — f(x,y) est X mesurable.

PREUVE
(i) Ve € X, on définit T, : X — X x Y par T,(y) = (z,y)

B si A
VAcX,Bey, T ' AxB) =4 %7€
Dsizég A
Donc T;'(A x B) € Y. 1l résulte du Théoreme 1.7.3 (i) que T}, est
X /X ® Y mesurable. Ceci démontre la premiére partie de (i). La
deuxiéme partie se démontre de fagon analogue.
(ii) On remarque que l'application y — f(x,y) coincide avec f o T}, et on
applique le Théoréme 1.7.3 (ii).
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g

Proposition 2.4.2. Soit E€ X ® ).
(i) x — v({y; (z,y) € E}) est X-mesurable.
(i) y — u({z; (z,y) € E}) est Y-mesurable.

PREUVE Les deux propriétés se démontrent de la méme fagon, montrons (i).
Soit C la classe des E C X x Y qui sont tels que z — v({y; (z,y) € E}) est
X mesurable. C est un \-systéme qui contient le m—systéme des rectangles

Ax B, Ae X, B €)Y, puisque
v({y; (z,y) € Ax B}) = 14(z)v(B)

est X mesurable, a valeurs dans IR,. Donc, d’aprés le Théoréme 7 — X , 1.3.9,
EDo(XxY)=X). O

Théoréme 2.4.3. I existe une unique mesure o finie
T=pxvsur (X xY,X®Y)tq :

m(A X B) = p(A)v(B)
De plus, VE € X ® Y,

w(B) = [ wly: (@) € BNutdn) = [ llas(a.9) € Bty
PREUVE Les deux formules :
7(B)= [ {yi(w1) € EYutie)
w(B) = [ nl{s(z.) € EYlay)

définissent deux mesures sur (X x Y, X ® ) qui coincident sur X x Y =
{AXx B;A e X,B € Y}. Eneffet 7'(A x B) =71"(A x B) = u(A)v(B). Or
X x Y est un m-systéme, et (X x V) = X ® Y. Et il résulte aisément de ce
que p et v sont o—finies, que 7’ et 7" sont o—finies le long de X x ). Donc
7" et 7’ coincident. L’unicité se démontre de la méme fagon. O

Théoréme 2.4.4. (Fubini) Soit f : X x Y — IR une application X @ Y
mesurable.
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0) Si f>0 7 pp., alors :
(i) /Y . y)v(dy) est X mesurable, /X . y)p(dz) est Y mesurable.
i)

ety = [ ([ seowtan )

- [ ([ senutan) vian,
v \Jx
b) Si f est m—intégrable, alors :

(i)’ Pour u—presque tout x, y — f(x,y) est v—intégrable Pour v—
presque tout y, x — f(x,y) est p—intégrable

XxY

(ii) ’/ f(z,y)v(dy) est p.p. égale a une fonction X mesurable et i in-
Y

tégrable. / f(x,y)u(dx) est p.p. égale a une fonction Y mesurable

et v intégéble.
(1i)’ Les égalités (ii) sont satisfaites.

Remarque 2.4.5. (i)Le théoréme de Fubini permet d’intervertir les ordres
d’intégration par rapport a p et v, lorsque f est > 0, ou m = pu X v—
intégrable. En fait, le résultat est encore vrai si f est m—quasi—intégrable.
Majis lorsque cette hypothése n’est pas satisfaite,il se peut que les quanti-

s [ ([ steamwtan)) i) et [ ([ stoutan) ) vty soient

toutes deux définies, mais soient différentes. Voici un exemple d’une
telle situation : X =Y =[0,1], X =Y = B([0,1]), p = v = A, mesure
de Lebesque. Soit 0 = oy < an -+ < ay,a, — 1, quand n — oo. Vn,
on suppose donnée une fonction g, € C([0,1]), telle que g,(t) = 0, si

1
t &)an, anial, et/ gn(t)dt = 1. On pose :
0

F@,y) = [gn(x) = gns1(2)lgn(y)
n=1
V(z,y) € [0,1]%, un terme au plus de la somme ci-dessus est non nul,
donc la série converge.

oo

Ve e [0, 1], / Fap)dy =3 [gu(x) — gua (2)] = 01 (2)

n=1
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1 1
donc/o d:c/o flz,y)dy =
1 1 1
vy € [0,1] /0 f(w,y)deO;/O dy/o [z, y)de =

Et nous n’avons bien intégré que des fonctions intégrables.
(i1) En pratique si f > 0, on peut intervertir ['ordre des intégrations. Si f

est de signe quelconque, il faut s’assurer que / |fldm < o0, ce que
XxY

l'on fait en calculant soit/ du/|f|du, soit / dl// | fldp.
X Y X

PREUVE

a)Si f=1p, E € X®Y, le résultat découle de 2.4.2 et 2.4.3. Le fait que (i)
et (ii) sont satisfaites par toutes les applications X ® ) mesurables a

valeurs dans IRy résulte du Théoréme des classes monotones (Corollaire
1.7.9).

b) D’aprés a) et la m—intégrabilité de f,

J (e~ f (o) i <

Il en résulte, d’aprés le Théoréme 2.2.2 (iii), que

/Y (2 9)l(dy) < 00 1 pp. et /X (@ 9)luldz) < 00 v pp.

On a montré (i)’. Montrons la premiére partie de (ii)’.

Si A= {x,/ |f(z,y)|v(dy) = +oo} , (A) =0, et on pose :
Y

(z) = 0 size A
T
g Jx [z, y)dv(y), sixze A°

Il résulte aisément de a) (i) que g est X mesurable. g est y—intégrable, puisque

lg(x)] < / |f(z,y)|v(dy). Bien que /f(x,y)y(dy) ne soit éventuellement
X
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pas défini pour x € A, puisque Vo ¢ A(u / f(z,y)v(dy) = g(x),on

pose par convention

/ (/ ey dy) i) = | gla)n(da).

(iii)” résulte de (ii) en utilisant la décomposition f = f+ — f~. O

Exercice 2.4.6. Déduire (i) et (iii) de la Proposition 2.3.10 comme corol-
laire du Théoreme de Fubini. [On choisit (X, X, u) = (Q,F,pn), (Y, Y, v) =

N), 6,/
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Chapitre 3

Espaces LP

On suppose a nouveau donné un espace mesuré (€2, F, 1), avec ;1 mesure
o—finie.

3.1 Définition des espaces L”.

Deux exposants p, ¢ € [1, +o0o] seront dits conjugués si %—i—é =1 (d’ou
soit p, ¢ €]1, +o0], soit I'un vaut 1 et I'autre 400).

Proposition 3.1.1. Soit p, g €]1, +0o0 deux exposants conjugués, f et g deux
applications mesurables a valeurs dans R, .

(i) (Inégalité de Holder)

fgdp < frdu " g'dp "
Q Q Q

(i) (Inégalité de Minkowski)
1/p 1/p 1/p
d Pd Pd
(/Q(fﬂ/)u) S(/Qf u) +(/Qg u)

(i) Si l'un des deux facteurs du second membre de l'inégalité est nul,
le membre de gauche est nul, et I'inégalité est satisfaite. De méme,
I'inégalité est satisfaite lorsque 1'un des deux facteurs du second
membre est égal a +4oo, 'autre étant non nul. Donc si l'on pose

PREUVE

45
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1/p 1/q
A= (/ fpdu) , B = (/ quu> , il suffit de faire la démons-

tration dans le cas A, B €]0, 4+o0|.

Posons F' = f/A, G = g/B. Soit w € Q tel que F(w), G(w) €]0, +0o0].
Alors 3s,t € R t.q. F(w) = e¥/? et G(w) = €'/%, et la convexité de
I’application exponentielle entraine :

s 1 1
€E+é S _es + _et7
p
d'ott F(w)G(w) < %F(w)p + %G(w)q inégalité qui est en fait vraie Vw €
Q2. Donc en intégrant.

1 1
/FGdu < -+ — =1, d’ou le résultat.
p q

(ii) A nouveau, il suffit de faire la preuve dans le cas ou le second membre

de I'inégalité est strictement positif et fini, et f + g n’est pas p.p. égal
a 0.
(f+9)" =f(f+9)" " +g(f+9)"", et dapres (i),

frssarwe(fr)(firsara)
arvor s (fon)” (firsaa)

Par addition

Jireoras (o) "+ (Jow)"] (fo-ora)”

D’aprés la convexité de ¢ — t? de IRy dans Ry, p > 1, 27P(f +
g)? < 271(fP + ¢P). 11 résulte alors des restrictions faites ci-dessus

que / (f + g)Pdu €]0,+o0[, et on peut multiplier la derniére inégalité

par ( / (f + g)pdu> a



3.1. DEFINITION DES ESPACES L*. 47

Remarque 3.1.2. Dans le cas p = q = 2, linégalité (1) est aussi appelée
inégalité de Cauchy—Schwarz. On peut la redémontrer de la facon suivante :

/(f+A)2du= /f2du+2k/fgdu+A2/92du >0,

VA € IR, donc le discriminant du trinome est < 0. Le discriminant est nul
(i.e. on a l’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz) si et seulement si
A e 1R tel que f+Xg=0 pu p.p.

g

Définition 3.1.3. Soit f une application mesurable & valeurs dans IR.

1/p
Sip e [Lvocl, onpose 171, = ([ 11700
Q
On pose

Iflle =4 7 si p(|f] > a) >0, Ya > 0
s inf{a > 0; u(|f| > a) =0}  sinon

Pour p € [1, +0o0], on désigne par LP(), F, i1) - ou plus simplement £ (u)-
'espace vectoriel des f t.q. || f|l, < oc.
O
Le fait que £P(u) est un espace vectoriel est immeédiat pour p = 1 ou +o0,
et résulte de l'inégalité de Minkowski, pour p €]1, +o00].

Exercice 3.1.4. Montrer que si || f]lc, p({w;|f(w)] > ||flle}) = 0.

|- |l, est une semi-norme sur LP(u) :

1fllp =0 (lfll, =04 f=0pp)
[Af Iy = 1AL 111l
1f =+ glly < [[f1lp + llgllp-
Considérons sur LP(u) la relation d’équivalence f ~ f' < f = f' u

p.p.. Cette relation d’équivalence est compatible avec la structure vectorielle
d’espace semi-normé de LP(p), puisque :

f~f = =1,
feflog~d=frg~f+4d
oo f = AL AT
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L’ensemble des classes d’équivalences d’éléments de LP(u) forme un es-
pace vectoriel, noté LP(Q,F,p) - ou LP(u), et || - ||, est une norme sur
LP(Q, F, ).

Remarque 3.1.5. En sus des propriétés ci—dessus, on a que si f ~ f', f'
est (quasi)—intégrable si et seulement si f lest, et alors /fd,u = /f’d,u.

De plus, si f, ~ f!, n € IN, alors sup f, ~ sup f,, inf f, ~ inf f il en
nelN neN nelN neN
est de méme avec les limsup et les liminf, et les limites lorsqu’elles existent.

Ces propriétés ne seraient plus vraies pour des familles non dénombrables
d’applications mesurables.

Etant donnée une application mesurable f, désignons par f sa classe
d’équivalence, 1i.e. f = {f mesurable ; f' ~ f}. Les propriétés ci—dessus
permettent d’opérer sur les classes d’équivalences d’applications mesurables
comme sur les applications mesurables elles—mémes, a condition de ne consi-
dérer qu’une quantité dénombrable d’applications mesurables a la fois.

Dans la suite on confondra par abus de langage une classe d’équivalence
avec l'un quelconque de ses représentants. Par exemple, on écrira f € LP(u).
Cet abus de langage est sans danger tant que [’'on ne considére qu’une quantité
dénombrable d’applications mesurables a la fois!.

Exercice 3.1.6. a) Montrer que si p est une mesure finie, p < r, alors
L"(p) C LP(u) [appliquer Holder a 1-|f|P], et que dans le cas ot p est
une probabilité, p — || f||, est croissante.

b) SiQ=IN, u= Z(S”’ on note (P lespace LP(u). Montrer que sip <,
1

wcr.
c) Montrer que si Q@ = IR, F = B, u = A, mesure de Lebesque, p < r,

af € LP(A) t.q. f ¢ L"(\) et g € L"(N) tel que g ¢ LP()).
3.2 Propriétés des espaces LP(u)

Théoréme 3.2.1. Vp € [1, +00], l'espace LP(u), muni de la norme || - ||,, est
un espace de Banach.
Muni du produit scalaire

(f.9)= /fgdu
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lespace L*(u) est un espace de Hilbert.

PREUVE 1l suffit de montrer que LP(u) est complet, i.e. que toute suite de
Cauchy converge.

a) Cas p < o0
Soit {fn,n € N} C LP(u) t.q. ¥V e > 0, 3 N tel que n,m > N, =

1o = full, < e
Définissons une sous-suite F,,, en choisissant : =0;Vk > 1, ng
vérifie : ng > np Yn,m > ng, |[fo — fll, < 27% Alors VE > 1,

||fnk+1 - fnk”p < 27%. On pose :

k
9 =Y Nfueer = fuls g—ZmM fl
1

Il résulte de I'inégalité de Minkowski que ||gx||, < 1, donc par conver-
gence monotone, |lg||, < 1, et en particulier si A = {w;g(w) < oo},
p(A€) = 0. Mais Vw € A, la série

fon 0 +me+1 — fu@))

converge absolument. On définit :

flw) = {fm(w} ! ZC{O(fniH(w) — fu(w)) stiwe A

0 sinon

Il est clair que f,, — f p.p.. Il reste & montrer que f € LP(u), et

fu = dans L2(u), ice. | fu — fllp — 0.
Soit € > 0, et N, t.q. ||fn — finllp < Ney, Vn,m > N. Alors si m > N,
par le lemme de Fatou,

1 = flly < T int (1, = Fully < .

b) Cas p = 400 Posons Ay, = {w; | fe(w)| > ||fellec}s Bum = {w;|fulw) —
(@) > |[fo = finlloc} et B = (U Ak) U( U Bnm) . Alors

n,m=1
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pu(E) = 0. Sur E°, f, converge uniformément vers une limite bornée f.
On définit f sur 2 en posant f(w) =0si w € E.

Alors f € LOO(M)) et ||fn - f”oo — 0

g

On notera f, il f pour f, — f dans LP(u), ie. fo,f € LP(u) et ||f —
fall, = 0. On vient de démontrer au passage le :

Théoréme 3.2.2. Si p € [1,+o0] et si f, el f, alors 3 une sous—suite

{fu.} t.q.
Jne — fp-p.

Théoréme 3.2.3. Soit S la classe des fonctions de la forme
f= Z a;la,
1

avece n € N; A; € R, A, € Faio=1,...,n et u(LnJAZ) < o0. Alors

V1<p<oo, SCLP(u) etS est dense dans LP(u). 1

Remarque 3.2.4. S n'est en général pas dense dans L™®(u)(ex : Q =

Ry, F=B(Ry),u=A\,f f: L2n 2n41[ 1€ peut pas étre approchée en norme
0

| - || oo par une suite de S.

PREUVE S C LP(u) résulte de p UA” < o0. Soit f € LP(u), f > 0.
1

Alors, 3 une suite {f,} de fonctions étagées t.q. 0 < f,, 1 f. Alors f,, € S,
et || f — full, = 0, d’apres le théoréme de convergence monotone. Pour f de
signe quelconque, on décompose f = f+ — f~. O

Théoréme 3.2.5. Soit 1 une mesure sur (R, By) t.q. u(A) < oo, VA € By,
A borné. Alors CK(IRd), espace des fonctions continues a support compact
de R & valeurs dans IR, est dense dans LP(u), Vp € [1, +o0].

Exercice 3.2.6. Donner un contre—exemple dans le cas p = +00. O
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On va d’abord établir le :

Lemme 3.2.7. Soit K un compact et O un owvert de R?, avec K C O. Alors
il existe g € Cx(IRY) avec 0 < g(z) < 1, Va, g(x) =1, Vo € K ; g(x) = 0,
Vr € O°.
d(xz,0°)
d(z, K)+d(x,0°)
O

PREUVE I suffit de traiter le cas O borné. Alors g(z) =

répond a la question.
PREUVE DU THEOREME 3.2.5 : Il est clair que Cx(IR?) C LP(u). Pour
montrer la densité, il suffit de montrer que Vf € S et Vn > 0, 3g € Cx(IR?)
t.q.

If —gll, <n

Il suffit donc en fait de montrer que VA € F, avec pu(A) < oo, Ve > 0,
Jg € Cx(RY) t.q.
1a—gll, <e
D’aprés le théoréme 1.6.1 (i) 3 O ouvert tel que A C O et u(O — A) < ¢/2,
et d’aprés 1.6.1 (ii), 3 K compact t.q. K C A et u(A— K) <¢e/2.
Donc: K C AC O, u(O—-K) <e,
et si g désigne la fonction construite au lemme 3.2.7,
114 —gll, <7
[l
Théoréme 3.2.8. Soit i1 une mesure sur (R, By) t.q. n(A) < oo, YA € By,
A borné. Alors, sip € [1,+o0[, LP(u) est séparable.

d
PREUVE Soit Fj la classe des réunions finies de pavés de la forme H[ai, bi|

de IR, dont les sommets ont leurs coordonnées dans QU{+oo}U{—o0}. (Q=
ensemble des rationnels). Alors Fy est dénombrable, car le produit de deux
ensembles dénombrables est dénombrable et I’ensemble des parties finies d'un
ensemble dénombrable est dénombrable.

Fo est une algébre, et o(Fy) = By. Soit

L= {Z ailain €N, a; €Q, A; € Fo, () < OO} :
1
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A nouveau, £ est dénombrable. Pour montrer que £ est dense dans LP(u), il
suffit de montrer que V f € S, n > 0,3g € L t.q. ||[f — g|| < n. En fait, il
suffit pour cela de montrer que Vo € IR, A € F avec u(A) < oo, Ve > 0,

36 € Q, B e fo t.q.HalA _ﬂlBHp <e

Mais (|04 — G, < lo = 6]+ (u(A)"7 + || A 6] - (u(A & B)M7. T
reste donc & montrer que V6 > 0,

dB € Fy t.q. u(AA B) <46.

Puisque pu(A) < 0o et Fy est une algebre t.q. o(Fy) = F, cette derniére
propriété est une conséquence immeédiate de la Proposition 1.4.8 U

3.3 Théoréme de Radon—Nikodym et dualité
des espaces L?

Soit A et p deux mesures o—finies sur (£, F). On dit que A est absolu-
ment continue par rapport a p, noté A < pu, si VA € F, u(A) = 0 =
A(A) = 0. Elles sont dites équivalentes si 'on a a la fois A < p et p < A
Elles sont dites étrangéres si 3 F € F t.q. A(E) = pu(E°) = 0.

Théoréme 3.3.1. (Radon—Nikodym) Soit X et u deux mesures o—finies sur
(Q,F), t.q. X < p. Alors 3 h, application mesurable a valeurs dans Ry ,t.q. :

A=h-pu
i.e. VAe F, ANA) :/hdu.
A

PREUVE

a) Supposons tout d’abord A(€2) < co. Posons v = A+ pu. VA e F, AM(A) <
v(A). DoncsiV f € L2(v), f € L*(\) C LY(\) (car A\(2) < o0), et :

I/fdkls\/m /f?dAg\/W /f%zy.
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Donc 'application f — / fdX est une fonctionnelle linéaire continue

sur l'espace de Hilbert [2(v), d’ou (cf. cours L3) 3¢ € L?(v) t.q. :

/fd)\:/fgdy, Vfe L*(v)

Si {A,,n € IN} veérifie v(A4,) < oo, Vn et UA” = (), alors en choi-
1
sissant f = 14,n¢g<0}, 7 = 0,1,... dans I'égalité ci-dessus, on montre

que g > 0v p.p. Alors grace au théoréme de convergence monotone,
I'égalité est encore vraie avec f = 1y4~1), d’out l'on tire :

y(g>1)2)\(g>1):/ gdv

{g>1}

Donc/ (9g—1)dv<0=g<1lvp.p.
{g—1>0}
i.e. 3 g mesurable a valeurs dans [0, 1] t.q.

A=g-v,soit :
(I-9g)-A=g-n

Donc
(g =1) =/ (1—g)dr=0
{g=1}
Or
g
(*) A= 1{g<1} 11— <+ ]-{g:l} Y

Mais puisque A < 1, A(g = 1) =0, et 1y—13 - A = 0. D’otut le résultat

cherché avec h = 1151} ]
-9
b) Le cas général : \ o—finie;
Soit {Cp,n € N} C F tuq. Co =0, Cy C Cogr, | JCn = Q, et M(C,) <
1

00. Vn définissons, pour n > 1 :

M(A) = ANAN(C, —Cyy)), A€ F
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Alors les \,, sont des mesures finies, et :
MA) =D A(A), VA€ F.
1

D’apreés la partie a) de la démonstration, Vn, 3 h, t.q. A, = h, -, avec
h, > 0 partout, et on peut le choisir t.q. h, = 0 sur (C,, — C,,_1)°".

Alors, Yw € Q, la série h(w) = Z hn(w) converge, et
1

A=h-pu.

g

Théoréme 3.3.2. (Décomposition de Lebesgue)

Soit A et p deur mesures o—finies sur (2, F). X s’écrit de fagon unique
comme la somme d’une mesure absolument coninue par rapport a ju, et d’une
mesure €trangere par rapport a [ ;

PREUVE L’unicité est facile. L’existence de la décomposition a été écrite
dans la preuve de 3.3.1 cf. égalité (x), dans le cas A\(2) < oo. Le cas général
est laissé en exercice. U

Définition 3.3.3. On appellera mesure signée sur (2, F) une application p
de F dans R t.q. :

(1) p@®) =0
V{A,,ne N} CF avec AyNA =0 si k#1,

K U An | = Z f1(An)
n=1 n=1
Nous admettrons la :

Proposition 3.3.4. (Jordan—Hahn) Si pu est une mesure signée définie sur
(Q,F), alors les formules :

" (A) = sup p(B) et p~(A) = sup(—pu(B))
Beh Beh

définissent deux mesures finies sur (2, F) t.q.
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(i) p=p"—p~
[it) u* et u sont étrangeres.
La mesure |pu] = p* + =, appelée variation totale de u, vérifie :

VAEF, |ul(A —supzm

ot le sup est pris sur toutes les partitions {A,,n > 1} de A.

Corollaire 3.3.5. Soit A une mesure signée, p une mesure o—finie, définies
sur (,F). SiVN € F, w(N) =0 = AXN) = 0, alors \* et A\~ sont
absolument continues par rapport a p, et 3h € LY (u) t.q

AA) = / hdp, VA € F.
A

PREUVE D’aprés la proposition 3.3.4, 3 F € F t.q. :

AT(A)=XNANE)

A (A) = —-ANANE
Soit N € F t.q. u(N) = 0. Alors p(NNE) =0, donc A(NNE) = AT (N) =0.
De méme, A\~ (N) = 0. Il reste a appliquer le Théoréme de Radon—Nikodym
a At et & A7 et a utiliser le fait que ce sont des mesures finies. O

Soit (€2, F, ) un espace mesuré, p € [1,400] et ¢ 'exposant conjugué
de p. Soit g € L%(u). Il résulte de 'inégalité de Holder que ®(-) définie

par : ®(f) := [ fgdu est une forme linéaire continue sur LP(u), et que
|®|| := sup |®(f)] <]lgllq- Nous allons nous poser la question réciproque :
[ fllp=1

toutes les formes linéaires continues sur LP(u) sont—elles de la forme ci-
dessus 7 i.e. : peut—on identifier le dual de LP(u) & L(u)?
La réponse est (en général) non pour p = +00; et oui pour p € [1, +o0].

Théoréme 3.3.6. Soit u une mesure o—finie sur (0, F), p € [1, —i—oo[ td

une forme linéaire continue sur LP(u). Alors 3g € Li(u) (ov —+—-=1) t.q :
q

= /fgdu, VfeL(n)

De plus, ||| := sup [N = llgllg s 2-e
p=1
LP(p) est isomorphe et isométrique au dual de LP(p).
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PREUVE

a) P’unicité(de la classe d’équivalence) est claire : si g et ¢’ satisfont les
propriétés de ’énoncé, alors, V A avec p(A) < oo, /(g —¢)dp = 0.
Cela suffit a entrainer g — ¢’ = 0 pu p.p. (utiliser la a—?initude de u!).

b) Le cas ;(Q2) < 0o. VA € F, 14 € LP(u), donc on peut poser : A(A) =
®(1,4). A est une application de F dans IR qui vérifie :

(i) A(0) =0

(ii) )\(U A,) = Z AA,), st Ay N Ay =0, dés que k # (. En effet,
1 1

Lurag = imbpgay =im) 1y, =3 1,
1 1
et la convergence a lieu dans LP(u); Donc A est une mesure signée. Or

p(A)=0=14~0= A(A) =0.
Il résulte alors du Corollaire 3.3.5 que g € L*(u) t.q.

AMA) = / gdp , et par linéarité :
A
O(f) = /fgd,u, V[ étagée, i.e. de la forme

f = ZailAi.
1

cas p > 1 Soit h, une suite croissante de fonctions étagées, t.q. h, T |¢|
On définit application ¢ de IR dans IR par : e(z) = +1six >0, —1 si
x < 0. Alors £(g)(h,)?! est étagée, et 'on a :

/ Bedp < B(e(g)hi) < B[l

Donc ||h,|l; < ||| d’ott par convergence monotone,
lgllg < [|®]| donc g € L%(p)
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cas p = 1 Supposons que [|glloc > [|®[|. Alors : h = £(g)1yg> (e} est
étagée et # 0.

®(h) =/ |gldp > ||| p(lg] > [|@])
{lg> o]}

— o] [ Ihlas

ce qui est impossible, car ®|h| < H@H/(h)du, pour A # 0. Donc

l9lloc < ||®]|. Donc, dans tous les cas, ¢ et f — /fgdu sont deux

formes linéaires continues sur LP(u), qui coincident sur le sous en-
semble dense des fonctions étagées (cf. Théoréme 3.2.3), donc sont
identiques. De plus, on vient de montrer que ||g||, < ||®]|, mais par
Hélder, |2 < [|gllq, d’ot I'égalité.

c) Le cas général : ;1 o—finie 3{A,,n > 1} t.q. UAn =, les A, sont
1

disjoints, et p(A,) < oo, Vn. Posons

o0

hw) = (A 4, ()

1

Alors h € L'(u). Posons fi = h.u. fi est finie, et on peut lui appliquer
le résultat de b).
Or f — h'/4f est une isométrie de LP(fi) sur Lp( ), et ¥(f) = ®(RYPf)

définit une forme linéaire continue sur LP(fi), donc

3 € L) ta. w(f / fadi

Posons g = h'/? §(= g sip=1). Alors :
“sip> 1 [lgldu= [ lgpdn = | vl = |
- sip =400, |9l = |7l = [[¥|| = ||®||. Finalement, comme
g-i=h'g-p,
o(f) = (o) = [ sgdi= [ o
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3.4 Compléments sur la théorie de 'intégration

Nous allons indiquer trois compléments a la théorie de I'intégration, pour
I’essentiel sans démonstration. Les démonstrations manquantes peuvent se
trouver par exemple dans W. Rudin : Analyse réelle et complexe, Masson.

3.4.1 Théoréme de représentations de Riesz

Notons C (IR?) I'espace des fonctions continues a support compact, de
R & valeurs dans IR, et C’o(]Rd) l'espace des fonctions continues de IR? a
valeurs dans IR qui sont nulles a l'infini (i.e. t.q. f(x) — 0, quand ||z|| — 0).

Muni de la norme sup, Cy(IR?) est un espace de Banach, et Cx (IRd) est
dense dans Cp(IR?). Nous allons caractériser le dual de Cp(IRY).

Théoréme 3.4.1. (Riesz) V& forme linéaire continue sur Co(IR?), 3 une
unique mesure signée [ définie sur (]Rd, B,), telle que :

B(f) = / fdu, VS € Co(R

De plus, on a :

1B 2 sup [B(f)] = [u|(RY)

sup | f|=1

ot u désigne la variation totale de .

Exercice 3.4.2. Montrer l'unicité

3.4.2 Intégrale de Stieltjes—Lebesgue

Plagons—nous dans le cas (2, F). Si IP est une probabilité, i.e. une mesure
P t.q. IP(2) = 1, (cf. ci-dessous Chapitre V), on peut lui associer sa fonction
de répartition F : R — [0,1], et si f € L'(IP), on peut noter :

/de:/deP

Cette notation est assez naturelle, puisque :
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SiFEOl(R),/de:Af(x)F’(x)dx

Si fe CK(IR),/deZJEEO'Z f (i) {F (@Zl) ~F (%ﬂ

1=—00

avec y; € [L, 2] Vi,

n’ n

Soit maintenant y une mesure o—finie sur (IR, B), t.q. u(A) < 0o, VA € B,
A borné. On peut encore lui associer une fonction croissante et continue a
gauche F', unique & une constante additive prés, telle que

Va,b € R,ya < b, p(la,b]) = F(b) — F(a).

Réciproquement, si F' = IR — IR est monotone croissante, elle est conti-
nue sauf au plus en un ensemble dénombrable de points, et on peut choisir
un représentant de F' (dans la classe d’équivalence pour I’égalité A p.p.) qui
soit continu & gauche. F(z) = li%n F(y).

Yylx

y<zx

La relation () u([a,b]) = F(b) — F(a) définit une mesure sur la semi
algebre des intervalles semi—ouverts [a, b[, qui s’étend en une mesure o—finie
sur B.

Soit maintenant une mesure signée p sur ([0, 1], B([0,1])); Alors p =
pt — p~, et on lui associe une fonction F = F* — F~ F =[0,1] — R, qui
est la différence de deux fonctions croissantes continues a gauche.

La classe des fonctions F' = [0,1] — IR qui sont différences de deux
fonctions croissantes coincide avec la classe des fonctions a variations bornées
Fie. t.q.

V() =sp Y [Flaiss) - Fla)] < oo,

ou le sup est étendu a toutes les suites. 0 =z < 21 < 29 < --- <z, =1
(Décomposition de Jordan - analogue & la Proposition 3.3.4).

Soit donc F' a variation bornée, F' = F*—F~ ou F'™ et I'~ sont deux fonc-
tions croissantes. Soit F* et ['~ les représentants continus & gauche de F+
et F'~; On leur associe par (), deux mesures p* et p~ sur ([0, 1], B([0, 1])),
et la mesure signée = put — p=.

Alors, si f € L*(u), on notera /de Iintégrale /fd,u, et on l'appelle
intégrale de Stieltjes—Lebesgue.
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3.4.3 Théoréme de différentiation de Lebesgue
Soit f € Ck(IR). On sait que la fonction F' = IR — IR définie par :

F(z) = / " Fy)dy

est de classe C', et que F'(z) = f(z), Vo € R. (cf. Théorie de 'intégrale de
Riemann).
Soit maintenant f € L'(\) — A mesure de Lebesgue sur (IR, B), et F(z) =

/ f(y)dy, z € R. On se pose la question : F est—elle dérivable, et si oui,

sa dérivée coincide-t—elle avec f 7 Il est clair que I'on ne peut pas avoir un
résultat aussi fort que ci-dessus. (ex : f(x) = 1z, Fz) = 27).

Théoréme 3.4.3. (de différentiation de Lebesgue). Soit f € LY(N).
On pose F(x) 2 / f(y)dy.

Alors 3 Ny € B, tel que A(Ny) =0 et sur IR — Ny, F est dérivable et sa
dérivée coincide avec f.

g

On a une généralisation en dimension d :

Théoréme 3.4.4. Soit Ay la mesure de Lebesque sur (RY, By). YV f € L' (\),
ANy € By avec A\g(N) =0 tel que V x ¢ Ny,

1
m o, fy)dy — f(x),

oo
ot {Qn} est une suite décroissante d’hypercubes centrés en x, avec m Q. =

(2}, 1

Remarque 3.4.5. (d=1)
(i) Une fonction dérivable p.p. n'est pas nécessairement l'intégrale de sa
dérivée.
~ FEx 1: F(x) =10, F'(x) est définie et nulle p.p.
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— Ez 2 : 3 F monotone croissante : [0,1] — [0, 1], avec F(0) = 0 et
F(1) = 1, et telle que Yo ¢ C (C : ensemble triadique de Can-
tor), F'(x) existe et est nulle. La mesure associée a F (cf. 3.4.2) est
étrangére par rapport & la mesure de Lebesgue.

(ii)Soit F : [0,1] — IR, t.q. F' soit p.p. dérivable, et coincide avec l'intégrale
de sa dérivée. Alors 3 f € L*(]0,1],B([0,1]),\) t.q. Vx € [0,1],

F(a) = /0 o

Ceci entraine (cf. 3.4.2) que F' est a variation bornée, et que la mesure
1 qui lui est associée est telle que pu+ et p= sont absolument continues
par rapport & la mesure de Lebesgue. Une fonction F qui posséde ces
propriétés est dite fonction absolument continue. Une fonction F' :
[0,1] = IR est absolument continue si et seulement si¥e >0, 36 >0
t.q. ¥ {[an, by),n € IN} intervalles disjoints de [0, 1],

oo

D (bn—an) < 5= |F(by) = Flan)| <e.

0

(#i) 1l convient de rapprocher ce que nous venons de discuter de la théorie
de la dérwation au sens des distributions.
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Chapitre 4

Probabilité-Indépendance-
Variable aléatoire

4.1 Probabilité

Soit (€2, F) un espace mesurable (on dit aussi probabilisable).
Définition 4.1.1. On appelle (mesure de) probabilité sur (2, F) une appli-
cation IP : F — [0, 1] qui vérifie :

(i) P(Q) =1
(ZZ)\V/{An,TZ > 1} C F, tg. AN A =0 Slk‘%g

P JAn) =) P(A,).

Remarque 4.1.2. Une probabilité est une mesure ju de masse totale 1, 1.e.
t.qg. p(2) = 1.

0

Remarque 4.1.3. Dans le cas d’une mesure de probabilité on dit “presque
stirement” - en abrégé p.s. - au lieu de presque partout.

0

Un triplet (©,F,IP), ou IP est une mesure de probabilité, est appelé

espace de probabilité. Un tel espace de probabilité (2, F,IP) sera supposé
donné dans toute la suite de ce chapitre.

63
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4.2 Probabilités conditionnelles

Définition 4.2.1. Soit A, B € F, avec P(A) > 0. La probabilité de [’événe-
ment B, conditionné par A (ou “sachant A7, ou “si A”) est donnée par :
IP(AN B)
IP(B|A) = ———+—
(Bl4) = T

U
A étant fixé tel que IP(A) > 0, on vérifie aisément que P(-|A) est une
probabilité sur (2, F). L’égalité de la définition se réécrit encore :

IP(AN B) =1P(A)IP(B|A)
Cette derniére égalité peut s’écrire méme lorsque IP(A) = 0, a condition de

CONVENIT que
0 x terme indéterminé =0

Proposition 4.2.2. Soit A, € F; k= 1,...,n. Alors, avec la convention
ci—dessus,

- P(AJA N A N A, )
PREUVE
a) Casou IP(A;NAyN---NA,) =0.SiIP(A;) =0, I'égalité est satisfaite.
SilP(A;) >0,dme {2,--- ,n} t.q.
]P(Alﬂ"'ﬂAm) =0 <]P(A1ﬂ"'ﬂAm_1)
D'ou IP(A,,|A1 M-+~ N A1) = 0 et I'égalité est satisfaite.
b) Cas ou IP(A;NAyN---NA,) > 0. On démontre 1’égalité par récurrence.

Elle est satisfaite pour n = 2.
Supposons que 1'on ait :

IP(Al ﬂ ct ﬂ An—l) — IP(Al)P<A2|A1) ct IP(An_1|A1 ﬂ st ﬂ An—2)-
Alors en multipliant ’égalité ci—dessus par :

P(A, N---NA)
P(AN-NA, )

on obtient le résultat.

= P(Au|A NN Apy)
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4.3 Evénements indépendants
Définition 4.3.1. Deux événements A et B € F sont dits indépendants si
IP(ANnB)=1P(A)-IP(B)

O

Lorsque IP(A) - IP(B) # 0, A et B sont indépendants si et seulement si

IP(B) = IP(B|A), ou IP(A) = IP(A|B); i.e. A et B sont indépendants si et

seulement si la probabilité de B n’est pas modifiée par I'information “A est
réalisé” ;

Exemple 4.3.2. Probabilité produit :
(L F,P) = (4 x Qo, F1 @ F2, 1Py x IPy)
SOZtA:Al XQQ, Bzgl X By

ANB=A; x By
IP(AN B) = IP1(A1)Py(B,) = IP(A)IP(B)

Exercice 4.3.3. Soit A et B € F deux événements indépendants.
(i) Montrer que A° et B¢ [resp. A° et B, A et B¢| sont indépendants.
(i1) Etablir la relation : P(AU B) = IP(A) + IP(B) — IP(A)IP(B).

Définition 4.3.4. Une suite {Aq,..., A} CF est dite indépendante si :
P(A, NA,N...NA;) =IP(A;,)IP(A;,) ... P(A;,)
pour tout suite d’indices tous distincts 14, . ..,1 compris entre 1 et n.
O

Remarque 4.3.5. Le fait que les A,, soient 2 a 2 indépendants n’en-
traine pas que la suite {A;,...,A,} soit indépendante, comme le
montre ’ezemple suivant : on joue 3 fois a Pile ou Face avec une piéce non
truquée. On pose :

X {1 st on obtient Pile au iéme coup
i pu—

0 st on obtient Face au iéme coup
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On suppose la suite { X7 = 1}, { Xy = 1}, { X3 = 1} indépendante, chacun
de ces événements étant de probabilité 1/2.

On pose A;; = {X; = X;}. Les événements Ajp, Aoz, Az sont 2 a 2
indépendants, mais la suite n’est pas indépendante, puisque

1
IP(Ap) = IP(Ags) = P(A3) = > IP(A1p N Ags) = IP(Agz N Ay

1
- IP(A12 N A51) - IP(A12 N A23 N A3l) - .

4
Proposition 4.3.6. Si la suite {A;,..., A,} est indépendante, les 2™ suites
{A4],..., AL} obtenues en choisissant A, = A; ou A§ sont encore indépen-
dantes.

PREUVE I suffit d’établir que 'indépendance de la suite {A;,..., A, } en-
traine celle de {Ay,..., A1, AG, Apr, ..., An}, Y0 € {1,...,n}, et d’itérer
ce résultat. La notion d’indépendance d’une suite ne faisant pas intervenir
I'ordre, il suffit en fait d’établir le résultat pour ¢ = 1. Pour établir I'indé-
pendance de {AS§, Ay, ..., A,}, il suffit d’établir que V iy, ..., indices tous
distincts dans {2,...,n},

P(ATNA;,N...NA;,) =TPA)P(A;,) - - TP(A;)
Or le membre de gauche est égal & :

P(A,N...NA,)—PANA,N...N(A,) =
— (1 —P(A))IP(A4;,) ... IP(4,;,).

O
Etant donnée une suite {A;,...,A,}, définissons les tribus F; =
{0, A;, A¢, Q).
On déduit alors aisément de la Proposition 4.3.6 :
Corollaire 4.3.7. La suite {A;, ..., A,} est indépendante si et seulement si

[’égalité
est satisfaite V B; € F;; i =1...n.

Définition 4.3.8. Une suite infinie d’événements {A,,n € IN} est dite indé-
pendante si toutes les sous—suites finies de {A,,n € IN} sont indépendantes,
.e. st Vk, Vi, ..., i entiers tous distincts,

P(A;, N---NA;,) =P(A;) - TP(A4;,)
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Lemme 4.3.9. (Borel-Cantelli)
[i) Pour toute suite infinie {A,,n € N} C F,

ZIP(An) < oo = P(limsup A,) = 0.
1

[ii) Si la suite {A,,n € IN} est indépendante,

ZIP(AH) = 400 = P(limsup A4,) = 1.
1

Remarque 4.3.10. 1. Dans le cas d’une suite indépendante, on a en par-
ticulier une loi 0 — 1 : IP(limsup A,,) ne prend que les valeurs 0 et 1.

2. (ii) est faur sans [hypothése d’indépendance, comme le montre
[’exemple suivant :

A=A 0<P(A) <1
limsup A, = A

PREUVE

(1)
IP(limsup A,,) = P [hr{bn ! (G An>

e ()

n=m

< lim i IP(A,)

=0,

puisque par hypothése la série Z IP(A,) converge.
1
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((30)--+(09

Il suffit donc de montrer que P (> AS) = 0, Vm. D’aprés 'indépen-

dance,
P () -Tle - po

m

(i)

En posant log 0 = —o0, et en utilisant I'inégalité log(1 + z) < z, Va >
—1, et I'hypothése, on obtient :

log [ﬁa ~P(4,)

m

=3 log(1 —P(4,))

< - f:IP(An) = —00.

4.4 Variable aléatoire

Définition 4.4.1. On appelle variable aléatoire réelle une application
mesurable : X : (Q,F) — (R, B).

On appelle vecteur aléatoire (de dimension d) une application me-
surable X : (Q, F) — (RY, By).

O

On emploiera souvent “variable aléatoire” (en abrégé v.a.) pour désigner

indifferemment une variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.) ou un vecteur
aléatoire.

Remarque 4.4.2. Pour vérifier que : X : Q0 — R est une v.a.r., il suffit par
ezemple de vérifier que Vr € R, {w; X(w) <z} € F.

Définition 4.4.3. On appelle tribu naturelle du vecteur aléatoire X (de
dimension d) la tribu

2

o(X)= X1(By) ={X'(B),B c By}



4.4. VARIABLE ALEATOIRE 69

Si G et ‘H sont deux tribus de parties de €2, on note G VH = (G U H)
la plus petite tribu qui contient G et ‘H. De méme, G; VG V...V G, =
0(G1UGU---UG,).

Proposition 4.4.4. Soit {X;,i =1,...,n} des vecteurs aléatoires de dimen-
sion respective dq, . ..,d,. On pose :
X1
X=|:
Xn

Alors o(X) =0(Xy) V... Va(X,).
PREUVE (danslecasn =2 dy =dy =1).
o(X1) = X' (B) = X '({A, xR; A, € B,})

o(Xa) = X "({IR x Ay; Ay € Bi})
0(X1) Vo (X2) = o(X71(C))
ou
C={A1 xR, A € Bi}U{R x Ay, Ay € By}
Or (C) = By, et a(X7HC)) = X Ho(C)) = o(X). O
Définition 4.4.5. Etant donné un vecteur aléatoire X de dimension d, on

appelle loi de probabilité de X la mesure de probabilité IPx sur (]Rd,Bd)
définie par : Px = PX 1.

Etant donné une mesure de probabilité () sur (IRd, B,), il existe un espace
de probabilité, et un v.a. défini sur cet espace, de dimension d, de loi Q). Il
suffit de choisir @ = RY, F = By, IP = Q, X(w) = w

Définition 4.4.6. Soit X une v.a.r. [resp. un vecteur aléatoire de dimension
d[. On appelle fonction de répartition de X la fonction :

Fx : Rlresp.RY — [0, 1]

définie par Fx(z) = P(X < z) = Px(] — 00,z]). [resp.Fx(x1,...,24) =
]P(Xl S L1,y ... ,Xd S l’d)]

Plus généralement a une probabilité () sur (IRd, B4), on associe sa fonction
de répartition.
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Propriétés des fonctions de répartition.
a) Cas d =1

(i) F est croissante

(ii) F est continue a droite :
T, | v = F(x,) — F(z)
(i)

F(z) — 0,81 © —» —00

F(z) — 1,81 x — +o0.

d
b) cas d > 1 Soit a,b, € RY, avec a < b. Soit A le pavé H]ai,bi]. Ce pavé
1

a 2¢ sommets, qui sont les x = (z;,...,24), oil chaque z; est égal soit
a a;, soit a b;.
On pose ApF = Z sign,(z) F(z), ou signy(x) = £1, suivant

sommets de A

que le nombre de z; égaux a a; est pair ou impair.
d
(i) AuF >0,V A=]]lai,b] ,a<b.
1

(i) Si z(k) | = [ie. 2 | 2y, Vi), alors F(z®)) — F().

(iii) Si 3j t.q. z; - —oo F(z) — 0 Si z; — 400, j = 1,...,4d,
F(z) — 1.

Proposition 4.4.7. Soit F' une application de R? dans R qui vérifie (i), (ii)
et (iii). Alors il existe une et une seule mesure de probabilité IP sur (R, By),
dont F' est la fonction de répartition.

PREUVE Existence (cas d = 1). On définit IP sur la semi-algébre J des
intervalles de la forme |a, b, par P(Ja,b]) = F(b) — F(a).Grace a la conti-
nuité a droite de F', on démontre que IP est o—additive sur J, comme a la
Proposition 1.5.1.

Unicité Elle résulte du Théoréme 1.4.7, en remarquant que P = ({z <
20}, 7o € RY) est un 7systéme, t.q. o(P) = Bq. d
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Définition 4.4.8. Soit f une application mesurable de RY & valeurs dans
R,. On dit qu’une probabilité P sur (RY, By) admet la densité f (par rapport

a la mesure de Lebesque) siV B € By, IP(B) = / f(z)dz ; alors nécessaire-
B

ment f(z)dz = 1.
Rd

4.5 Exemples de lois de probabilité

4.5.1 Lois dicrétes

1 sizeA
La mesure de Dirac au point z; §,(A) = S% v est une mesure
0 siz¢gA

de probabilité. C’est la loi d’'une v.a. X t.q. IP(X = z) = 1, donc d’une
“variable aléatoire” dont le comportement n’est pas du tout aléatoire !

1. Loi de Bernoulli notée B(p) :
PX=1)=p, P(X=0)=1—-p

C’est la loi du gain a l'issue d’un jet de Pile ou Face.

2. Loi binémiale Soit Y3, ..., Y, des v.a.r.. i.i.d. (indépendantes et iden-
tiquement distribuées), de loi commune B(p). Alors la loi de X =
Y1+ -+ Y, est not’ee B(n,p). Elle est caractérisée par :

P(X =k)=C*"1 —p)"™" k=0,1,...,n (exercice)

C’est la loi du gain cumulé a l'issue de n coups de Pile ou Face mutuel-
lement indépendants, avec la probabilité p de gagner a chaque coup.

3. Loi géométrique C’est la loi du nombre de coups nécessaires pour
obtenir un Pile, en jouant a Pile ou Face, avec probabilité p d’obtenir
Pile a chaque coup, notée G(p).

P(X = k) = (1—p)'p, ke N
En fait on peut aussi la caractériser par

P(X >k)=(1-pF ke,



T2CHAPITRE 4. PROBABILITE-INDEPENDANCE-VARIABLE ALEATOIRE

Exercice 4.5.1. Soit X une v. a. a valeurs dans N t. q. IP(X > k) > 0,
Vk € IN. Alors il existe p € (0,1) tel que la loi de X est la loi G(p) ssi
Ve e N, P(X > k+ (X >k)=P(X > /).

4. Loi bindmiale négative C’est la loi du nombre de coups nécessaires
pour obtenir m Piles, en jouant a Pile ou Face, avec probabilité p
d’obtenir Pile a chaque coup. Pour k£ > m,

P(X = k) =Cy'p™ (1= p)" "
Exercice 4.5.2. Montrer qu’une v. a. suit la loi bindmiale négative de

parametres m et p ssi elle est la somme de m géométriques indépen-
dantes de parameétre p.

5. Loi de Poisson de paramétre A > 0 notée P(\)

k

A
P(X =k)= e*Aﬁ,n € N.

Exercice 4.5.3. La loi P()\) est la limite des lois B(n,p,) lorsque
n — oo, a condition que np, — A >0 quand n — 0.

4.5.2 Lois a densité

1. Loi uniforme sur [0, 1], notée U([0,1]). C’est la loi sur (IR, B) de den-
sité 1jg). C’est la limite quand M — oo des lois uniformes sur

1 2
—,—, ..., 1}
{M’ M’ 7 }
On peut considérer plus généralment la loi uniforme sur [a, b], Va < b.
Sa densité est la fonction (b — a) 'Ly

2. Loi exponentielle £(\), A > 0. C’est la loi sur (IR, B(IR+)) de densité
Ae ™. X ~ E(N) ssi P(X > 1) = e Vo > 0. Cette caractérisation
est celle qu’il faut toujours utiliser !

Exercice 4.5.4. Soit X une v. a. 4 valeurs dans R, telle que IP(X >
x) >0, Vo> 0. Alors il existe A\ >0 t. ¢. X ~ E(N) ssi

Ve,y >0, P(X >z+ylX >2)=P(X >y).
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3. Loi de Laplace (ou exponentielle symmétrique) sur IR de paramétre

A > 0. C’est la loi de densité
A

5 exp(=Alz]).

4. Loi gaussienne (ou normale) sur IR

Loi de densité #ﬂ exp (—(I*“F) ,si o > 0;

N(u,0%) = { 2

Ou ,si 0 = 0.

5. Loi de Cauchy : loi sur IR de densité

1

7 1+ 2%
6. Loi Gamma (p, \)
Pour p > 0, on pose I'(p) = fooo e 2P~ dx. Notons que I'(p) = pI'(p —
1), T'(k) = (k=1 T'(1) = 1, I'(1/2) = /7. Pour p, A > 0, on définit
la loi I'(p, A) comme la loi de probabilité sur IR, de densité

AP
'(p)

Exercice 4.5.5. Si X et Y sont indépendantes, X ~ T'(p,\), ¥ ~
L(g,N), alors X +Y ~T(p+q, ).

Exercice 4.5.6. Si Y ~ N(0,1), X =Y?~T1(1/2,1/2).
Il résulte des deux exercices précédents que si Yi,...,Y, sont des v. a.
r. i. i. d., de loi commune la loi N(0,1), alors

€_>\x$p_1

1

Cette loi est appelée la loi du x? & n degrés de liberté. Elle joue un
role trés important en statistique (test du Chi-deux).

7. Loi beta La loi beta(r, s), r,s > 0, est la loi sur [0, 1] de densité
1
B(r, s)

Le coeffcient de normalisation vaut

1
B(r,s) = / N1 —2)dr =
0

’xrfl(l o x)sfl'

L(r)I'(s)
C(r+s)
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Exercice 4.5.7. Soit Xi,...,X, des v. a. r. i i d., toutes
de loi U([0,1]). Préciser la loi de min(Xy,...,X,) et celle de
max(Xy,..., X,).

4.6 Variables aléatoires indépendantes

Définition 4.6.1. — La suite finie Cy ...C,, de sous classes de F est dite
indépendante si [’égalité :

P(BiNByN...NBy,) = P(B)IP(B,)...IP(B,)

est vraie V B; € C;U{Q}, i=1,...,n.

— La suite des vecteurs aléatoires Xy, ..., X, (de dimension respective
di,...,d,) est dite indépendante si la suite des tribus o(X1),...,0(X,)
est indépendante.

O
Nous allons tout d’abord relier cette notion d’indépendance avec celle de
la Section 3.

Proposition 4.6.2. Soit (Ay,...,A,) C F. Yi < n, on note F; =
{0, A;, AS,Q}. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite d’événements (A, ..., A,) est indépendante (au sens de la Dé-
finition 4.5.2).
(11) La suite de tribus (Fi,...,F,) est indépendante.

(i1i) La suite de v.a.r. (1a,,...,14,) est indépendante.

PREUVE (i) < (ii) a été établi au Corollaire 4.3.4. (ii) = (iii) résulte de ce
que F; =o0(1y4,) O

Théoréme 4.6.3. Soit Cq,...,C, des m—systemes inclus dans F. Si la suite
Ci,...,Cy est indépendante, alors la suite de tribus (o(Cy),...,(Cy)) est in-
dépendante.

PREUVE Soit A,,..., A, avec A; € C; U{Q}, et P(A;N---NA,) > 0. Soit
Q : F — [0,1] défini par :

(ANA;N--NAY)

P
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() est une probabilité, qui coincide avec IP sur Cy, donc sur o(Cy) [cf. Théo-
réme 1.4.7].
L’égalité :
P(Ay 1 Ay 1o 1 Ay) = P(ADP(Ay) - P(A,)
est donc vraie VA; € 0(Cy), As € CoU{Q},... A, € C,U{Q}. Par récurrence,

on démontre que cette égalité est vraie V A; € o(C;), i < n. U

Théoréme 4.6.4. Pour que la suite de v.a. Xi,...,X, (de dim resp.
di,...,d,) soit indépendante, il faut et il suffit que la loi du vecteur aléa-
toire X = (Xq,...,X,) sur RXT % 504t le produit des lois des X;, i.e.

Px(dzq,...,dz,) =Py, (dzy) x -+ x Py, (dz,,)
PREUVE Soit By € By,,..., B, € By,.

Px(By x -+ x B,)=P((Xq,...,X,) € By X+ X B,)
=P{X, €B;}N---N{X, € B,})
= IPX1<BI) . ..Pxn(Bn)7

si la suite Xq,..., X, est indépendante. Réciproquement, si cette égalité est
satisfaite, alors V By € By,,..., B, € Bg,,

P{X, € B,}N...n{X, € B,}) =P(X, € B))...P(X, € By)

ie.

U
Corollaire 4.6.5. Si la suite des v.a. X;...X, (de dimension respective
di,...,d,) est indépendante, et si chaque IPx, admet une densité f; par rap-
port & la mesure de Lebesque sur R, alors P, admet la densité :

f(mlv s ,SL‘n) = fl(xl) T fn(xn)

par rapport & la mesure de Lebesque sur R-1 4
Proposition 4.6.6. Soit Xi,..., X, une suite de vecteurs aléatoires indé-

pendants, (X1, ..., X)) une permutation de (X1, ..., X,). Alors les k vecteurs
aléatoires :

(XX X0 ) (X X)), (XD X )

(0w ny < n sont indépendants).
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PREUVE Utiliser 4.6.4, et 'associativité du produit de mesures. U

Proposition 4.6.7. Soit X1,..., X, une suite de v.a. indépendants (de di-
mension respective dy,...,d,), et f; : R% — ]Rd;, 1 =1,...,n, des appli-
cations mesurables. Alors fi1(X1),. .., fu(X,) est une suite de vecteurs aléa-
toires indépendants.

PREUVE 1l suffit de remarquer que o(f;(X;)) C o(X;) O

Proposition 4.6.8. Une suite infinie de sous classes de F est indépendante
si toutes les sous suites finies sont indépendantes.

Une suite infinie de v.a. est dite indépendante si toutes les sous suites
finies sont indépendantes.

4.7 Moments des variables aléatoires

Soit X une v.a.r. définie sur 'espace de probabilité (2, F, P). X est

dite quasi—intégrable si au moins 1'une des deux quantités [ X1dIP ou

Q
/XdIP est finie, intégrable si / | X |dIP = / X*dP + / X dIP < 0.
Q Q Q 0

Définition 4.7.1. Soit X wune v.a.r. intégrable (ou seulement quasi—
intégrable). on définit alors ’espérance mathématique de X par :

E(X) ::/QX(w)]P(du))

Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, X = (Xy,...,Xq)" tel que
chaque X;(i = 1,...,d) soit une v.a.r. intégrable. On définit alors l’espérance
de X, IE(X), comme le vecteur de coordonnées IE(X;),i=1---d.

O
Tous les Théorémes que nous avons démontrés pour les intégrales s’ap-
pliquent aux espérances, avec la particularité que IP est une mesure finie.
Cela entraine par exemple que les constantes sont IP—intégrables.
On déduit du Théoréme 2.3.14 :
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Proposition 4.7.2. Soit X un v.a. de dimension d, ¢ : R — R une appli-
cation mesurable. Alors p o X est IP (quasi-) intégrable si et seulement si ¢
est IPx (quasi-) intégrable, et dans ce cas :

oo X@Pe) = [ ploPxldn

Rd
U
Cette proposition est essentielle pour le calcul pratique des espérances.

Etant donnée @) une probabilité sur (IR, B), si / |z]dQ(x) < oo, alors on
R

peut définir espérance de la probabilité () comme la valeur commune
des espérances des v.a.r. de loi @), grace a 4.7.2.

Proposition 4.7.3. (Inégalité de Jensen).
Soit X un vecteur aléatoire de dimension n, et ¢ : R" — IR une fonction
convexe. Si X est intégrable, alors p(X) est quasi—intégrable, et

p[E(X)] < E[p(X)]

PREUVE On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes : Vo €
R" Jae R" t.q.:

(a,2 —xo) + @(x) < p(x),V2 e R"
(a, X — (X)) + p(E(X)) < ¢(X) pss.

Il reste & prendre 'espérance dans cette inégalité. O

L’inégalité de Jensen ne s’étend pas au cas ou 'on remplace ’espérance
par une intégrale par rapport a une mesure quelconque.

Soit X une v.a.r. Si X? est intégrable (on dit que X est de carré inté-
grable), alors X est intégrable |appliquer I'inégalité de Cauchy—Schwarz a
1-|X|].

Si X et Y sont de carré intégrable, alors X +Y est de carré intégrable et

1
XY est intégrable (utiliser (z + y)? < 222 + 2y2, |ay| < §(x2 +9%)).

On peut alors poser la :

Définition 4.7.4. Soit X une v.a.r. de puissance p iéme intégrable (p > 0).
On appelle moment d’ordre p de X la quantité : IE(XP).
Si X est de carré intégrable, on appelle variance de X la quantité :

Var(X) = E[(X — E(X))*] = E(X?) - (E(X))”



T8CHAPITRE 4. PROBABILITE-INDEPENDANCE-VARIABLE ALEATOIRE

Si X etY sont deux v.a.r. de carré intégrable, on appelle covariance de X et
Y la quantité :

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
= E(XY) - E(X)E(Y)

Exercice 4.7.5. Calculer l’espérance et la variance de toutes les lois de pro-
babilité présentées a la section 4.5.

Définition 4.7.6. Soit X un v.a. de dimension d, t.q. chaque X; (i =1---d)
soit de carré intégrable. Alors on appelle
— matrice des moments d’ordre 2 de X la matrice :

E(XX')
— matrice de covariance de X la matrice :
(4.1)
Cov(X) = IE (X — E(X))(X - E(X)))
(4.2)
= IE(XX/> — IE(X)]E(X)/, 1. €. CO’U(X)U = CO’U(XZ',XJ'), 1 < Z,j < d.
Ces deux matrices sont autoadjointes et > 0.

Le caractére semidéfini positif de la matrice Cov(X) se déduit aisément
du fait que pour tout u € R, Var({u, X)) = v/Cov(X)u.

Proposition 4.7.7. (Inégalité de Bienaymé—Tchebicheff) Soit X une v.a.r.,
et p>0. Alors :

P(|X] = c) < E(X")/c", Ve>0

PREUVE

BXP) > [ xpdpz oP(X| 2 0
{|X[=c}

O
Proposition 4.7.8. Soit X et Y deux v.a.r. intégrables et indépendantes.
Alors :
(i) XY est intégrable
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(7)E(XY) = IE(X)E(Y)
PREUVE
a) Supposons tout d’abord X > 0, Y > 0. On utilise 4.7.2, 4.6.4 et Fubini :

IE(XY) = /2 Ty dIP(ij)

- [ / vy dIP x (z)dPy (y)
- (/dePX(a:)) (/ydIPy(y))
= E(X)E(Y)

b) Cas général : | X| et |Y| sont indépendantes. Donc (i) résulte de a). (ii)
se démontre alors comme en a).

O
Corollaire 4.7.9. Soit X1,..., X  une suite de v. a. . On a les implications
sutvantes
La suite de v. a. Xq,..., Xy est indépendante
\
Les v. a. Xy,..., X4 sont 2 a 2 indépendantes
\

La matrice Cov(X) est diagonale.

Lorsque Cov(X;, X;) =0, V1 < i # j <mn, on dit que les v. a. Xy,..., X4
sont non coorélées.

Exercice 4.7.10. Montrer par deux contre—exemples que les réciproques des
deux implications du Corollaire sont fausses.

Notons 1 le vecteur de IR dont toutes les coordonnées sont égales & 1.
On a Var(X; +---+ X,,) = Var((1, X)) = 1'Cov(X)1, dont on déduit la

Proposition 4.7.11. Soit X, ..., X,, des v. a. r. de carré intégrable.
1. Alors

Var(Xy + -+ X,) = Y Var(Xp)+ Y Con(X, Xy).
k=1

1<k#£0<n
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2. Silesv. a. Xq,...X, sont deux a deux indépendantes, alors
Var(X, + -+ X,) = Var(Xy) + -+ - + Var(X,).

On ala

Proposition 4.7.12. Soit X, un v. a. de dimension d, 1 < k < n. La
suite X1, ..., X, est indépendante si et seulement si pour toutes les fonctions
boréliennes fi, : R* — R,

B [H f(Xk)] = [T Elr(x)].

PREUVE La CN s’obtient en itérant la Proposition 4.7.8. La CS s’obtient en
choisissant f; = 1p,, Bj arbitraire dans la tribu borélienne By, . O

Notons que le résultat ci—dessus serait vrai en remplacant les fonctions
boréliennes positives par les fonctions continues bornées par exemple. On
verra une autre variante de ce réultat au Théoreme 5.2.5.



Chapitre 5

Fonction caractéristique et loi de
(Gauss

5.1 Fonction caractéristique d’une loi de pro-
babilité sur IR

Soit IC une classe de fonctions de Cy(IR; C).

Définition 5.1.1. On dit que la classe KC est séparante si VIP et () probabilités
sur (R, B),

{/f(x) (dx) /f Q(dz) erlC}:HP:Q.

Lemme 5.1.2. L’espace Ck(IR) des fonctions continues a support compact
est séparant.

PREUVE Soit a < b € IR. on définit :

0 siw¢la—Lb+
n(r—a)+1 sizefa—1a

fula) = MmO el )
1 si x € |a, b

nb—z)+1 size [bb+ 1]

Alors si IP est une probabilité sur (IR, B),

([a, b)) —hm/fn
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Donc si /deP = /fdQ,Vf € Ck(R), on a aussi P(I) = Q(I), VI

intervalle fermé borné. Or la classe des intervalles fermés bornés est stable
par intersection finie et engendre B.
D’ou IP = @), d’aprés le Théoreme 1.4.7. U

Théoréme 5.1.3. La classe des fonctions {e™* u € R} est séparante.

On va utiliser la :

g

Proposition 5.1.4. Soit p € IN et f une fonction continue de [—p,+p| a
valeurs dans IR, telle que f(—p) = f(p). Alors il existe une suite f,, de la
forme :

fm(z) = Z ayre™ e/ (¢ e C).

—m<k<m

telle que fn(x) — f(x), uniformément sur [—p, p).

PREUVE On va montrer le résultat pour f a valeurs dans C. Soit g I'appli-
cation de (—p, +p] a valeurs dans le cercle unité £ du plan complexe définie
par :

() = e
La fonction f de I’énoncé peut se factoriser sous la forme : f = h o g, ou

h € C(FE;C). Soit A C C(E;C) I'algébre engendrée par les fonctions 1, z et
Z. A sépare les points de E. Rappelons le théoréme de Stone—Weierstrass :

Toute algebre de A de fonctions de C(E; C) (E compact), conte-
nant les constantes, qui sépare les points de E et qui vérifie
fe A= fc A, est dense dans C(E;C) [cet espace étant muni
de la topologie de la convergence uniforme]

Soit donc h,, une suite dans A, t.q. hy,(2) — h(z) uniformément. Alors
si f, = hp, 0 g, la suite f,, a les propriétés de ’énoncé. O
PREUVE DU THEOREME 5.1.3 : Soit IP et ) deux probabilités sur (IR, B)
t.q.

/ei“xIP(d:c) = /e“”Q(dx), VuelR.

Alors Vi e NV ayq,...,ap € C, ug,...,us € IR,
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(%) /R (iaw“) P(dz) = /R (iam“) Q(dz). On va

maintenant déduire de (x) et de 5.1.4 que
/deP = /fdQ, V feCkg(R), dou IP = Q d’aprés le Lemme 5.1.2.

Fixons donc f € Ck(IR). On va construire une suite f, de la forme f, =
h,og,h, € A, t.q.
(%) [ fudP — [ fdP et [ f,dQ — [ fdQ.

dng t.q. Vn > ng, f(—n) = f(n) = 0. Fixons n > ny.
INeNeta,€C, k=—-N,...,0,1,...,N t.q.si

N
Fulw) = 3 ageiniern
—N

7(@) ~ f@] < - Vo € [-n,a

ce qui entraine |f,(z)| < sup|f(z)|+ 1 car f, est périodique de période 2n.

(* %) résulte des deux derniéres inégalités, par le Théoréme de convergence
dominée. O

Définition 5.1.5. — Etant donné une probabilité P sur (IR, B), on ap-
pelle fonction caractéristique de P la fonction ¢ définie sur R, a
valeurs dans C, définie par :

o) = [ e

(= transformée de Fourier de la mesure IP ; d’aprés le Théoréme 5.1.3
elle mérite bien son nom/!).

— FEtant donnée une v.a.r. X, on définit sa fonction caractéristique @x
comme étant la f.c. de la mesure Px, i.e.

ox () = /R Py (dr) = T[]

U

Proposition 5.1.6. Si ¢(u) est la f.c. d’une mesure de probabilité IP, alors :
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(i) p(0) =
(ii) |o(u)| < 1, Vu € R
(111) ¢ est uniformément continue sur R

() p(=u) = @(u).

PREUVE (d=1) (i) est trivial.

(ii) / e 1P(d / ™| P (dz) =1

(i)
lo(u+ h) — |—‘/ e ( e IP(dx)
< / e — 1| P(dx) = 6(h),

ot 6(h) — 0 quand h — 0, par le Théoréme de convergence dominée.
(iv) est trivial. d

Théoréme 5.1.7. (Transformée de Fourier inverse) Soit p(u) la f.c. d’une
probabilité IP sur (IR, B), t.q. / lo(u)|du < oo.
R

Alors P admet une densité f(x) uniformément continue et bornée, donnée
par :

(x)  f(@) =5 [ e p(u)du.
On va utiliser le Lemme (qui par ailleurs est important en lui-méme) :

Lemme 5.1.8. Soit X etY deuz v.a.r. indépendantes X de loi IP, et Y de
loi Q) admettant une densité bornée g(x).

Alors la loi de la v.a.r. X +Y admet la densité h(z) = / g(x—y)IP(dy).
R

PREUVE Posons Z = X + Y. D’aprés le Lemme 5.1.2, il suffit de montrer

que V f € Ck(IR),
_ /Rf(z) (/Rg(z—m)IP(dx)) dz
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On va utiliser & deux reprises le Théoréme de Fubini (vérifier en exercice
qu’on a le droit de le faire).

E[f(Z) fX+Y)]

//fa:+y (d)g(v)dy
[
:/Vf(z) z—a:dz}]P
:/f(z) U z—x)lp(dx)]

PREUVE du Théoréme 5.1.7. On va admettre pour 'instant — on le vérifiera
directement ci—dessous a la section 3 — qu’il existe au moins une loi @) sur IR,
de densité bornée g(x), et de f.c. intégrable 1(u), qui vérifient ().

Par définition de ¢, on a, en utilisant successivement le Théoréme de
Fubini, et '’hypothése que nous venons de faire

1
27

i (ue i = 5 / [ e ol

/ e [ € P
— [ oty —o)p(an)
Cette fonction de y est, d’aprés le Lemme 5.1.8, la densité de la loi de
X +Y,si X et Y sont indépendants X de loi IP et Y de loi Q.
1
Soit € > 0. La densité de la loi de €Y est —g <§> ; sa f.e. est poy(u) =
€

€
Y(eu). €Y vérifie encore ().
Donc, par le raisonnement ci—dessus,

1 — U
() 5 [t i = p.()
= densité de la loi de X +¢Y.

Soit F' € Ck(IR). Intégrant F'(y) par rapport aux deux membres de (x %),
on obtient :
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(% * %) % //F(y)gp(u)w(au)e_i“y du dy = E[F(X +¢€Y)]
Quand € — 0

X+¢eY — X ps.
Y(eu) — L,YVu e R

Faisant tendre ¢ — 0 dans (x * %) & I'aide du Théoréme de convergence
dominée, on remarque que |F(y)| X |¢(u)| est d y x d u intégrable, on obtient

/ / Je~ " dudy = TE[F(X)]
Soit, en utilisant (x),

/F(y)f(y)dy:/F(y)]P(dy), V F e Ck(RR).

f est donc la densité de IP, d’aprés le Lemme 5.1.2. Il est clair que f est
bornée (car ¢ est intégrable). En outre

ot h) - |<—/|90 e 1d,

- 27

qui tend vers 0 quand h — 0, par le théoréme de convergence dominée. Donc
f est uniformément continue. O

Théoréme 5.1.9. Si E(|X|") < oo, alors

3
—~
~
S
~

>
—~
~
£
~
3

avec |[0(u)| < 2IE (| X]"), Vu € R; et §(u) — 0, quand u — 0.

bl
o

PREUVE Si f(y), définie sur IR, est continiiment dérivable jusqu’a 'ordre n,
on a :

— £(0) + yf'(0 // £z duadus
/ / / (/) () = F0(0))dutg - - du,

I
?v|@
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d’ou : .
(%) et X = Z (iuX) + (i) R(u, X), avec

X o Vn—1
R(u, X) :n!/ / / (¢ —1)du, - - - doy, doit |R(u, X)| < 2/ X"
0 0 0

On peut donc prendre l'espérance dans (x), d’on I'égalité de I’énoncé, avec

§(u) = IE[R(u, X)]
donc [6(u)| < 2IE[|X|"],

et (u) — 0 quand u — 0, par le Théoréme de convergence dominée. O

Corollaire 5.1.10. Soit X une v.a.r. t.q. IE(]X|") < oo. Alors sa f.c. px(u)
est n fois continiment dérivable, et

oW (0) = i*E(X*); k=1,2,...,n

PREUVE

i(u+h)X iuX
- [e( + )h—e } _E [Z-Xei(u—l-eh)X]

ol 6 est une v.a. a valeurs dans |0, 1[. Mais :

iX e HOMX X X ps., quand b — 0

| X e HMX | < | X| qui est intégrable.
Donc, par le Théoréme de convergence dominée,
¢’y (u) = Eli X e™X]

en particulier ¢y (0) = ¢IE(X). Le résultat pour les dérivées suivantes s’établit
en itérant 'argument ci—dessus. U

5.2 Fonction caractéristique d’une loi de pro-
babilité sur IR

On vérifie comme dans le cas d = 1 que Cx(IR?) est séparant. On en
déduit alors le :
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Théoréme 5.2.1. La classe des fonctions.

d
{eXp (z Z uka:k> (ug, .. ug) € ]R} est séparante.
1

PREUVE Comme au Théoréeme 5.1.3, il suffit d’approcher toute fonction
f € Ck(IR%) par des combinaisons linéaires de fonctions de cette classe. Si
f € Cx(RY, Ingt.q. Vn >0,

sup(f) C [-n,n]* = R,

Grace au Théoréme de Stone—Weierstrass la Proposition 5.1.4 se généralise en
remplagant le cercle par un tore de dimension d |, 3 f,,, combinaison linéaire
de

expli m(mizy + - - - + maxq)n)

(les my, entiers), qui approche 1 & % pres sur IR,,. La démonstration se termine
comme pour le Théoréme 5.1.3. U

Définition 5.2.2. Si IP est une probabilité sur R?, on définit sa fonction
caractéristique comme la fonction de RY dans C :

o(u) = / e WP (dx).
]Rd
St X est un vecteur aléatoire de dimension d, on définit sa f.c. px comme la

f-c. de la probabilité Px : px(u) = /ei(“’x)]PX(dm) = [E[e'Y)]

U

Proposition 5.2.3. Soit X un v.a. de dimension d. Si IE(|X|") < oo, alors
Jul”

px(u) = 37 T [(, X)4] + 6(u) o
kL '

o1 [6(u)] < 2T(|X|")
et §(u) — 0 quand u — 0.

PREUVE La proposition résulte du Théoréme 5.1.9, en remarquant que

px(u) = ou,x)(1)
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Corollaire 5.2.4. Si X est un v.a. de dimension d, t.q. E(|X]?) < oo, alors
ox(u) admet des dérivées partielles jusqu’a Uordre 2, et

Vipx(0) =i E(X)

(aa;:gij <0>) = ~E(XX)).

Théoréme 5.2.5. Soit X = (X1,...,Xy) un v.a. de dimension d. La suite
de v.a.r. (X1,...,Xy) est indépendante si et seulement si ¥V u € RY,

ox(u) =[] ex(w)

On utilisera le résultat suivant (immédiat a partir de la Proposition 4.7.8).

Lemme 5.2.6. Soit X etY deux v.a. indépendants, de dimension respec-
tive dy et dy, et f, g des applications mesurables de R™ et IR® respective-
ment, & valeurs dans C. Si E|f(X)| < oo et E|g(Y)| < oo, alors
E[f(X)g(Y)] < oo et
E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

PREUVE DU THEOREME 5.2.5

C.N. Supposons les X} indépendantes. En utilisant d — 1 fois le résultat du
lemme, on obtient :

ox(u) =1E (H ewkxk>

= [ ex(w)

C.S. L’égalité de I'énoncé s’écrit :
/ e XU Py (dx) = / e XUk P o (dy) - - Px, (dzg)
R4 R4

Donc d’aprés le Théoréme 5.2.1, Px = Py, - --- - Px,. Le résultat
découle alors du Théoréme 4.6.4.
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g

Corollaire 5.2.7. Si Xi,..., Xy sont des v.a.r. indépendantes, et si Sq =
X1+ -+ Xy, alors

@Sd<u> = H@Xk@b) uelR

O
Attention : la réciproque du Corollaire 5.2.7 est fausse

Exercice 5.2.8. Soit X un v.a. de dimension d. Sa loi Px est uniquement
déterminée par la donnée des lois de toutes les v.a.r. A\- X, A € IRY, Al = 1.

5.3 Vecteurs aléatoires gaussiens

On désigne par N(u,0?) la loi de Gauss sur IR, de densité
(oV2m) Lexp[—(z — pn)?/20% (n € R, o > 0).

Une v.a.r. X est une v.a.r. gaussienne si soit 3y € IR, 0 > 0, t.q. X ~
N(u,0?), soit la loi de X est la masse de Dirac en un point p € R (cas
o =0). Alors u = E(X), 0? = Var(X).

Définition 5.3.1. Un wvecteur aléatoire X de dimension d est un vecteur

o, . . . A
aléatoire gaussien si et seulement si pour tout ¢ = (¢1,...,¢q) € R ¢- X =
d

E c¢; X, est une v.a.r. gaussienne.
1

Il résulte de la définition que I'image par une application affine d’un v.a.
gaussien est un v.a. gaussien.

Lemme 5.3.2. La fonction caractéristique d’une v.a.r. X de loi N(u,0?) est

la fonction
2

, o
px () = expliup — —-u’]
PREUVE 1 suffit de traiter le cas p = 0, 0 = 1. Il faut montrer :

1 22 .
\/? /6_2+’“$dx = e‘“Q/Q, u € IR. On va en fait montrer que V z € C,
T

22 2
> +2Idl’ — /2

e
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Cette égalité est vraie Vz € IR, puisque :

2T

En utilisant /i | fr(2)]|dz < 00 = /ifn(:v)dx = i/fn(x)dx, on a:
1 1 1

1 2 > 2" 2
[ e Tty = /a:”e_2dx.
v 2 / 21: nlv2m

o0 2n

et e/ = Z -
- 217

Ces deux fonctions coincidant sur IR, les coefficients des séries coincident.
Donc les fonctions coincident sur C. Ul

Remarque 5.3.3. Si l'on pose g(z) = \/%76_952/2, (u) = e /2 on a bien
1 )

g(x) = Py /6_"2/2_““du, d’apres ce qui vient d’étre démontré. Ceci établit
T

Pexistence du couple (g,) dont l'existence avait été admise dans la preuve
du Théoreme 5.1.7.

0

Si maintenant X est un v.a. gaussien d’espérance p et de matrice de
covariance I" alors Vu € IR?, (u, X) ~ N((u, i), (T, u)) et donc il résulte du
Lemme :

px(u) = Ble"™ )]
— ei(u#) - % (Fuvu)

On remarque que ’espérance et la matrice de covariance suffisent a carac-
tériser la loi d’un vecteur aléatoire gaussien. Soit X une v.a.r. de loi IN(0, 02).

a?u?

Sa f.c. est px(u) = exp <— 5 > En développant I’exponentiele, on obtient

e i(—nn(““)

2n

217

D’ou d’aprés le Théoréme 5.1.9,
o2 (2n)!

B(X?") =
(X™) 2nn!

]E(XQn-‘rl) =0.
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Proposition 5.3.4. Soit X = (X,...,X4) un vecteur aléatoire gaussien.
Alors la suite X1, ..., Xy est indépendante si et seulement si les X}, sont 2 a
2 non corrélées, i.e. Cov(X) est une matrice diagonale.

PREUVE La non corrélation est toujours une conséquence de I'indépendance.
La réciproque n’est vraie que dans le cas gaussien. Si I' = Cov(X) est
diagonale, alors avec p = IE(X),

ox(u) = expli(u, 1) — 5(Tu, )]

d
. 1
= Hexp[wkuk — §Fkkui]
1

= H PXy (uk)

Le résultat découle alors du Théoréme 5.2.5 |
Attention! Si X et Y sont 2 v.a.r. gaussiennes,

()

n’est pas forcément un vecteur aléatoire gaussien.
Donc si X et Y sont 2 v.ar. gaussiennes non corrélées (i.e. t.q.
cov(X,Y) =0) X et Y ne sont pas forcément indépendantes !

Exemple 5.3.5. X =~ N(0,1). Soit 8 t.q. {|P({|X| < 5}) = 1.

X(w) si | X(w)| <p

On définit Y (w) = {—X(w) si | X (w)] >

On vérifie (exercice) que Y ~ N(0,1), E(XY) =0. Mais X etY ne sont
pas indépendants !

P(X] < 6) =P {[X] <srn{lY] < 5})
# P(|X] < B)P([Y] < B)
= (P(|X] < 8))*
Par contre, si Xi,..., X, sont des v.a.r. gaussiennes indépendantes, le

vecteur aléatoire X = (Xi,..., X;) est un v.a. gaussien !
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Proposition 5.3.6. Soit I' une matrice n x n . Alors I' est la matrice de
covariance d’un v.a. gaussien, si et seulement si :

(i))T =T
(i)l >0

PrREUVE C.N : déja vu.

C.S. si I vérifie (i) et (ii), on peut définir A = T'V/2, on a AA’ =T, et
siY = (Y1,...,Yy) avec les Y; indépendants, tous de loi N(0;1), X = AY
répond a la question. Il

Proposition 5.3.7. Soit X un v.a. de dimension d, de loi N(u,I") [i.e.
gaussien avec IB(X) = u, cov(X) = I'[.Si rang (I') = d, alors la loi de X
admet la densité :

fX(a:) = m exp —%(Fl(gj — lu),ﬂ? — ,LL)

PREUVE Posons Y = I'"Y/2(X — ). Alors laloi de Y est N(0, ). Donc (cf.la
Proposition 5.3.4) Yj,...,Y; est une suite de v.a.r. i.i.d., de loi commune
N(0,1). Donc la loi de Y admet la densité :

Fr(y) = (2m)~ 2 exp (—[yl*/2)
Soit ¢ € Cx(IRY).
E[p(X)] = Elp(u + T%Y)]
= (2m) " /Rd e W+ T2y ) dy
— (2m) 2 /R eI () st T da

Le résultat découle alors de ce que Cx(IR?) est une classe séparante.

g

Exercice 5.3.8. Déduire du Corollaire 2.3.15, en utilisant le raisonnement
de la Proposition précédente, le résultat suivant :

Soit S un owvert de R?, ¢ : S — IR une application injective qui posséde
des dérivés partielles continues sur S, et dont le jacobien ne s’annule pas sur

S.
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Soit X un v.a. de dimension d, t.q. P(X € S) =1, dont la loi admet une
densité fx. Alors la loi du v.a. Y = p(X) admet la densité fy définie par :

I @)
fo(z) = 4 eletap 12 € PL5)
0 stnon

ot J,, jacobien de @, est défini par :

Oei(z) - S2(z)
Jo(z) = dét :
Oei(z)--- 224(x)



Chapitre 6

Convergence des variables
aléatoires et lol des grands
nombres

6.1 Théoréme d’extension de Kolmogorov

Dans la suite, on sera amené a dire : “Soit la suite infinie de v.a.r.
X1, Xo, ..., Xy, ..., telle que Vn, la loi du v.a. (Xq,...,X,) sur (IR",B,)
soit une loi donnée IP,,”. Encore faut—il vérifier qu’il existe un espace de pro-
babilité (2, F,IP) sur lequel on puisse définir une telle suite de v.a.r.

Il est clair que la famille des lois IP,, doit vérifier la condition de compa-
tibilité :

() IPn+17r;}an =1IP,, Vn € N, ol 7,41, est la projection de IR"**
sur IR" définie par :

Trn-i—l,n(xl) LI ,I’n+1) — (xla o 7'7;71)

Soit IR™ 'espace des suites infinies de nombres réels, © = (x1,...,x,,...).
On définit 'application 7, : IR® — IR" par :

() = (1, ..., 2).

On appelle c—algébre des ensembles cylindriques (de IR*™) de dimen-
sion n la o-algebre :
C, =7, (B,)

n

95
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On appelle algébre des ensembles cylindriques : C = U C,, |[pourquoi

neN
est—ce une algébre ? et pas une o—algébre ?|

Se donner une famille IP,, de probabilités sur (R", B,), Vn € IN, qui
vérifie la relation de compatibilité (x) est équivalent a se donner une fonction
additive d’ensemble IP sur C, telle que Vn € IN, Pr;! = P, | (*) permet
de définir sans ambiguité IP(A),V A € C|. La question qui se pose est alors :
peut-on étendre IP en une probabilité IP sur (R, B), ou par définition
B, = o(C)? La réponse est positive :

Théoréme 6.1.1. (d’extension de Kolmogorov). Etant donnée une fonction
additive d’ensemble P définie sur C, telle que Vn € IN, P, soit une mesure

de probabilité sur (R™, B,,), 3 une et une seule mesure de probabilité P sur
(]ROO,BOO>, t.q. IPlC =1P.

Exemple d’application du Théoréme 6.1.1

3 un espace de probabilité (Q,F ,]f’) tel que l'on puisse définir sur cet
espace une suite infinie de v.a.r. {X, },en i.i.d. (indépendantes et identique-
ment distribuées), de loi commune une probabilité @ sur (IR, B). On choisit
Q=1R> F =B, P = Q> = extension de la fonction additive d’ensemble
IP sur C, qui vérifie IPm; ' = Q", Vn € IN. Enfin on pose

Xp(w) =wy [w = (w1,ws, ...

O
L’unicité dans le Théoréme est évidente. Nous admettrons 1’existence.

6.2 Convergence des variables aléatoires

Définition 6.2.1. Soit {X,,,n € IN} une suite de v.a.r. [resp. de vecteurs
aléatoires de dimension dJ, et X une v.a.r. [resp. un vecteur aléatoire de
dimension d

(i) X;, = X p.s. si P({w, X, (w) — X(w)}) = 1.
(ii) X, — X dans LP(QQ,F, P), (p > 1) si X,,, X € LY (Q), et E(|X,, —
X|P) — 0, quand n — oo.

(iii)X,, — X en probabilité (noté X,2X) si¥e > 0, IP(|X,—X| >¢) — 0,
quand n — Q. U
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Exercice 6.2.2. — Montrer que si 1 < p < q, X;, — X dans L%(Q)
entraine que X,, — X dans L*(Q).

— Montrer par un contre—ezemple que X,—X n’entraine pas an'—f'X .
(on pourra choisir (Q, F,IP) = (]0,1], B([0,1]),A),X =0,X,, = 15,,
les B, étant des boréliens de [0, 1] “bien choisis”).

Proposition 6.2.3. Supposons que Ip > 1 t.q. X, — X dans LP(Q2). Alors
X, 2X.

PREUVE Fixons € > 0. D’aprés 'inégalité de Bienaymé Tchebycheff (Pro-
position 4.7.7),

P(|X, — X| > &) < e PE(|X, — X|").

Proposition 6.2.4. Si X,, — X p.s., alors X,>X.

PREUVE Sous l'hypothése, si Y, = inf(|X, — X|,1), ¥, — 0 ps., et
Y, < 1 pss., ¥V n. Donc, d’aprés le Théoréme de convergence dominée,
E(Y,) = E(|Y,]) — 0, ie. Y, — 0 dans L'(f2), donc en probabilité d’apres
la Proposition 6.2.3. O

Proposition 6.2.5. 5i X,, — X p.s., et st 3 Z v.a.r. IP—intégrable t.q.
| Xu|P < Z p.s., Vn (avec p > 1), alors

X, — X dans LP(9).

PREUVE

P(X|P>2)<IP <U{|Xn|p > 7Y UA{X, /— X}) =0
n=1
Donc X,,, X € LY(Q) et |X,, — X|P < 2P7Y(| X, |P + | X[P) < 2PZ, et | X, —
X|P — 0 p.s. Le résultat découle donc du Théoréme de convergence dominée.
O
La Proposition 6.2.5 est aussi un corollaire de 6.2.4, et de :

Théoréme 6.2.6. Si X, >X, et si 37 v.a.r. P-intégrable t.q. [X,|’ < Z
p.s. Y n (avec p > 1), alors

X, — X dans LP(Q)
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PREUVE

1 1
VkeIN, {|X| > ZVe 4 = X, P> Z X —X,|>=
en {ix1> 2+ L e op > 22U { i - x> ¢

1 1
don IP (|X| AL E) < lim PP (|X X > E) —0
ceci Vk > 0, donc | X|P < Z p.s., donc X,,, X € LP(Q),

et |X,— X[P<?Z=Y

HWﬁXWS/

|Xn—X|pd]P+/ X, — X|PdIP + ¢
{|Xn—XP>M}

{e<|Xn—X|P<M}

g/ YdIP + MIP(|X, — XPP > &) + ¢
{Y>M}

Donc limsupIE(\Xn—X\p)g/ YdP +e,v0<e <M
{Y>M}

n—oo

Or 1y Y <Y, Y est intégrable; et 1iysanY | 1iy—o}Y =0 ps.

Donc par le Théoréme de convergence monotone, YdIP — 0.
{Y>M}
Finalement 0 < liminf IE([X,, — X|’) < limsup E(|X,, — X|’) < 0. D’ou
E(|X, — X[?) — 0 quand u — oo. O

Corollaire 6.2.7. Si X,>X, et 5i 3Y v.a.r. IP-intégrable t.q. |X,| <Y
p.s. Vn, alors X,, et X sont IP—intégrables, et IE(X,,) — IE(X).

PREUVE On applique le Théoréme avec p = 1. Donc
IE(X,) - EX)| <E(X, - X]|) —0.
O

Proposition 6.2.8. Si X, %X, alors il existe une sous-suite {X,,} t.q.
X, — X p.s.

PREUVE Posons Z, = inf(|X, — X|,1). Z,20, et |Z,| < 1. Donc, d’aprés
le Théoréme 6.2.6, Z, — 0 dans L'(2). Donc, d’aprés le Théoréme 3.2.1, 3
une sous-suite Z,, t.q. Z,, — 0 p.s., dou X,,, — X — 0 p.s. U
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Proposition 6.2.9. X, 5X si et seulement si de toute sous—suite de la suite
{X,} on peut extraire une sous—suite qui converge p.s. vers X.

PrREUVE La C.N. résulte de la Proposition 6.2.8.

C.S. Sila suite { X, } ne converge pas en probabilité vers X, alors 3¢, > 0
et une sous-suite {X,, } t.q. P(|X — X,,,| > ¢) > n, V k. Alors aucune sous—
suite extraite de la sous—suite {X,, } ne converge p.s. vers X. O

Une conséquence immédiate de la Proposition 6.2.9 estle

Corollaire 6.2.10. Si {X,,} et X sont des v.a. de dimension d, t.q. X,>X,
et g € C(R%RF), alors

g

Proposition 6.2.11. Soit {X,,,n € IN} et X des v.a.r. (ou des vecteurs
aléatoires de dimension d). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X,, = X p.s.
(i) sup | X; — X|20.
j=n
PREUVE
P(limsup{[X, — X| >e}) =P (ﬂ UJix; - x1 > 5})

n=1j=n

= limIP (sup]Xj - X| > 8)

Jj=>n
Donc :
X,— Xp s &Ve>0, Plimsup{|X, — X|>¢})=0

& Ve >0, P(sup|X; — X| >¢) — 0,quand n — oo.

jzn
Ul

Proposition 6.2.12. Soit {X,,n € IN} une suite de v.a.r. (ou de vecteurs
aléatoires de dimension d). Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) sup 1X; — X,,| 20, quand — occ.
Jj=n
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(i) 3 une v.a.r. X t.q. X, — X p.s. [resp. un v.a. de dimension d]

PREUVE
— (i) = (i) :

sup | X; — X,| <sup |X; — X|+ | X — X,
jzn jzn

P (sup|Xj - X, > 5) <P (sup|Xj - X| > 5/2) +P(|X — X,,| >¢/2)

jzn jzn

— 0.

— (i) = (ii) Posons Y;, = sup | X;—X,,|. D’aprés la Proposition 6.2.8, 3 une
jzn
sous—suite {Y,,, } t.q. ¥,,, — 0 p.s. Alors a fortiori sup | X, — X,,,| — 0
0>k

p.s., donc la suite {X,, (w)} est p.s. une suite de Cauchy, qui converge
dans IR [resp. IR%|. Done, d’aprés le Théoréme 4.1.3, 3 une v.a.r. [resp.
un v.a. de dimension d| X t.q. X,,, — X p.s. Et pour tout k tel que
ng Z n,

sup | X; — X| <sup |X; — Xo| + | X — Xopp | + [ X0y, — X|

jzn Jz

< 25up|X] _Xn| + |Xnk _X|

jzn

IP(sup | X; — X| > ¢) < IP(sup |X; — X,,| > e/4) + P(|X,,, — X| > ¢/2).
j=>n

jzn
Faisant tendre ny — 400, on obtient :

P(sup [ X; — X| > ¢) < IP(sup | X; — Xp| > ¢/4)

jzn jzn

D’ou :

0 < liminf IP (sup]Xj - X| > 5> < limsup IP (sup]Xj - X| > 8) <0

n—00 j>n n—oo j>n

Le résultat découle alors de la Proposition 6.2.11.
O
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6.3 La loi faible des grands nombres

Théoréme 6.3.1. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. i.i.d.(indépendantes
et identiquement distribuées), t.q. IB(X?) < co. Alors

Xi+--+ X,

LIE(X,), quand n — oo.
n

PREUVE Posons i = IE(X}),0% = Var(X;),S, = X1+ -+ X,,. [E(S,) = nu
Var(S,) = n o?. Appliquons l'inégalité de Bienaymé— Tchebycheff (4.7.7) :

Sn 2 2
]P<|——,u|>5):]P(|Sn—n,u|>n6)§%:0—2—>0
n n%e?  ne

L’indépendance de {X,,} a servi uniquement a établir assurer que
Var(S Z Var(Xg)

On démontre aisément la généralisation suivante du Théoréme précédent :

Théoréme 6.3.2. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. de carré intégrable
t.q. Cov(Xy, Xy) =0, si k # (. On pose :

pi = B(X;), 07 = Var(X?), i > 1. Alors

SZ—ZU — 0, quand n — oo,

n n

P(‘X1+---+Xn ot

25)—>O,V5>0.

6.4 Loi 0 — 1 de Kolmogorov

Etant donnée une suite de v.a. {X,,,n > 1}, on note o(X,,, X;,11,...) la
plus petite o—algebre qui contient o(X,.+,), Vp > 0.
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Définition 6.4.1. On appelle tribu asymptotique de la suite {X,,n > 1} la
tribu G = ﬂ o(Xn, Xog1,y--0)-

n=1

X et X,
Exemple 6.4.2. - F = {w; 1w+t Xalw) converge } € G

n
- Si A, ={X, € B,} (B, €B,Yn) limsup 4, € G.

Proposition 6.4.3. Soit {X,,n > 1} une suite de v.a.r. indépend-
antes, (i1, ia,...) et (j1,J2,...) deur sous—suites disjointes d’indices. Alors
les o-algébres : Fy = o(Xi,, Xiy,...) et Fo = 0(X,,, Xj,,...) sont indépen-
dantes.

PREUVE Définissons les algebres :

o0 [e.9]

Fo=JoXu, ... X)) et Fo = o(X,... X;,)

n=1 n=1
Si Ae F)et Be F), alors d’aprés la Proposition 4.6.6,
(%) P(AN B) =TP(A)P(B).
I nous reste & montrer que (x) est vraie, V A € F;, B € F;. L’égalité est
triviale dés que IP(A) = 0 ou IP(B) = 0.
P(ANB
Fixons B € FY, t.q. IP(B) # 0. On pose : Q1(A) = %

Q1 est une probabilité sur Fj, qui coincide avec P sur FY. Donc Q; = P,
dou (x) VAe F, VB e F.

, Ae F.

P(ANB
Soit maintenant A € Fi, t.q. IP(A) # 0. On définit Q2(B) = %
Alors Q, et IP sont deux probabilités sur F,, qui coincident sur F3, donc sur
Fa. O

Théoréme 6.4.4. (Loi 0—1 de Kolmogorov) Soit { X, },>1 une suite infinie
de v.a.r. indépendantes. Alors, si E € G, la tribu asymptotique associée,
IP(E) =0 ou 1.

[ee)

PREUVE Posons Fy = U o(Xy,...,X,). Alors Fy est une algébre, et si F =

n=1
o(Fo), G C F.Soit E € G. Alors E € F. Donc d’aprés la Proposition 1.4.8,
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3 une suite {E;} C Fy t.q. P(EA E;) — 0, j — o0. Donc IP(E;) — IP(E)
et P(ENE;) — P(E).
Mais 3n; t.q. B; € o(X1,...,Xy,) et £ € 0(Xy,41,...), et d’apres la
Proposition 6.4.3,
P(ENE;) = P(E)P(E;).

Donc en faisant tendre j — oo
IP(E) = (P(E)*

Donc IP(E) =0 ou 1.
U

On sait maintenant que beaucoup d’événements qui nous intéressent sont
de probabilité soit 0, soit 1. Comment distinguer en les deux cas? Un outil
est le lemme de Borel-Cantelli. Il permet par exemple de montrer la

Proposition 6.4.5. Soit {X, },>1 une suite infinie de v.a.r. indépendantes
et de méme loi. On définit :

Ap = {|Xn[> n}
Alors E|X;| < oo < Pllimsup A,] =0

o0
PREUVE Il suffit essentiellement de prendre 1’espérance dans Z Lixsny <
1

| X;| < Z 1{x,>n} P-s., et d’utiliser le Lemme de Borel-Cantelli. O
0

6.5 Convergence des séries

On va donner une condition suffisante pour qu’une série de v.a.r. converge
p.s. On a d’abord la généralisation suivante de l'inégalité de Bienaymé Tche-

bycheff :

Théoréme 6.5.1. (Inégalité de Kolmogorov). Soit X1, ..., X, une suite de
v.a.r. indépendantes, toutes de carré intégrable et d’espérance nulle. On
pose S, = X1+ -+ Xp. Va >0,

P (max |Sk| > a) < %IE(SZ)
a

1<k<n
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PREUVE On pose A = {1%?2( [Sk| > a},

Ak

{[Skl > o} (IS < sj=1,2,... .k —1}

A=JAret AcNA =0, sik#¢
1

F(S2) > / S2IP

A

:i S2dIP
k=1 " Ak

=2 / [(S% +254(Sn — ) + (S — S)*] dIP

k=1

>> S2dIP + 20E(1 4, Si)IE(S,, — Si)
k=1 -/ Ak

n

>0’ P(Ay) = ’IP(A).

On a utilisé & l'avant—derniére ligne : Ay, € o(Xy,...,Xg), Sn — Sk €
0(Xkt1,- -5 Xn), 14,5k et S, — Sy, sont indépendantes. O

Théoréme 6.5.2. Soit { X, },>1 une suite de v.a.r. indépendantes, t.q.

(i) E(X,) =0, Vn
(i1) > TE(X}) < oo
1
Alors S, = X1+ --- + X, converge p.s.

PREUVE D’aprés le Théoréeme 6.5.1,

T

1 2
]P[llgl?é Sk — Sn| > €] < 22 ;E<Xn+k)
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Par la continuité monotone séquentielle des probabilités,

1 oo
Plsup |Spx — Sn| > €] < 5 Y B(X)),
1<k € n+1
soit

1 e}
IP[sup |S; — Su| > €] < = Z]E(Xf)
jzn n+1

Donc, par (ii), P[sup |[S; — S| > ¢]— 0, Ve >0
i>n n—o00
P
Soit sup |S; — S,|— 0, donc d’aprés la Proposition 6.2.12, 3 une v.a.r. S
j>n

t.q. S, — 9 ps. U

Remarque 6.5.3. Sous les hypotheses du théoréme, on a aussi que Sy,
converge dans L*(Q2, F,1P)

g

6.6 Loi forte des grands nombres

Théoréme 6.6.1. Soit {X,},>1 une suite de v.a.r. indépendantes t.q.
(1) B(X,) =0

(i) Y (X2)/n® < o0
Al L ZH:X 0
ors — — 0 p.s.
n k p
PREUVE Posons S, = X1 + -+ + X, 02 = E(X?).
Il suffit de montrer que Ve > 0, si 'on pose
By ={w3dn, 2" <n < 2" |S,(w)| >ne}

IP(limsup Bg) =0

Pour cela (cf. Lemme de Borel-Cantelli), il suffit de vérifier que

Z]P(Bk) < 00. w € By = |S,(w)] > &2* pour un n < 281,
k=1
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Donc d’apres le Théoréme 6.5.1,

IP(B) <P ( sup |S,| > €2k>

n§2k+1

2k+1

1 2
< €292k Zl On:
n=

oo oo 2k+1 2

= g—iiai Z 272k,

n=1 k;2k+1>n

Il reste & montrer que Z 272k < c/nQ. Or

k;2k+1>n
Z 272/{ — 272]6»,1 Z 272]6
kn 0
Ay,
3 .
Mais ]
2L > = 9720 272 <
Donc
4ok, o 16
3 — 3n?

U
Dans le cas ot les X, sont i.i.d., on n’a besoin que d’une condition sur le
premier moment, :

Théoréme 6.6.2. Soit {X,,,n € IN} une suite de v.a.r. i.i.d. (indépendantes
et identiquement distribuées).
X1+ + X,

n

X+t X,
(ii) Si B(|X,]) = +o00, alors — R diverge p.s.

(i) Si E(]X:|) < oo, alors — [E(X7) p.s.
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PREUVE (i) On va se ramener au Théoréme 6.6.1. On pose
X = Xalyx,<ny, An = {|Xa] > n} = {X, # X}

D’aprés la Proposition 6.4.5, puisque IE(|X;[) < oo, IP(limsup A,) = 0.
D’ou (Cf Borel-Cantelli), p.s., X, (w) = X,(w) & partir d'un certain rang
N(w). La conclusion de (i) est donc équivalente & :

)2’1_|_..._|_Xn
n

— IE(X))p.s.

Mais comme E(X,) — IE(X;) [convergence dominée], il suffit de montrer

que
—ZXk— )) — 0 p.s.

= Var(X,
Ceci résulte du Théoréme 6.6.1, & condition que Z # < 00.
- n
Or 3 3
Var(X,) < E(X7)

Donc il nous reste a montrer que

Y E(X])/n’ < .

Mais :

o0

- 1
E(X?)/n? = — 2P, (dx
PRLCEITED S B

Z /  PPx)

— 1<|z|<k}

(z _) [ e

k—1<|z|<k}

n

1
00
=1
00
k=1

2
< Z E/{ 2*Py, (dr)
k=1

k—1<|z|<k}
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ou on a utilisé I'inégalité :
i 1 / dr 2
A n2 k k
S

(ii) Posons S,, = X1+ -+ X,,. Supposons, par I'absurde, que =* converge sur
un ensemble de mesure > 0. Alors, d’aprés le Théoréme 6.4.4, S, /n converge

p.s., d’ou :
X, Sh (n - 1> Sn-1
—_— = 1 — 0 p.s.

n n n n —

Dong, si A, = {|X,| > n), P(limsup 4,)) = 0, ce qui entraine, d’apreés la
Proposition 6.4.5, IE(] X |) < oo, ce qui est contraire a I'hypothése. O



Chapitre 7

La convergence en loi

7.1 Définition et premiéres propriétés
Tous les v.a. seront supposés construits sur un espace de probabilité
(Q, F,IP). Vérifions que comme indiqué au Chapitre 4, C3(IR?) est séparant.

Lemme 7.1.1. Soit R et Q deux probabilités sur (R, By), telles que R(F) =
Q(F), V F fermé C R". Alors R = Q.

PREUVE La classe des fermées est stable par intersection, et engendre B,.

]
Lemme 7.1.2. Soit R et Q deuz probabilités sur (IR, By), telles que
/f(a;) R(dx) /f x), V f € Cy(IRY). Alors R = Q.

1
PREUVE Soit F fermé C RY. Posons f.(x) = gp( p(x, F)), avec p(z) =
Loy + (1 —2) 1ps0) fo € Cy(IR?) donc

/fs JdR(z /fa )dQ (s

d’oll par convergence monotone,
R(F) = Q(F),V F fermé

O
On peut remplacer ’hypothése du Lemme 7.1.1 par la condition R(F') =
Q(F), V F fermé borné. On en déduit alors que Cx (IR?) est séparant.

109
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Définition 7.1.3. Soit {Q,,n € IN} et Q des probabilités sur (R%, By). On
dit que (), converge étroitement wvers (), et on note

Qn = Q
/ F(2)Quldz) — / F(#)Q(dz) si ¥ f € Cy(RY)
]

Définition 7.1.4. Soit {X,,n € IN} et X des v.a. de dimension d. On dit

. c ‘
que X, converge en loi vers X, et on note X,,—X, si

]PXn = Py
ie.V feC(RY, E[f(X,)]— E[f(X)

g

Définition 7.1.5. Soit Q une probabilité sur (R%, By). On dit que A € By
est un ensemble de Q—continuité si Q(0A) =0, ot A = A — A.

g

Théoréme 7.1.6. Soit {Q,,n € IN} et Q des probabilités sur (R, By). Il y
a équivalence entre :

(1) @n = Q

(i1) limsup Q. (F) < Q(F),V F fermé

(i) liminf Q,(G) > Q(G), ¥ G ouvert

(iv) im Q,(A) = Q(A), VA ensemble de Q—continuité.

Théoréme 7.1.7. Soit {X,,n € N} et X des v.a. de dimension d. Il y a
équivalence entre :

(i) X, 5 X

(i) limsup IP(X,, € F (X € F),YF fermé

(117) liminf IP(X,, € G (X € G), VG ouvert

(iw) imIP(X,, € A) = P(X € A), VA ensemble de P x—continuité.

) <P
) > 1P

Exercice 7.1.8. Montrer par un contre exemple que si QQ, = @, on peut

avoir Qn(A) #/— Q(A).
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PREUVE DU THEOREME 7.1.6 (i) = (ii) Soit F fermé, f.(z) comme au
Lemme 7.1.1

limsup Qu(F) < lim [ £.()Qu(d)
~ [ @) - QF) quand = — 0,

(i) = (iii) Soit G un ouvert, F' = G°.

liminf Q,(G) = 1 — limsup Q,,(F)
>1-Q(F)

~ Q)

(il)+(iii)= (iv)

Q(A) < liminf Q, (A)
< liminf @, (A)
< limsup @, (A)

< limsup Q,(A)

< Q(4)

(
(

Done si Q(A) = Q(A), Qu(A) — Q(A)
(iv) = (i) Soit f € Cy(RY). IK t.q. |f(z)] < K, V. Soit ¢ > 0, et
ap <o << agtq.

a) g < —K < K < ay
b)Oéi—Oéi,1<€

c) QHz; f(z) =a;})=0,i=0,...,¢

L’existence de tels «a; résultera du Lemme 7.1.9 Posons
A ={r;050 < f(z) < i}
f étant continue,
A C{zyiq < flo) < i}

;11- D {r;0i 1 < f(2) < i}
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d’ou
04 C{z; f(x) = aimi} U {z; f(2) = i}
Donc
QOA) =0, i=1,....1

Or
l
[ 7a0.-Y e <

l
[ Q=Y aqul <

donc

< liminf/fdQn

14
1

ceciVe>0. 0

Lemme 7.1.9. £ ={a € R;Qf ' (a) > 0} est au plus dénombrable.
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PREUVE Soit F' la fonction de répartition de la loi de probabilité @ f~! sur
(R, B). E est I'ensemble des points de discontinuité de F'. Posons

E, ={x;F(z") — F(z) > ~}
cardbB, <n, et E, T E,

S|

donc E est au plus dénombrable. O

Théoréme 7.1.10. Cas d = 1 Soit {X,,,n € IN} et X des variables aléa-
toires réelles. Soit F,, la fonction de répartition de X, F celle de X. Il y a
équivalence entre :

(i) X, = X
(i1) F,(z) — F(z), Vo € C(F), ensemble des points de continuité de F'.

Remarque 7.1.11. D’apres le Lemme 7.1.9, le complémentaire de C(F') est
au plus dénombrable.

PREUVE (i) = (ii) résulte du Théoréme 7.1.6 (iv), avec A =] — o0, z].
(ii) = (i) C(F') est dense dans IR. Soit A la classe des intervalles |a, b],
avec a < b, et a,b € C(F). (ii) entraine que

IP(X, €la,b]) — P(X €]a,b])

Soit G un ouvggt de IR. G est une réunion dénombrable d’éléments dis-

joints de A, G = UAm.
1

P (Xe U Am> = lim IP (Xne U Am>
n<M " m<M
<liminf IP(X, € G)
D’ou en faisant tendre M — oo,

P(X € G) <liminf P(X, € G)

Il suffit alors d’utiliser le Théoréme 7.1.7 O
Un autre résultat en dimension 1 est le
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Lemme 7.1.12. (Fatou) Soit {X,, n > 0} et X des v. a. r., telles que

Xn £ X, Supposons que X,, > 0 p. s. pour tout n > 0. Alors X > 0 p. s.
et
E(X) < liminf IE(X,).

PREUVE D’aprés le Théoréme 7.1.7 (iii) avec G =] — 00,0, P(X < 0) <
liminf, IP(X,, < 0) = 0. En outre, pour tout K > 0,

E(XAK)=IlmE(X, AK)
< liminf E(X,).

Il reste & faire tendre K — oo pour conclure. U

Définition 7.1.13. Une famille {Qx, A € A} de probabilités sur (R%, By) est
dite tendue si Ve >0, 3K compact C R? t.q.

O\K)>1—¢, VAEA

Une famille { X, A € A} de v.a. de dimension d est dite tendue si la famille
{IPx,, A € A} est tendue, i.e. siVe >0, 3K compact C RY t.q.

PX,eK)>1—-e,VA€EA

O

Si @ est une probabilité sur (R%, By), Ve > 0, 3 un compact K C R t.q.

Q(K) > 1—e. Une réunion finie de compacts étant un compact, il en résulte
que toute la famille finie de lois de probabilité est tendue.

Théoréme 7.1.14. Si X, = X, alors la famille {X,,n € IN} de vecteurs
aléatoires de dimension d est tendue.

PREUVE Soite >0,k > 0t.q. P(|X| < k) > 1—¢/2; k' = k+1, ¢ € Cy(RY)
t.q. p(z) <1, p(x) =15l |z| <k, p(x) =0si |z| > K.

Elp(Xn)] = Elp(X)] =1 -¢/2.

Donc Ing t.q. Vn > ng E[p(X,)] > 1—cetVn > ng P(|X,| < k) > 1—-c.
D’aprés la remarque ci-dessus, 3 K compact de IR, tel que

P(X, e K)>1—-¢Vn<ny.
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Posons K = K U {z;|z] < k'}. K est un compact, et
P(X,eK)>1—-¢VneN

g

On a la réciproque partielle du Théoréme 7.1.14, que nous admettrons :

Théoréme 7.1.15. Soit {X,,n € IN} une suite tendue de vecteurs aléa-
toires de dimension d. Alors il existe une sous—suite {X,,, k € IN} et un
vecteur aléatoire X de dimension d, t.q.

X £ x.

k

g

Corollaire 7.1.16. Soit K C Cy(IR%; C) une classe séparante, et {X,,n €
IN} une suite tendue de vecteurs aléatoires de dimension d.

Alors il existe un vecteur aléatoire X de dimension d tel que X, £ X, si
et seulement stV f € K, la suite {(IE[f(X,)],n € IN} est convergente.

PREUVE La C.N. est évidente. Démontrons la C.S.

D’aprés le Théoréme 7.1.15, 3 une sous—suite {X,,, } et X t.q. X, £ X.

Supposons par I’absurde que la suite X,, toute entiére ne converge pas en
loi vers X. Alors 3 g € Cy(IR%), € > 0, et une sous-suite {X,,; £ € IN} t.q. :
(%) E |9(Xn,)] — E[g(X)]| >, Ve N.

A nouveau d’apreés le Théoréme 7.1.15, on peut extraire de la suite {X,,,}
une sous-suite {X,, } qui converge en loi vers un v.a. X',

Mais il résulte de I'hypothése de la C.S. que E[f(X)] = E[f(X')],Vf € K,
ce qui entraine que Px = P, donc E[g(X)] = IE[g(X")], V g € Cy(IRY), ce
qui contredit (). 0

7.2 Relation avec les autres types de conver-
gence, et propriétés supplémentaires.

Théoréme 7.2.1. Soit {X,,,n € N} et X des v.a. de dimension d, définis
sur un méme espace de probabilité (0, F, P). Alors
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) X, HX=X,5X
X, 5 X

(i) =X, > X.
Px = 64,

Commentaires

1. 11 est clair que l'on peut avoir X, £ X , avec les X, définis sur des
espaces de probabilité différents. Ce n’est pas le cas pour la convergence
en probabilité.

2. En général, IP x ne détermine pas X (méme a une classe d’équivalence
prés) ie. 3Y t.q. P(X #Y) > 0, et Py = IPy. Il est alors clair que la
convergence en loi ne peut pas entrainer la convergence en probabilité.
Mais si Px = Py = d,,, X =Y p.s.

3. Il résulte de (i) que la convergence p.s., la convergence dans L” et la
convergence en probabilité, entrainent la convergence en loi.

PREUVE

(1) Si X, & X, f € Cy(IRY), alors f(X,) 2 f(X), et puisque f est bornée,
E[f(X,)] — E[f(X)] par le Corollaire 6.2.7.

(i)
P(X, - X| > &) < P(X, — 0] 2 )
limsup IP(|X,, — X| > ¢) < limsupIP(X,, € B°(z¢;¢)) < IP(X € B(xz¢;¢)) =0,

ot B(zg;¢) = {x € R% |z — | < £}
U

Contrairement aux autres types de convergence, la convergence en loi

n’est pas “additive”, au sens ou
c

X,— X

; A X, +Y, 5 X+Y
Y, =Y

Cela vient de ce que la donnée de IPx et de IPy ne détermine pas IPx.y. On
a cependant des résultats lorsque les données déterminent IPx .y .
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Théoréme 7.2.2. Soit {X,,Y,;n € N} et X des v.a. de dimension d, xo €
RY. On suppose :

X, 5x

P
Y, — xo

Alors
(i) X+ Y, 5 X + a9
(i) sid=1; X,Y, = 20X

PREUVE (i) Tout fermé de IR? peut s’écrire sous la forme o+ F 2 {z;2—x¢ €
F}, avec F fermé de IR”.

{(Xo+Y,€ao+ F} ={X,+Y, €0+ F} N{|Y, — x| <&}
U{Xn+Yn€$0+F}ﬂ{|Yn—ZL‘0|>€}
C{X, € F.yU{|Y, —zo| > €}

limsupIP(X, +Y, €2+ F) <IP(X € F,) Ve>0
limsupIP(X, +Y, €x0+ F) <P(X € F)
]P<X+$0€$0+F)

(i)
a)Le cas zy = 0 Il s’agit de montrer que X,,Y, = 0;
{|X.Y,| > e} C{|XoYal > e n{| X, < MYU{|X,Y,| > e} n{|X,| > M}
5
Y, — U {| X, M
CAIYal > 57 UllXal > M}

D’aprés le Théoréme 7.1.14 V1 > 0, 3 M, t.q. IP(|X,,| > M) < 7, Vn.

P(|X,Y,| >¢) <P (]Yn\ > i) i
My

limsup P(|X,Y,| >¢)<n, Vn>0
=0, Ve>O0.
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b) Le cas xy # 0 On pose :

L0+ 20X
d’aprés a) et (i).

U
Notons que 'argument de (ii) a) montre aussi le

Corollaire 7.2.3. Si X,, — 0 en probabilité, et la suite {Y,} est tendue,
alors X,,Y, — 0 en probabilité.

Théoréme 7.2.4. Soit {X,,,Y,, € N}, X etY des v.a. de dimension d. On

Xa) £ (XY 4
suppose que { y y |- Alors

(i) Xo+Y, 5 X +Y.
(i1) XY, 5 XY sid=1
Ce théoreme est une conséquence de :

Proposition 7.2.5. Soit {X,,n € IN} et X des v.a. de dimension d, et
¢ : RY — IR* une application continue. On suppose que X, £ X. Alors

P(Xn) 5 p(X).

La proposition résulte immédiatement des définitions.

g

7.3 Convergence en loi et fonctions caractéris-
tiques

D’aprés ce qui précéde, si ¢, est la fonction caractéristique de X,,, et ¢
la fonction caractéristique de X, alors d’une part

X, £ X = on(u) = p(u), Yue R,
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et d’autre part

on(u) — o(u),Yu € R

c
=X, > X
{X.,} est tendue } -

Nous allons améliorer ces deux résultats. On va tout d’abord établir un
lemme. Etant donné une fonction caractéristique ¢ d’une probabilité sur IR,
on définit la fonction

To(u) =1 So(u) ~ zo(~u).

Lemme 7.3.1. [l existe une constante o > 0 telle que pour toute v. a. r. X
de fonction caractéristique @, et pour tout 6 > 0,

o [°
P(X]|>1/0) < 5/0 Tp(u)du.

PREUVE Notons que T'o(u) = IE[1 — cos(uX)] donc par le théoréme de
Fubini,

0

% /0 " ou)du = %IE 11— cos(uxau
el
> int (1 _ ?) P(X] > 1/6).

U

Théoréme 7.3.2. Soit {X,,,n € IN} une suite de v.a. de dimension d. No-
tons @, la fonction caractéristique de X,,. On suppose :

(i) lim @, (u) existe, Vu € R%.
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(i1) o(u) 2 lim, on(u) est continue en u = 0.

Alors 3 un v.a. X de dimension d tel que :
X, 5 X,
et ¢ est la fonction caractéristique de X.

PrREUVE 1l suffit, pour pouvoir appliquer le Corollaire 7.1.16, de montrer
que la suite {X,,n € IN} est tendue. Mais la tension de cette suite est
équivalente & celle des d suites {X’,n € IN}, 1 < i < d, ou X! désigne la
i—éme coordonnée du vecteur aléatoire X,,. Donc il suffit de démontrer que
dans le cas d = 1, les conditions du théoréme entrainent la tension de la suite
{X,,n € N}.

Nous supposons donc dorénavant que d = 1. Posons @), = IPx, . D’aprés
le Lemme 7.3.1, pour tout 6 > 0, si 'on pose

S = {x; |2 <1/},

on a 0
Qn(S5) < % / T (u)du.
0

D’aprés (ii) et le Théoréme de convergence dominée,

0
timsup @ (55) < & / Tp(u)du
0

Mais grace a (ii), T'¢(u) est continue en v = 0, et est nulle pour u = 0 par
définition de 7.
Donc

1
5/ Ty(u)du — 0, quand 6 — 0.
0

Fixons ¢ > 0. Soit alors a > 0 tel que

lim sup @Q,,(S5) < e/2

Donc Ing t.q. Vn > ng, Q,(SS) < e. Soit K un compact tel que K D S,
et Qn(K) >1—¢,¥n <ng. Alors Q,(K) > 1—¢, Vn.
{Qn; n € IN} est donc tendue. O
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Corollaire 7.3.3. Soit {X,,,n € IN} une suite de vecteurs aléatoires de
dimension d. On note @, la fonction caractéristique de X,,.

Supposons qu’il existe un vecteur aléatoire X de dimension d, de fonction
caractéristique @, 1.q.

on(u) — @(u), Yue R?

Alors
X, = X.

0

Théoréme 7.3.4. Soit {X,,n € IN} et X des vecteurs aléatoires de dimen-
sion d, et {on,n € IN} et ¢ les fonctions caractéristiaues correspondantes.

Supposons que X, £ x.
Alors @, (u) — @(u) uniformément sur tout compact.

PREUVE

a) Montrons tout d’abord que X, £ X entraine que les {¢n,n € IN} sont

équicontinues (on pose ¢ = @) i.e. sup sup |p,(u + h) — @, (u)| — 0,
ueR? n

quand h — 0.
Soit K un compact de IR?. On pose Q,, = Py .

|on(u+h) = on(u)] < / et — 'Dd Q, (2) + 2Qn (K°)
K

< sup |ei(h’x) — 1| 4+ 2Q,(K°)
rzeK

Fixons ¢ > 0. D’aprés le Théoréme 7.1.14, 3 K. compact tel que
Qn(K¢) < e/4. Alors 3 p. t.q. V |h| < p., sup [ — 1| < /2.
zeK,.
d’ou
sup sup |, (u+ h) — @, (u)] <e, V|h| < p.,
ueRd n
et la méme chose avec ¢,, remplacée par .

b) Soit maintenant K un compact quelconque de RY. Soit uy, us, . .., Un €
K tels que les boules de centre u; et de rayon p. forment un recouvre-
ment de K.
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Etant donné u € K, soit uy t.q. |[u — ug| < pe.
on(u) = @(u)] < [pn(u) — @nlu)| + [on(ur) — o(ur)| + |e(ur) — p(u)]
sup |on(u) — p(u)| < 2+ sup |on (k) — p(u)|

ueK

et sup [ipn (1) — o) — 0, quand n — oo.
k<m

7.4 Le Théoréme Central Limite

Théoréme 7.4.1. Soit {X,,,n € IN} une suite de v.a. de dimension d, i.i.d.,
la loi commune ayant un moment d’ordre 2 fini. On note p = E(X;), I' =

Cov(X7).

Alors Xid4 X

! n T L N(O,T).
NLD

Etablissons tout d’abord le :
Lemme 7.4.2. Soit z1, ..., 2, et 21 ...,z des nombres complezes de module
< 1. Alors :

29X e X 2z — 2 X e X 2| SZ|ZI€_Z;§
k=1

PREUVE

Zl...zm_zi...zin:(Zl—Zi)ZQ...Zm_in(ZZ...Zm_Zé...Z;n)

’Zl...zm_zi...z’;nlg’Zl_zi‘_i_‘zQ...Zm_zé...Z;n7

et on réutilise m — 1 fois le méme argument.
PREUVE DU THEOREME On suppose qu’on s’est ramené au cas pu = 0.

Posons

B w\ o, u
Sﬁsn/ﬁ(u) = ¥s, ﬁ = ¥x, % .
Par hypothese, IE(] X |?) < co. Donc, d’aprés la Proposition 5.2.3

o, (1) = 1~ STl (w, X))+ 6(u)
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avec 0(u) — 0, si u — 0, et [0(u)] < 2IE(]X1]?).
Donc )
() ex () =1 AElw X026 ()
Il résulte du Lemme 7.4.2 que pour n assez grand,

)5 e (32)-(- 25

Et d’aprés (%) le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, quand
n — —+o00. De plus :

<n

2\"
<1——) —>e_t2/2, Vte R
2n

Donc |
d
©s,, () = exp [—§(Fu,u)] , Yu e R

Le Théoréme découle alors du Théoréme 7.3.3

7.5 Uniforme intégrabilité

Soit X une v. a. r. p. s. finie. Alors
| X|1x>xk — 0 p.s. quand K — oo.
Si en outre X est intégrable, alors par convergence dominée,
E (|X|1)x>x) — 0, quand K — oco.
On pose la

Définition 7.5.1. La suite de v. a. r. {X,,, n > 1} est dite uniformément
intégrable si
lim supIE (‘Xn‘1|Xn|2K) =0.

K—oo n>1

Bien siir, une suite uniformément intégrable est formée de v. a. inté-
grables, puisque il existe K’ t. q.

SUp]E (’Xn|1|Xn|ZK’) S ]., donc ]E|Xn| S 1+ K,.
n>1

On ale
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Théoréme 7.5.2. Soit X,, et X des v. a. r. telles que XniX. Alors
1. Sila suite {X,,, n > 1} est uniformément intégrable, alors X est inté-
grable, et
(7.1) E(X,) — E(X), quand n — .

2. 51 X,, >0 p. s. pour tout n > 1, les X,, et X sont intégrables, et (7.1)
a lieu, alors la suite {X,,, n > 1} est uniformément intégrable.

PREUVE DE 1. L’uniforme intégrabilité entraine l’existence de K tel que
[E|X,| <1+ K, donc par Fatou (Lemme 7.1.12) l'intégrabilité de X. Pour
tout K > 0, soit px € Cp(IR) telle que

(2) z, silz| <K;
xr) = s
oK 0, sile]>K+1.

et en outre
|z — or(2)| < |2|1fz>ky, Vo € R.

On a alors
Epk(X,) — Epg(X),
EX, — Epg(X,)| <IE (|Xn|1{IXnI>K}> )
IEX — Epg(X)| <E (I X|1gx>k})
Donc

limsup [EX — EX,| <supE (| X, |1gx,>x1) + E (| X[1ix>xk3) |

et le membre de droite tend vers 0 quand A — oco. Donc le membre de gauche
est nul.

PREUVE DE 2. Il n’est pas difficile de montrer que la convergence en loi
entraine que pour tout K tel que P(X = K) = 0, quand n — oo,

B (X1(x,<x}) = B (Xlix<ry)
Donc si IEX,, — IEX, par différence,

]E (Xn]-{Xn>K}) — ]E (X]-{X>K}) .
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Puisque X est intégrable, la limite ci—dessus peut étre rendue plus petite que
£/2, en choisissant K assez grand. Donc il existe K et ng tels que

E (X, 1(x,>x}) <&, Vn > ng.

Puisque tous les X,, sont intégrables, la méme chose est vraie pour les X,
1 <n < ng a condition peut—étre de prendre K un peu plus grand. U

Corollaire 7.5.3. St X,, et X des v. a. r. intégrables, et XniX, alors il y
a équivalence entre les deux affirmations

1. La suite {X,, n > 1} est uniformément intégrable.
2. 1 Xl = IX|1, quand n — oo.

Si en outre X,, — X en probabilité, chacune des deux conditions ci—dessus
est équivalente a

X, — X dans L*(Q).

Remarque 7.5.4. Rappelons que || X || désigne la norme de la v. a. X dans
LYQ), . e || X = E(|X]).

PREUVE Le Théoréme, appliqué a la suite de v. a. {| X,,|, n > 1}, implique la
premiére partie du Corollaire. Si X,, — X en probabilité, alors | X — X,,| — 0
en probabilité, et 'uniforme intégrabilité de la suite { X, } entraine clairement
celle de la suite {| X — X,,|}, donc le Théoréme entraine que IE|X — X,,| — 0.
Réciproquement, si X,, — X dans LY(Q), || Xl — | X]|:- O

Concluons ce chapitre en donnant des critéres de tension et d’uniforme
intégrabilité.
Proposition 7.5.5. Une suite {X,, n > 1} de v. a. r. est tendue si et
seulement si il existe une application G : Ry — Ry telle que G(z) — oo,

quand x — oo, et
sup EG (| X,|) < o0.

Une suite {X,, n > 1} de v. a. r. est uniformément intégrable si et
seulement si il existe une application H : Ry — IR, telle que H(x)/x — o0,
quand x — o0, et

supEH(|X,]) < oc.

En outre, la fonction G peut étre choisie continue croissante, et la fonction
H peut étre choisie croissante et convexe.

PREUVE O
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Chapitre 8

Espérance et Probabilité
Conditionnelle

8.1 Introduction

Soit X et Y deux v.a.r. Supposons que 'on ait seulement accés a 1'ob-
servation de la réalisation de Y. On veut en déduire des informations sur X.
Par exemple, on veut calculer la probabilité conditionnelle :

Px(AY =y) 2EP(X € A[Y =), A€B.

Supposons pour I'instant que IP(Y = y) > 0. [le but de ce chapitre est
précisément de traiter le cas ou IP(Y = y) = 0]. Alors,
PHX € A} n{Y =y})
P(Y =y)

Px(AlY =y) =

A — Px(A|lY = y) est une probabilité, et on peut aussi définir, par
exemple pour ¢ mesurable bornée,

Elp(X)[y =y 2 / ()P (dz]Y = ),

espérance conditionnelle de ¢(X), sachant que Y = y.
Réciproquement, la probabilité conditionnelle se définit a partir de 1’es-
pérance conditionnelle :

P(X € A]Y = y) = E[14(X)|Y = y].

127
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Pour des raisons qui apparaitront a la fin de ce chapitre, il vaut mieux
définir d’abord 'espérance conditionnelle. Pour motiver la facon dont nous
allons procéder, considérons le cas trés simple ot Y prend un nombre fini de
valeurs distinctes y1,. .., y,, avec IP(Y = y;) > 0, ¢ = 1---n. Supposons de
plus X de carré intégrable. Il résulte de ce qui précede :

EX|Y = y] = P(Y = y,)"" /{ L XEP)

Donc 3 une fonction g : R — IR t.q.
EXY = vl = 9(y:)

En composant les applications Y et g, on obtient une nouvelle v.a. g(Y'), et
on pose par définition :
E(X]Y) =g(Y)

On verra ci-dessous que IE(X|Y) est en un certain sens la meilleure approxi-
mation de X, par une fonction de Y.

Soit maintenant une autre v.a.r. Z, qui prend également n valeurs dis-
tinctes, 21,...,2n, et t.q. {Z =z} ={Y =y}, i =1,--- n, alors si h est
telle que IE(X|Z = z;)) = h(z;),i=1,...,n,on a:

g(y;) = h(z), i=1;...,n, soit

gY(w)) = h(Z(w)), Vw e
donc E(X|Y) = E(X|Z2)
Y et Z prennent des valeurs différentes. Qu’est—ce qui est commun a Y
et Z7 les tribus associées : 0(Y) = o(Z). Cette égalité peut s’interpréter

intuitivement en disant que l'information apportée par l'observation de Y
est exactement la méme que celle apportée par I'observation de Z. Posons
G =o(Y). On note E(X|G) pour E(X|Y) = E(X|Z).

Nous allons maintenant définir et étudier ces notions dans le cas général,
dans l'ordre inverse de cette introduction.

8.2 Espérance conditionnelle par rapport a une
o—algébre

Soit (€2, F,IP) un espace de probabilité et G C F une tribu.
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8.2.1 Définition de ’espérance conditionnelle

a) X de carré intégrable

Soit X une v.a.r. de carré intégrable. Si l'on identifie X et sa classe
d’équivalence [i.e. la classe des v.a. qui lui sont p.s. égales|, on peut
écrire X € L*(Q, F,P).

On voudrait considérer L?*(£2, G, P) comme un sous espace vectoriel de
L*(Q, F,P). Ceci n’est pas tout a fait correct, car si G ne contient pas
tous les ensembles de IP mesure nulle de F, les classes d’équivalence
ne sont pas mes mémes, donc les deux espaces ne contiennent pas les
mémes objets.

Notation : On notera L?(G,IPz) le sous espace vectoriel de
L*(Q, F,P) formé des classes d’équivalence qui contiennent au moins
un représentant G—mesurable.

L*(G,P£) est complet, comme image par une application isométrique
de L*(Q, G, P) (I'application qui a u € L?(Q, G, IP) associe I’élément de
L?*(G,P#) qui contient u). C’est donc un sous espace vectoriel fermé
de L*(Q, F,P).

Définition 8.2.1. On appelle espérance conditionnelle par rap-
port & G lopérateur de projection orthogonale dans L*(Q2, F,IP), sur
LQ(g7 ]P]-—) :

X étant une v.a.r. de carré intégrable, on appelle espérance condi-
tionnelle de X sachant G - notée IEY(X) ou IE(X|G) - I'image de la
classe d’équivalence de X par I'opérateur défini ci—dessus; ]Eg(X ) est
un élément de L?(G,IP), i.e. une classe d’équivalence. On considérera
souvent IEY(X) comme étant une variable aléatoire G-mesurable (son
choix & l'intérieur d’'une classe d’équivalence est arbitraire!). Par défi-
nition de la projection orthogonale,

(%) E(YX)=IEYEYX)), VY v.ar. G-mesurable et de carré
intégrable.

En particulier, en choisissant Y = 1, on obtient :
E(E9(X)) = E(X).

Lemme 8.2.2. Soit X une v.a.r. de carré intégrable ;
Si X >0 p.s., alors TE9(X) > 0 p.s.
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PREUVE En appliquant () avec Y = 10 x)<qy, on obtient :
0 S IE [1{]E9(X)<O}X} = ]E [1{EQ(X)<0}IEQ(X)} S O

D’ou
P(IEY(X) < 0) = 0.

Soit a nouveau X € L*(Q, F,P).
X=X"-X"
D’aprés la linéarité de la projection orthogonale,
E9X)=E(X") -EYX")
Le Lemme 8.2.2 entraine que IEY(X*) > 0, IE9(X~) > 0 p.s. Donc :
[E9(X)| < BY(XT) + BY(XT) = BI(X]) ps.

Donc
(o) E[E(X)] < E(X).

b) X intégrable
Rappel d’analyse Soit H et B deux espaces de Banach, avec H C B
et H dense dans B. Si A € L(H) vérifie : 3¢ > 0 t.q.
() [AR|s < cl|hl|, VheH,
alors A s’étend en un opérateur linéaire continu de B dans B, qui
vérifie (&%) V h € B. On applique ce résultat avec H = L*(Q, F,IP),
B = LYQ,F,IP), A= E9(-). L’inégalité () est satisfaite grace a (xx).
IE9(-) s’¢tend donc en un opérateur linéaire continu de L'(Q, F,1P)
dans lui-méme, qui vérifie (xx).
En particulier,vV X v.a.r. intégrable, {X,,n € IN} suite de v.a.r. de
carré intégrable, t.q. X,, — X dans LY(Q, F, P), alors E9(X) = L' —

lim,, IEY(X,,).
On déduit alors aisément de (x) que si X est intégrable :
(%) E(YX)=EYIEX)), VY v.ar. G-mesurable et bornée.

¢) Complément : X > 0(non nécessairement intégrable)

Soit X une v.a.r, X > 0, p.s. Alors si X, 2 inf(X,n), X,, est de carré
intégrable Vn, et X,, T X p.s. Il résulte du Lemme 8.2.2 que {IEY(X,,)}

est une suite p.s. croissante, et on peut définir IEY(X) comme la limite
p.s. de la suite IE9(X,,).
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8.2.2 Propriétés de ’espérance conditionnelle
Théoréme 8.2.3. Si X est une v.a.r. intégrable, IEY(X) est ['unique classe
d’équivalence de v.a.r. qui vérifie :

(i) IE9(X) est G-mesurable et

(i) IB(ZX) = IE(ZIEY (X)), ¥ Z G mesurable et bornée ou

(iz’)’/XdP:/]Eg(X)dIP,VGGQ
G G

PREUVE

a) (i) = (ii)’ (trivial)

b) (i) + (i)’ = IE9(X) est intégrable. En effet, si 'on pose G} = {IE9(X) >
0}, Gy = {IE?(X) < 0},

E(|E(X)]) = ]Eg(X)dIP— EY(X)dIP
G2
XdP — | XdP
G1 G2
<E(]X]) <

c) (i)+ (ii))’ = (i)+ (ii) résulte du Théoréme des classes monotones 1.7.8,
en utilisant le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, puisque
X et IE9(X) sont intégrables (grace a b).

d) Par définition, IEY(X) vérifie (i). Etant donné X intégrable, posons
X"w) = X(w)1{x(w)<n}- X" est de carré intégrable, donc par la Dé-
finition 8.2.1,

E(ZX") = E(ZIEY[X"]), ¥ Z G-mesurable et bornée.

(ii) s’obtient alors par passage a la limite dans L(Q).

e) L’unicité s’obtient comme suit. Si Y est G—mesurable et intégrable,

/ YdIP =0
{Y>0}

=Y =0p.s.
/ YdIP =0
{Y <o}

/Yd]P—o,VGeg:»
G
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Corollaire 8.2.4. Si X est une v.a.r. intégrable, IRY[X] est l'unique (classe
d’équivalence de) v.a.r. qui vérifie :

a) IE9[X] est G-mesurable et intégrable.

b)vCeC, [, XdP = [, EY[X]dIP, ou C est un m—systéme qui contient €,
avec o(C) = G.

PREUVE Il suffit de montrer que (a) + (b) = (ii)’ du Théoréme. Ceci résulte
du Théoréme m — A (1.3.9), en remarquant que :

£:{B;/BXd]P:/B]Eg[X]d]P}

est un \-systéme. O

Exemple 8.2.5. Supposons que G est engendrée par une partition finie
(By,...,B,) de Q. Alors TR[X] est la v.a.r. constante sur chaque B; t.q. :

1
E9[X](w;) = BB, /BiX(w)]P(dw), w; € B;.

En particulier, si G = {0,Q}, E9[X] = E[X].

Proposition 8.2.6. 5i X,X,X5 sont des v.a.r. intégrables,
a) B9 aX, + BX5] = aE9[X,] + BIE[X,)

b) X >0p s = EIX]>00p. s
X>0p s = EX]>00p. s

c)Si H et GV o(X) sont indépendantes,
E[X|GV H] = E[X]|F]
en particulier, st H et Y sont indépendantes,
[E[X|H] = E[X]

d) Si H c G, EM[EY[X]] = E"[X] en particulier, IE[IE/[X]] = IE[X].
e) Si X est G—mesurable, et XY est intégrable,

EY X] = XIEY[Y]
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PREUVE a) découle de la définition.
b) la lére partie se démontre comme au Lemme 8.2.2. La deuxiéme en

observant que / XdP =0 = P(IEY(X) < 0) =0, dés que X > 0
{E(xX)<0}
p.Ss.
c¢) On utilise le Corollaire 8.2.4, avec

C={GNH,GeG HeH}

La deuxiéme partie résulte de la premiére en posant G = {0, Q}.
d)VH ¢ H, / XdIP = / E9(X)dIP = / E[IEY(X)]dIP. La deuxiéme
H H

partie s’obtient alors en choisissant H = {0,Q}.
e) Supposons tout d’abord X G-mesurable et bornée. V Z G—mesurable
et bornée,
E[ZEY(XY)] = E[ZXY] = E[ZXE’(Y)]

Pour passer au cas général, on approche X par X, = X1y x|<n), et on re-
marque que X,, — X p.s. et X,,;Y — XY dans L'(Q). O

On a un Théoréme de convergence dominée pour les espérances condi-
tionnelles :

Proposition 8.2.7. Si X,, — X p.s. et si 37 intégrable t.q. | X,| < Z p.s.,
alors X, et X sont intégrables et

EY(X,] — IE9[X] p.s. et dans L' ()
Montrons d’abord le :

Lemme 8.2.8. Soit {X, },en une suite croissante [resp. décroissante] de
v.a.r. intégrables, et X une v.a.r. intégrable. Alors les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) X,, — X p.s.

(1) X, — X dans L'(Q).
De plus, si l'une des deuz assertions est vraie, IE9[X,] — IE9[X] p.s.
et dans L*(Q).

PReUVE Si X, T X ps.ou X, | X ps, alors | X — X,| | 0 ps., et
| X — X,| < |X — Xp| intégrable, donc E(|X — X,,|) — 0. Réciproquement,
X, — X dans L*(Q) entraine X,, < X p.s. [resp. X,, > X p.s.]. Donc 3 Z
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intégrable t.q. X, T Z p.s. [resp. X, | Z p.s.]. Alors par unicité de la limite
en probabilités, Z = X p.s. Enfin, (ii) = EY(X,) — E9(X) dans L'(Q),
donc aussi p.s. par ce qui précéde, car IE9(X,,) 1 ou |.

PREUVE DE LA PROPOSITION 8.2.7

EY (inf Xm) < inf ]Eg(Xm) < sup ]Eg(Xm) < EY <sup Xm)

m>n m>n m>n m>n

Or infy>n Xp T X, sup,,s, Xim | X pos., et aussi dans L'(Q) d’aprés le
lemme, que I'on peut utiliser grace a 'hypothése de domination, d’ou :

EY(X) < liminf E9(X,,) < limsupIEY(X,,) < IEY(X)
d’ou
EY(X,) — E9(X) ps.
O
Proposition 8.2.9. Pour tout p > 1,

(i) Si X est de puissance p—ieme intégrable, IEY[X] est de puissance p—i¢me
intégrable.
(ii) Si X, — X dans LP(2),

EY[X,] — E9[X] dans LP(Q).

PREUVE Dans les cas p = 1 et p = 2, ces propriétés résultent de la construc-
tion. Dans le cas général, ces propriétés résultent de :

() [EIOP < BXP,
qui entraine IE[|IEY(X)[P] < IE[|X|?]. () est un cas particulier de I'inégalité
de Jensen pour les espérances conditionnelles :

Proposition 8.2.10. Soit ¢ : IR — IR une fonction convexe. Alors ¥V X
v.a.r. intégrable, t.q. p(X) soit également intégrable,

plIEY(X)] < Efp(X)]

PREUVE On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes (qui est
facile a vérifier dans le cas ol ¢ est de classe C') : 3 une suite (ay, b,) dans
R? t.q. :
o(x) =sup(az+0b,), VezelR
n
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Donc

o(X)>a, X +b, ps.,Vn e N,
et IEg[<p(X)] p.s. > Sup(an]Eg(X) +b,) = gp(IEg[X])

U

8.3 [Espérance conditionnelle par rapport a une
variable aléatoire

A tout v.a. X, on associe sa “tribu naturelle” o(X) -cf. la Définition 4.4.3-
qui est la plus petite sous—tribu de F qui rende X mesurable. On pose :

Définition 8.3.1. St Y est une v.a.r. intégrable, on définit [’espérance condi-
tionnelle de Y, sachant X, par :

E(Y|X) £ E(Y]o(X))

O
Dans cette définition, X peut étre un vecteur aléatoire de dimension quel-
conque. Remarquons que si (X)) = o(X’)

E(Y]X) = E(Y|X') ps.

Dans la pratique, on observe une réalisation = de X, et on voudrait définir
E(Y|Y = x). Pour cela, on va utiliser la :

Proposition 8.3.2. Soit X un v.a. de dimension d, et Z une v.a.r., tous
deuz définis sur (2, F). Si Z est o(X)-mesurable, alors 3 une application ¢
borélienne de RY dans R, telle que

Z =p(X) p.s.

PREUVE Considérons la classe des v.ar. sur (Q,F) @ C =
{o(X); ¢ mesurable : R? — R}.

Il suffit de montrer que C contient toutes les v.a.r. o(X)-mesurables.
Pour cela, on va appliquer le Théoréme des classes monotones 1.7.8; C est
un espace vectoriel, et VA € o(X), 3B € B; t.q. A = {X € B}, donc C
contient 14 = 1ixep;.
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I nous reste a vérifier que si Y, € C, Y, (w) — Y (w), Vw € Q, alors Y € C.

Soit donc ¢, une suite d’applications mesurables de IR? dans IR, t.q.
on(X(w)) — Y(w), Yw € Q. Posons B € {x € R%lim ¢, () existe }, B €

B,, car
oo o0 oo 1
2= U N{lnit - ol < 7}
k=1 n=1 i=1
On pose
limp,(z) sizeB
T) =
#lo) {0 size B
Alors ¢ est mesurable, et Y = p(X). d

D’aprés la Proposition 8.3.2, 3 une application mesurable ¢ : R? — IR,
t.q. :
E(Y]X) = ¢(X) ps.

© peut étre considérée comme une v.a.r. définie sur (]Rd, B4, Px). On vérifie
qu’elle est unique a classe de IPx -équivalence prés. On pose alors, si Y est
une v.a.r. intégrable :

Définition 8.3.3. IE(Y|X = x) est l'unique classe d’équivalence p(z) de
v.a.r. définies sur (R, By, IPx), t.q. B(Y|X) et ¢(X) soient p.s. égales.

g

Remarque 8.3.4. Fizons x¢ t.q. Px({zo}) = 0. On ne peut pas définir
E(Y|X = ), car cette quantité dépend du choiz arbitraire du représentant
dans la classe de fonctions © — IE(Y|X = x).

Proposition 8.3.5. Soit X un v.a. de dimension d, Y un v.a. de dimension
k, f une application mesurable de R® dans IR, t.q.

E(|f(X)Y]) < 0o et E(Y]) < .

Alors E[f(X)Y|X = z] = f(2)[E[Y|X = 2] Px p.s.

Si de plus X et'Y sont indépendants, et si g est une application mesurable
de R™ dans R, t.q. B(|g(X,Y)|) < oo, alors
(x)  Elg(X,Y)|X =] = E[g(z,Y)]
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PREUVE Il résulte de 8.2.6 ¢) :
E[f(X)Y|X] = f(X)E[Y|X]

La premiére égalité découle alors de la Définition 8.3.3.
Il suffit de démontrer la seconde égalité pour g bornée. Soit d’abord C' €

By, D € By.
E[10(X)1p(Y)|X] = 1o(X)E[1p(Y)] pss.
dott E[1o(X)1p(Y)|X = 2] = 1o(2)E[15(Y)] Py p.s.

Posons A = {C' x D,C € By, D € Bi}. A est un m—systéme qui contient
IR™™ . Si C = {g mesurables bornées qui vérifient (%)}, on vient de voir que C
contient 14, VA € A. Or C est un espace vectoriel stable par limite croissante,
d’ou le résultat par application du Théoréme des classes monotones. [l

Il résulte de la Proposition que si X et Y dont indépendantes et p(X,Y)
intégrable,

Ele(X. V)X = [ o(Xy)dPy(y
R
On montre de plus, par la méthode utilisée dans la Proposition :

Exercice 8.3.6. Si X est G-mesurable, Y et G indépendantes, et p(X,Y)
intégrable,

Elp(X,Y)[G] = E[p(X,Y)|X]

8.4 Probabilité conditionnelle

Définition 8.4.1. On appelle probabilité conditionnelle de ’événement A,
sachant G, la (classe d’équivalence de) v.a.r. :

A
P(A|G) = E[14]G]
On appelle probabilité conditionnelle de A, sachant X :
A
IP(A]X] = IE[14]X]
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant que X = x :

P(A[X = 2) 2 E[14|X = 1]
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g

On peut alors se poser la question suivante : I’espérance conditionnelle
peut—elle étre définie comme une intégrale par rapport a la probabilité condi-
tionnelle ? Ceci n’est pas toujours possible. Le probléme est de choisir VA € F
un représentant de IP(A|G), en faisant tous ces choix de fagon “cohérente”,
pour que & w fixé, A — IP(A|G)(w) soit une probabilité.

L (X T
Soit <Y un vecteur aléatoire a valeurs dans IR™ ; Posons la :

Définition 8.4.2. a) IPy(-|X) est appelée loi de probabilité conditionnelle
réquliere de Y sachant X si :

(i) ¥ B € By, Py(B|X) =P(Y € B|X) p.s.

[ii)Vw € Q, B — IPy(B|X)(w) est une mesure de probabilité sur
(R", By).

b) Py (-|X = x) est appelée loi de probabilité conditionnelle réguliére de Y,
sachant que X = x st :

(i) ¥ B € By, Py(B|X = z) = P(Y € B|X = z) Py p.s.

(ii) Vo € R, B — Py (B|X = x) est une mesure de probabilité sur
(R¥, By).

O
On démontre aisément a 'aide du Théoréme des classes monotones la :

Proposition 8.4.3. Si Py (-|X) [resp. Py (:|X = x)] est une loi de probabi-
lité conditionnelle réquliére de Y sachant X [resp. sachant que X = z/, alors
Y ¢ mesurable de R” dans R, t.q.

E(lp(Y)]) < oo

E[p(Y)|X] = /R )Py (dy]X)p.s.

Efe(V)X =] = [ o0 PrldylX =2)Pxps.
R
0
On démontre qu’une loi de probabilité conditionnelle réguliére existe tou-
jours. Nous allons le préciser dans deux cas :

X .
) admet une densité,

1. celui ou la loi du couple (Y
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2. celui ou le couple est gaussien.

Proposition 8.4.4. Soit (‘;{) un v.a. de dimension d+k, dont la loi admet

la densité f(x,y). On pose g(x) = /f(x,y)dy, Q= {zr e R%0 < g(x) <

oo}
Alors

o) P(Xe€Q)=1
a f(z,y)

c) fy|X)dy est p.s. égale a une loi de probabilité conditionnelle réguliére
de Y, sachant X.

d) f(y|z)dy est Py p.s. égale a une loi de probabilité conditionnelle réguliére
de Y sachant que X = x

est la densité d’une loi de probabilité sur IRF.

PREUVE a) P(X ¢ Q) :/
{g=0}

/g(ac)dx < 00, donc / dx = 0 donc / g(x)dz = 0.
{g=—+o00} {g=—+o00}

b) est trivial.
¢) Soit h(y) la densité d'une probabilité sur (IR, B,). Posons

g(x)d$+/ g(x)dx. Or
{g=+00}

h(y) si X(w) ¢ Q

fylX)(w) = {f(y\X)(w) si X(w) € @

Grace a ab , Vw, f(y|X)(w) est la densité d'une probabilité sur (IR¥, By).
Il reste a vérifier que V B € By,

/Bf(le)dy = P(Y € B|X) ps.

D’aprés 8.3.2 et 8.2.3, ceci est vrai si V¢ mesurable et bornée de IR? dans
R,

E[p(X) /B F(y1X)dy) = Blp(X)1p(Y)
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Or
Ble(x) [ flXal = [ [ c@rlods
= [ [ 1o gty
d) se démontre comme c). O

Montrons finalement le

Théoréme 8.4.5. Soit (X

Y) un vecteur aléatoire gaussien d’espérance (’Z )

Y1 X
o1 Yoo
Posons X = E(X|Y) et ¥ = Cov(X — X). Alors

1 X =+ Sl (Y —v),

2. % =11 — S1285 Yoy,

3. N(X, i]) est une loi de probabilité conditionelle réguliere de X, sachant

et de matrice de covariance ( ), tel que la matrice Y99 est inversible.

N/

=

PREUVE Notons d la dimension de X, k celle de Y. Cherchons tout d’abord
A matrice d x k et b vecteur de IR? tels que Z := AY + b satisfasse

E(Z) = E(X), Cov(ZY)=Cov(X,Y),

ou par définition Cov(X,Y) = E(XY’)—IE(X)E(Y) = ¥j2. Les deux condi-
tions ci—dessus imposent que

p=Av+0b, AXg =¥,
d’ou

A= 2122521, b= o — 2122521V,

Z = pu+ Yl (Y —v).
Il reste & montrer que Z = IE(X|Y), et que le théoréme est satisfait. La
preuve de ces faits est basée sur la remarque suivante : les vecteurs aléatoires

X := X — Z et Y sont indépendants. En effet le vecteur aléatoire <‘;§> est
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un vecteur aléatoire gaussien (parce qu'’il est I'image par une aplication afine

. : X
du vecteur aléatoire gaussien (Y) ), et

Cov(X,Y) = Cov(X,Y) — Cov(Z,Y) = 0.

On utilise ici la proposition 8.4.6 ci—dessous, qui est une variante de la Pro-
position 5.3.4. Il est maintenant clair que

E(X|Y)=E(Z|Y)+EX|Y)=EZ|]Y)+ EX) = Z

On note maintenant X := Z. Notons que la loi de probabilité de X est la loi
N(0,%) car clairement

Cov(X) = Y1555, Cov(Y) S5 E01 = Y1955 D1,
et par I'indépendance de Xet X ,
Cov(X) = Cov(X) + Cov(X).
Or si f € Cx(IR?), on déduit de la Proposition 8.3.5
E[f(X)|Y] = E[f(X + X)[Y]

= f(X+x)IPX(d$)
Rd

=, f(x)N(X,z)(dﬂﬂ);
R

puisque la loi de probabilité de X est la probabilité gaussienne N (0, f]), donc
cette loi translatée de X est la probabilité N(X, ). O
On a utilisé la

Proposition 8.4.6. S: est un vecteur aléatoire gaussien, ou U est de

U
Vv
dimension d et V de dimension k, alors les vecteurs aléatoires U et V' sont
indépendants ssi la matrice de covariance du v. a. (‘(i) est bloc—diagonale,

i. e. ssi Cou(U, V) =0.
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PREUVE La preuve est la méme que celle de la Proposition 5.3.4, c’est a dire
. . U .
que 'on montre que la fonction caractéristique du v. a. <V> est le produit

de celle de U par celle de V. U
Ce résultat se généralise bien siir au cas d’un vecteur aléatoire gaussien se
décomposant en sous-vecteur Uy, ... Uy tels que Cov(U;, U;) = 0, pour tout
1<i#j<k
Finissons ce chapitre par la

Remarque 8.4.7. Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires, de dimensions
respectives d et k, de carré intégrable, l’espérance conditionnelle IE(X|Y) est
la (classe d’équivalence de) v. a. de dimension d p(Y') caratérisée par le fait
que

E[|X —o(Y)?] = minE [|X — YY),

ot le minimum est pris sur toutes les applications boréliennes 1 : RF — IRY,
telles que T[] (Y)]?] < oo.

On pourrait se poser la question d’approcher au mieur X dans
L2(Q, F,P;:RY) par une fonction affine de Y. On trouverait que le mini-
mum est atteint par l'application y — Ay + b ou A et b sont choisis tels
que

E(AY +b) = E(X), Cou(AY +b,Y) = Cou(X,Y).

C’est exactement comme cela que nous avons caractérisé Z au début de la
prewve du Théoréme 8.4.5. Dans le cas ot le couple (X,Y) est gaussien,
la meilleure approzimation en moyenne quadratique de X par une fonction
affine de'Y coincide avec la meilleure approzimation en moyenne quadratique
de X par une fonction arbitraire de Y .

La formule qui définit Z est celle de la meilleure approximation en
moyenne quadratique de X par une fonction affine de Y dans le cas général
(non nécessairemet gaussien).



