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Chapitre 1

Mesure

Un espace mesuré est un triplet (€2, F, ) constitué de :
un espace (ou ensemble) €2
une o—algebre (ou tribu) F de parties de €2
une mesure j sur l'espace mesurable (€, F).
Le but de ce chapitre est de définir et d’étudier cette notion.

1.1 Rappels sur les limites de réels

Etant donné {z,,n > 1} une suite quelconque de nombres réels, les quan-
tités suivantes sont toujours définies dans IR :

limsup ,, = lim,, 007, = lim | [sup z,]

n—00 n—00 p>n
liminfz,, = lim,, , 2, = lim 1 [inf z,)]
n—00 n—00 p>n

Avec les notations a V b = sup(a,b) et a A b = inf(a,b) on peut encore

écrire :
limsupz,, = /\ \/ Tp

n—00 n>1 p>n
liminf x, = \/ /\ Tp
n—oo
n>1 p>n

On admettra la
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Proposition 1.1.1. Une suite {x,, n € IN} de nombres réels converge dans
IR = R U {+o00} U{—00} si et seulement si lim x, = lim x,. Dans ce cas,
lim z, =lim z,, = lim z,,.

Notons que l'on a toujours lim z,, < lim z,,.

Remarque 1.1.2. 1. Etant donné une suite {x,} de nombres réels, on
n’a pas le droit d’écrire “lim z,” tant que l'on ne sait pas si cette
limite existe, i.e. si limsup x, = liminf x,. La limite existe toujours
lorsque la suite {x,} est soit croissante, soit décroissante.

2. On dit qu’une suite de réels {x,} converge (dans R) si on a a la fois :
a- liminf z, = limsup z,, = lim z,, et
b- lim z, € IR.
On dit qu’une suite de réels {x,} diverge (dans IR) si elle ne converge
pas, i.e. si:
soit limsup z, # liminf z,

soit limsup z,, = liminf z,, = 400 ou —0

1.2 Opérations sur les ensembles

On note A, B,C, ... les parties de €2. On définit

A={we Quw¢ A}

AUB={we Qwe Aouwe B}

ANB={we Quwe Actwe B}

AAB = (AN B°)U(A°N B)

= AUB\ANB.
La notation A\B n’est utilisée que lorsque A D B, et elle désigne alors
AN Be.

Si A, 1 (ie. A, C A,yy), lim A, UA

Si A, | (ie. A, D Any), lim A, ﬂA
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Etant donnée {A,,n € IN} une suite de parties de €2, on définit :

limsup A4,, = lim | [U A

p>n
=N U 4
n  p>n

= {w € Q;ilAn(w) = —I—oo}

liminf A, = lim 1 [ﬂ A

p>n
-UN4
n p>n

— {w € Q;ilA%(w) < —l—oo}

limsup A, est 'ensemble des w qui appartiennent & une infinité de A,,.
liminf A, est I’ensemble des w qui appartiennent a tous les A,, sauf au
plus un nombre fini. En particulier liminf A, C limsup A,.

1.3 Espace mesurable

On appelle espace mesurable un couple (€2, F) formé d’un ensemble €2,
muni d’'une o-algebre (cf. la Définition 1.3.2 ci-dessous) F de parties de cet
ensemble.

Définition 1.3.1. Une classe Fy de parties de € est appelée une algebre si :
A Be Fy= A, AUB € F
[donc aussi AN B € Fy).

On remarque que si Fy est une algebre non vide, Q2,0 € F.

Définition 1.3.2. Une algébre F est appelée une o—algébre (ou tribu) si de
plus :

A, e Fn=1,2,... :>UAn€]:.
1
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On vérifie aisément qu’une intersection quelconque d’algebres [resp. de
o—algebres| est une algebre [resp. une o—algebre].

Proposition 1.3.3. Soit G une algébre. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) G est une o—algébre

(ii) G est stable par intersection dénombrable

(1ii) G est stable par limite croissante

(iv) G est stable par limite décroissante.

PREUVE Par passage au complémentaire, (i)< (ii) et (iii) < (iv). (i) =

(iii) est évident [cf. définition de la limite croissante|. (iii) = (i) résulte de
U Ay =lim (U 4 O
p<n

Proposition 1.3.4. Soit C une classe de parties de 2. Alors il existe une plus
petite algebre contenant C, et une plus petite o—algébre contenant C, notée

a(C).

PREUVE 1l existe au moins une o-algebre contenant C, & savoir P(f)
[=classe de toutes les parties de Q]. Or 'intersection de toutes les algebres
[resp. les o—algebres| contenant C est une algebre [resp. une o—algebre]. [

Définition 1.3.5. Soit Q un espace topologique (i.e. un espace muni d’une
famille d’ouverts, par exemple un espace métrique). On appelle c—algebre (ou

tribu) borélienne sur Q) la plus petite o—algébre contenant tous les ouverts de
Q.

Etant donnés (2, F1) et (2, F2) deux espaces mesurables, on note
(Q x Qo, F1 ® Fy) lespace mesurable produit défini par :

)y x Qy = ensemble des couples (w1, ws),0u wy € O et wy € (o

.Fl ®f2 = O'(.Fl X fg), ou

Fix Fo 2 {A x Ay Ay € Fi et Ay € Fo}

Définition 1.3.6. Une classe P de parties de ) est appelée un m—systeme
si elle est stable par intersection finie.
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Définition 1.3.7. Une classe des parties de () est appelée un A—systeme si
elle vérifie :

\) QeLl

(h2) ABeLetBCA=A\BeL

(As) {An,n>1}CLetA,TA=AcL

Théoréme 1.3.8. (m— \) Soit P un m—systéme, et L un \—systéme, tels que
P cC L. Alorso(P) C L.

PREUVE Soit A(P) le plus petit A-systéme contenant P. Bien str, A\(P) C L.
Si A(P) est aussi un m—systeme, alors c’est une o—algebre (cf. 'exercice 1.8.1
(ii)), et dans ce cas o(P) C A(P) C L.

Montrons donc que A(P) est un m—systeme. Pour tout A C 2, posons
Ga={B;ANB € X(P)}. Si A € \(P), alors G4 est un A-systeme. Il n’est
pas difficile de voir que si A € P, P C G, et a fortiori G4 est un A\—systeme.
Donc si A € P, A(P) C Ga, ce qui veut dire que si A € P, B € A(P), alors
ANB e A(P). Donc si B € A(P), Gp est un A\-systeme qui contient P, donc
A(P), c’est a dire : si B,C € A(P), B N C € \(P). O

Corollaire 1.3.9. (7 — \) Soit P un w-systéme. Alors \(P) = o(P).

PREUVE On a montré que o(P) C A(P). Mais o(P) est un A-systeme. Donc
AP) C a(P). O
Autre énoncé du Corollaire A — 7 :
Soit P une classe stable par intersection. La plus petite classe contenant
P et Q, stable par différence et limite croissante, est o(P).

1.4 Mesure

On suppose donné un espace mesurable (€2, F).

Définition 1.4.1. Une application j : F — IR, est appelée une mesure si :

(i) n(@) =0;
(i1)Etant donné {A,,n > 1} C F, avec Ay N Ay = 0, dés que k # ¢,

alors
(0] 3

1
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La propriété (ii) est appelée la o—additivité. On définit de la méme fagon

une mesure sur une algebre Fy de parties de €2, en rajoutant dans (ii) la
o0

condition “si U A, € Fy”. Une mesure p est dite finie ou infinie, suivant

1
que () < oo ou p(2) = +oo.

Définition 1.4.2. Une mesure u, définie sur un espace mesurable (), F),
sera dite o—finie s’il existe {A,,n > 1} C F telle que :

(i) JAn =9

(ii) p(A,) < oo, pour tout n > 1.

Soit C C F. On dira que pu est o—finie le long de C, si (i) et (ii) sont
satisfaites avec une suite {A,,n > 1} C C.

Exemple 1.4.3. Supposons que Q) est un ensemble fini ou dénombrable. On
définit la mesure de comptage v sur P(QQ) par

v(A) = Card(A), pour tout A C Q.

v est finie st Q) est fini, o—finie si ) est dénombrable.
Dans toute la suite, nous nous limiterons a 1I’étude des mesures o—finies.

Proposition 1.4.4. Soit p une mesure définie sur un espace mesurable
(Q,F).

(i) Si {A,,n>1} C F, A, T A, alors u(A,) 1T u(A).

(ii) Si {A,,n>1} C F, A, L A, et u(A1) < oo, alors u(Ay) 4 nw(A).

(iii) Si {A,,> 1} C F, u (U An> <> (A,

1
(iv) p étant o—finie, F ne peut pas contenir une collection non
dénombrable d’ensembles disjoints de mesure non nulle.

PREUVE
(i) Posons By = Ay ; B, = A,\A,_1, n > 2. Les B,, dont deux a deux

disjoints, A,, = U B, A= U By.. Donc (i) résulte de la o—additivité.
1 1
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(ii)) On a A; \ A, T A; \ A. Il résulte de (i) :

p(Ar) = p(An) = p(Ar\ An) T p(Ar \ A) = p(Ar) — p(A),

d’ou la conclusion puisque p(A4;) < oo.

(iil) Vn, p (U Ak) < Z p(Ayg) [cf. Exercice 1.8.4] donc p (U Ak> <
1 1

1

Z w(Ayg), et on applique (i) au membre de gauche.
1

(iv) Soit {By,0 € ©} C F une collection d’ensembles disjoints, avec
p(By) > 0, V0 € ©. Etant donné {A,,n > 1} C F, avec | ] 4, =Q,

1
et u(A,) < oo, pour tout n, on pose 6, = {0 € ©; u(A, N By) > 0}.

Pour que © = U 0,, soit dénombrable, il suffit que ©,, le soit pour
1

tout n > 1. Mais ©,, = U OF, avec OF = {6 € ©; (A4, N By) > 1}.
k=1

Or card(©F) <k - ,u(An); oo. D’ou le résultat
U

Remarque 1.4.5. a) (it) n'est pas vrai sans Uhypotheése u(A;) < oc.
[ou du moins il existe n tel que u(A,) < oo]. Exemple : jn =mesure de
comptage des entiers (sur (N, P(IN))), A, = NN [n,+00). u(4,) =
+00, pour tout n. Or u(A) =0 puisque A = 0.

b) La proposition 1.4.4 est encore vraie si F est remplacée par une

algebre Fo, a condition de supposer A € Fol(i), (i1)], U A, € Fo
1
[(i11)], et u est o—finie le long de Fy, [(iv)].

Théoréme 1.4.6. (d’extension de Carathéodory) Soit g une mesure définie
sur une algebre Fy de parties de ), qui est supposée o—finie le long de Fqy. Il
existe une unique mesure ji sur F = o(Fy), telle que p|x = fio-

PREUVE  L’unicité résulte du Théoreme 1.4.11 qui suit. Nous allons
démontrer l'existence. Commencons par définir I'application suivante de
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P () a valeurs dans [0, +00] :

pour tout A C Q, p*(A) = ianMO(An>’

ou I'infimum est pris sur toutes les suites dénombrables { A, } telles que A,, €
Foet Ac| JA,.

n
Le lecteur vérifiera aisément que p* est une mesure extérieure, au sens ou
elle vérifie

p(0) = 0;
w(A) < p*(B), si A C B (monotonie);
P (UnA,) <> ¥ (Ay) (sous—additivité dénombrable) ;

qui coincide avec p sur Fy.
On dira qu'une partie A de €2 est p*—mesurable si pour tout £ C €,

p(ANE)+ p (AN E) = (E),
ou de fagon équivalente, compte tenu de la sous—additivité,
pANE)+p (AN E) < p(E),

pour tout £ C Q. On désigne par M(u*) la classe des ensembles p*—
mesurable. Le résultat d’existence du Théoreme est donc une conséquence
des Lemmes 1.4.9 et 1.4.10 ci—dessous.

Lemme 1.4.7. M(u*) est une algébre.

PREUVE Il est parfaitement clair que M (u*) contient € et est fermé par
passage au complémentaire. Soit A et B dans M(u*) et E C Q. En utilisant
successivement les propriétés B € M(u*), A € M(p*) et la sous—additivité
de p*, on obtient

o
WANBNE)+p (A°NBNE)

+ W (ANB°NE)+pu (A°NB°NE)
i

i

*

> (ANBNE)+ " (ANBNE)U(ANB°NE)U(A°NB°NE))

(
(ANB)NE)+u ((ANB)NE).

Le lemme est établi. O



1.4. MESURE 17

Lemme 1.4.8. Si {A;, As, ...} est une suite finie ou dénombrable d’éléments
disjoints de M(u*), et E C €, alors

(+)  p" (BN (Updy)) ZM (EN Ag).

PREUVE Considérons tout d’abord le cas d’'une suite finie {4, Ao, ..., A, }.
Pour n =1, il n’y a rien a montrer. Dans le cas n = 2, soit A; U Ay =, et
dans ce cas Ay = A§, donc (%) découle de ce que A; € M(u*). Si AyUAy # Q,
(%) s’obtient en écrivant que A; € M(p*), avec E remplacé par EN(A;UAs).

Supposons () vraie pour une suite de longueur n— 1. (x) étant également
vraie pour n = 2, on a

u (B0 (U A) = o (B0 (BZHA)) + (BN Ay)

=1

3

(*) est donc établie pour n fini. Dans le cas dénombrable, par monotonie,

Pt (BN (U2 Ar)) = w7 (B0 (URo Ax))

Il reste a faire tendre n — oo et a utiliser la sous—additivité pour terminer
la preuve. [l

Lemme 1.4.9. M(u*) est une o-algébre et la restriction de p* a M(u*) est
o—additive.

PREUVE Soit Ay, As, ... des ensembles disjoints de M (u*), tels que A =
UnA,. Par le Lemme 1.4.7, F,, = U}_, Ay appartient a M(u*), donc pour
tout £ C €2, en utilisant aussi le Lemme 1.4.8 et la monotonie, on déduit que

pHE) = (ENE,) + p"(ENF)

> (ENA) + (BN AY).

k=1
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En faisant tendre n — oo et en utilisant a nouveau le Lemme 1.4.8, on obtient

p(E) =t (B0 Ag) + i (BN A°)
= MI(E NA)+ p*(EnNA°.

Donc A € M(u*). M(p*) étant une algebre fermée pour les réunions
dénombrables disjointes, il est facile d’en déduire que c’est une o—algebre.

Finalement, la o-additivité de p* sur M(p*) découle du Lemme 1.4.8 avec
E=Q. U

Lemme 1.4.10. La classe M(u*) contient lalgébre Fy.

PREUVE Soit A € Fy. Soit E C Q et e > 0. Il existe une suite {A,} C Fy telle
que £ C U, A, et p*(E) > > po(A,) —e. Pour tout n > 1, B, = A, NA
et C,, = A, N A° sont dans l'algebre Fy. Donc par la définition de p* et
I'additivité de pqg,

WA+ (BN AY) < S pio(Ba) + D ol Co)

= Z ,UO(An)
< (E) +e.

En prenant la limite quand £ — 0 dans l'inégailité entre les termes extrémes,
on obtient que A € M(u*). O

Théoreme 1.4.11. Soit deux mesures py et po définies sur une o—algébre
F =0(P), ou P est un w—systéeme. On suppose :

(i) p1 et ps sont o—finies le long de P
(1) p1(A) = pua(A), pour tout A € P.
Alors py = po.

PREUVE

a) Soit A € P tel que p1(A) = pa(A) < oo. Posons L4 = {B €
o(P); (AN B) = pa(AN B)}. 11 est assez facile de voir que L4
est un A\-systeme, et il est clair que £, contient P. Donc, par le
Théoreme 1.3.8, L4 D o(P), d’ou L4 = o(P), puisque, par définition
L4 C o(P). Finalement 11 (AN B) = ua(AN B), pour tout B € F, et
pour tout A € P t.q. p1(A) = pe(A) < oc.
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b) Soit {A4,,n > 1} C P t.q. UA" = Q, et ua(A,) < 0o, pour tout n >
1

1, a=1,2. Soit B € F. Comme P est un m-systeme qui contient les
A;, il contient les A; N A;, .. .. Il résulte alors de la formule démontrée
a 'Exercice 1.8.5 et de la partie a) que pour tout n > 1,

H1 <U(B N Az)) = M2 (U(B A Az)) :

1 1

En faisant tendre n — oo, on obtient :
m(B) = p2(B)

g

On a le résultat d’approximation :

Proposition 1.4.12. Soit (Q, F, ) un espace mesuré, et Fy une algébre,
t.q. o(Fo) = F. Pour tout A € F tel que u(A) < oo et pour tout € > 0, il
existe Ag € Fo t.q. p(A A Ap) <e.

PREUVE On sait (voir la démonstration du théoreme 1.4.6) que
pu(A) = inf Y " u(A,),

ou I'infimum est pris sur les suites {A,, n € N} C Fyt. q. A C |J, An. Donc
il existe une suite {A,,} C Fy telle que :

- 5
A A A,) < u(A)+ =
anJ . et En:u( n) < p(A) + 3,
donc p (UAn\A> < %, et ZM(A”) < oo. Alors il existe N t.q.
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et Ag=|J A€ Fy

n<N

O
On ne peut pas en général étendre p a la o—algebre de toutes les parties
de €2, comme le montre I'exercice 1.8.6.

Définition 1.4.13. On dira que la mesure ;i est portée par A € F si
p(A%) = 0.

1.5 Mesure de Lebesgue

Nous allons maintenant définir la mesure de Lebesgue A sur (IR, By).
Considérons tout d’abord le cas d = 1.

Soit S la classe des intervalles de la forme Ja,b] (—oo < a < b < 400, ou
la, +oo[, —00 < a < 4+00). Soit Fy la plus petite algebre contenant S. Alors
By = o(Fo). Fo est la classe des réunions finies d’intervalles disjoints de la
forme ci—dessus. Soit A € Fy. A possede une décomposition canonique

A:U I,

1

ot {Ix,k <n} C S et pour tout k # £, [ Ul, ¢ S. On définit une application
A:S — Ry par:
MJa, b)) =b—a

On étend \ a Fy en posant :

n

MA) =D M) A€ F

1
ou {Iy, k < n} est la décomposition canonique de A.

Proposition 1.5.1. \ est une mesure sur Fy.

PrREUVE 11 est clair que A(0) = 0. Smt {A,,n>1} C Fot.q. AxNA, =0si

k#/l et A= U A, € Fy. Soit A = U I}, la décomposition canonique de A.

oo

Alors I, = U(A” N 1Iy), et il suffit de montrer que \(I;) = Z AMA, N Iy).
1

1
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Or chaque A, N I est une réunion finie d’éléments de S, et il suffit en fait
de montrer que A est “o-additive sur 8", i.e.si {I,, p>1} C S, [,NI, =1

sipF#qet = U I, € S, alors \() = Z A(I,). Cette propriété résulte des
1 1
deux lemmes qui suivent.

Lemme 1.5.2. Si {]ag, bi], k > 1} est une suite d’intervalles disjoints t.q.

U]ak, bi] Cla,b], alors
k

Z(bk—ak)gb—a

k

PREUVE Plagons nous tout d’abord dans le cas d’une suite finie de n inter-
valles. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai pour toute suite de
longueur n — 1, et supposons que la numérotation des (ag, bx) est telle que
a, > aj, pour tout k < n — 1 Alors :

n—1

U]ak, b] Cla, ay]

1
Par I’hypothese de récurrence,

n—1

Z(bk —ag) <a,—a

1

Donc Z(bk—ak)gbn—agb—a
1

Dans le cas d’une suite infinie, on a, par la premiere partie de la preuve,

n

> bk —ar) <b—a, Vn,

1

d’ou le résultat se déduit en faisant tendre n vers 'infini.

Lemme 1.5.3. Si|a,b] C U]ak,bk], alors b —a < Z(bk — ag)
k k
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PREUVE Plagons nous tout d’abord dans le cas d’une suite finie de n in-
tervalles. Le résultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai pour une suite
n

de longueur n — 1. Etant donné |a, b] C U]ak, bx], on suppose, pour fixer les
k=1

idées, que la numérotation des (ay, by) est telle que a, < b < b,. Si a, < a,

le résultat est immédiat. Dans le cas contraire,

n—1

la,a,] C U]ak,bk],

—

d’ou par I’hypothese de récurrence,

n—1
CL E bk — CLk
k=1

b—a<b,—a=b,—a,+a,—a

n

Zbk—ak
1

Le résultat est démontré dans le cas d’une suite finie. Dans le cas d’'une
o

suite dénombrable avec |a,b] C U]ak, b], soit € €]0,b — a]. Les intervalles
1 -
lax, by + €27F[ forment un recouvrement ouvert du compact [a + ¢, b], o

_ a sia€lR, 5 b sibelR,
a = fr
M  sia=—o0; M sib=+o0.

et M est choisi tel que b > a + €. Donc il existe n tel que :

n

[@a+¢e,b] C U]ak, b + 27"

1

et a fortiori :
n

Ja+e,b] C U]ak, by, + 2]

1

D’apres le résultat dans le cas d’une suite finie, pour tout € > 0, M > 0,
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[_)— ibk—ak
1

D’ou §§:bk—ak
1

O

Il résulte de la Proposition 1.5.1, grace au Théoreme 1.4.6, que A s’étend

en une unique mesure sur B = o(S). Pour traiter le cas d > 1, on peut

soit refaire le raisonnement ci—dessus en remplacant les intervalles par des

pavés, soit utiliser la théorie des mesures produit — cf. Chapitre 2 ci—dessous.

Nous admettrons donc l'existence de la mesure de Lebesgue A sur (IRd, B,),

caractérisée par le fait que si A = {&;2; €]a;, b;],i = 1---d} avec a;,b; € IR,
a; < b; , pour tout ¢

(avec la convention 0.co0 = 0)
Théoréme 1.5.4. Si A € By, alors A+x={x+a;a € A} € By, et
MA) = AMA+1z), Yo e R

PREUVE Soit G = {A C R% A+z € By, Vr € RY}.

G est une o—algebre qui contient les pavés, donc G D By, mais G C By,
d’ou I'égalité.

Soit € IR? fixé. Posons p(A) 2 MA+z), A € By. pu est une mesure,
et A coincident sur le m—systeme des pavés, donc p = . U

11 résulte de ce Théoréme et de 1.4.4 (iv) que la mesure de Lebesgue de
tout sous espace vectoriel de IR? de dimension < d — 1 est 0. Soit en effet V'
un tel sous espace. Alors il exise z € IR? \V, t.q. U V +ax CRY et les

acR
V 4+ ax sont disjoints et tous de méme mesure de Lebesgue. On déduit alors

de 1.4.4 (iv) que cette mesure commune est 0.
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1.6 Mesures sur (IR, B,)
Onale:

Théoréme 1.6.1. Soit p une mesure sur (R%, By) t.q. u(A) < 0o pour tout
A € By, A borné.

(i) Pour tout A € By tel que p(A) < oo et e > 0, il existe un fermé F
et un ouvert O tels que

FCACO
et w(O\F) <e.

(ii) Si A € By, et u(A) < oo, alors :

pw(A)= sup  p(K).
KcA
K compact

Remarque 1.6.2. On ne pourrait en général pas trouver O et F tels que
OCACEF, et u(F—0)<e. Exemple : = 0., définie par

1 sixeB
0,(B) = ’ tA= )
(B) {0 six ¢ B; ¢ {}

PREUVE

a) Montrons que (i) = (ii). Si p(A) < oo, il existe Ay € By, Ay borné,
tel que Ag C A et u(A\Ay) < /2. Or d’apres (i), il existe K C Ay,
K fermé (donc compact puisque borné) t.q. p(Ag\K) < €/2; donc
p(A\K) < e.

b) Montrons (i). Il suffit de montrer qu’il existe O ouvert O A t.q.
1(O\A) < e. La 2éme partie du résultat s’en déduit par passage au
complémentaire.

Supposons tout d’abord que A est un pavé borné de la forme : A =
{z;0;, < x; < b, 1 = 1,...,d}. Soit O, = {x;a; < x; < bz-+%}.
1(01) < 00, O,, | A, donc par la Proposition 1.4.4 (ii), il existe n t.q.
1(O\A) < e.

Les réunions finies de pavés (éventuellement non bornés; —oo <
a;, bj < oo) forment une algebre Fy et o(Fy) = By. Or tout pavé
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est une réunion dénombrable de pavés bornés. Il résulte donc de la
preuve du Théoreme d’extension 1.4.6 que pour tout A € By, il existe
une suite {A4,, n > 1} de pavés bornés t.q. (on utilise ici I'hypothese

1(A) < o0)
Acl A n (U An\A> <e/2.

Mais pour tout n > 1, il existe un ouvert O,, D A, t.q. u(O,\A,) <
g/2™. Or

JoacJoa) YU (Aa4)

Donc p (U On\A> <e, et U O,, est un ouvert qui contient A.
1 1

g

1.7 Applications mesurables

Soit (Q, F) et (E,E) deux espaces mesurables, f une application de Q
dans F.

Définition 1.7.1. L’application f : Q — E est dite F/E mesurable (ou tout
simplement mesurable) si pour tout A € €, f~1(A) € F.

(G, G) désigne un troisieme espace mesurable.

Théoréme 1.7.2. (i) Soit C une classe de parties de E, t.q. o(C) =&,
et f:Q — E.Si f7Y(C) € F, pour tout C € C, alors f est F/E
mesurable.

(ii) Si f: Q — E est F/E mesurable, et g : E — G est £/G mesurable,
alors go f : Q@ — G est F/G mesurable.

PREUVE
(i) D’apres 'Exercice 1.8.7, {A C E; f~'(A) € F} est une o-algebre de
parties de F, qui contient C, donc o(C) = €£.
(ii) est évident.
U
Considérons maintenant le cas (E, &) = (RY, By).
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Proposition 1.7.3. f: Q — R est F/By mesurable si et seulement si

pour tout 1 <i <d, f;:Q— R est F/B mesurable.

PREUVE  On remarque que : {w;fi(w) < zi,..., falw) < x4} =
d
ﬂ{w; fi(w) < x;}. On applique le Théoreme 1.7.2 (i). d
i=1

Proposition 1.7.4. Si f : R® — R est continue, alors elle est By/By
mesurable.

PREUVE Il suffit d’appliquer le Théoreme 1.7.2 (i) avec pour C la classe des
ouverts de IR?. O
On va maintenant considérer des applications mesurables f : (Q, F) —

(IR, B), o1
R =RU{+o00} U{-00}, B=o0(B,{+cx},{—00}).

Dans la suite, pour signifier que f : Q@ — IR est F/B mesurable, on dira que
f est F mesurable.

Remarquons que si f et g sont des applications F mesurables de () dans
IR, f+g, fg (sielles sont définies!), sup(f, g) et inf(f,g) sont mesurables
(appliquer 1.7.4 et 1.7.2 (ii)).

Théoréme 1.7.5. Soit {f,,n > 1} des applications F-mesurables, de ) a
valeurs dans IR.

(i) sup f,, inf f,,, imsup f,, liminf f, sont F-mesurables.
(i1) Si f(w) = lim f,(w) existe pour tout w € 2, alors f est F-mesurable.

(i4i) {w; fn(w) converge dans R} € F; {w; fu(w) converge dans R} €
F.

(iv) si f: Q — R est F-mesurable, alors {w; fn(w) = f(w)} € F.

PREUVE

(i) La premiere affirmation découle de ce que pour tout z € IR,
{sup f, <z} = m{ fn < x}. Les autres résultats s’en déduisent en
n

remarquant que inf,, f, = —sup, (—fy), limsup, f, = inf, sup,>, f&,
et liminf, f, = —limsup(—f,).
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(ii) L’hypothese faite entraine que f(w) = limsup f,(w), pour tout w.

(iii) {f, converge dans R} = {limsupf, = liminf f,}.
{ fn converge dans IR} = {f, converge dans IR} N {limsup f,, € IR}.
(iv) {fn — f} = {limsup f, — liminf f, =0} N {f —limsup f, = 0}.
U

On appelle fonction (F mesurable) étagée une fonction de la forme :

f:ZOék].Ak, n>1 a,€R,A, €F
=1

Proposition 1.7.6. La classe des applications F mesurables de 1 dans IR
est la plus petite classe de fonctions de 2 dans IR qui contient les fonctions
F mesurables étagées, et est fermée pour la convergence ponctuelle.

PREUVE Le fait qu'une fonction F mesurable étagée est F mesurable est
évident. De plus, la classe des fonctions F—mesurables est fermée pour la
convergence ponctuelle, d’apres le Théoreme 1.7.5 (ii). Il reste & montrer que
si f est F mesurable, alors il existe f, étagées t.q. fn(w) — f(w) quand
n — 00, pour tout w. On pose :

k k+1
AZ=f‘1<h - D,nzl,kez

2

"k
falw)= > E]-AZ(W) —n 11 (00, —np (W)

k=—n?
+ nlf—l([n+%,+oo])(w>
0

Remarque 1.7.7. Si f est F-mesurable a valeurs dans IR, alors on peut
construire une suite de fonctions étagées qui converge en croissant vers f.

On pose
kE k+1
Bg:fl([Q_n, ; D,nZl,kZO, et

22n

k n
fn(w> = Z 2—nlBl’!€L (a)) + 2 1{f—1([2n+2—n7+oo))}.
k=0
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Théoréeme 1.7.8. (des classes monotones)
Soit H un w-systeme de parties de S tel que o(H) = F, et L une classe
d’applications F-mesurables de 2 & valeurs dans IR, qui vérifie :
(i)l e L;1,4€ L, pour tout A € H.
(i) Si f,g € L et a,f € R, alors af + Bg € L.
(iii) Si fr, € L et fr, T f quand n — oo, alors f € L.
[resp. (iii)” a condition que f(w) € R, pour tout w € Qf
[resp. (iit)” a condition qu’il existe ¢ t.q. |f(w)| < ¢, pour tout w € QJ
Alors :
(C) L contient toutes les applications F-mesurables a valeurs IR.

[resp.(C)’ L contient toutes les applications F-mesurables a valeurs R).
[resp.(C)” L contient toutes les applications F-mesurables et bornées a

valeurs RJ.

PREUVE

a) J ={A4;14 € L}. J est un A\-systeme qui contient H, donc d’apres
le théoreme m — \, F C J

b) Soit f une application F-mesurable & valeurs R,. f, étant la suite
de la Remarque 1.7.7, fon € L et fon T f. Donc f € L.

c¢) Si f est une application F mesurable & valeurs dans IR, alors f =
fT — f~, et nous venons de voir que f* et f~ € L. Donc f € L,
d’apres (ii). Les deux autres cas se traitent de fagon similaire.

O

On démontre de fagon analogue le :

Corollaire 1.7.9. Soit L une classe d’applications F-mesurables de ) a
valeurs dans IR, qui vérifie :
(i’) 14 € L, pour tout A € F.
(') Si f,g€ L et a,5>0, alors af + fg € L.
(iii) Si f, € L et fr, T f quand n — oo, alors f € L.
[resp.(ii1)’ a condition que f(w) € R, pour tout w € Q]
[resp. (ii1)” a condition qu’il eziste ¢ t.q. |f(w)| < ¢, pour tout w € QJ
Alors :
(C) L contient toutes les applications F-mesurables a valeurs IR
[resp.(C)’ L contient toutes les applications F-mesurables a valeurs R |.
[resp.(C)” L contient toutes les applications F-mesurables et bornées a
valeurs IR .
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Définition 1.7.10. Soit (2, F, 1) un espace mesuré, f : Q — E une appli-
cation F |E mesurable. On définit alors la mesure sur (E,E), image de p par

£t par
wfHA) =p[f1(A)], Ae€.

1.8 Exercices

Dans tous ces exercices, (£, F, ) est un espace mesuré ou la mesure
est o—finie.

Exercice 1.8.1. (i) Une o—algébre est a la fois un m— et un A—systéme.

(ii) Une classe qui est a la fois un m— et un \—systéme est une o—algébre.

Exercice 1.8.2. Justifier l'affirmation “Si A € X(P), alors G4 est un A—
systeme.” dans la preuve du Théoréme 1.5.8.

Exercice 1.8.3. Justifier l'affirmation “L 4 est un A\—systéme” dans la partie
a) de la preuve du Théoréme 1.4.11.

Exercice 1.8.4. Montrer que si A; € F, 1 <i <n,

H (U Ai) < ZM(A’L>

Exercice 1.8.5. Formule du crible. Méme situation qu’a [’exercice
précédent. Sous U'hypothése u(A;) < oo pour tout 1 < i < n, montrer que

“(UAi>=ZM(A¢)— > AN A+

1<i<j<n

+ (=)™ (AN N Ay)

Exercice 1.8.6. (Ensemble non mesurable) Considérons Q2 = [0, 1], muni de
sa tribu borélienne B = B([0,1[). On définit sur (2, B) la mesure de Lebesgue
A (cf. ci—dessus section 1.5) t.q.

Ma,b)) =b—a, 0<a<b<1.
Pour x,y € [0,1], on définit

T+, siz+y€l0,1]
Ty = :
z+y—1, stx+y>1
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si AC[0,1[,xz €[0,1] on pose A®xz ={a®x,a € A}.

On dira que x ety sont équivalents (v ~y) si il existe r € QN [0, 1] t.q.
r@®r =y. On admettra (on a besoin pour cela de l'axiome du choiz) qu’il
existe un sous—ensemble H de [0, 1] qui contient exactement un représentant
de chaque classe d’équivalence.

1. Montrer (en utilisant le Théoréme m—\) que pour tout A € B, Adx €
B et N\(Adx) = AA).
2. H étant 'ensemble défini ci—dessus, montrer que la collection {H &

r, r € QNI0,1]} est une collection dénombrable d’ensembles disjoints,
dont la réunion est [0, 1].

3. Montrer par l’absurde que H ¢ B.

Exercice 1.8.7. Soit ¢ : Q0 — E. Si C est une classe de parties de E, on
note o 1(C) = {¢71(C);C € C}. Si A est une classe des parties de ), on
note p(A) = {B C E;p~'(B) € A}. Montrer que

Si C est une o—algebre, alors o' (C) est une o—algébre.

Si A est une o—algebre, alors (A) est une o—algébre.

o(¢7H(C)) = ¢7H(a(C)).

0 : Q — R est mesurable ssi {¢ < x} € F, pour tout x € IR. Méme
énoncé avec {¢ < x} € F remplacé par {p <z} € F.

e v~



Chapitre 2

Intégration

Dans ce chapitre, on suppose donné un espace mesuré (2, F, u).

2.1 Propriété vérifiée presque partout

On dira qu’'une propriété P(w) est vérifiée presque partout si il existe
N € F avec pu(N) = 0, t.q. pour tout w ¢ N, P(w) est vérifiée.

Par exemple, si {f,,n > 1}, f et g sont des applications de € & valeurs
dans IR ou IR, on pose la

Définition 2.1.1. f et g sont dites égales presque partout (en abrégé p.p.)
s’il existe N € F, avec u(N) =0, t.q. pour tout w ¢ N, f(w) = g(w).
On écrira

ou plus simplement
f=g pp

)

Notons que “f = g p.p.” est une relation d’équivalence (cf. Chapitre 3).

Définition 2.1.2. On dit que f,, converge vers f p.p. s’il existe N € F avec
u(N) =0 t.q.
pour tout w & N, fn(w) — f(w)

On écrira f,(w) = f(w) p.p. ou plus simplement f, — f p.p.

31
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Théoreme 2.1.3. Soit G C F une tribu, { fn,n > 1} une suite d’applications
G-mesurables, et f une application de 2 dans IR t.q.

fo—= [ pop
Alors il existe une application G-mesurable f t.q.
f=Ffpp
PREUVE I = {w; f,(w) converge } € G, d’apres le Théoreme 1.7.5 (iii).

lim f,(w), siweT;

Posons f(w) = {0 Gwel.

Alors (f) = f p.p., et f est G-mesurable, puisque

Vq:>0,{f<:c}:FCU(Fﬂ{mfn<x}) € g,
VxSO,{f<x}:Fﬂ{mfn<x}€g.
]

Remarque 2.1.4. Presque partout veut dire en dehors d’un ensemble N €
F, t.q. w(N) = 0. Etant donné N un tel ensemble mesurable de mesure nulle,
et N' C N, N' ¢ F, peut-on dire que N' est de mesure nulle ? Autrement
dit, avec la notation FV G = o(F UQG), et étant donnée

F=FVo(NCQ3AecF,NCAetulA)=0)

peut—on étendre p a F ? La réponse est oui : il existe une unique extension de
pa F, que l'on note encore p. L’espace mesurable (Q, F,u) est dit complet.
Noter que la tribu complétée F dépend de .

2.2 Intégrale des fonctions non négatives

Dans cette section, f, g désignent des applications F/—mesurables a valeurs
dans IR.
On va définir :

[ fan= [ repinte) = [ fomutde)
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On appelle partition finie de € une collection finie {A;;1 <i<n} C F
telle que :

Jai=2
1
A;NA; =0, des que i # J.

on définit :

)

/fdu = sup [i (L}gfflif(w)) - pu(As)

i=1
ou :
(i) la somme est évaluée avec la convention : 0+ 0o =00-0=0;

(ii) le sup est pris sur toutes les partitions finies {A4;,1 <7 < n} de Q.

Théoréme 2.2.1. (i) Etant donnée {A;;1 <i < n} une partition finie

de Q, {z;,1<i<n}CRy, sif=> zla,
1
Alors /fd,u = in,u(Ai)
i=1

(i1) Si 0 < f(w) < g(w) pour tout w, alors /fd,u < /gdu.

(iii) Si 0 < fo(w) T f(w) pour tout w, alors

[ it [ san

(i) Si o, >0, f et g sont non négatives,

/(af+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdu~

PREUVE
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(i) Soit {Bj;1 < j < m} une partition finie de Q, y; = ing f(w). Si
weBb;
Ai N Bj 7£ Q), alors Y; S ZT;.

Done Y y;u(By) = > ym(Ai N By) <> wipa(Ai N By)
j i i
= Z Tip(A;)

Donc le sup est atteint avec la partition {A;;i < n}

(ii) Résulte directement de la définition.
(iii) D’apres (ii), /fndu 1, /fnd,u < /fdu. 11 suffit donc de montrer

que /fdp < lim/fndu, ou encore, pour toute partition {A4;,1 <
i <k} de(,

k
. . < : N R .
(%) levlu(Al) < h}}l/fndu, ou v; J?if(“’)
Pour établir (x), il suffit de considérer les partitions telles que
k
Z ’Uz:u(Al) > 07
1
et de montrer que :
k
x < Zvi,u(Ai) = < lim/fnd,u.
1

Soit donc = < Zlf vip(A;). Alors il existe {u;;i < k} tels que

k
soit 0 = u; = v;, soit 0 < w; <wy; et x < ZWM(A@')
1

Siw € A;, soit fr(w) T flw) >v=u;=0
soit fu(w) 1 f(w) = vi > u; >0
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Donc si A;, = {w € Aj; fu(w) > w;i}, Ain T Ay, ot p(Ain) 1T 1(4).

/fndWZ(mf falw ) (Ai) + 0

ZTL

=3 (A, done :
1

k
lim / Fadp =) wip(A
1

(iv) 11 suffit de montrer ’égalité avec f et g étagées. On passe ensuite a
la limite avec les suites construites a la Remarque 1.7.7, en utilisant
n n

(iii). Soit f = Z xila, g= Z y;1p,. Sans restreindre la généralité,
i=1 j=1

on peut supposer que {A4;;1 <i <n}et {Bj;1<j <m} forment des

partitions de €.

af + Bg = Z Z(al‘z‘ + By;)1a,ns

i=1 j=1

A;NB;;1<i<n,1<j<m} est encore une partition de €2, et
J J

ZM(Ai N Bj) = u(A:), Zu(Ai N B;) = u(B;), d'ou :

/k@f+ﬁgwu=:§:§:cma+6% (A; N Bj)

=1 j:l

—aE:%u +B§:%u

—a/ﬁm+ﬂ/mw

Théoreme 2.2.2. Soit f et g deux fonctions mesurables de € a valeurs dans
R,.

g
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(i) Si f =0p p.p. , alors /fdu — 0.

(i) Si p({w: F(w) > 0}) > 0, alors /fdu - 0.
(iii) Si /fdu < 00, alors f < 00 j p.p.

(iv) Si f =g u p.p., alors /fdp: /gd,u
(v) Si f <gpp.p., alors /fdu < /gdu-

PREUVE
(i) résulte de ce que pour tout A € F,
soit AN{f =0} #0, et alors ingf(w) = 0;
we
soit AN{f =0} =10, et alors u(A) = 0.

1
(ii) Posons A, = {f > ﬁ}’ A, 1T {f > 0}. Puisque pu({f > 0}) > 0, il
existe n t.q. u(A,) > 0,

/fdu > %,U(An) +0u(A7) > 0.

(iii) 400 > /fd,u > 400 X pu(f =+00), done u(f = +o0) = 0.

(iv) Soit

hw) = {o, si f(w) = g(w);

400, sinon.

pour tout w € Q, f(w) < g(w) + h(w). D’apres 2.2.1 (ii), (iv), et (i)
ci—dessus,

/fdug/(9+h)du=/gdu+/hdu=/gdu-

On montre de méme /gdu < /fdu.
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(v) On définit maintenant h par
hw>={Q i (@) < g(w):
+00, SsInon.

On a alors la premiere série d’inégalités de (iv).
g

2.3 Intégrale des fonctions de signe quel-
conque.

Etant donnée f une application mesurable & valeurs dans IR, on utilise la
décomposition :
f=r—f.
On définit / ftdu et / fdu. Trois cas se présentent :
a) /f+du = /f_du = +00, et alors 'intégrale de f ne peut pas étre
définie.
b) L'une au moins des deux quantités /f*d,u et /fd,u est finie. f

est alors dite quasi intégrable, et on pose

[tan=[an= [ran em

c¢) Les deux quantités / frdu et / f dp sont finies. f est alors dite
intégrable, et on définit [ fdu comme dans le cas quasi-intégrable.

Alors / fdu est un nombre réel (fini).

Remarquons que |f| = f* + f~, donc le Théoreme 2.2.1 (iv) justifie que
I’'on pose la

Définition 2.3.1. Une application mesurable f & valeurs dans IR est dite

p—-intégrable si :
[ 151 < oc.
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On peut remarquer que si f est quasi-intégrable, et si | / fdu| < oo,
alors f est intégrable. Mais on n’a pas le droit d’écrire / fdu avant
d’avoir vérifié que f est intégrable (ou au moins quasi—intégrable).

Théoréme 2.3.2. (i) Monotonie Si f et g sont quasi—intégrables, et
f<g p.p., alors /fd,u < /gdu.

(i1) Linéarité Si f et g sont intégrables, o, 5 € R, alors af + By est
intégrable, et

/(Oéf+69)du=oz/fdu+ﬁ/gdu.

PREUVE
(i) résulte du Théoreme 2.2.2 (v), car f < g p.p. = [T < g* p.p. et
=29 pp.
(ii) II résulte du Théoreme 2.2.1

[ s+ sgldn < [[a-171+181 1ol an
~lol [ ld-+181 ol < o

Donc af 4+ Bg est intégrable. De plus,

a/fd,u:/afd,u.

Il reste a établir ’égalité avec v = 5 = 1.

f+r =+ =f+9=f"—f"+9"—g
(f+9) +f+g =fT+g +(f+9)

/(f+g)+du+/fdu+/gdu= /f*du+/g+du+/(f+g)du,

d’apres le Théoreme 2.2.1 (iv). Le résultat s’obtient en regroupant convena-
blement les termes. U
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Corollaire 2.3.3. Si f est quasi—intégrable, g intégrable, o, 3 € IR, alors
af + Bg est quasi—intégrable, et

Jtar+soau=a [ tau+5 [ gin

PREUVE Si | / fdu| < oo, alors f est intégrable, et le résultat découle
du Théoreme 2.3.2. Supposons donc que |/fd,u| = +o00. Pour fixer les

idées, supposons que [ fdu = +oo et @ > 0. (les autres cas se traitent
de fagon analogue). Le second membre de 'égalité a établir vaut +oo. Or
af + Bg n’est pas intégrable, sinon f = é(&f + Bg) — gg le serait, et
(af + Bg)” < af™ +|5]lg], qui est intégrable. Donc af + g est quasi—
intégrable, et [(af + Bg)dp = 400, d'ot le résultat. O

Corollaire 2.3.4. f et g désignent des applications mesurables a valeurs

dans IR.
(i) Si f est intégrable, |/fdu| < /|f|du. En particulier si f et g sont

intégrabies, | [ fdn~ [ gdu < [ 17 = glan.
(i) Si f =0 p.p., alors [ est intégrable et /fdu =0

(iii) Si f est intégrable et g = f p.p., alors g est intégrable et /fdu =

/gdu.

PREUVE
(i) résulte de | [ fdu| < [ frdu+ [ f~du= [|fldp.
(i) 11 résulte de I'hypothese que f* = 0 et f~ = 0 p. p. La suite du
raisonnement est facile.
(iii) D’apres (ii) g — f est intégrable et /(g — f)du = 0. 11 reste a
appliquer le Théoreme 2.3.2 (ii).
]
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Théoréme 2.3.5. (de convergence monotone - Beppo-Levi) Soit f,, f des
applications mesurables a valeurs dans IR.

(i) Si /fl_d,u < oo, et fut f p.p., alors /fnduT/fd,u.
(i1) Si/ fidu < oo, et fu L f p.p., alors /fnd,u¢ /fdu.

PREUVE (ii) résulte de (i) par multiplication par —1. Montrons (i). On pose

9o = fo+ f1s 90 =2 0pp., gn T g PP, avec g = f + f. On pose alors
In(w) = supy<, gr(w), §(w) = lim, o gn(w). 11 résulte du Théoremes 2.2.1

(iii) : /gndp 0 /gdu. Mais il n’est pas difficile de montrer que g, = g, p.

p., g = g p. p. Il résulte alors du Corollaire 2.3.4 (iii) que /gndu 0 /gdu.

Le résultat découle alors du Corollaire 2.3.3.

Remarque 2.3.6. (i) s’applique en particulier lorsque f, >0, fu T f.
(i1) s’applique en particulier lorsque f, <0, f, | f.

Théoréme 2.3.7. (“Lemme de Fatou”) Soit {f,,n > 1} une suite d’appli-
cations mesurables a valeurs dans IR.

(i) S’il existe g intégrable t.q. f, > g p.p., pour tout n, alors :
/(lim inf f,)dp < lim inf/fndu.
(ii) S’il existe g intégrable t.q. f, < g p.p., pour tout n, alors :

/(hm sup fn)dp > lim Sup/fnd,u.

Tous les intégrands qui apparaissent dans les intégrales ci—dessus sont
quasi—intégrables.

PREUVE (ii) résulte de (i) par multiplication par —1. Montrons (i). Posons
gn(w) = ir;f fm(w). Ona g <g, < f. p.p., et g, T liminf f,. Donc g; < g,
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g7 est intégrable, et d’apres le Théoréme 2.3.5 (i),

/(limgn)du = lim/gndu
/(lim inf f,,)dp = lim/gndu
< liminf/fndu,

ou la derniere inégalité s’obtient en prenant la liminf dans linégalité

/%WS/E@- 0

Remarque 2.3.8. (i) est vrai en particulier dés que f, > 0 p.p., pour tout
n, et (ii) est vrai en particulier dés que f, <0 p.p., pour tout n.

Théoreme 2.3.9. (de convergence dominée de Lebesgue) Soit {fn,m > 1}
et f des applications mesurables de 2 a valeurs dans IR, t.q.

(i) fo = [ pp.
(i) Il existe g intégrable t.q. |f,(w)| < g(w) p.p., pour tout n > 1.
Alors f, et f sont intégrables, et

[ o> [ s

PREUVE Posons N,, = {|fn| > g}, N ={f. /& f}. Alors M = N U (EOJ N,)

1
vérifie p(M) = 0, et pour w ¢ M, |f(w)| < g(w). D’apres le Théoreme 2.2.2
(v), fn et f sont intégrables.

Posons ¢, = |f — ful; 9n < 29 p.p., et grace au Théoreme 2.3.7 (ii)

0 < lim inf/gnd,u < lim sup/gnd,u < /(lim sup g, )dp = 0.

Donc /gndu—>0. Or /fd,u—/fnd,u‘ < /gnd,u. U

! Attention! g doit étre indépendante de n !
On déduit des théoremes de convergence ci—dessus les propositions :
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Proposition 2.3.10. Soit { f,, n > 1} des applications mesurables a valeurs
dans R.

(i) si fn, >0 p.p. pour tout n > 1, alors / (Z fn) dp = Z/fndu

n
(i) Si an converge p.p., et |ka| < g p.p., pour tout m, ou g est
n 1

intégrable, alors an est intégrable, et

|3 fudn=3 [ fudn

(i11) Si Z/ |fnldp < o0, alors an converge p.p., la somme de la

série est intégrable et

|3 udn=3 [ fudn
PREUVE

N N
(i) / (Z fo)dp = Z / fndp, et grace au Théoreme de convergence
1 1

monotone, on peut faire tendre N — oo.

(ii) résulte immédiatement du Théoreme de convergence dominée.

(iii) 'hypothese entraine que Z |fu] < o0 p.p., donc Z fn converge
1 n

p.p., et | Z frl < Z | fx| qui est intégrable. On applique alors (ii)
1 1
U

Proposition 2.3.11. Soit f : Qx]a,b[— R t.q. pour tout t €la,b], w —

f(w,t) est mesurable.
(i) Supposons que w p.p., t — f(w,t) est continue au point ty €|a,b| et
qu’il existe g intégrable t.q. |f(w,t)| < g(w) p.p., pour tout t €]a,b],

alors t — /f(t,w)du(w) est continue au point ty.
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(ii) Supposons que w p.p., t — f(w,t) est dérivable en tout t €la,b],
que pour tout t €la,b[, f(-,t) est intégrable et |%(w,t)| < g(w) p.p.,
ot g est intégrable. Alors t — /f(w,t)d,u(w) est dérivable en tout
t €la,b], et

& [ wndue) = [ Fwnau).

PREUVE

(i) résulte directement du Théoreme de convergence dominée.

(i)
[/fwt+hdu /fwtd,u }

/fwt+h f(w, )d()

Flot+h) = fw.t)  of
h e

f(wvt+h)_f(wvt)‘

Or

(w,t) p.p., quand h — 0,

< g(w) p-p.

t
e | )

par le théoreme des accroissements finis. On conclut a nouveau a I’aide
du Théoreme de convergence dominée.

O
Etant donné f mesurable et intégrable et A € F on définit :

/A i = [ Lafdn.

Remarque 2.3.12. (lien avec l'intégrale de Riemann)
Soit a,b € R, a < b, et f € C(IR). Alors f est mesurable et |1y, f| <

sup |f(x)] X Ljay, qui est intégrable, donc la construction ci-dessus permet
z€la,b]

de déﬁm’r/ f(x)dx, intégrale de 1,4 f par rapport a la mesure de Lebesgue
]G/7
A sur (R, B).
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Par ailleurs, on sait dans ce cas définir ['intégrale de Riemann

b n—1
/a fz)dz = Ji)rgozof(x?)(x?ﬂ —al)oua =) <} <---<al=0>
=

vérifie sup(z},, — z') = 0 quand n — oo.
i

On vérifie aisément que les deux intégrales coincident. Remarquons que
les fonctions Ligp) f, Ljap) [, Lap) f €t Lapf sont A= p.p. €gales. Donc on
peut adopter, pour la valeur commune de leurs intégrales, la notation unique

b
/ f(z)dz. 1l n'en serait pas de méme si 'on intégrait par rapport a une

mesure jv sur (IR, B) qui ne vérifie pas u({x}) = 0, Vo € R. Alors la notation

b
/ n’aurait aucun sens, et serait a proscrire : il faudrait absolument préciser

a
sl s’agit de/ , / s
la,b] [a,b]

On montre a l'exercice 2.5.2 que si f > 0, v(A) = / fdu, A € F, définit
A

une mesure v sur (2, F). On dit alors que v admet la densité f par rapport
a [, et on a la propriété

(¥) pourtout Ae F, u(A)=0 =r(A)=0.

Si deux mesures v et p vérifient la propriété (), on dit que v est absolument
continue par rapport a u, noté v < p. En fait ’absolue continuité v < u
entraine 'existence d'une fonction mesurable f telle que dv = fdu, c’est le
Théoreme de Radon—Nikodym 3.3.1 ci—dessous.

Proposition 2.3.13. Soit f > 0, v la mesure sur (Q, F) définie par v(A) =
fdu. Si g est une application mesurable de Q dans IR, t.q. fg est p—quasi—

A
intégrable, alors g est v quasi—intégrable, et :

Jodv=[asan

PrREUVE 1l suffit de démontrer 1’égalité ci—dessus lorsque g > 0. Soit L la
classe des applications mesurables & valeurs dans IR, qui vérifient I’égalité
de I’énoncé. L contient 14, A € F par définition de v. Le résultat découle
aisément du Théoreme des classes monotones (Corollaire 1.7.9) U

Soit (2, F') un deuxiéme espace mesurable, T': € — Q' une application
F/F' mesurable.
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Théoreme 2.3.14. Soit f une application mesurable de ' dans IR. f est
uT' =t quasi-intégrable si et seulement si foT est u quasi—intégrable, et alors :

/foT ) = [ fuTdw).

PREUVE Identique a celle de 2.3.13. ]
Le Corollaire qui suit indique comment on effectue un changement de
variable dans une intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue.

Corollaire 2.3.15. Soit T une bijection d’un ouvert V.C R® sur un ouvert
T(V) de R?. On suppose que T est continue et admet des dérivées partielles

du ler ordre continues et on note J(x) = det (%(m)) Alors flpwy est
J

A—quasi—intégrable si et seulement si f o T1y|J| est A quasi intégrable, et

/V f o T ()| (x)|d = / S

PREUVE On va se limiter au cas d = 1, V' =|a, b|. L’égalité sur 1’énoncé peut
alors se réécrire (dans le cas T'(a) < T'(b) auquel on se restreint dans cette
preuve, 'autre cas se traite de fagon analogue) :

T(b)
/ F(T(@)) [T () e = / L W

qu'’il suffit d’établir pour f > 0. On définit sur B(]a,b]) la mesure : v(A) =

/A T ()| dx.

Si B est un sous-intervalle de T'(]a, b[), on a

VT_I(B):/ T'(m)dmz/dy,
T-1(B) B

ot 'on a utilisé le fait que, 7" ayant un signe constant puisque 7" est injective,
notre hypothese 7'(a) < T'(b) veut dire que T"(z) > 0.

Donc v T7!' = X, mesure de Lebesgue sur (T'(Ja,b|), B(T(]a,b]))). L
résultat est une conséquence du Théoreme 2.3.14 avec p = v, Q =|a, b[,
' =1T(]a,b]). 0
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2.4 Mesure produit et Théoreme de Fubini

Dans cette section, on se donne deux espaces mesurés (X, X, pu) et
(Y, Y,v), ou u et v sont des mesures c—finies (cette hypothese est cruciale!).
On notera z le point générique de X, y le point générique de Y.

On définit I’espace mesurable produit de (X x Y, X ® ) comme au Cha-
pitre 1, section 3.

Proposition 2.4.1. (1) St E € X ® Y, alors pour tout v € X,
{y; (x,y) € E} € Y et pour tout y € Y, {x;(z,y) € E} € X.
(ii)) Si f : X xY — IR est X ® Y mesurable, alors pour tout v € X,
y — f(z,y) est Y mesurable et pour tout y € Y, x — f(x,y) est X
mesurable.
PREUVE
(i) Pour tout z € X, on définit T,, : Y — X x Y par T,.(y) = (x,y)

B, sixe€ A,

VAe X, Be), TQJ_I(AXB):{(D ir¢ A
, six .

Donc T, (A x B) € Y. 1l résulte du Théoreme 1.7.2 (i) que T} est
Y/X ® Y mesurable. Ceci démontre la premiere partie de (i). La
deuxieme partie se démontre de fagon analogue.

(ii) On remarque que Iapplication y — f(x,y) coincide avec f o Ty, et
on applique le Théoreme 1.7.2 (ii).
U

Proposition 2.4.2. Soit E € X ® ).
(i) x — v({y; (x,y) € E}) est X-mesurable.
(1) y = p({z; (x,y) € E}) est Y-mesurable.
PREUVE Les deux propriétés se démontrent de la méme fagon. Montrons (i).

Soit C la classe des E C X x Y qui sont tels que x — v({y; (z,y) € E}) est

X mesurable. C est un A-systeme qui contient le m—systeme des rectangles
Ax B, Ae X, B €)Y, puisque

v({y; (z,y) € Ax B}) = 1a(x)v(B)

est X mesurable,  valeurs dans IR . Donc, d’aprés le Théoréme 1.3.8 (71— \),
C contient (X x )Y) =X ® V. O
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Théoreme 2.4.3. [l existe une unique mesure o finie
T=puxvsur( X xY, X®)Y)t q :

m(Ax B) =pu(Av(B), VA X,Be ).
De plus, pour tout E € X ® Y,

7T(E)I/XV({y; (z,y) EE})u(dfﬂ)z/Yu({w;(I,y) € Etv(dy).
PREUVE Les deux formules :
7(B) = [ vl{wsle.) € Eputao
w(B) = [ e (@) € EYoidn)

définissent deux mesures sur (X x Y, X ® Y) qui coincident sur X x ) =
{AXx B;A e X,B €Y} Eneffet 7'(A x B) =7"(A x B) = u(A)v(B). Or
X x Y est un m-systeme, et (X x )Y) = X ® Y. Et il résulte aisément de ce
que i et v sont o—finies, que 7’ et 7 sont o—finies le long de X x ). Donc
7' et " coincident. L’'unicité se démontre de la méme fagon. O

Théoréme 2.4.4. (Fubini) Soit f : X x Y — R une application X @ Y
mesurable.

a) Si f >0 7 p.p., alors :

(i) /Yf(:p,y)u(dy) est X mesurable, /Xf(:v,y),u(dx) est Y mesu-

rable.

(ii)
/X S y)n(da.dy) =

([ seawta )
(

[ fGentan)) i

—

b) Si f est m—intégrable, alors :

(i)’ Pour p—presque tout x, y — f(x,y) est v—intégrable Pour v—
presque tout y, x — f(x,y) est p—intégrable
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(z'z')’/ flz,y)v(dy) est p.p. égale a une fonction X mesurable et u
Y

intégrable. / flx,y)u(dx) est p.p. égale a une fonction Y mesu-
X
rable et v intégrable.
(7ii)’ Les égalités (ii) sont satisfaites.
Remarque 2.4.5. (i)Le théoréme de Fubini permet d’intervertir les
ordres d’intégration par rapport a p et v, lorsque f est > 0, ou

™ = p X v-intégrable. En fait, le résultat est encore wvrai si f
est m—quasi—intégrable. Mais lorsque cette hypothése n’est pas sa-

tisfaite,il se peut que les quantités / </ f(x,y)l/(dy)) wu(dx) et
x \Jy

/ (/ f(x,y)p(dx)) v(dy) soient toutes deux définies, mais soient

v \Jx

différentes. Voici un exemple d’une telle situation : X =Y = [0,1],
X =Y = B([0,1]), p = v = X, mesure de Lebesgue. Soit 0 =
ap < ag-or < ap,a, — 1, quand n — oco. Pour tout n > 1, on
suppose donnée une fonction g, € C([0,1]), telle que g,(t) = 0, si

t &|on, a1, et/ gn(t)dt =1. On pose :
0

[e.9]

F@y) = [gn(r) = i1 (2)gn(y)

n=1

Pour tout (x,y) € [0,1]%, un terme au plus de la somme ci-dessus est
non nul, donc la série converge.

[e.9]

Pour tout z € [0, 1], /0 flx,y)dy = Z[Qn(z) — gn+1(2)] = g1(2)

n=1

1 1
donc / dx/ f(z,y)dy = 1. Mais pour tout y € [0, 1],
0 0

/01 f(z,y)dx =0, donc /01 dy/olf(x,y)dx = 0.

Notons que nous n’avons bien intégré que des fonctions intégrables.
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(ii) En pratique si f > 0, on peut intervertir l'ordre des intégrations. Si

f est de signe quelconque, il faut s’assurer que / |fldm < oo, ce
XxY

que l'on fait en calculant soit/ dp/ |fldv, soit / du/ | f|dp.
X Y X

PREUVE

a)Si f =1g, F € X ® Y, le résultat découle de la Proposition 2.4.2 et
du Théoreme 2.4.3. Le fait que (i) et (ii) sont satisfaites par toutes les
applications X ®) mesurables & valeurs dans IR résulte du Théoreme
des classes monotones (Corollaire 1.7.9) puisque si f,g > 0 vérifient
(i) et (ii), o, B > 0, alors af 4+ Bg vérifie (i) et (ii).

b) D’apres a) et la m—intégrabilité de f,

([t itan) o) = [ ([ 15t via) <

I1 en résulte, d’apres le Théoreme 2.2.2 (iii), que

x}ﬂawwww<umuppetLyﬂ%wmum<umupp

On a montré (i)’. Montrons la premiere partie de (ii)’.

Si A= {x; /Y |f(z,9)|v(dy) = —1—00} , u(A) =0, et on pose :

(I)— 0 Sil‘eA
IOZ e F@yyldy), sioe A

I résulte aisément de a) (i) que g est X mesurable. g est y—intégrable, puisque
lg(x)] < / |f(x,y)|v(dy). Bien que /f(x,y)y(dy) ne soit éventuellement
pas défini )i)our x € A, puisque u(A) = 0 et que pour tout x ¢ A,
/ f(z,y)v(dy) = g(x), on pose par convention

Y

L/(/fmy dy)<ma | stomtas).

(iii)” résulte de (ii) en utilisant la décomposition f = f+ — f. O
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2.5 Exercices

Exercice 2.5.1. Soit {A;, 1<i<n}CF, etx;>0,1<i<mn. On pose
f((,U) = szlAz(w)
i=1

Montrer que [ fdu = Y i xiu(A;). Dans le cas ou les x; sont de signe
quelconque, quelle condition faut—il imposer pour que f soit intégrable 7 A—
t—on alors encore la méme formule que dans le cas des x; >0 7

Exercice 2.5.2. S f est une application mesurable de € a valeurs dans R,

v(A) = / fdu, A€ F, définit une mesure v sur (2, F).
A

Exercice 2.5.3. Déduire (i) et (iii) de la Proposition 2.3.10 dans le cas p
o—finie comme corollaire du Théoréme de Fubini. [On choisit (X, X, un) =

(Qa}_aﬂ)ﬂ <Y>yv I/) = (N7P(N)’Zén)/

Exercice 2.5.4. Montrer que si f est u—intégrable, alors quand n — oo,

/ fdu — 0, / fdu — 0.
{f>n} {If1<1/n}

Exercice 2.5.5. Dans cet exercice, on se place sur un espace mesuré muni
d’une mesure p finie. On se donne une suite {f,, n > 1} d’applications
mesurables : Q0 — R telle que f — 0 p. p. On suppose en outre satisfaite
Ihypotheése

(%) Cy:= sup/fgd,u < 00.

1. Montrer que f, est u—integrable, pour tout n > 1.
2. Montrer que pour tout n > 1, M > 0,

[1dan< [z nandns 5 [ s

3. En déduire que
Cy
li Wldp < —.
1msup/|f| gy

n—0o0
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4. Conclure que [|fuldpw — 0 et [ fodu — 0 quand n — oo.

5. Montrer que les mémes résultats sont encore vrais si l'on remplace
dans Uhypothése (x) f2 par | f,|P, avec un certain p > 1.

6. Donner un exemple (avec Q = [0,1],F = B([0,1],u = mesure de
Lebesgue) d’une suite de fonctions a valeurs positives qui vérifie (x),
mais telle que la fonction g(x) = sup,s, fn(x) n’est pas intégrable
(donc le résultat ne découle pas directement du Théoréme de conver-
gence dominée). Indication : on pourra condidérer la suite f, définie

par
0, sz'0§;17<\/%7—%;
fal@)=qvmn,  sim—L << oy

0, si\/iﬁ<x§1.

Exercice 2.5.6. On se place dans le cadre de [’exercice 2.5.5, mais au lieu
de supposer que f, — 0, on suppose maintenant que f, — f p. p. On suppose
toujours (%) satisfaite.
1. Montrer que [ f?du < Cs.
2. En déduire que ’on peut appliquer le résultat de l’exercice 2.5.5 a la
suite g, = fn — f.
3. Montrer que [ fodp — [ fdu, quand n — oc.

Exercice 2.5.7. On se place a nouveau dans le cadre de [’exercice 2.5.5, mais
on ne suppose plus que la mesure p est finie (mais on la suppose o—finie).
On remplace alors Uhypothése (x) par Uhypothése qu’il existe une fonction
intégrable g a valeurs dans (0, +00) telle que

/ fa

sup | —du < oo.

n g

Montrer que les conclusions de [’exercice 2.5.5 sont encore valides.

Exercice 2.5.8. Dans cet exercice, toutes les fonctions sont supposées
définies sur un espace mesuré (2, F, ), a valeurs dans R. On rappelle que
a®t = sup(a,0) et pourra utiliser le fait que si a,b >0, alors (a —b)* < a.

1. Soit f,, n > 1 des fonctions mesurables, et f une fonction mesurable
et p-intégrable, telles que

(1) fn >0 p. p., quelque soit n > 1;
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(i) fn — f p. p. quand n — oo ;

(1i) [o fudie — [ fdp, quand n — co.
Montrer que fQ |f = fuldp — 0, quand n — oo.
Indication : on pourra remarquer que |f — fu| = 2(f — fu)T = (f — fn)-

. Soit fn, gn, n > 1 des fonctions mesurables telles que

(i) 0 < fn < gn p. p., quelque soitn > 1;
(1) fo— [, gn = g p. p. quand n — oo ;
(i) g et toutes les g, sont intégrables, et [, |g — gnldp — 0, quand
n — oo.
En déduire que f, et f sont intégrables, et que fQ fodu — fQ fdu,
quand n — 0.

Indication : on pourra utiliser l'identité

/andu=[Zinf(fn,g)du+/(fn—g)+du,

Q

et /Q(fn —g)tdp < /Q(gn —g)tdp < /Q |gn — gldp.

3. Déduire des questions 1 et 2 que St pp, ©n, Un, n > 1, sont des appli-

cations mesurables, ainsi que p, @ et Y, telles que
(i) pn < ©n < Up, p. p., quelque soit n > 1;
(ii) pn — p, o0 — ©, Uy — U p. p. quand n — o0 ;
(11) pn, p, Un, ¥ sont intégrables, pour tout n > 1;
(iv) fQ pndp — fQ pdp, fﬂ Updp — fQ Yvdp quand n — oo ;

alors pour tout n > 1, ¢, et ¢ sont intégrables, et [, pndp — [ odu
quand n — 0.



Chapitre 3

Espaces LP

On suppose a nouveau donné un espace mesuré (€2, F, i), avec (1 mesure
o—finie.

3.1 Définition des espaces L”.

Deux exposants p, ¢ € [1, +oco] seront dits conjugués si %—i—% =1 (d’on

soit p, ¢ €]1,+o00], soit I'un vaut 1 et I'autre +00).

Proposition 3.1.1. Soit p, g €]1, +o0 deux exposants conjugués, f et g deux
applications mesurables a valeurs dans IRy, dont aucune des deux n’est p.p.
nulle.

(i) (Inégalité de Hélder)

s (fra)” ()"

(i) (Inégalité de Minkowski)
1/p 1/p 1/p
Pd Pd Pd .
(/Q(J“rg) u) S(/ﬂf u) +</Qg u)

(i) L’inégalité est satisfaite lorsque 'un des deux facteurs du second
membre est égal a 400, puisque l'autre est non nul. Donc si 1'on

PREUVE

93
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1/p 1/q
pose A = (/ fpd/,b> , B = (/quu> , il suffit de faire la

démonstration dans le cas A, B €]0, 4o0].

Posons F' = f/A, G = g/B. Soit w € Q tel que F(w), G(w) €]0, +o0.
Alors il existe s, € IR t.q. F(w) = e¥/? et G(w) = €'/9, et la convexité
de 'application exponentielle entraine :

1 1
+ <—€s+—€t,
p q
)q

3 o
YRS

d'ou F(w)G(w) < ]%F(w)p + %G(w inégalité qui est en fait vraie pour
tout w € ). Donc en intégrant.

1 1
/FGdu < -+ - =1, d’ou le résultat.
p q

(ii) Il suffit de faire la preuve dans le cas ou le second membre de

I'inégalité est fini.

(f+9P=F(f+9)" " +g(f+9)P", et dapres (i),

frssarme(fr)(firsara)
Forsar s (fom) " (frsn)

Par addition

forsoras[(fru) "+ (fou) | (Jireora)”

D’apreés la convexité de t — t? de IRy dans Ry, p > 1, 277(f +
g)P < 271(fP+gP). Il résulte alors des restrictions faites ci-dessus que

(f 4+ g)Pdu €]0, +o0l, et on peut multiplier la derniere inégalité par

19
</(f + g)pdu) , d’ott le résultat.
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Remarque 3.1.2. Dans le cas p = q = 2, l'inégalité (i) est aussi appelée
inégalité de Cauchy—Schwarz. On peut la redémontrer de la facon suivante :

[+ 002du= [ Pauvan [ godus 2 [ dp =0,

pour tout A € IR, donc le discriminant du trinome est < 0. Le discriminant
est nul (i.e. on a l’égalité dans l'inégalité de Cauchy—Schwarz) si et seulement
si il existe A € R tel que f+Ag =0 p p.p.

O
Définition 3.1.3. Soit f une application mesurable & valeurs dans RR.
1/p
Sip € [Lbocl, on pose 1, = ( | 111
Q

On pose
1 flleo = +o00, st pu(|f] > «) > 0, pour tout > 0;

= inf{a > 0; p(|f| > a) =0}, sinon.

Pour p € [1, +00], on désigne par LP(£2, F, i) - ou plus simplement £ (u)-
'espace vectoriel des f t.q. || f|l, < oo.

Le fait que £P(u) est un espace vectoriel est immédiat pour p = 1 ou +o0,
et résulte de I'inégalité de Minkowski, pour p €]1, +00].

|| - ||, est une semi-norme sur £P(u) :

Ifll, =0 (lfll, =04 f=0p.p)
[Af Iy = 1AL 171l
1f+9llp < 1Fllp + llgllp
Considérons sur L£P(u) la relation d’équivalence f ~ f' < f = f' u

p.p.. Cette relation d’équivalence est compatible avec la structure vectorielle
d’espace semi-normé de £P(u), puisque :

f~ = =1,
feflog~d=frg~f+4d

[ f' = A~ AT
L’ensemble des classes d’équivalence d’éléments de £7(u) forme donc un
espace vectoriel, noté LP(§), F,u) - ou LP(u), et || - ||, est une norme sur

LP(Q, F, ).
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Remarque 3.1.4. En sus des propriétés ci—dessus, on a que si f ~ f', f'

est (quasi)—intégrable si et seulement si f lest, et alors /fdu = /f’d,u.

De plus, si f, ~ f., n > 1, alors sup f, ~ sup f., inf f,, ~ inf f il en est
n>1 n>1 n>1 n>1

de méme avec les limsup et les liminf, et les limites lorsqu’elles existent.

Ces propriétés ne seraient plus vraies pour des familles non dénombrables

d’applications mesurables.

Etant donnée une application mesurable f, désignons par f sa classe
d’équivalence, i.e. f = {f" mesurable ; f' ~ f}. Les propriétés ci-dessus
permettent d’opérer sur les classes d’équivalence d’applications mesurables
comme sur les applications mesurables elles—mémes, a condition de ne
considérer qu’une quantité dénombrable d’applications mesurables a la fois.

Dans la suite on confondra par abus de langage une classe d’équivalence
avec 'un quelconque de ses représentants. Par exemple, on écrira f € LP(u).
Cet abus de langage est sans danger tant que ’'on ne considére qu’une quantité
dénombrable d’applications mesurables a la fois.

3.2 Propriétés des espaces LP(u)

Théoréme 3.2.1. Pour tout p € [1,400|, l'espace LP (i), muni de la norme
| - |y, est un espace de Banach.
Muni du produit scalaire

(f.9)= /fgdu

Uespace L?(1) est un espace de Hilbert.

PrREUVE 1l suffit de montrer que LP(u) est complet, i.e. que toute suite de
Cauchy converge.
a) Cas p < o0
Soit {fn,n > 1} C LP(u) t.q. pour tout € > 0, il existe N, tel que
n,m > Ne = | fo— fullp < e
Définissons une sous—suite f,,, en choisissant : ny = 0; pour tout £ > 1,
ny vérifie : ng > ng_; pour tous n,m > ng, || fo — fmll, < 27F. Alors
pour tout k& > 1, || fu,, — farllp < 27%. On pose :

k 0o
gk = Z |fni+1 - fn1|a g = Z |fni+1 - fnl|
1 1
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Il résulte de 'inégalité de Minkowski que ||gx||, < 1, donc par conver-
gence monotone ||gl|, < 1, et en particulier si A = {w;g(w) < oo},
(A = 0. Mais pour tout w € A, la série

fnl +Z fm+1 fnz( ))

converge absolument. On définit :

Fw) = {fm(“’) S s (@) = fo (@), siwe A,

0, sinon.

Il est clair que f,, — f p.p.. Il reste a montrer que f € LP(u), et
fn — f dans LP(p), ie. ||f, — fll, = 0.

Soit € > 0, et N; t.q. ||fn — fillp < €, pour tout n,m > N.. Alors si
m > N, par le lemme de Fatou,

Hf - fm“p < hmklnf ||fnk - mep S €

b) Cas p = +oo Posons Ay = {w; [fi(w)| > || filloc}; Bam = {w; [fulw) =
Jm(@)| > \lfa = finlloc}- et B = (U Ak> U( U Bnm) . Alors

n,m=1
w(E) = 0. Sur E¢, f, converge uniformément vers une limite bornée

f- On définit f sur Q en posant f(w) =0siw € E.
Alors f € L=(n), et [[fo — fllo = 0

g

On notera f;, iy f pour f, — f dans LP(u), i.e. fo,f € LP(u) et ||f —
fnllp = 0. On vient de démontrer au passage le :

Théoréme 3.2.2. Sip € [1,4+00] et si fn ey f, alors il existe une sous—

suite { fn,} t. .
foe — [ p-p., quand k — oo.

Théoreme 3.2.3. Soit S la classe des fonctions de la forme

f = ZailA“
1
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avecn € N; o, e IR, A, € F,i=1,....netpu (UA,) < 00. Alors pour
1

tout 1 <p < oo, S C LP(u) et S est dense dans LP(u).

Remarque 3.2.4. S n'est en général pas dense dans L™®(u) (ex : =

Ry, F = BRy),n = A, f = 22_”1[%72”“[ ne peut pas étre approchée
0
en norme || + ||oo par une suite de S.

PREUVE S C LP(u) résulte de pu UA” < 0. Soit f € LP(u), f > 0.
1

Alors par la Remarque 1.7.7, il existe une suite {f,} de fonctions étagées
t.q. 0 < f, T f. Alors f, € S, et ||f — full, = 0, d’apres le théoreme
de convergence monotone. Pour f de signe quelconque, on décompose f =

fr=r. [
Théoreme 3.2.5. Soit 1 une mesure sur (RY,By) t.q. p(A) < oo, pour
tout A € By, A borné. Alors Cx(IR?), espace des fonctions continues

support compact de R? & valeurs dans R, est dense dans LP(p), pour tout
p € [1,+ool.

On va d’abord établir le :

Lemme 3.2.6. Soit K un compact et O un ouvert de R?, avec K C O.
Alors il existe g € Cx(IR?Y) qui vérifie 0 < g(z) < 1 pour tout z, g(z) = 1
pour tout x € K et g(x) =0 pour tout x € O°.

d(x,0°)

PrREUVE 1l suffit de traiter le cas O borné. Alors g(z) = 2. K) + d(z.07)
z, z,
U

répond a la question.
PREUVE DU THEOREME 3.2.5 : Il est clair que Cx(IRY) C LP(u). Pour
montrer la densité, au vu du Théoreme 3.2.3, il suffit de montrer que pour
tout A € F, avec ju(A) < oo, pour tout £ > 0, il existe g € Cx(IR?) t.q.

la—gly<e

D’apres le théoreme 1.6.1 (i), il existe O ouvert tel que A C O et u(O\ A) <
eP /2 et d’apres 1.6.1 (ii), il existe K compact t.q. K C Aet u(A\K) < eP/2.

Donc: K C AC O, p(O\ K) <eP,
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et si g désigne la fonction construite au lemme 3.2.6,
114 —gll, <e
O

Théoréme 3.2.7. Soit i1 une mesure sur (R, By) t.q. n(A) < oo, YA € By,
A borné. Alors, sip € [1,+00[, LP(1) est séparable.

d
PREUVE Soit Fy la classe des réunions finies de pavés de la forme H[ai, by
de IR?, dont les sommets ont leurs coordonnées dans QU{+oo}U{—o00}. (Q=
ensemble des rationnels). Alors Fy est dénombrable, car le produit de deux
ensembles dénombrables est dénombrable et I’ensemble des parties finies d’un
ensemble dénombrable est dénombrable.
Fo est une algebre, et o(Fy) = By. Soit

1

A nouveau, L est dénombrable. Pour montrer que £ est dense dans LP(u), il
suffit de montrer que pour tout f € S, n > 0,il existe g € L t.q. || f—g]l, < n.
En fait, il suffit pour cela de montrer que pour tout o € IR, A € F avec
p(A) < oo, pour tout £ > 0,

il existe 5 € Q, Be Fy t. q. |lals— P1g], <e.

Mais flals — B1gll, < la = Bl - (u(A)7 + |8] - (u(A A B))Y7. Tl reste
donc a montrer que quelque soit 6 > 0,

il existe B € Fy t.q. u(AA B) <0,

ce qui résulte de la Proposition 1.4.12 O

3.3 Théoreme de Radon—Nikodym et dualité

Soit A et p deux mesures o—finies sur (€2, F). On dit que A est absolu-
ment continue par rapport a g, noté A < pu, si pour tout A € F, u(A) =0
implique A(A) = 0. Les deux mesures sont dites équivalentes si l'on a a la
fois A < p et p < A. Elles sont dites étrangeres s’il existe £ € F t. q.
AME) = u(E°) = 0.
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Théoreme 3.3.1. (Radon—Nikodym) Soit A et u deux mesures o—finies sur
(QF), t.q. A < p. Alors il existe h, application mesurable a valeurs dans
R+, tq N

A=h-pu

i.e. pour tout A € F,\(A) = / hdp.
A

PREUVE

a) Supposons tout d’abord que A(£2) < oo. Posons v = A + p. Alors
MA) < v(A), A e F.Doncsi f e L3v), f e L*(\) € LY\) (car
A(2) < 00), et :

'/fdA‘sm [ rix<va@y [

Donc 'application f — / fd\ est une fonctionnelle linéaire continue

sur 'espace de Hilbert L?(v), donc par le Théoreme 3.3.2 ci-dessous,
il existe g € L*(v) t. q. :

/fd)\ = /fgdu, pour tout f € L*(v).

Si {A,,n > 1} vérifie v(A,) < oo pour tout n, et UA” = (Q, alors
1

en choisissant f = 14,n(g<0}, 7 = 0,1,... dans I'égalité ci-dessus,
on montre que g > 0 v p.p. Alors grace au théoreme de convergence
monotone, I'égalité est encore vraie avec f = 1,51y, d’ott 'on tire :

V(g>1)zk(g>1):/ gdv

{g>1}

Donc/ (g—1)dv<0=g<1lvp.p,
{g—1>0}
donc il existe g mesurable a valeurs dans [0, 1] t.q.

A =g- v, soit
(I—g)-A=g-p
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Donc
po=1=[ (-gadr=0
{g=1}
Or
(+) A= Tyt pt L A

Mais puisque A < g, 1g—13 - A = 0, d’ou le résultat cherché avec
g
h=1gcn—
{g< }1 —gq
b) Le cas général : A o—finie;

[e.9]

Soit {Cp,n > 1} C F tuq. Co =0, Cy € Crpr, | JCo = Q, et A(Cy) <
1
oo pour tout n. Définissons, pour n > 1 :

M(A) = XAN(C, —Cpy)), A€ F.

Alors les A, sont des mesures finies, et :
AA) =) M(A),VAe F.
1

D’apres la partie a) de la démonstration, pour tout n il existe h, t.q.
An = hy - 1, avec h, > 0 partout, et on peut le choisir t.q. h,, = 0 sur
(Cp — Chq)”.

Alors pour tout w € Q, la série h(w) = Z hn(w) converge, et
1

A=h-pu.

Il nous reste & montrer le

Théoreme 3.3.2. Soit L est une forme linéaire continue sur un espace de
Hilbert H. Alors il existe un unique y € H tel que

Lz = (x,y), pour tout x € H.
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PREUVE L’unicité est facile a montrer. Si Lx = 0 pour tout x € H, alors y =
0 répond a la question. On peut donc supposer que M = {z, Lz =0} # H.
Donc il existe z € M+, z # 0. Posons

Lz

VT

Alors il est facile de vérifier que (y,y) = Ly, et y # 0. A tout x € H, on
associe

, Lx
)
I est clair que L(z —2') =0,donc z — 2’ € M, et z — 2’ L y, d’ou
(z,y) = Lz,
ceci pour tout x € H, ce qui établit le résultat. O

Théoréme 3.3.3. (Décomposition de Lebesgue)

Soit A et p deux mesures o—finies sur (Q, F). X s’écrit de fagon unique
comme la somme d’une mesure absolument coninue par rapport a ., et d’une
mesure étrangere par rapport a i ;

PREUVE L’unicité est facile. L’existence de la décomposition a été écrite
dans la preuve du Théoreme 3.3.1 cf. égalité (x), dans le cas A(§2) < oco. Le
cas général est laissé en exercice. O

Définition 3.3.4. On appellera mesure signée sur (S, F) une application p
de F dans R t.q. :

(i) (@) =0;
pour tout {A,,n > 1} CF avec A, N Ay =0 si k #4,

W (U An) =3 u(An)

Nous admettrons la :

Proposition 3.3.5. (Jordan—Hahn) Si p est une mesure signée définie sur
(Q,F), alors les formules :

p(A) = sup p(B) et p(A) = sup (—pu(B))

définissent deux mesures finies sur (2, F) t.q.
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(i) p=p" —p~
(i1) pt et p= sont étrangéres.

La mesure || = p* + =, appelée variation totale de p, vérifie :

VAEF, |ul(A)=sup ) |u(A),
1

ot le sup est pris sur toutes les partitions {A,,n > 1} de A.

Corollaire 3.3.6. Soit A une mesure signée, pu une mesure o—finie, définies
sur (2, F). Si pour tout N € F, (N) = 0 impliqgue A(N) = 0, alors \* et

A\~ sont absolument continues par rapport a p, et il existe h € L'(u) t.q :
AA) = / hdp, YA € F.
A

PREUVE D’apres la Proposition 3.3.5, il existe F € F t.q. :

AT(A) =AANE)
A (A) = =XNANE°
Soit N € F t.q. u(N) = 0. Alors u(NNE) =0, donc A(NNE) = AT(N) = 0.

De méme, A\~ (V) = 0. Il reste a appliquer le Théoreme de Radon-Nikodym
a At et & A7 et a utiliser le fait que ce sont des mesures finies. 0

Soit (€2, F, 1) un espace mesuré, p € [1,400] et ¢ 'exposant conjugué
de p. Soit g € L%(p). 1l résulte de 'inégalité de Holder que ®(-) définie

par : ®(f) := [ fgdu est une forme linéaire continue sur LP(u), et que
|®|| :== sup |®(f)| < |lgll- Nous allons nous poser la question réciproque :
[ fllp=1

toutes les formes linéaires continues sur LP(u) sont—elles de la forme ci—dessus,
autrement dit peut—on identifier le dual de LP(u) & L9(p)?

La réponse est (en général) non pour p = 400 ; et oui pour p € [1, +o0.
Théoréme 3.3.7. Soit p une mesure o—finie sur (Q, F), p € [1,+o0[, et @
une forme linéaire continue sur LP(u). Alors il existe g € Li(p) (ot — 4 — =

qa p
1) t.q:
O(f) = /fgdu, VfeL(u)
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De plus, |8l = sup [B() = lglles i e L) est isomorphe e
If1lp=1
isométrique au dual de LP(p).

PREUVE ETAPE 1 : UNICITE (de la classe d’équivalence de g). Si g et
g’ satisfont les propriétés de I’énoncé, alors pour tout A avec u(A) < oo,
(9 — ¢")dp = 0. Cela suffit & entrainer g — ¢’ = 0 p p.p. (utiliser la o

ﬁgitude de u!).

ETAPE 2 : EXISTENCE DE g DANS LE CAS u(f)) < oco. Pour tout A € F,
14 € LP(u), donc on peut poser A(A) = ®(14). A est une application de F
dans IR qui vérifie :

i) M@)=0

(ii) )\(U A,) = Z AAy), st Ay N A =0, dés que k # L. En effet,
1 1

Lup ) =lmlp,,y =tm) 1o, =3 1,
1 1

et la convergence a lieu dans LP(u).

Donc A est une mesure signée. Or si u(A) =0, 14 ~ 0, donc A\(A) = 0.
Il résulte alors du Corollaire 3.3.6 qu'il existe g € L*(p) t. q.

ANA) = / gdp , et par linéarité :
A

O(f) = /fgdu pour toute f étagée.
cas p > 1 Soit h,, une suite croissante de fonctions étagées, t.q. h, 1 |g| On

définit I'application sign de IR dans IR par : sign(z) = +1si x > 0, —1 si
x < 0. Alors sign(g)(h, )" est étagée, et hi < hi~lsign(g)g, donc

[ i < @ien(g)nt ) < @y

Donc ||h,||; < ||®]], d’ott par convergence monotone, ||g|, < |||, et g €
L(p).
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cas p = 1 Supposons que ||g||oc > ||®||. Alors h = sign(g)1{y>|a|} est étagée
et

O(h) = / lg|dp
(gl >/I®|I}

> (| @][ulgl > [1®])

Ty / Ihlda,

ce qui est impossible, car ®(h) < ||| / |h|dp. Donce ||g]|e0 < ||®]|-

Donc, dans tous les cas, ® et f — / fgdp sont deux formes linéaires

continues sur LP(u), qui coincident sur le sous—ensemble dense des fonctions
étagées, donc par le Théoreme 3.2.3 elles sont identiques. De plus, on vient
de montrer que ||g||, < ||®||, mais par Holder, ||[®] < ||g||,, d’ou I'égalité.
ETAPE 3 : EXISTENCE DE g DANS LE CAS GENERAL : pt 0—FINIE

o0

Il existe {A,,n > 1} t. q. U A, = Q, les A,, sont disjoints, et u(A,) < oo,
1

pour tout n > 1. Posons

o0

hw) =Y [*p(An)] 14, (@)

1

Alors h € L*(). Donc la mesure ji = h.u est finie, et on peut lui appliquer
le résultat de I'Etape 2.

Or f — hY4f est une isométrie de LP(fi) sur LP(u), et U(f) := ®(hY/Pf)
deﬁmt une forme linéaire continue sur L”(f1), donc il existe g € LI(f1) t. q.

= [ fgdf.
Posons g="h'1 g (=gsip=1). Alors :

Sip>1. / gl dy = / 3177 = 9] = | @]
sip=1, gl = 3l = 2] = |2

Finalement, comme § - i = h'/%g - pu,

o(f) = w(h/1) = [ sgai= [ fod
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3.4 Compléments sur la théorie de
P’intégration
Nous allons indiquer trois compléments a la théorie de I'intégration, pour

I’essentiel sans démonstration. Les démonstrations manquantes peuvent se
trouver par exemple dans W. Rudin [3].

3.4.1 Théoreme de représentation de Riesz

Notons C (IR?) I'espace des fonctions continues & support compact, de
R? & valeurs dans IR, et Co(IRY) l'espace des fonctions continues de IR? &
valeurs dans IR qui sont nulles a l'infini (i.e. t.q. f(x) — 0, quand ||z|| — 0).

Muni de la norme sup, Co(IR?) est un espace de Banach, et Cx (IR?) est
dense dans Cy(IR?). Nous allons caractériser le dual de Cy(IR%).

Théoréme 3.4.1. (Riesz) Pour toute forme linéaire continue ® sur Co(IRY),
il existe une unique mesure signée u définie sur (]Rd, B,), telle que

o(f) = /fd,u, pour tout f € Co(IRY).

De plus
A
12 = sup [@(f)] = |u|(RY),

sup | f|=1

ot |p| désigne la variation totale de p.

3.4.2 Intégrale de Stieltjes—Lebesgue

Plagons—nous dans le cas (IR, B). Si IP est une probabilité, i.e. une mesure
t. q. IP(Q2) = 1, on peut lui associer sa fonction de répartition F': IR — [0, 1]
par F(z) = IP((—o0, z]), et si f € L*(IP), on peut noter :

/de:/deP.

Cette notation est assez naturelle, puisque :

SiFECl(IR),/deP:/Rf(a:)F’(x)dx.
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Si f € Ci(RR), /fd]P - Ji_)rglofi Fly:) [F (121) _F (%)} avec

1=—00

y; € [, =], pour tout 4.

Soit maintenant g une mesure o—finie sur (IR, B), t.q. u(A) < oo, pour
tout A € B, A borné. On peut encore lui associer une fonction croissante et
continue a droitee F', unique a une constante additive pres, telle que

pour tout a,b € R,a < b, p(a,b]) = F(b) — F(a).

Réciproquement, si ' = IR — IR est monotone croissante, elle est conti-
nue sauf au plus en un ensemble dénombrable de points, et on peut choisir
un représentant de F' (dans la classe d’équivalence pour 'égalité A p.p.) qui
soit continu & droite : F(z) = lim F(y).

iz

La relation () u(]a,b]) = F(b) — F(a) définit une mesure sur la semi
algebre des intervalles semi—ouverts |a, b], qui s’étend en une mesure o—finie
sur B.

Soit maintenant une mesure signée p sur ([0, 1], B([0,1])); Alors p =
pt — p7, et on lui associe une fonction F = F* — F~ F =[0,1] — R, qui
est la différence de deux fonctions croissantes continues a droite.

La classe des fonctions F' = [0,1] — IR qui sont différences de deux
fonctions croissantes coincide avec la classe des fonctions a variations bornées
Fie. t.q.

n—1
V(f)= SUPZ |F(i1) — F(x)| < oo,
0

ou le sup est étendu a toutes les suites. 0 =z < 21 < 29 < --- <z, = 1
(décomposition de Jordan — analogue a la Proposition 3.3.5).

Soit donc F' & variation bornée, ' = F* — F~ ou F* et I~ sont deux
fonctions croissantes. Soit F'™ et F'~ les représentants continus & droite de F'+
et F'~. On leur associe par (x), deux mesures u* et = sur ([0, 1], B([0, 1])),
et la mesure signée = put — p=.

Alors, si f € L'(u), on notera /de I'intégrale /fd,u, et on l'appelle
intégrale de Stieltjes—Lebesgue.
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3.4.3 Théoreme de différentiation de Lebesgue
Soit f € Ck(IR). On sait que la fonction F' = IR — IR définie par :

F(z) = / " fly)dy

est de classe C*, et que F'(z) = f(x), pour tout z € IR.
Soit maintenant f € L'()\), A mesure de Lebesgue sur (IR, B), et F(z) =

/ f(y)dy, = € R. On se pose la question : F' est—elle dérivable, et si oui,

sa dérivée coincide—t—elle avec f 7 Il est clair que 'on ne peut pas avoir un
résultat aussi fort que ci-dessus. (ex : f(z) = 1>, F(2) = 27).

Théoréme 3.4.2. (de différentiation de Lebesgue). Soit f € L1(N).
On pose F(z) £ / f(y)dy.

Alors il existe Ny E B, tel que A\(Ny) = 0 et sur R\Ny, F est dérivable
et sa dériwée coincide avec f.

g

On a une généralisation en dimension d :

Théoréeme 3.4.3. Soit Ay la mesure de Lebesgue sur (IR, By). Pour tout
f € LY(N\g), il existe Ny € By avec \y(N) = 0 tel que pour tout = ¢ Ny,

1
)\d(Qn)

fy)dy — f(x),
Qn

o0

ot {Qn} est une suite décroissante d’hypercubes centrés en x, avec ﬂ Q. =

{z}. 1

Remarque 3.4.4. (d=1)
(i) Une fonction dérivable p.p. n’est pas nécessairement l'intégrale de sa
dérivée.

Exemple 1 : F(x) = 1iz>0y, F'(x) est définie et nulle p.p.
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Ezxemple 2 : Il existe F' monotone croissante : [0,1] — [0,1], avec
F(0) =0 et F(1) = 1, et telle que pour tout x ¢ C (C ensemble
triadique de Cantor), F'(x) eziste et est nulle. La mesure associée
a F (cf. la section 3.4.2) est étrangére par rapport a la mesure de
Lebesgue.

(ii) Soit F' : [0,1] — R, t.q. F soit p.p. dérivable, et coincide avec
Uintégrale de sa dérivée. Alors il existe f € L'([0,1], B([0,1]),\) t.q.
pour tout x € [0, 1],

F(z) = /O " fw)dy.

Ceci entraine que F' est a variation bornée, et que la mesure p qui lui
est associée (cf. section 3.4.2) est telle que u* et p~ sont absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesque. Une fonction F' qui
posseéde ces propriétés est dite absolument continue. Une fonction F :
[0,1] = IR est absolument continue si et seulement si pour tout € > 0,
il existe 6 > 0 t.q. pour toute collection {[an,b,|,n > 1} d’intervalles
disjoints de [0, 1],

o0

> by —an) < 5= |F(by) — Fla,)| <e.

0

(#ii) Il convient de rapprocher ce que nous venons de discuter de la
théorie de la dérivation au sens des distributions.

3.5 Exercices

Exercice 3.5.1. Montrer que si || f]l < 00, p({w;|f(w)] > || flle}) = 0.

Exercice 3.5.2. a) Soit 1 < p <r < 4oco0. Montrer que L"(u) C LP(1)
si et seulement si |1 est une mesure finie, et que dans le cas ou ju est
une probabilité, p — || f|, est croissante.

b) Si QQ =N, p = 25”’ on note (P l’espace LP(u). Montrer que si
1

p<r, P Cl.

c) Montrer que si Q =R, F = B, up =\, mesure de Lebesque, p < r, il
existe f € LP(X\) t.q. f & L"(\) et il existe g € L"(\) tel que g ¢ LP(N).
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Exercice 3.5.3. Soit 1 < p < ¢ < oo. Montrer que si f € LP(u) N LY(p),
alors f € L"(u), pour tout p < r <q.

Exercice 3.5.4. On suppose la mesure u finie. Montrer que L>®(u) C
Nps1 L7 (1) et que pour tout f € L(u), ||fllp = || flloc: quand p — oo.

Exercice 3.5.5. Soit f € LP(u) et g € LI(). Montrer que si % +% =1
alors fg € L™ ().

Exercice 3.5.6. Soit f € LP(IR?, By, 1), ot pu désigne la mesure de Lebesque
sur (RY, By) et 1 < p < oo. Pour tout h € R, on pose Tnf = f(- — h).
Montrer que m,f — f dans LP(IR?, By, ).

Exercice 3.5.7. On se donne ¢ € Cy(R%:R,) (donc en particulier bornée)
qui vérifie [pa ¢(x)dr = 1. Pour tout € > 0, on pose alors ¢. = e~dp(-/e).
Soit p > 1. Etant donné f € LP(IRY), on définit le produit de convolution

(6 ) ( / be(w — 1) F(u)dy

Montrer que

1. Si f est continue a support compact, ¢. x f — f uniformément dans
R¢ quand ¢ — 0.

2. Si f € LP(RY), ¢. x f — f dans LP(IRY).

Exercice 3.5.8. Donner un contre—exemple au résultat du Théoreme 3.2.5
dans le cas p = 400.

Exercice 3.5.9. Montrer l'unicité dans le Théoréme 3.4.1



Chapitre 4

Probabilité, Indépendance,
Variables aléatoires

4.1 Probabilité

Soit (€2, F) un espace mesurable (on dit aussi probabilisable).
Définition 4.1.1. On appelle (mesure de) probabilité sur (0, F) une appli-
cation IP : F — [0, 1] qui vérifie :

(1) P(Q2) =1
(ii) Pour tout suite {Ap,,n>1} CF, t.q. AgxNAr=0sik#/

P JAn) =) P(A,).

Remarque 4.1.2. Une probabilité est une mesure ju de masse totale 1, i.e.
t.q. u(Q) =1. On a P(A,) = IP(A) dés que A, T A ou A, | A, c¢f. Proposi-
tion 1.4.4.

g

Remarque 4.1.3. Dans le cas d’une mesure de probabilité on dit “presque
surement” — en abrégé p.s. — au lieu de presque partout.

0

Un triplet (©, F,IP), ou IP est une mesure de probabilité, est appelé

espace de probabilité. Un tel espace de probabilité (2, F,IP) sera supposé
donné dans toute la suite de ce chapitre.

71
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4.2 Probabilité conditionnelle

Définition 4.2.1. Soit A,B € F, avec P(A) > 0. La probabilité de
I’événement B, conditionné par A (ou “sachant A7, ou “si A”) est donnée

par :
P(AN B)

P(A)

A étant fixé tel que IP(A) > 0, on vérifie aisément que IP(-|A) est une
probabilité sur (§2, F). L’égalité de la définition se réécrit encore :

P(AN B) = IP(A)P(B|A)

P(B|A) =

Cette derniere égalité peut s’écrire méme lorsque IP(A) = 0, & condition de
convenir que
0 x terme indéterminé =0

Proposition 4.2.2. Soit A, € F; k= 1,...,n. Alors, avec la convention
ci—dessus,
P(AiNAyN---NA,) =P(A))P(As|A))IP(As]A; N Ag) - -
P(A AN AN N A, )
PREUVE
a) CasouIP(A;NAxN---NA,) =0.SiIP(A;) = 0, 'égalité est satisfaite.
SiIP(A;) >0, il existe m € {2,--- ,n} t.q.
Dou IP(A,,|A1 N---N A1) =0 et 'égalité est satisfaite.
b) Casou IP(A;NAyN---NA,) > 0. On démontre ’égalité par récurrence.

Elle est satisfaite pour n = 2.
Supposons que l'on ait :

P(AN---NA, 1) =TP(A))P(Az|A1) - - P(A,1]A1 NN Aps).
Alors en multipliant ’égalité ci—dessus par :

P(A,N---NA)
P(A N NA, )

on obtient le résultat.

=P(AJAN---NA,1)
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4.3 Evénements indépendants
Définition 4.3.1. Deux événements A et B € F sont dits indépendants si
IP(ANB)=1P(A)-IP(B)

O

Lorsque IP(A) - IP(B) # 0, A et B sont indépendants si et seulement si
IP(B) = IP(B|A), ou IP(A) = IP(A|B); i.e. A et B sont indépendants si et
seulement si la probabilité de B n’est pas modifiée par I'information “A est
réalisé”.
Exemple 4.3.2. Probabilité produit :

(Q,F,IP) = (Ql X QQ,JT"l ®.F2,]Pl X IPQ)

SOZtA:Al XQQ, Bzgl XB2

ANB=A; X By
P(AN B) = IP1(A41)IP2(B:) = IP(A)IP(B)

Définition 4.3.3. Une suite {Ay,..., A} C F est dite indépendante si :
P(A;, NA,N...NA, ) =TP(A;,)P(A,)... P(4;,)
pour tout suite d’indices tous distincts iy, ...,1, compris entre 1 et n.

|

Remarque 4.3.4. Le fait que les A,, soient 2 a 2 indépendants n’en-
traine pas que la suite {A;,...,A,} soit indépendante, comme le
montre ’exemple suivant : on joue 8 fois a Pile ou Face avec une piece
non truquée. On pose :

X {1 st on obtient Pile au iéme coup

0  si on obtient Face au ieme coup

On suppose la suite { X7 = 1}, { Xy = 1}, { X35 = 1} indépendante, chacun
de ces événements étant de probabilité 1/2.
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On pose A;; = {X; = X;}. Les événements Ao, Ass, Az sont 2 a 2
indépendants, mais la suite n’est pas indépendante, puisque

_1
= 2’

1
]P(Alg N A23) = ]P(A23 N A31) = ]P(Alg N A31) = IP(A12 N A23 N Agl) = Z

IP(A1p) = P(Ags) = IP(As)

Proposition 4.3.5. Si la suite {Aq,...,A,} est indépendante, les 2"
suites {Ay,..., AL} obtenues en choisissant A, = A; ou A sont encore
indépendantes.

PreUVE 1l suffit d’établir que 'indépendance de la suite {Ay,..., A, } en-
traine celle de {Ay, ..., Ar_1, A%, Apy1, ..., An}, pour tout £ € {1,...,n}, et
d’itérer ce résultat. La notion d’indépendance d’une suite ne faisant pas in-
tervenir l'ordre, il suffit en fait d’établir le résultat pour ¢ = 1. Pour établir

I'indépendance de {Af, Ao, ..., A, }, il suffit d’établir que pour tout iy, ..., i
indices tous distincts dans {2,...,n},

P(ATNA;,N...NA;,) =TPA)P(A;,) - - TP(A;)
Or le membre de gauche est égal a :

P(A,N...NA4,) —PA N4, N...N(4,) =

O
Etant donnée une suite {Ay,...,A,}, définissons les tribus F; =
{0, A;, A5, Q}.
On déduit alors aisément de la Proposition 4.3.5 :
Corollaire 4.3.6. La suite {Ay, ..., A,} est indépendante si et seulement si

[’égalité
P(BiN...N0B,) =P(By)...IP(B,)

est satisfaite pour tout choix des B; € F; ;1 =1...n.

Définition 4.3.7. Une suite infinie d’événements {A,,n > 1} est
dite indépendante si toutes les sous—suites finies de {A,,n > 1} sont
indépendantes, 1.e. si pour tout k, pour tout iq,...,14 entiers tous distincts,

P(A;,N---NA;,) =P(A;) - TP(4,)
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Lemme 4.3.8. (Borel-Cantelli)
(i) Pour toute suite infinie {A,,n > 1} C F,

ZIP(AH) < oo = IP(limsup 4,,) = 0.
1
(i1) Si la suite {A,,n > 1} est indépendante,

Z IP(A,) = +o00 = P(limsup 4,) = 1.
1

Remarque 4.3.9. 1. Dans le cas d’une suite indépendante, on a en par-
ticulier une loi 0 — 1 : IP(limsup A,,) ne prend que les valeurs 0 et 1.

2. (i1) est faur sans Uhypothése d’indépendance, comme le montre
l’exemple suivant :

A, =A 0<P(4) <1
limsup A, = A

PREUVE

(i)

puisque par hypothese la série Z IP(A,,) converge.
1
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o(31)--r(9

Il suffit donc de montrer que P (). A%) = 0, Vm. D’apres
I'indépendance,

(i)

v () - Tlo- P

m

En posant log 0 = —o0, et en utilisant I'inégalité log(1 + x) < z, pour
tout x > —1, et '’hypothese, on obtient :

log [Hu ~P(4,))

m

= 3 log(1 - P(A,)

< — i]P(An) = —00.

4.4 Variable aléatoire

Définition 4.4.1. On appelle variable aléatoire réelle une application
mesurable X : (2, F) — (IR, B).

On appelle vecteur aléatoire (de dimension d) une application me-
surable X : (Q, F) — (IR, By).

0

On emploiera souvent “variable aléatoire” (en abrégé v.a.) pour désigner

indifféremment une variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.) ou un vecteur
aléatoire.

Remarque 4.4.2. Pour vérifier que : X : Q — IR est une v.a.r., il suffit par
exemple de vérifier que pour tout x € R, {w; X (w) <z} € F.

Définition 4.4.3. On appelle tribu naturelle du vecteur aléatoire X (de
dimension d) la tribu

2

o(X)= X1(By) ={X'(B),Bc By}
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Si G et ‘H sont deux tribus de parties de 2, on note GV H = (G UH)
la plus petite tribu qui contient G et ‘H. De méme, G; VGV ---V G, =
0(G1UGU---UG,).

Proposition 4.4.4. Soit {X;,i = 1,...,n} des vecteurs aléatoires de dimen-
sion respective dq, . ..,d,. On pose :
X1
X=1":
Xn

Alors X est un v.a. de dimensiony ., d; et 0(X) =0o(X;)V---Vo(X,).
PREUVE (danslecasn =2, d; =dy =1).

O'(Xl) ( ) _1({141 x IR; Ay € 81})

o(X) = X 1({]R x Ag; Ag € Bi})

o(X1) V o(Xz) = o(X71(C))
ou (attention, C n’est pas un m-systeme!)
C = {Al X]R,, A1 GBl}U{]R,XAQ,AQ 681}

Or o(C) = By, et o(X71(C)) = X1 (o(C)) = o(X). O

Définition 4.4.5. FEtant donné un vecteur aléatoire X de dimension d, on
appelle loi de probabilité de X la mesure de probabilité IPx sur (IRd,Bd)
définie par : Px = PX L.

Etant donné une mesure de probabilité @ sur (IR?, B,), il existe un espace
de probabilité, et un v.a. défini sur cet espace, de dimension d, de loi Q. Il
suffit de choisir @ = RY, F = By, IP = Q, X (w) = w.

Définition 4.4.6. Soit X une v.a.r. [resp. un vecteur aléatoire de dimension
dJ. On appelle fonction de répartition de X la fonction :

Fx : Rlresp.RY — [0, 1]

définie par Fx(z) = P(X < z) = IPx(] — 00,z]). [resp.Fx(z1,...,24) =
]P(Xl S L1,y ... ,Xd S .C(,’d)]

Plus généralement & une probabilité Q sur (IR, By), on associe sa fonction
de répartition.
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Propriétés des fonctions de répartition.

a) Cas d =1

(i) F' est croissante

(ii) F est continue a droite :
(iii) Comportement a l'infini :

F(z) - 0,8i - —00
F(z) = 1,81 © — +o0.

d

b) cas d > 1 Soit a,b, € IR?, avec a < b. Soit A le pavé H]ai,bi]. Ce
1
pavé a 2¢ sommets, qui sont les z = (z;, ..., x4), olt chaque z; est égal

soit a a;, soit & b;.
On pose A F = Z signy(z) F(x), ou sign,(x) = +1, si le

T sommet de A

nombre de z; égaux a a; est pair, sign,(z) = —1 si ce nombre est
impair.
d
(i) AyF > 0, pour tout A = H]ai,bi] ,a < b.
1

(i) Si z(k) 4 = [i.e. xl(k) 1 @, Vi), alors F(2®) — F(x).
(iii) Siil existe j t.q. z; = —o0 F(x) = 08iz; — 400, j=1,...,d,
F(z) = 1.

Proposition 4.4.7. Soit F' une application de R? dans R qui vérifie (i), (ii)
et (iii). Alors il existe une et une seule mesure de probabilité IP sur (R, By),
dont F' est la fonction de répartition.

PREUVE Existence (cas d = 1). On définit IP sur la semi-algebre J des
intervalles de la forme |a, b], par P(]a,b]) = F(b) — F(a). Grace a la conti-
nuité a droite de F', on démontre que IP est o—additive sur [J, comme a la
Proposition 1.5.1. L’existence découle alors du Théoreme 1.4.6.

Unicité Elle résulte du Théoreme 1.4.11, en remarquant que P = ({z <
2o}, 7o € RY) est un 7systeme, t.q. o(P) = Bq. d
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Définition 4.4.8. Soit f une application mesurable de R & valeurs dans
R,. On dit qu'une probabilité Q sur (R, By) admet la densité f (par rapport

a la mesure de Lebesque) si pour tout B € By, Q(B) = / f(z)dx ; alors
B

nécessairement f(z)dz = 1.
Rd

4.5 Exemples de lois de probabilité

4.5.1 Lois discrétes

. . 1 sizeA
La mesure de Dirac au point z; §,(A) = _ est une mesure
0 siz¢ A
de probabilité. C’est la loi d'une v.a. X t.q. IP(X = 2z) = 1, donc d’une
“variable aléatoire” dont le comportement n’est pas du tout aléatoire !

1. Loi de Bernoulli notée B(p), (0 <p<1):
PX=1)=p, P(X=0)=1-p

C’est la loi du gain a l'issue d'un jet de Pile ou Face.

2. Loi bindémiale Soit Yi,...,Y, des v.a.r.. i.i.d. (indépendantes et
identiquement distribuées), de loi commune B(p). Alors la loi de
X =Y]+---+Y, est notée B(n,p). Elle est caractérisée par :

P(X =k)=C*"1 —p)"™ k=0,1,...,n (exercice)

C’est la loi du gain cumulé a 'issue de n coups de Pile ou Face mu-
tuellement indépendants, avec la probabilité p de gagner a chaque
coup.

3. Loi géométrique C’est la loi du nombre de coups nécessaires pour
obtenir un Pile, en jouant a Pile ou Face, avec la probabilité p d’obtenir
Pile & chaque coup, notée G(p).

P(X = k) = (1-p)'p, ke N
En fait on peut aussi la caractériser par

P(X >k)=(1-pF ke,
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4. Loi binémiale négative C’est la loi du nombre de coups nécessaires
pour obtenir m Piles, en jouant a Pile ou Face, avec probabilité p
d’obtenir Pile a chaque coup. Pour £ > m,

P(X = k) =G5 pm (1= p)*"p

5. Loi de Poisson de parametre A > 0 notée P ()

k

A
_ A
P(X=Fk)=e¢ k=l

La loi de Poisson est la loi limite de lois binomiales, cf. ’exercice 4.8.6
ci—dessous

4.5.2 Lois a densité

1. Loi uniforme sur [0, 1], notée U([0,1]). C’est la loi sur (IR, B) de
densité 1 ). Cest la limite quand M — oo des lois uniformes sur

1 2
—, —, ..., 1}
{M’M’ 7}

On peut considérer plus généralement la loi uniforme sur [a, b], pour
tout a < b. Sa densité est la fonction (b — a) ™ 1,y

2. Loi exponentielle £(A), A > 0. C’est la loi sur (IR, B(IR.)) de den-
sité e . X ~ £()\) ssi P(X > ) = e, pour tout z > 0. Cette
caractérisation est celle qu’il faut toujours utiliser !

3. Loi de Laplace (ou exponentielle symétrique) sur IR de parametre
A > 0. C’est la loi de densité

A
5 exp(=Alz)).

4. Loi gaussienne (ou normale) sur IR

202

loi de densité #ﬂ exp (— (““)2) ,sio > 0;

o ,8i 0 =0.
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5. Loi de Cauchy : loi sur IR de densité

1
1+ 22

S|

6. Loi Gamma (p, \) Pour p > 0, on pose I'(p) = [, e~ “a?~'dx. Notons

que I'(p) = (p— DI'(p = 1), I'(k) = (k = DL, I'(1) = 1, I'(1/2) = /7.
Pour p, A > 0, on définit la loi T'(p, \) comme la loi de probabilité sur
IR, de densité

AP
e—)\zxp—l

L(p)

Il résulte des deux exercices 4.8.17 et 4.8.18 que si Y7, ...,Y,, sont des
v. a. 1. 1. 1. d., de loi commune la loi N (0, 1), alors

1

Cette loi est appelée la loi du x? & n degrés de liberté. Elle joue
un role tres important en statistique (test du Chi-deux, cf. section 7.6
ci-dessous).

7. Loi béta La loi béta(r, s), r,s > 0, est la loi sur [0, 1] de densité

1
B(r, s)

m1”71(1 - m)sfl'

Le coefficient de normalisation vaut (voir I’exercice 4.8.17)

L(r)I'(s)

B(r,s) = /0 271 - 2) dr = Tots)

4.6 Variables aléatoires indépendantes

Définition 4.6.1. — La suite finie Cy . ..C, de sous classes de F est dite
indépendante si I’égalité :

P(BiNByN---NB,) =P(B)P(By) x --- x IP(B,)

est vraie pour tout B; € C; U{Q},i=1,...,n.
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— La suite des wecteurs aléatoires Xi,...,X, (de dimension res-
pective dy,...,d,) est dite indépendante si la suite des tribus
o(X1),...,0(X,) est indépendante.

O
Nous allons tout d’abord relier cette notion d’indépendance avec celle de
la Section 3.

Proposition 4.6.2. Soit (Ay,..., A,) C F. Pour tout i < n, on note F; =
{0, A;, AS,Q}. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite d’événements (Ay, ..., A,) est indépendante (au sens de la

Définition 4.3.2).

(i) La suite de tribus (Fy,...,F,) est indépendante.

(i1i) La suite de v.a.r. (14,,...,14,) est indépendante.
PREUVE (i) < (ii) a été établi au Corollaire 4.3.3. (ii) < (iii) résulte de ce
que F; =0(1a,), 1 <i<n. O
Théoreme 4.6.3. Soit Cy,...,C, des m—systemes inclus dans F. Si la suite

Ci,y...,Cy, est indépendante, alors la suite de tribus (o(Cy),...,(Cy)) est
indépendante.

PREUVE Soit A, ..., A, avec A; € C;U{Q}, et P(A3N---NA,) > 0. Soit
Q : F — [0,1] défini par :
PANAN---NA,)
P(AyN---NA,)
() est une probabilité, qui coincide avec IP sur Cj, donc sur o(C;) |cf.

Théoreme 1.4.11].
L’égalité :

Q(A) =

P(A, N AN -+ NA,) = P(A)P(Ay) - - P(A,)

est donc vraie pour tout 4; € o(Cy), Az € CLU{Q},... A, € C, U{Q}. Par
récurrence, on démontre que cette égalité est vraie pour tout A; € o(C;),
1< n. O

Théoréeme 4.6.4. Pour que la suite de v.a. Xi,...,X, (de dim resp.
dy,...,d,) soit indépendante, il faut et il suffit que la loi du vecteur aléatoire
X = (X1,...,X,) sur R=1% soit le produit des lois des X;, i.e.

Px(dxy, ..., de,) = Px, (d21) X -+ x Px, (d,)
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PrREUVE Soit By € By,...,B, € By, Si la suite Xi,..., X, est
indépendante,

Px(By x---xB,)=P(Xy,...,X,,) € By X--- X By,)
=P({X, € Bi}n---N{X, € B,})
= ]PXl(Bl) ) ..IPXn(Bn)a

et alors IPy et IPx, x--- x Py, coincident sur le m—systeme des “rectangles”,
qui engendre la tribu Byn 4, d’ou I'égalité des probabilités.

Réciproquement, si cette égalité est satisfaite, alors pour tout B; €
Bdl,...,Bn € B,

PH{X,eB}n---N{X,e€B,})=P(X, € By)---P(X,, € By)
i.e.
U

Corollaire 4.6.5. Si la suite des v.a. X;...X, (de dimension respective
di,...,d,) est indépendante, et si chaque IPx, admet une densité f; par rap-
port & la mesure de Lebesque sur R, alors la probabilité IPx admet la den-
Sité :

f(l’l, C.. ,ZEn) = fl(xl) X e X fn(xn)
par rapport a la mesure de Lebesque sur R-1 4
Proposition 4.6.6. Soit Xi,..., X, une suite de vecteurs aléatoires

indépendants, (X1,...,X]) une permutation de (Xi,...,X,). Alors les k
vecteurs aléatoires :

(X{,Xé,...,X;ll)’,(X;“H,...,X,'m)',...,(X,’Lk_lJrl,...,X;Lk)’
(ot 1 <mny <ng<---<n,<n)sont indépendants.

PrREUVE Utiliser le fait que l'indépendance se conserve par permutation,
4.6.4, et I'associativité du produit de mesures. O

Proposition 4.6.7. Soit X1,..., X, une suite de v.a. indépendants (de di-
mension respective di,...,d,), et f; : R% — IRdg, t =1,...,n, des ap-
plications mesurables. Alors fi1(X1),..., fu(X,) est une suite de vecteurs
aléatoires indépendants.
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PrREUVE 1l suffit de remarquer que o(f;(X;)) C o(X;) O

Définition 4.6.8. Une suite infinie de sous classes de F est indépendante
st toutes les sous suites finies sont indépendantes.

Une suite infinie de v.a. est dite indépendante si toutes les sous suites
finies sont indépendantes.

4.7 Moments des variables aléatoires

Soit X une v.a.r. définie sur l'espace de probabilité (Q, F, P). X est

dite quasi—intégrable si au moins I'une des deux quantités [ XTdIP ou
Q
/X_dIP est finie, intégrable si / | X |dIP = / X*dP + / XdIP < oo.
Q ) Q Q

Définition 4.7.1. Soit X wune v.a.r. intégrable (ou seulement quasi—
intégrable). on définit alors I’espérance mathématique de X par :

E(X) = /Q X (w) P (dw)

Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, X = (Xy,...,Xq)" tel que
chaque X;(i = 1,...,d) soit une v.a.r. intégrable. On définit alors l’espérance
de X, IE(X), comme le vecteur de coordonnées IE(X;),i=1---d.

O
Tous les Théoremes que nous avons démontrés pour les intégrales s’ap-
pliquent aux espérances, avec la particularité que IP est une mesure finie.

Cela entraine par exemple que les constantes sont IP-intégrables.
On déduit du Théoreme 2.3.14 :

Proposition 4.7.2. Soit X un v.a. de dimension d, ¢ : R — R une
application mesurable. Alors p o X est P (quasi) intégrable si et seulement
si p est Px (quasi) intégrable, et dans ce cas :

[ oo X@Pe) = [ ploPxldo

Rd

En particulier, si d =1 et X est (quasi) intégrable,

E[X] /RxIPX(dx).
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O
Cette proposition est essentielle pour le calcul pratique des espérances.

Etant donné @) une probabilité sur (IR, B), si / |z|dQ(x) < oo, alors on

R
peut définir ’espérance de la probabilité () comme la valeur commune
des espérances des v.a.r. de loi @, grace a 4.7.2 avec p(z) = z.

Proposition 4.7.3. (Inégalité de Jensen,).
Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, et ¢ : R* — IR une fonction
convexe. Si X est intégrable, alors o(X) est quasi—intégrable, et

p[IE(X)] < Elp(X)]

PREUVE On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes : pour
tout zo € IRY, il existe a € IR? t.q. :

(a, 7 — ) + p(x0) < p(2),¥ 2z € RY,
d’on avec g = IE(X), (a, X —IE(X)) + ¢o(IE(X)) < o(X) p.s.

Donc p(X) est quasi-intégrable, et il reste a prendre 'espérance dans cette
inégalité. U

L’inégalité de Jensen ne s’étend pas au cas ou ’on remplace 1'espérance
par une intégrale par rapport a une mesure quelconque.

Soit X une v.ar. Si X? est intégrable (on dit que X est de carré
intégrable), alors X est intégrable [appliquer I'inégalité de Cauchy—Schwarz
4 1-]X| ou encore I'inégalité de Jensen avec la fonction convexe p(x) = 2.

Si X et Y sont de carré intégrable, alors X + Y est de carré intégrable et

1
XY est intégrable (utiliser (z + y)? < 2z% + 22, |zvy| < §(x2 +1%).
On peut alors poser la :

Définition 4.7.4. Soit X une v.a.r. de puissance p ieme intégrable (p > 0).
On appelle moment d’ordre p de X la quantité : IE(XP).
Si X est de carré intégrable, on appelle variance de X la quantité :

Var (X) := B[(X - B(X))’] = E(X?) - (E(X))?

St X etY sont deux v.a.r. de carré intégrable, on appelle covariance de X
et Y la quantité :

Cov(X,Y) = E[(X — BE(X))(Y — E(Y))]
— E(XY) - E(X)E(Y)
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Il est clair que la covariance de deux v.a.r. est symmétrique, au sens
ou Cov (X,Y) = Cov (Y, X). Il est aussi facile de vérifier que I'applica-
tion X,Y — Cov (X,Y) est bilinéaire. En particulier Cov (X,aY + bZ) =
aCov (X,Y)+bCov (X, Z).

Définition 4.7.5. Soit X un v.a. de dimension d, t.q. chaque X; (1 = 1---d)
soit de carré intégrable. Alors on appelle
— matrice des moments d’ordre 2 de X la matrice :

E(XX')
— matrice de covariance de X la matrice :

Cov(X) = IE (X — E(X))(X — E(X)))
— E(XX') - E(X)E(X),
i. e. Cov(X);; = Cov(X;,X;), 1 <i,j<d.

Ces deux matrices sont autoadjointes et > 0.

Le caractere semidéfini positif de la matrice Cov(X) se déduit aisément
du fait que pour tout u € R, Var((u, X)) = v/Cov (X)u, cf. Exercice 4.8.23.
On pose aussi la définition suivante, qui généralise a la fois la covariance de
deux v.a.r., et la notion de matrice de covariance d’un vecteur aléatoire.

Définition 4.7.6. Soit X et Y deux v.a. de dimension resp. d et k, dont
toutes les coordonnées sont de carré intégrable. On définit la matrice de co-
variance de X et'Y comme la matrice d X k définie par

Cov(X,Y)=E[X —EX)(Y —EY)] = E[XY'] — E[X]E[Y].

Cette covariance de deux vecteurs aléatoires n’est pas symétrique dans
le cas ou inf(d, k) > 1, puisque Cov (Y, X) = Cov (X,Y)". Elle est encore
bilinéaire. Clairement Cov (X) = Cov (X, X), ou le memre de gauche de
cette égalité est pris au sens de la définition 4.7.5, et celui de droite au sens
de la définition 4.7.6.

Proposition 4.7.7. (Inégalité de Bienaymé—Tchebicheff) Soit X une v.a.r.,
et c,p > 0. Alors :
P(1X| > c) <IE(IX]P)/c.
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PREUVE

Mwmz/ IXJPdP > (X > o)
{IX|>c}

0
Proposition 4.7.8. Soit X et Y deuz v.a.r. intégrables et indépendantes.
Alors :
(i) XY est intégrable
(1) IE(XY) = E(X)E(Y)
La seconde affirmation est encore vraie si X et Y sont mon—négatives et
indépendantes.

PREUVE
a) Supposons tout d’abord X > 0, Y > 0. On utilise 4.7.2, 4.6.4 et
Fubini :
E(XY) = /ny P x y)(dxz, dy)
R

— [ [y patanpy(ay

= ([omstan) ([orvian)

= E(X)E(Y)

b) Cas général : | X| et |Y| sont indépendantes. Donc (i) résulte de a).
(ii) se démontre alors comme en a).

O
Corollaire 4.7.9. Soit X1,..., X  une suite de v. a. . On a les implications
sutvantes
La suite de v. a. Xq,..., Xy est indépendante
\
Les v. a. Xy,..., X4 sont 2 a 2 indépendantes
\

La matrice Cov(X) est diagonale.

Lorsque Cov(X;, X;) = 0, pour tout 1 < i # j < n, on dit que les v. a.
Xq,..., X4 sont non corrélées.
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Notons 1 le vecteur de IR? dont toutes les coordonnées sont égales & 1.
On a Var(X; +--- 4+ X;4) = Var ((1, X)) = 1’Cov (X)1, dont on déduit la
Proposition 4.7.10. Soit X4,...,X,, des v. a. r. de carré intégrable.

1. Alors

Var(Xy+ -+ X,) =Y Var(Xp)+ Y Cov(Xy, Xy).
k=1

1<k#(<n
2. Silesv. a. Xyq,...X, sont deux a deux indépendantes, alors
Var( Xy + -+ X,,) = Var(Xy) + -+ - + Var(X,).

On ala

Proposition 4.7.11. Soit X, un v. a. de dimension d, 1 < k < n. La
suite X1, ..., X, est indépendante si et seulement si pour toutes les fonctions
boréliennes f, : R™ — R,

E [H fk(Xk)] = HIE[fk(Xk)]'
k=1 k=1

PREUVE La CN s’obtient en itérant la Proposition 4.7.8. La CS s’obtient en
choisissant f; = 1p,, By arbitraire dans la tribu borélienne By, . O

Notons que le résultat ci—dessus serait vrai en remplacant les fonctions
boréliennes positives par les fonctions continues bornées par exemple. On
verra une autre variante de ce réultat au Théoreme 5.3.5.

4.8 Exercices

Exercice 4.8.1. Soit IP une application de F a valeurs dans [0, 1], qui vérifie
(i) P(Q) = 1.
(ii)) Pour tout n > 2, Ay,...,A, € F deux a deux disjoints,
P(Up_1Ar) = 325 P(Ag).
(1) Si A, e F,n>1et A, 10, P(A,) 0.
Montrer que IP est une mesure de probabilité.

Indication : On considére B = U, B,,, ou les B,, sont disjoints, on pose
Cy, = UgsnBr, et on applique (ii) a B= By U---U B, UC,, (i) a P(C,).
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Exercice 4.8.2. Soit A et B € F deux événements indépendants.
(i) Montrer que A° et B¢ [resp. A et B, A et B¢] sont indépendants.
(i1) Etablir la relation : P(AU B) = P(A) + IP(B) — IP(A)IP(B).
Exercice 4.8.3. On dit qu’une probabilité Q sur (IRd, B,) est diffuse si elle
n'a pas d’atome, c’est a dire si Q({x}) = 0, pour tout x € R®. Soit X etV

deux vecteurs aléatoires indépendants de dimension d. On suppose que la loi
Px de X est diffuse. Montrer que P(X =Y) = 0.

Exercice 4.8.4. Soit X une v. a. a valeurs dans IN t. q. IP(X > k) > 0,
pour tout k € IN. Alors il existe p € (0,1) tel que la loi de X est la loi G(p)
ssi pour tout k, 0 € IN, IP(X > k4 (| X > k) =P(X > /).

Exercice 4.8.5. Montrer qu’une v. a. suit la loi binomiale négative de pa-
rametres m et p ssi elle est la somme de m géométriques indépendantes de
parametre p.

Exercice 4.8.6. Montrer que la loi P(X\) est la limite des lois B(n,py)
lorsque n — oo, a condition que np, — X\ > 0 quand n — oo.

Exercice 4.8.7. Soit {X,,n > 1} une suite de variables i. i. d. a valeurs
dans IN, de loi (p(k),k € IN), telle que

pk) >0, Vke N, > kp(k) < oc.
keIN

1. Montrer que pour tout a € IN, IP (limsup,{X,, > a}) = 1.
2. Montrer que IP (limsup,{X,, > n}) =0.

Exercice 4.8.8. Soit (X,,)nen une suite de v.a.i.i.d de loi £(1). Montrer que

lim su t—1 . 8.

Exercice 4.8.9. Soit (Uy,)nen une suite de v.a.r.i.i.d. de loi B(1/2). Montrer

que V' définie par
U,
v\
Z 2n
n>1

est une v.a. de loi U(]0, 1]).
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Exercice 4.8.10. Soit U une v.a.r de loi U([0,1]). Le but de l’exercice est
de construire a partir de U une v.a.r X de fonction de répartition F donnée.

1. On suppose que F' est continue et strictement croissante. Montrer que
X = FYU) a pour fonction de répartition F.

2. On suppose que F est une fonction de répartition quelconque. Définir
une application G sur [0;1] telle que

Gt)<zot<Fz).

On notera G = F~' (inverse généralisé de F). Montrer que X =
F~YU) a pour fonction de répartition F.

Exercice 4.8.11. Soit X une v. a. a valeurs dans Ry, telle que IP(X >
x) > 0, pour tout x > 0. Alors il existe A >0 t. . X ~ E(N) ssi

Pour tout z,y >0, P(X >z+y|lX >z)=P(X >y).

Exercice 4.8.12. Soit U une v. a. r. de loi U([0,1]), et A > 0. Quelle est la
loi de la v. a. . —log(U)/\?

Exercice 4.8.13. Soit U et V deux v. a. r. indépendantes, toutes les deux
de loi U([0, 1]). Montrer que les deux v. a.

—2log(U) cos(2nV') et v/—2log(U)sin(27V)
sont indépendantes, toutes deux de loi N(0,1).

Exercice 4.8.14. Soit f et g deux densités de probabilité sur IR?. On suppose
que pour tout x € RY,

f(z) < kg(z), avec un certain k > 0.

Soit {(X,,Uy,), n > 1} une suite i. i. d., telle que X, et U,, sont indépendants,
X, est un v. a. de dimension d de densité g, U, est une v. a. r. de loi ([0, 1]).
Soit

N =inf{j > 1, kU,;9(X;) < f(X;)} et X = Xy.

Montrer que la loi de X est la loi sur R? de densité f.

Exercice 4.8.15. A tout réel positif x, on associe le nombre entier [x| :=
inf{k entier t. ¢. x < k}. Soit X ~ E(N\) une v. a. a valeurs dans Ry (on
suppose X > 0). Quelle est la loi de la v. a. Y = [X] ?
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Exercice 4.8.16. Soit X et Y deux v. a. indépendantes, X ~ E(N\) et Y =~
E(n) (A, u > 0). Quelle est la loi de la v. a. Z = inf(X,Y) ? Calculer les
probabilités des événements {X <Y}, {X =Y}, {X >Y}.

Exercice 4.8.17. Soit X et Y des v.a. indépendantes, X ~ I'(r,\), ¥ =~
I'(s, A).
1. Quelle est la loi de la v.a. X +Y 2

2. Montrer que les deur v.a. X +Y et (X +Y)"'X sont indépendantes
et que la loi de (X +Y)7'X est une loi béta.

3. Etablir la formule du cours pour la constante de normalisation de la
lov béta.

Exercice 4.8.18. Si Y ~ N(0,1), X =Y? ~T(1/2,1/2).

Exercice 4.8.19. Soit Xy,..., X, des v. a. r. i. i. d., toutes de loi U(]0, 1]).
Préciser la loi de min(Xy, ..., X,,) et celle de max(Xy,...,X,).

Exercice 4.8.20. Calculer [’espérance et la variance de toutes les lois de
probabilité présentées a la section 4.5.
Exercice 4.8.21. Soit X une v.a.r. a valeurs positives. Montrer que
1. Si Xest a valeurs dans N, IE[X]=>"7 P(X >i)=> 7 P(X >1i).
2. Si X est avaleurs dans Ry, B[X]= [["IP(X >z)dv= [["IP(X >z)dz.

Exercice 4.8.22. Montrer par deux contre—exemples que les réciproques des
deuz implications du Corollaire 4.7.9 sont fausses en général.

Exercice 4.8.23. Soit X un vecteur aléatoire de dimension d, dont toutes
les coordonnées sont de carré intégrable, et

1. Soit uw € R Montrer Uidentité

d d d
Var (Z uka> = Z Z Cov (X, Xo)upu, = u' Cov (X)u.

2. Soit A une matrice k x d. On pose Y = AX. Montrer que Cou(Y) =
ACou(X)A" (on pourra par exemple déduire ce résultat d’une double
application du résultat précédent, qui en est un cas particulier).
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Exercice 4.8.24. (Formules de Wald) Soit N une v.a. a valeurs dans IN, et
les X,, des v.a. i.1.d. a valeurs dans IR. On pose

N 0
U=> X.=) luewXa
n=1 n=1

On suppose en outre que les v.a. N, X1, Xs, ... sont indépendantes.

1. Montrer que si N et X, sont intégrables, alors U [’est aussi et en outre
E[U] = E[NJELX;].

2. On suppose maintenant N et Xy de carré intégrable. Montrer
que U est de carré intégrable et que Var[U] = IE[N]Var[X,] +
Var[N](IE[X])%.

Exercice 4.8.25. Soit T1,...,T} des v. a. r. indépendantes a valeurs dans
Ry, la loi de chacune des T; étant a densité strictement positive sur IRy
(donc en particulier telles que IP(T; > t) > 0, pour tout t > 0). On définit
les v. a. N = inf1<;< T;, et € a valeurs dans {1,...,k} par

¢=inf{l <j<k T;=A}.

On suppose que T; suit la loi exponentielle de parameétre A\; > 0, 1 < i < k.
On a donc que pour tout t > 0, IP(T; > t) = exp(—\it), 1 <i < k.
1. Montrer que que IP({§{ = i}\{T; < min;,; T;}) = 0.
2. Calculer P(A > t). En déduire que la v. a. A suit une loi exponentielle
de parametre Y, iy Ni-
3. Montrer que T; et inf;; T sont deux v. a. indépendantes, toutes les
deux de loi exponentielle dont on précisera les paramétres.
4. Calculer IP(T; < inf;4; T;) et IP(t < T; < inf,.; T}).
5. Préciser la loi de & (on calculera IP(§ = 1), 1 < i < k), et montrer
que les deuz v. a. A et & sont indépendantes (on montrera — pourquoi

est—ce suffisant 2 — que pour tout 1 < i < k, t > 0, les événements
{{ =1} et {A >t} sont indépendants).



Chapitre 5

Fonction caractéristique et loi
de Gauss

5.1 Préliminaires

Dans ce chapitre nous allons manipuler des intégrales de fonctions a va-
leurs complexes. On peut toujours écrire une telle fonction comme sa partie
réelle plus 7 fois sa partie imaginaire. Une telle fonction est alors mesurable
et intégrable si sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont toutes les deux,
et dans ce cas son intégrale est égale a celle de sa partie réelle plus i fois celle
de sa partie imaginaire. Puisque I'on peut approcher partie réelle et partie
imaginaire par des fonctions étagées, on peut aussi approcher toute fonction
mesurable a valeurs complexes par une suite de fonctions étagées. L’inégalité
suivante entre modules

< [ 17

/f p(dw)

est immédiate si f est étagée. Elle s’étend assez facilement a toutes les fonc-
tions f F-mesurables et intégrables a valeurs dans C.

Introduisons maintenant une notion qui va nous servir dans ce chapitre
et le chapitre 7. Soit & une classe de fonctions de Cy,(IR%; C).

Définition 5.1.1. On dit que la classe IC est séparante si pour toutes Q et
Q' probabilités sur (R, By),

{/f(x) Q(dx) /f , pour toute [ € /C} =Q=0Q.

93
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Remarquons tout d’abord que

Lemme 5.1.2. Soit Q et Q' deuz probabilités sur (R%, By), telles que Q(F) =
Q'(F), pour tout F fermé borné de R®. Alors Q = Q.

PREUVE La classe des fermés bornés est stable par intersection, et engendre
By. O

Lemme 5.1.3. L’ensemble C(R%;Ry) des fonctions continues positives a
support compact est séparant.

PREUVE Soit Q et Q' deux probabilités sur (IR%, By) telles que

/ fdQ = / fdQ', pour toute f continue positive & support compact.

1
Soit en outre F un fermé borné C IR?. Posons f.(x) = ¢ (—p(x,F)), avec
£

(@) = Lg<oy + (1 — 2) 10y et p(z, F) = infyep [ — y||. f- est continue
et positive. Comme en outre F' est borné, f. est a support compact. Donc
pour tout € > 0,

[ @) = [ 1@ @),

Comme en outre f, est majorée par 1 et décroit quand ¢ | 0 vers 'indicatrice
de F,
Q(F) = Q'(F), pour tout F fermé borné,

d’ou le résultat grace au Lemme précédent. O

5.2 Fonction caractéristique sur IR

On va avoir besoin du
Théoréme 5.2.1. La classe des fonctions {e™* u € R} est séparante.
Démontrons tout d’abord la

Proposition 5.2.2. Soit p > 1 et f une fonction continue de [—p,+p| a
valeurs dans R, telle que f(—p) = f(p). Alors il existe une suite f,, de la
forme :

fm(z) = Z ayre’™ e/ (¢ e C).

—m<k<m

telle que f(x) — f(x), uniformément sur [—p, p).
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PREUVE On va montrer le résultat pour f a valeurs dans C. Soit ¢ la bijection
bicontinue de (—p, +p] sur le cercle unité E du plan complexe définie par :

g(x) = eim/p,

La fonction f de I’énoncé peut se factoriser sous la forme : f = hog, avec h =
fog™' € C(E;C). Soit A C C(E;C) l'algebre engendrée par les fonctions 1, z
et zZ. A sépare les points de E. Rappelons le théoreme de Stone—Weierstrass :

Toute algebre A de fonctions de C'(E; C) (E compact), contenant
les constantes, qui sépare les points de E et qui vérifie f € A =
f € A, est dense dans C(E;C) [cet espace étant muni de la
topologie de la convergence uniforme]

Soit donc h,, une suite dans A, t.q. hy,(z) — h(z) uniformément. Alors
si fr, = hp © g, la suite f,, a les propriétés de ’énoncé. O

PREUVE DU THEOREME 5.2.1 : Soit Q et Q' deux probabilités sur (IR, B)
t.q.
/e“‘“@(dx) = /ewm(@’(dx), VueR.

Alors pour tout £ > 1V aq,...,ap € C, uq,...,up € R,

¢ ¢
(%) /R<Zl:ozk€w’“$> Q(dx) = /R(zlzakew”) Q'(dx). On va

maintenant déduire de (x) et de la Proposition 5.2.2 que

/fd@ = /fd@’, VfeCkg(R), don Q=Q" d’apres le Lemme 5.1.3.

Fixons donc f € Ck(IR). On va construire une suite f, de la forme f, =
h,og,h, € A, t.q.
(%) [ f2dQ — [ fdQet [ f,dQ — [ fdQ'.

Il existe ng t.q. pour tout n > ng, f(—n) = f(n) = 0. Fixons n > ny.
Il existe N>1eta, € C, k=—-N,...,0,1,...,N t.q.si

N
o) = ape™e/
Y

|f(z) = fal2)] < %, Ve [-n,n
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ce qui entraine |f,(z)| < sup|f(x)| + 1 car f, est périodique de période 2n.

(* %) résulte des deux dernieres inégalités, par le Théoreme de convergence
dominée. O

Définition 5.2.3. — FEtant donné une probabilité Q sur (IR, B), on ap-
pelle fonction caractéristique de Q la fonction g définie sur IR a
valeurs dans C par :

polt) = [ emain)

— Ftant donné une v.a.r. X, on définit sa fonction caractéristique px
comme étant la f.c. de la mesure Py, i.e.

ox(u) = Aei“xPX(dx) = [E[e™]

Remarquons que la fonction caractéristique de la mesure QQ est sa trans-
formée de Fourier ; d’apres le Théoreme 5.2.1 elle mérite bien son nom !.

Proposition 5.2.4. Sip(u) est la f.c. d'une mesure de probabilité Q, alors :

(1) ¢(0) =1
(i) |o(u)| <1, pour tout u € IR

(iii) ¢ est uniformément continue sur IR
() p(—u) = p(u).
PREUVE (i) est élémentaire.
(i) / e Q(dr)| < / || Q(de) = 1

(i)

IﬂU+m—¢WH=L/¥W5“—U@M@
< / e — 1| Q(d) = 6(h),

ou d(h) = 0 quand h — 0, par le Théoreme de convergence dominée.
(iv) est élémentaire. O



5.2. FONCTION CARACTERISTIQUE SUR R 97

Théoréme 5.2.5. (Transformée de Fourier inverse) Soit p(u) la f.c. d’une
probabilité Q sur (IR, B), t.q. / lo(u)|du < oo.

R
Alors Q admet une densité f(x) uniformément continue et bornée, donnée
par :

(0 f@) =g [ e

On va utiliser le Lemme (qui par ailleurs est important en lui-méme) :

Lemme 5.2.6. Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes X de loi Q, et Y
admettant une densité g(z).

Alors la loi de la v.a.r. X +Y admet la densité h(z) = / gz —y)Q(dy).
R

PREUVE Posons Z = X + Y. D’apres le Lemme 5.1.3, il suffit de montrer
que pour toute f € Cx(IR; IR, ),

= [ 16)( [ stz - or0tan) ) a:

On va utiliser a deux reprises le Théoreme de Fubini (que I'on peut utiliser
puisque l'on integre que des fonctions positives).

E[f(2) J(X+Y)]

‘//fx+y (dx)g(y)dy
= [ e+ watwiar] e
:/Uﬂz)g(z—mw] Q(dz)
_ / £(2) [ / g(Z—f)Q(dx)] dz.

Remarque 5.2.7. Ce Lemme est encore vrai pour des v.a. X et'Y de di-
mension d > 1. On en déduit que si X et'Y sont deux vecteurs aléatoires de
dimension d indépendants tels que la lot de X admet une densité, alors la

(dx
(dz

U
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loi de X —Y admet une densité, donc en particulier P(X =Y) = 0. Mais
cette derniere propriété est vraie sous une hypothése plus faible, cf. I’Ezxercice
4.8.3

PREUVE du Théoreme 5.2.5. On va admettre pour l'instant — on le vérifiera
directement ci—dessous a la section 3 — qu’il existe au moins une probabilité
sur (IR, B), de densité g(z), et de f.c. intégrable ¥ (u), qui vérifient (x).

Par définition de ¢, on a, en utilisant successivement le Théoreme de
Fubini, et 'hypothese que nous venons de faire

1

5 | clwvtme i = o / | e i)

/ 57 [ i)
- [ sty - n)tn)

Cette fonction de y est, d’apres le Lemme 5.2.6, la densité de la loi de
X +Y,si X et Y sont indépendants X de loi Q et Y de densité g.

1
Soit € > 0. La densité de la loi de €Y est —g <£> ; sa fe. est poy(u) =
e” \e

Y(eu). €Y vérifie encore () puisque

ég (f) = L/R@—i?%p(u)du L e‘i”mqﬁ(ev)dv.

€ 2 € 27T

Donc il résulte du calcul ci—dessus que

L /R p(u)(eu)edu

(k%) pe(y) = o

est la densité de la loi de X +¢eY.

Soit F' € Ck(IR). Intégrant F'(y) par rapport aux deux membres de (%),
on obtient :

(xx%) IE[F(X +eY)] // eu)e”™ du dy.
Quand € — 0

X+¢eY - X ps., tYeu)— 1L,VuelR.
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Les hypotheses faites sur ¢ et F' entrainent que |F(y)| X [¢(u)| est dy x du
intégrable sur IR?. On peut donc faire tendre £ — 0 dans (x * *) & Iaide du
Théoreme de convergence dominée, d’ou

zuyd d
2w// e

Ceci entraine que f donnée par (x) est la densité bornée de la loi Q. En outre
h 7wh —1ld
ig}g\f(ﬂ ) — _Qw/lw |du,

qui tend vers 0 quand h — 0, par le théoreme de convergence dominée. Donc
f est uniformément continue. O

Théoréme 5.2.8. Si [E(|X|") < oo, alors

px(u) = (i) E(X*) + Maw)

k!
k=0

avec |8(u)| < 2IE (|X|™), pour tout u € R ; et 6(u) — 0, quand u — 0.
PrReuvE Si f e C"(IR;C), on a:

+ [ 1w

= F(0) +yf (0 / / 1" (ug)dugduy
O+ [ [ [T )~ 100 du,
d’ou :

< (iuX)E (iu)"
(%) ei“X:Z( )'() +(n') R(u, X), avec

:v|qﬁ

R(u, X) —n'/ / / e —1)dv, - - - dvy, dou |R(u, X)| < 2|X|"

On peut donc prendre 'espérance dans (x), d’ou I’égalité de I’énoncé, avec

5(u) = E[R(u, X))
donc [0(u)| < 2IE[|X]|"],

et (u) — 0 quand u — 0, par le Théoreme de convergence dominée. Il
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Corollaire 5.2.9. Soit X une v.a.r. t.q. IE(]X|") < 0o0. Alors sa f.c. ox(u)
est n fois continument dérivable, et

oW (0) = i*E(X*); k=1,2,...,n

PREUVE

i(u+h)X uX
]E{e(Jr)h—e :|:IE[Z-Xei(u+9h)X]

ou # est une v.a. a valeurs dans |0, 1]. Mais :
iX e HOMX i X X ps. quand h — 0
| X ! WHOMX| <1 X|, qui est intégrable.
Donc, par le Théoreme de convergence dominée,
Py (u) = Efi X e™X]

en particulier ¢y (0) = ¢IE(X). Le résultat pour les dérivées suivantes s’établit
en itérant ’argument ci—dessus. O

5.3 Fonction caractéristique sur IR’

Indiquons les grandes lignes de la preuve du

Théoreme 5.3.1. La classe des fonctions.

d
{exp <z Z ukmk> (ug, .. ug) € IRd} est séparante.
1

PREUVE Comme au Théoreme 5.2.1, il suffit d’approcher toute fonction
f € Cx(IRY) par des combinaisons linéaires de fonctions de cette classe. Si
f € Cx(IRY), il existe ng t.q. pour tout n > 0,

sup(f) C [~n.n]* = R,

Grace au Théoreme de Stone-Weierstrass (la Proposition 5.2.2 se généralise
en remplagant le cercle par un tore de dimension d), il existe f,,, combinaison
linéaire de fonctions de la forme

expli T(myxy + - - + mgag)n]

(ot les my, sont des entiers), qui approche f a % pres sur R,. La démonstration
se termine comme pour le Théoréme 5.2.1. O
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Définition 5.3.2. Si Q est une probabilité sur RY, on définit sa fonction
caractéristique comme la fonction de R? dans C :

colu) = [ e1Q(ds).

St X est un vecteur aléatoire de dimension d, on définit sa f.c. px comme
la f.c. de la probabilité Px : ¢x(u) = /ei(“’m)IPX(da:) = [E[e!®X)]
O

Proposition 5.3.3. Soit X un v.a. de dimension d. Si IE(|X|") < oo, alors

Jul”

o) = 30 BB [, )] + o)
avec |0(u)| < ;IE(J)(|X|") et §(u) — 0 quand u — 0.
PREUVE La proposition résulte du Théoreme 5.2.8, en remarquant que
px(u) = pux)(l) = @(ﬁ,,x)(|u|)-
O

Corollaire 5.3.4. Si X est un v.a. de dimension d, t.q. E(|X|?*) < oo, alors
vx(u) admet des dérivées partielles jusqu’a 'ordre 2, et

Viox (0) = i E(X)

(gjigij (0)) = —B(XX').

Théoréme 5.3.5. Soit X = (X1,...,Xy)" un v.a. de dimension d. La suite
de v.a.r. (X1,...,Xq) est indépendante si et seulement si pour tout u € RY,

ox(u) = ] ] ex. (u)

Ce Théoréme se généralise comme suit (nous omettons la preuve, qui est
essentiellement la méme qu’au Théoreme 5.3.5).
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Théoreme 5.3.6. Soit X1, Xo,..., X, des vecteurs aléatoires de dimen-
sion respective 1, ly, ... Ly, et X = (X1, Xs,...,Xy)" le v.a. de dimension
ZZZI lx obtenu en concaténant les Xy. La suite de v.a. (Xy,...,Xy) est

d
indépendante si et seulement si pour tout u = (uy,...,uq) € RXk=1% quec
ug de dimension l, 1 < k <d,

ox(u) = H ox;, ().

On utilisera le résultat suivant (immédiat a partir de la Proposition 4.7.8).

Lemme 5.3.7. Soit X etY deuzx v.a. indépendants, de dimension respec-
tive dy et do, et f, g des applications mesurables de R™ et R®™ respective-
ment, a valeurs dans C. Si E|f(X)| < oo et E|g(Y)| < oo, alors

E[f(X)g(Y)] <oo et
E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].
PREUVE DU THEOREME 5.3.5

C.N. Supposons les X indépendantes. En utilisant d — 1 fois le résultat
du lemme, on obtient :

px(u) = (H 6”’“X’“>

1

d
k=1
C.S. L’égalité de I'énoncé s’écrit :
e x(dx) e x (dzy) x -« x Px,(dzg)
R4 R4

Donc d’apres le Théoreme 5.3.1, Py = IPx, x --- x IPx,. Le résultat
découle alors du Théoréeme 4.6.4.

U

Corollaire 5.3.8. 57 Xi,..., Xy sont des v.a.r. indépendantes, et si Sq =
X1+ -+ Xy, alors

d
ps,(u) = H@xk (u), Yu € R
1
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Bien siur, la réciproque du Corollaire 5.3.8 est fausse.

5.4 Vecteurs aléatoires gaussiens

Sipu € Reto>0,on désigne par N(p,0?) la loi de Gauss sur IR, de
densité (ov/2m) texp[—(x — pu)?/20?).

Une v.a.r. X est une v.a.r. gaussienne si soit il existe uy € R, 0 > 0, t.q.
X =~ N(p,0?), soit la loi de X est la masse de Dirac en un point p € IR (cas
o =0). Alors p = IE(X), 0? = Var (X).

Définition 5.4.1. Un vecteur aléatoire X de dimension d est un vecteur

. . . . A
aléatoire gaussien si et seulement si pour tout ¢ = (cq,...,¢q) € RY ¢ X =
d

E c¢; X; est une v.a.r. gaussienne.
1

Il résulte de la définition que I'image par une application affine d'un v.a.
gaussien est un v.a. gaussien.

Lemme 5.4.2. La fonction caractéristique d'une v.a.r. X de loi N(u,0?) est
la fonction

0.2
px(u) = exp [@'uu - EUQ}

PrReEUVE 1l suffit de traiter le cas p = 0, ¢ = 1. Il faut montrer :

1 _
— [ e
\/27r/
z€C,

z2 | . .
Ty = 67“2/2, u € IR. On va en fait montrer que pour tout

1 z? 2
—— [ e TtRdy = /2
V2T /

Cette égalité est vraie pour tout z € IR, puisque :

1 z2 2 1 1 2 2
— [ e Tty = P /6_2(:8_2) do = e*/?
\/27r/ V2T

Par la Proposition 2.3.10 (iii),

f:|fn(;c)|dx<oo;» f:fn(x)dx:i Falx)dz, donc :
/3 /3 -/
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1 22 > 2" 2
—— [ e Ty = /x”e‘?d:p,
V2 / Zl: nlv/2m

.~ 2n

z2/2 o <
et e = Z Sl

1

Ces deux fonctions coincidant sur IR, les coefficients des séries coincident.

Donc les fonctions coincident sur C. O

Remarque 5.4.3. Si l'on pose g(z) = \/%76_9&2/2, W(u) = e /2, on a bien
1 )

g(x) = o /e‘“Z/Z_Z“xdu, d’apres ce qui vient d’étre démontré. Cect établit
i

Pexistence du couple (g,v) dont l’existence avait été admise dans la preuve
du Théoreme 5.2.5.

O

Si maintenant X est un v.a. gaussien d’espérance p et de matrice de

covariance ¥ alors pour tout u € IR?, (u, X) ~ N((u, 1), (Su,u)) et donc il
résulte du Lemme :

px(u) = EfeY)]
1

= exp [z’(u, 0 — §(zu,u)]

On remarque que 'espérance et la matrice de covariance suffisent a ca-
ractériser la loi d’un vecteur aléatoire gaussien. Soit X une v.a.r. de loi

IN(0,0?). Sa f.c. est px(u) = exp (—#) En développant I'exponentiele,

on obtient
>2n

2np)

3 (a2
1

D’ou d’apres le Théoreme 5.2.8,

o2 (2n)!

E(X?) = —=~, EX*) =0

Théoréme 5.4.4. Soit X = (Xy,...,X4) un vecteur aléatoire gaussien de
dimension d. Alors la suite de v.a.r. Xy, ..., X, est indépendante si et seule-

ment si les Xy sont 2 a 2 non corrélées, i.e. Cov(X) est une matrice diago-
nale.
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PREUVE La non corrélation est toujours une conséquence de 'indépendance.
La réciproque n’est vraie que dans le cas gaussien. Si ¥ = Cov(X) est
diagonale, alors avec u = IE(X),

(1) = expli(u, 1) — 5 (Su,0)]

| 1
= [ explivem — 5
1

QEkkUi]

d
- H Xy (uk)

Le résultat découle alors du Théoreme 5.3.5 ]

Ce Théoreme se généralise comme suit (nous omettons la preuve, qui est
essentiellement la méme qu’au Théoreme 5.4.4, en utilisant le Théoreme 5.3.6
au lieu du Théoreme 5.3.5).

Théoreme 5.4.5. Soit X1, Xs, ..., Xy des vecteurs aléatoires de dimension
respective ky, ko, ... kq, et X = (X1, Xo, ..., Xy) le v.a. de dimension Z?Zl k;
obtenu en concaténant les X;. Si le vecteur aléatoire X est un va. gaussien,
alors la suite de v.a. (Xy,...,Xq) est indépendante si et seulement si la
matrice Cov(X) est bloc—diagonale, c’est a dire qu’elle s’écrit

Cov (X7) 0 ... 0 0
X .
Cov(X) = 0 Cov(Xy) O 0
0 0 . 0 Cov(Xy)
. ) . X\ ,
Attention! Si X et Y sont 2 v.a.r. gaussiennes, v ° est pas forcément
un vecteur aléatoire gaussien. Donc si X et Y sont 2 v.a.r. gaussiennes
non corrélées (i.e. t.q. cov(X,Y) = 0) X et Y ne sont pas forcément
indépendantes !

Exemple 5.4.6. Soit X et V indépendantes, X ~ N(0,1), P(V = —1) =
P(V=1)=1/2. Onpose Y =V x X. Alors

; 1 . 1 A
cpy(u) — E[equX] _ E]E[GZUX] i §IE[6_“‘X] _ €_u2/2.
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DoncY ~ N(0,1). En outre E(XY) = E(X?V) = E(X*)IE(V) = 0. Mais
X et'Y ne sont pas indépendantes ! Pour tout a > 0,

P(X]| < a) =P ({|X] <a} n{]Y]| <a})
7 P(IX]| < a)P(JY] < a)
= (P(|X| < a))’

On peut vérifier directement que (X,Y') n'est pas un v. a. gaussien. IP(X +
Y =0)=1/2, donc X +Y nlest pas une v. a. r. gausienne.

On a par ailleurs la

Proposition 5.4.7. Soit Xy,..., Xy des v.a.r. gaussiennes indépendantes.
Alors le vecteur aléatoire X = (Xy,...,Xy)" est un v.a. gaussien.

PREUVE Supposons que chaque X est de loi N(ug,0%). Alors par
I'indépendance (cf. Théoreme 5.3.5)

d
©u(Ur, ... uq HWXk Uk —eXP( Zukuk - _Zakuk> )
k=1

qui est bien la fonction caractéristique de la loi N(u, ), ou

o2 0 0 - 0

H 0 o2 0 --- 0
w=1:1, S .
Ha 0 0 0 o2

O

Soit p un vecteur de IR? et ¥ une matrice d x d auto-adjointe et semi-
définie positive. Si Y = (Y;,...,Yy) est tel que la suite Yi,..., Yy est i. i.
d., de loi commune la loi N(0,1), alors la loi de Y est la loi N(0,I) sur IR?,
et celle de X = pu + X'2Y est la loi N(u,X). Notons que ce n’est pas cette
formule qu’il faut utiliser en général pour simuler un v. a. de loi N(u,X).
On utilisera plutot la formule X = p+ 'Y, ou I' une matrice a d lignes (et
un nombre de colonnes qui peut étre différent) telle que I'T” = . Il est en
particulier assez facile de calculer les coefficients de la matrice I' en fonction
de ceux de X si 'on impose que I est une matrice d x d triangulaire inférieure.
C’est la factorisation de Cholesky. La loi d’un v.a. gaussien de dimension d
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n’admet pas forcément une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur
RY. Clest le cas si et seulement si sa matrice de covariance est inversible, et
la formule pour la densité est alors donnée par la

Proposition 5.4.8. Soit X un v.a. de dimension d, de loi N(u,X) [i.e.
gaussien avec IE(X) = p, cov(X) = X/.5i rang (X) = d, alors la loi de X
admet la densité :

1 1

x) = exp |[—= (" Na — p),z —
fx(x) T P 5 (X7 (@ —p)w—p)
PREUVE Posons Y = X7Y2(X — ). Alors la loi de Y est N(0, ). D’apres
la Proposition 5.4.4, Y7,..., Yy est une suite de v.a.r. i.i.d., de loi commune

N(0,1). Donc la loi de Y admet la densité :
fr(y) = @2m)~ " exp (=|yl*/2)
Soit ¢ € Cx(IRY).
E[p(X)] = E[p(u + ='?Y)]

= (2m)~? / o+ 52y dy
R

= (2m) 9 / e~ =@ o (1) (A6t BTV2)da
]Rd

Le résultat découle alors de ce que Ck(IR?) est une classe séparante.
0

5.5 Exercices

Exercice 5.5.1. Soit X un v.a. de dimension d. Sa loi IPx est uniquement
déterminée par la donnée des lois de toutes les v.a.r. X\- X, A € R?, |A| = 1.

Exercice 5.5.2. Soit X wun wvecteur aléatoire de dimension d tel que
E[| X |?] < co. Montrer qu'une CN pour que la loi de X admette une densité
par rapport & la mesure de Lebesque sur RY est que sa matrice de covariance
soit inversible (on montrera que si cetle matrice n’est pas inversible, le sup-
port de la lot de X est inclu dans un sous—espace affine de dimension au plus
d — 1). La Proposition 5.4.8 montre que dans le cas gaussien cette CN est
aussi une CS. Montrer par un contre—exemple que ce n’est pas une CS en
général.
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Exercice 5.5.3. Déduire du Corollaire 2.53.15, en utilisant le raisonnement
de la Proposition précédente, le résultat suivant :

Soit S un owvert de R%, ¢ : S — R® une application injective qui posséde
des dérivés partielles continues sur S, et dont le jacobien ne s’annule pas sur
S.

Soit X un v.a. de dimension d, t.q. P(X € S) =1, dont la loi admet une
densité fx. Alors la loi du v.a. Y = p(X) admet la densité fy définie par :

e @)
fy(a) = 4 eleanp 52 € PL5)
0 sinon

ot Jy,, jacobien de ¢, est défini par :

o CORER =€)
Jo(z) = dét :
ol CORRRI 1 C)

Exercice 5.5.4. Soit X etY deux v.a.r. indépendantes. On suppose que la

loi de'Y admet une densité par rapport a la mesure de Lebesque. En déduire

que IP(X =Y) = 0. Montrer par un contre—exemple que le résultat est faux

st les lois de X et'Y sont toutes deux discretes, a supports non disjoints.
Indication : on pourra utiliser le Lemme 5.2.6.

Exercice 5.5.5. Soit X et Y deuxr v.a. indépendantes de lois respectives

P(A) et P(u). Calculer les fonctions caractéristiques de X, Y et X +Y. En

déduire la loi de X +Y.

Exercice 5.5.6. Calculer les fonctions caractéristiques des lois suivantes.
1. La loi exponentielle E(N).

La loi exponentielle symétrique de densité 1 exp(—|z|).

La loi de Cauchy de densité (w(1 + x*))~L.

La loi uniforme sur [—a, a).

La loi N(0,1).

Exercice 5.5.7. Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré de matrice de cova-
riance ! \/§/ 2
Vv3/2 1 )
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1. Est-ce-que les variables X et'Y sont indépendantes ?
2. Quelles sont les lois desv. a. 7. X +Y et X =Y ¢

3. Quelle est la loi du couple (X +Y,X —Y) ? Les variables X +Y et
X =Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 5.5.8. On considére un vecteur aléatoire X de loi N(0,%) sur IR?

avec
3 -1 0
Y=1-1 3 0
0 0 2
Trouwver une application linéaire A de R® dans IR? telle que les coordonnées
du vecteur AX soient indépendantes.

Exercice 5.5.9. Soit X, Y et Z trois v.a.r. indépendantes de loi N(0,1), et
S=X+Y +Z. Montrer que S et T = (X - YY)+ (Y - 2)*+ (Z — X)?
sont indépendantes.

Exercice 5.5.10. On appelle loi du x* a k degrés de liberté et on note X3
la loi de N} + -+ N7, si Ny,..., Ny sont des v.a.r. indépendantes de loi
N(0,1).

Soit (X1, ..., X,) des v.a.i.i.d telles que TE(X;) = 0 et IE(X?) = 1. On

pose S=1%" X, et V=230 (X;—5)?

1. On suppose que X ~ N(0,1). Montrer que S et V sont indépendantes,
et que nV ~ X%A-

2. On suppose maintenant que S et V sont indépendantes. On se pro-
pose de montrer que alors X suit une loi normale. Soit ¢ la fonc-
tion caractéristique de X. En calculant E(nVe™®) de deux maniéres
différentes, montrer que ¢"p — (©')? + p? = 0. Conclure.

On pourra noter que nV =37 | X? —nS?%.
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Chapitre 6

Convergence des variables
aléatoires et loi des grands
nombres

6.1 Théoreme d’extension de Kolmogorov

Dans la suite, on sera amené a dire : “Soit la suite infinie de v.a.r.
X1, Xo, ..., Xp, ..., telle que pour tout n > 1, la loi du v.a. (Xy,...,X,)
sur (R", B,,) soit une loi donnée IP,,”. Encore faut—il vérifier qu’il existe un
espace de probabilité (2, F, IP) sur lequel on puisse définir une telle suite de
V.a.r.

Il est clair que la famille des lois IP,, doit vérifier la condition de compa-
tibilité :

() IPn+17r;1an =1P,, ¥Yn > 1,0l m,,1, est la projection de IR"**
sur IR" définie par :

Tn1n(T1s ooy Tpg1) = (X1, ..o, Tp)

Soit IR™ I'espace des suites infinies de nombres réels, © = (x1,...,x,,...).
On définit 'application 7, : IR™ — IR" par :

() = (T1,. .., 2,).

On appelle o—algeébre des ensembles cylindriques (de IR*™) de dimen-
sion n la o—algebre :
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On appelle algebre des ensembles cylindriques : C = U Cn [C n’est
n>1

pas une o—algtbre, mais c’est une algébre, comme tout réunion croissante
d’algebres. |

Se donner une famille IP,, de probabilités sur (IR", B,,), pour tout n > 1,
qui vérifie la relation de compatibilité (x) est équivalent a se donner une
fonction additive d’ensemble IP sur C, telle que pour tout n > 1, Pr;! = P,
[ () permet de définir sans ambiguité IP(A), pour tout A € C]. La question
qui se pose est alors : peut—on étendre IP en une probabilité IP sur (R*, Bw),
ou par définition B,, = ¢(C) 7 La réponse est positive :

Théoreme 6.1.1. (d’extension de Kolmogorov). Etant donnée une fonction
additive d’ensemble P définie sur C, telle que pour tout n > 1, Pr ! soit

une mesure de probabilité sur (]R”A, B,,), il existe une et une seule mesure de
probabilité IP sur (R>,By,), t.q. IP|c = IP.

Remarque 6.1.2. Exemple d’application du Théoréme 6.1.1 Il existe un es-
pace de probabilité (Q,}",lf’) tel que l'on puisse définir sur cet espace une
suite infinie de v.a.r. {X,}n>1 i.i.d. (indépendantes et identiquement dis-
tribuées), de loi commune une probabilité Q sur (IR, B). On choisit ) = IR™,
F =B, P = Q> = extension de la fonction additive d’ensemble IP sur C,
qui vérifie Pr ' = Q", Vn > 1. Enfin on pose

Xn(w) = wp [w = (wr,wa,...)]

PREUVE L’unicité dans le Théoreme est évidente. L’existence résulte du
Théoreme 1.4.6 et de I’Exercice 4.8.1 si 'on montre que pour toute suite
{A,, n > 1} C C telle que A, | 0, IP(A,) | 0. 1l suffit donc de mon-
trer que si {A4,} C C est une suite décroissante, € > 0 et IP(A,,) > & pour
tout n, alors NA, # 0. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
A, € C, pour tout n > 1, ce qui veut dire qu’il existe B, € B, tel que
A, = 7, Y(B,), et P(A,) = P,(B,). Le théoreme d’approximation 1.6.1
permet d’affirmer que pour tout n > 1, il existe un compact K, C B, tel
que P(A,\m, ' (K,)) < &/2"F1. Alors C,, := M_y7; ' (K;) vérifie C,, C A, et
IP(A,\C,) < &/2, donc C,, est non vide. Choisissons un point ™ € C,,. Pour
tout k < n, (xg”), . x,(:)) € K. Pour tout k fixé, la suite (x,(fl), . ,x,gn), .
appartient donc au compact K a partir d'un certain rang, donc on peut
en extraire une sous—suite convergente. Par le procédé diagonal, on fabrique
alors une suite (™) telle que x,(cm) converge pour tout k£ dans IN vers un
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certain T. Désignons par T le point de IR™ dont la k—iéme coordonnée est
précisément Ty. Par construction, (Z,...,7x) € Ky C By, donc T est dans
C, C Ay pour tout £ > 1, donc dans NA,,. O

6.2 Convergence des variables aléatoires

Définition 6.2.1. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. [resp. de vecteurs
aléatoires de dimension dJ, et X une v.a.r. [resp. un vecteur aléatoire de
dimension d]

(i) X, = X p.s. si P{w, X, (w) = X(w)}) = 1.

n— oo
(i1) X,, = X en moyenne d’ordre p, (p > 1) si IE(|X,|P + | X|P) < oo et
E(|X, — X|?) = 0, quand n — co.

(iii) Xn — X en probabilité (noté X,>X) si pour tout € > 0,
P(|X, — X|>¢) =0, quand n — oc. O

On dira de fagon équivalente soit “converge en moyenne d’ordre p”, soit
“converge dans L”(Q2)”.

Proposition 6.2.2. Supposons qu’il existe p > 1 t.q. X,, = X en moyenne
d’ordre p. Alors X, X .

PREUVE Fixons € > 0. D’apres 'inégalité de Bienaymé Tchebycheff (Pro-
position 4.7.7),

P(|X, — X| > ¢) < e PE(| X, — X]P).

Proposition 6.2.3. Si X,, = X p.s., alors X, >X.

PREUVE Sous I'hypothese, si Y, = inf(|X,, — X|,1), Y, = 0 p.s., et |Y,]| <
1 p.s., pour tout n. Donc, d’apres le Théoreme de convergence dominée,
E(Y,) = E(|Y,]) = 0, ie. Y, — 0 dans L'(Q), donc en probabilité d’apres
la Proposition 6.2.2. U

Proposition 6.2.4. Si X,, — X p.s., et s’il existe Z v.a.r. IP—intégrable
t.q. | XnlP < Z p.s., pour tout n (avec p > 1), alors IE(]X|?) < oo et

X, = X dans LP(9).
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PREUVE La premiere affirmation découle du Lemme de Fatou. Donc X,,, X €

LP(Q) et | X, — X[P < 2P7Y(| X, [P + | X|P) < 2°Z, et | X, — X|P — 0 p.s. Le

résultat découle donc du Théoreme de convergence dominée. U
On a aussi le

Théoréme 6.2.5. Si X, 5X, et s’il existe Z v.a.r. P—intégrable et p > 1
t.q. [Xn|P < Z p.s. pour tout n > 1, alors

X, — X dans L*(Q).

PREUVE Pour tout k£ > 1,

1 1
Up 4 = P | | — -

1 1
don P (|X|>ZY"+ =) <lmP(|X—-X,|>~)=0,
k n—00 k
ceci pour tout k > 0, donc | X|? < Z p.s., don X,,, X € LP(Q),

et |X, — XP<2°Z =Y.

|Xn—X|deP+/ X, — X|PdIP + ¢

{e<|Xn—X|P<M}

E(|X, — X]?) < /

{1 Xn—X[P>M}

g/ YdIP + MP(|X, — X|P > ¢) + =,
{Y>M}

Donc limsupIE(|Xn—X|p)§/ YdIP +¢,V0 <e < M.
{Y>M}

n—oo
Or 1yysanY <Y, Y est intégrable; et 1;y-anY | 1iy—o}Y = 0 p.s. quand

M — oo. Donc par le Théoreme de convergence monotone, YdP —
{Y>M}

0.
Finalement 0 < liminf IE([X,, — X|) < limsup E(|X,, — X|’) < 0. D’ou

E(]X, — X[?) = 0 quand n — co. O

Corollaire 6.2.6. Si X, 25X, et s’il existe Y v.a.r. P—intégrable t.gq.
| Xn| <Y p.s. pour tout n > 1, alors X,, et X sont P—intégrables, et
E(X,) - E(X).
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PREUVE On applique le Théoreme avec p = 1. Donc
IE(X,) - EX) <E(X,— X]|) —0.
O

Notons que I'on a généralisé le théoreme de convergence dominée en rem-
placant la convergence p.s. par la convergence en probabilité.

Proposition 6.2.7. Si X,5X, alors il existe une sous—suite {X,,} t.q.
Xp, = X p.s.

PREUVE Posons Y, = inf(|X,, — X|,1). ¥,220, et [V,| < 1. Donc d’apres
le Théoreme 6.2.5, Y,, — 0 dans L'(Q). D’ou d’apres le Théoreme 3.2.2, il
existe une sous-suite Y,,, t.q. Y, — 0 p.s., d'ou X,,, = X p.s. U

Proposition 6.2.8. X, 5X si et seulement si de toute sous—suite de la suite
{X,} on peut extraire une sous—suite qui converge p.s. vers X.

PREUVE La C.N. résulte de la Proposition 6.2.7.
C.S. Si la suite { X, } ne converge pas en probabilité vers X, alors il existe
e, n > 0 et une sous-suite {X,,, } t.q. IP(|X —X,,| > ¢) > n, pour tout k > 1.
Alors aucune sous-suite extraite de la sous—suite { X, } ne converge p.s. vers
X. 0
Une conséquence immédiate de la Proposition 6.2.8 est le

Corollaire 6.2.9. Si {X,,} et X sont des v.a. de dimension d, t.q. X, X,
et g € C(R%RY), alors

g

Proposition 6.2.10. Soit {X,,,n > 1} et X des v.a.r. (ou des vecteurs
aléatoires de dimension d). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X, > X p.s.
(i) sup | X; — X|50.
jzn

PREUVE

]P(limnsup{[Xn —X|>e}) =P (ﬂ UJix; - x| > 5})

n=1j=n

= lim IP (sup]Xj - X|> 5)

jzn
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Mais on a les inclusions (qui melent les limsup de réels et d’événements!)

{limsup | X, — X| > ¢} C limsup{|X,, — X| > ¢} C {limsup |X,, — X| > ¢}.

On déduit des égalités et des inclusions ci-dessus

X, = Xps =Ve>0, Plimsup|X, — X|>¢)=0
= sup |X; — X| — 0 en probabilité
j>n
= Ve >0, P(limsup|X, — X|>¢)=0

= X, = X ps.,
ce qui établit I’équivalence de I'énoncé. O
Proposition 6.2.11. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. (ou de vecteurs
aléatoires de dimension d). Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) sl>1p | X; — X,| %0, quand — cc.
ji>n

(i) il existe une v.a.r. X t.q. X;, = X p.s. [resp. un v.a. de dimension
df
PREUVE
— (ii) = (i) résulte de la Proposition précédente, puisque

sup |X; — X, | <sup|X; — X|+|X — X,|
jzn jzn

P <sup|Xj - X, > 5) <P (sup|Xj - X| > 5/2> +IP(|X — X,| >¢/2)
jzn

i>n
— 0.
— (i) = (ii) Posons Y,, = sup | X; — X,,|. D’apres la Proposition 6.2.7, il
ji>n

existe une sous—suite {Yn;} t.q. Y, — 0 p.s. Alors a fortiori sup | X, —
>k

Xy,| = 0 p.s., donc la suite {X,,, (w)} est p.s. une suite de Cauchy, qui

converge dans R [ou IRY]. Donc, d’apres le Théoreme 2.1.3, il existe

une v.a.r. [ou un v.a. de dimension d| X t.q. X,,, — X p.s. Et pour

tout k tel que ny > n,
sup | X; — X| <sup|X; — X,| + | X, — Xp, | + | X0, — X|
jzn jzn

<2supl|X; — X,| + | X,, — X]|.
j>n
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IP(sup | X; — X| > ¢) < IP(sup | X; — X, | > ¢/4)+P(|X,,, — X| > ¢/2).
jzn

jzn
Faisant tendre n; — 400, on obtient :

IP(sup | X; — X| > ¢) < IP(sup |X; — X,| > ¢/4)
j>n

izn
D’ou :

0 < liminf P <sup|Xj - X|> 5) < limsup IP (sup\Xj - X|> 5) <0

n—00 ji>n N—00 ji>n

Le résultat découle alors a nouveau de la Proposition 6.2.10.
O

6.3 La loi faible des grands nombres

Théoréme 6.3.1. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. i.i.d.(indépendantes
et identiquement distribuées), t.q. IE(X?) < oo. Alors

X1+ + X,
n

5 IB(X)), quand n — oo.

PREUVE Posons 1 = [E(X;),0% = Var(X;),S, = X+ - -+X,,. IE(S,,) = np,
Var(S,) = n o?. Appliquons l'inégalité de Bienaymé— Tchebycheff (4.7.7) :

TLO'2 0'2

=250
n2e?  ne?

&—,u‘>5> =P(|S, —np| > ne) <

J(E <

L’indépendance de {X,,} a servi uniquernent a assurer que

Var(S,) = Z Var(Xy).

On démontre aisément la généralisation suivante du Théoreme précédent :
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Théoréeme 6.3.2. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. de carré intégrable
t.q. Cov(Xy, Xy) =0, si k # (. On pose :

wi = B(X;), 07 = Var(X?), i > 1. Alors

n
sii202—>0 uand n — 00
TL2 7 7q )

1

X e+ X, "
P(' 1+t prt g

28)%0,V6>0.

n n

6.4 Loi 0 —1 de Kolmogorov

Etant donné une suite de v.a. {X,,n > 1}, on note o(X,, X,,41,...) la
plus petite o—algebre qui contient o(X,,+,), pour tout p > 0.

Définition 6.4.1. On appelle tribu asymptotique de la suite {X,,n > 1} la
tribu G = ﬂ o(Xn, Xog1,--1)-
n=1

Xi(w)+ -+ X, (w)

Exemple 6.4.2. — E ={uw; converge } € G
n
— Si A, ={X,, € B,} (B,€B,¥Yn)limsupA4, €G.

Proposition 6.4.3. Soit {X,,n > 1} une suite de v.a.r. indépend-
antes, (i1, 12, ...) et (ji,jo2,...) deuxr sous—suites disjointes d’indices. Alors
les o-algebres : Fi = o(Xi,Xi,,...) et Fo = o(X;,,Xj,,...) sont
indépendantes.

PREUVE Définissons les algebres :

F =X, ... X5) et 7 = Jo(Xj,... X;,)
n=1 n=1

Si Ae F)et B e F), alors d’apres la Proposition 4.6.6,
(%) P(ANB) =1P(A)IP(B).
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I nous reste a montrer que (%) est vraie, pour tout A € Fy, B € Fo.
[’égalité est élémentairee des que IP(A) = 0 ou IP(B) = 0.

P(ANB
Fixons B € F9, t.q. IP(B) # 0. On pose : Q;(A) 2 (IPT@)
Q; est une probabilité sur Fi, qui coincide avec P sur FY. Donc Q; = P,
d’olt on a (*) pour tout A € F; B € FJ.

A€ R

P(ANB
Soit maintenant A € Fi, t.q. IP(A) # 0. On définit Q2(B) = %
Alors Qs et IP sont deux probabilités sur Fy, qui coincident sur F9, donc sur
Fo. O

Théoréme 6.4.4. (Loi 0—1 de Kolmogorov) Soit { X, }n>1 une suite infinie
de v.a.r. indépendantes. Alors, si E € G, la tribu asymptotique associée,
IP(E) =0 ou 1.

o0

PREUVE Posons Fy = U o(X1,...,X,). Alors Fy est une algebre, et si

n=1
F =0(F), G CF.Soit E €g. Alors E € F. Donc d’apres la Proposition
1.4.12, il existe une suite {E;} C Fy t.q. P(E A E;) — 0, j — o0. Donc
P(E;) — IP(E) et P(E N E;) — P(E).
Mais il existe n; t.q. B; € 0(X1,...,Xy,) et B € 0(Xy,41,...), et dapres
la Proposition 6.4.3,
IP(ENE;) =IP(E)P(E;).

Donc en faisant tendre j — oo

d’ou le résultat. U

On sait maintenant que beaucoup d’événements qui nous intéressent sont
de probabilité soit 0, soit 1. Comment distinguer les deux cas? Un outil est
le lemme de Borel-Cantelli. Il permet par exemple de montrer la

Proposition 6.4.5. Soit { X, },>1 une suite infinie de v.a.r. indépendantes
et de méme loi. On définit :

A, ={|Xn[>n}

Alors E|X;| < oo < Pllimsup A,] =0
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o0

PREUVE Il suffit essentiellement de prendre ’espérance dans Z Lx,sny <
1

| X1| < Z 1{x,|>n} P-s., et d’utiliser le Lemme de Borel-Cantelli. O
0

6.5 Convergence des séries

On va donner une condition suffisante pour qu’une série de v.a.r. converge
p.s. On a d’abord la généralisation suivante de 1'inégalité de Bienaymé T'che-

bycheff :

Théoréme 6.5.1. (Inégalité de Kolmogorov). Soit X,...,X, des v.a.r.
indépendantes, toutes de carré intégrable et d’espérance nulle. On pose
S =X1+ -+ Xy. Alors pour tout a > 0,

1
>a) < SIE(S?
1P (ggggxn |kl = 04) < SE(Sh)
PREUVE On pose A = {gl&};[sk\ > at,

A ={[S] = o} (| max |5 < a}

1<j<k—1

A=|JAret AinA =0, sik#¢
1

E(S2) > / S2dIP
A

:i / S2dIP
k=1 " Ak

=2 / [(S% +254(Sn — Si) + (S — 51)*] dIP
A

k=1

> [/ SZAIP + 2IE(1 4, Sp)IE(S, — S
k=1 -/ Ak

>0 P(Ay) = o’IP(A).
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On a utilisé a l'avant-derniere ligne le fait que 14,5, et S, — S; sont
indépendantes, ce qui se déduit de ce que A, € o(Xy,...,Xk), S, — Sk
est 0(Xgi1, ..., X,)—mesurable. O

Théoréme 6.5.2. Soit { X, },>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de carré
intégrable, t.q.

(i) IE(X,) =0, pour tout n > 1;
(i) Y E(X]) < oo
1
Alors S, = X1 + -+ + X, converge p.s. vers une limite S quand n — oo.

PREUVE D’apres le Théoreme 6.5.1,

T

1 2
]P[gl]?é Sk = Sn| > €] < 22 ; E(X )

Par la continuité monotone séquentielle des probabilités,

1 oo
Plsup|Sues — Sil > 2] < 5 O B(XE),

1<k n+1

soit

1 oo
Plsup [S; — Su| > €] < 5 > E(X7)
jzn € n+1

Donc, par (ii), IP[sup |S; — S,| > €]— 0, pour tout € > 0
ji>n n—o0

P
Soit sup |S; — S,|— 0, donc d’apres la Proposition 6.2.11, il existe une
jzn

v.a.r. Stq. S, — S ps. U

Remarque 6.5.3. Sous les hypotheses du théoréeme, on a aussi que S,
converge dans L*(Q, F,1P)
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6.6 Loi forte des grands nombres

Théoréme 6.6.1. Soit { X, },>1 une suite de v.a.r. indépendantes t.q.
(i) IE(X,) =0

(ii) Y T(X2)/n® < o0
Al L iX — 0
ors nZ k p.S.

PREUVE Posons S, = X; + -+ + X, 02 = E(X?).
Il suffit de montrer que pour tout € > 0, si I'on pose

By, = {w; il existe n € [2%, 281 t. q. |S,(w)| > ne},
alors IP(lim sup By,) = 0.

Pour cela, d’apres le Lemme de Borel-Cantelli, il suffit de vérifier que

ZIP(Bk) < 00. Siw € By, alors |S,(w)| > €2F pour un n < 281,

k=1
Donc d’apres le Théoreme 6.5.1,

IP(B) <P ( sup |S,| > 52’“)

n§2k+1

2k+1

1 2
< €292k Zl On:
n=

oo 2k+1 9

o0
o
Z]P(Bk) S Z Z 522”%
0 k=0 n=1
1 o0
_ 2 —2k
Sy Y e
n=1 k;2k+1>n
Il reste a montrer que Z 272k < c/n2. Or
k;2k+1>n
o0 oo
Z 92k _ 9—2kn Z 9—2k
En 0

— %Q—an
3 .
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Mais

fntl >y = 972kn 972 < i

n2
Donc A 16
Z972%kn « 77
3 — 3n?

0

Dans le cas ou les X, sont i.i.d., on n’a besoin que d’une condition sur le
premier moment :

Théoréme 6.6.2. Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a.r. i.i.d. (indépendantes
et identiquement distribuées).

X, 44X,
(i) Si E(|X1]) < oo, alors = ot — E(X;) p.s.
n

X, -t X,
(ii) Si (| X;|) = +o0, alors = o diverge p.s.
n

PREUVE (i) On va se ramener au Théoreme 6.6.1. On pose
Xn = Xn]-{\Xn\gn}a An = {|Xn| > n} = {Xn 7é Xn}

D’apres la Proposition 6.4.5, puisque IE(|X;]) < oo, IP(limsup A,) = 0.
D’ou grace au Lemme de Borel-Cantelli, p.s., X,(w) = X,(w) a partir d'un
certain rang N(w). La conclusion de (i) est donc équivalente a :

X+ + X,

— IE(X;) p-s.
n

Mais comme IE(X,) — IE(X)) [convergence dominée], il suffit de montrer
que

%i()&k _E(X) = 0 pis.

= Var(X,
Ceci résulte du Théoreme 6.6.1, a condition que # < 0.
n
1
Or
Var(X,) < E(X7)

Donc il nous reste a montrer que
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> E(X])/n* < .

Mais :

o B [o@) 1
B(X2)/n2 =S L / 2Py (dz)
; ;"2 felsny

- 1
DD IEN IS ST
= J{k—1<]z|<k}

n
k=1

n=1

= Z Z — z*IPx, (dz)
k=1 \n=t ") JHk—1<lel<k}

< — z“IPy, (dx)
; ke J te1<ioi<ky

(ii) Posons S, = Xj+- - -+ X,,. Supposons, par I’absurde, que % converge sur
un ensemble de mesure > 0. Alors, d’apres le Théoreme 6.4.4, S, /n converge

p.s., d’ou :
Xn Sn <n - ]-> Sn—l
— 0 p.s.
n n—1

n), P(limsup A,) = 0, ce qui entraine, d’apres la

Dong, si 4, = {|X,| > n),
) Xi|) < o0, ce qui est contraire a I’hypothese. U

|
Proposition 6.4.5, IE(]

6.7 Exercices

Exercice 6.7.1. Convergence en probabilité et convergence p.s.
Soit (Xn,n > 1) une suite de wvariables aléatoires réelles définies sur
(Q,F, P). Montrer que si pour tout € > 0, .2 1P (| X, — X| > €) < 400,
alors X, converge p.s. vers X.
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Exercice 6.7.2. Contrexemples

1. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence
presque sure.
On munit (2 = [0,1], F = B([0,1])) de la mesure de Lebesgue \. On
rappelle que tout entier naturel n peut s’écrire de maniére unique sous
la formen = 2™ + k, ou m,k € IN avec k < 2™ — 1. On définit la
suite d’événements A, = [k27™, (k + 1)27™[, et on pose X,, = 1a4,.
Montrer que X,, 2 0, quand n — oo, mais pas presque strement.

2. La convergence en probabilité n’implique pas la convergence
dans LP.
Soit (X,)n>1 une suite de v.a. telles que

Montrer que X, 5 0, mais que X,, ne converge vers 0 dans aucun des
LP, p>0.
3. La convergence [P n’implique pas la convergence presque

stre. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendantes telles que

1 1

L? . A
Montrer que X,, = 0, mais que X, ne converge pas presque sturement
vers 0.

4. La convergence presque siire n’implique pas la convergence
dans LP. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. telles que

1 1
]I(‘( ) no ]I( n) Ina

Montrer que pour tout o €]1,2] X,, — 0 p. s., mais que X,, ne converge
pas vers 0 dans L?.

Exercice 6.7.3. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes équidistribueés, telles que

Vn > 1,Ve >0, IP(X, >0) =1; P(X, <¢€) >0.

Soit Y, = inf(X1, -, X,.).
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1. Montrer que Y, converge en probabilité vers 0.
2. FEst-ce que 'Y, converge presque surement vers 0 ¢
Exercice 6.7.4. — Montrer que si 1 < p < q, X,, — X dans L)
entraine que X, — X en moyenne d’ordre p.

— Montrer par un contre—ezemple que X,-—X n’entraine pas anéf'X .
(on pourra choisir (2, F,IP) = ([0, 1], B([0,1]),A),X = 0,X,, = 1p,,
les By, étant des boréliens de [0,1] “bien choisis”).

Exercice 6.7.5. Soit (X,),>1 une suite de wv.a., et soit G =
N> 0 (X, Xog1, - +) la tribu asymptotique associée.

1. Parma les événements suivants, quels sont ceuxr qui appartiennent a

G?

A ={X, =0 pour tout n > 1} ;

B ={>"> X, converge } ;

C ={>", X, converge vers une limite > 0} ;

D = {limTHOO i Zzzl X, = ,u} ol ¢, est une suite tendant vers 400 ;

E = {limsuprHOO % < 10}.

2. Si on suppose les X; indépendantes, que dire de la probabilité de tels
évenements ?
Exercice 6.7.6. Soit (X,,,n > 1) une suite de v.a. indépendantes.

1. Montrer que toute variable aléatoire asymptotique, i.e. toute v.a. sur
(Q,G) est presque siurement constante.

2. Est ce que lim,,_, % ZZ=1 X}, est presque surement constante ¢

3. On suppose que X, Y quand n — oo. Montrer que Y est une v.a.
presque surement constante.

Exercice 6.7.7. Soit (X,,,n > 1) une suite de v.a. i.i.d de loi de Bernoulli
de parametre p. On pose pour tout n Y, = X, X, 1.

1. Quelle est la loi de Y, ¢

2. Calculer Cov(Yy,, Y,1r) pour tout n et tout k.

3. Montrer que Y, = 1371V}, B 2.
Exercice 6.7.8. Soit (€,)n,>1 une suite de v.a. i.i.d telles que IP(e, = £1) =

1/2. Soit 0 < a < 1. On pose X,, = 1 + ae,. Montrer que le produit X; X
-+ X X, converge presque sturement vers 0.



Chapitre 7

Convergence en loi et TCL

7.1 Définition et premieres propriétés

Tous les v.a. seront supposés construits sur un espace de probabilité
(Q, F,IP). Rappelons (cf. Lemme 5.1.3) que I’ensemble C,(IR?) est séparant.
On pose les définitions.

Définition 7.1.1. Soit {Q,,n > 1} et Q des probabilités sur (R?, By). On

dit que QQ,, converge étroitement vers Q, et on note Q, = Q st

pour tout f € Cy(IRY), /f(x)@n(dx) — /f(x)@(dx), quand n — 00.

Définition 7.1.2. Soit {X,,,n > 1} et X des v.a. de dimension d. On dit

. c . .
que X, converge en loi vers X, et on note X,,—X, si Px, = Py, i.e.

pour tout f € Cy(RY), E[f(X,)] — E[f(X)], quand n — oco.

Définition 7.1.3. Soit Q une probabilité sur (R%, By). On dit que A € By
est un ensemble de Q—continuité si Q(0A) =0, ou 0A = A — A.

Théoréeme 7.1.4. Soit {Q,,n > 1} et Q des probabilités sur (R%, By). 1l y
a équivalence entre :

(#) limsup,,_,.. Q. (F) < Q(F), pour tout F fermé;

127
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(#i) liminf, ., Q,(G) > Q(G), pour tout G ouvert;
(iv) lim,, o Q,(A) = Q(A), pour tout A ensemble de Q—-continuité.

Théoréme 7.1.5. Soit {X,,,n > 1} et X des v.a. de dimension d. Il y a
équivalence entre :

(i) X0 5 X ;

(i) limsup,,_,.. IP(X,, € F) <P(X € F), pour tout ' fermé;

(#i) liminf, ., P(X, € G) > P(X € G), pour tout G ouvert;

(iv) lim,,_, P(X,, € A) = IP(X € A), pour tout A ensemble de IPx—

continuité.

PREUVE DU THEOREME 7.1.4 (i) = (ii) Soit F fermé et f.(x) comme au
Lemme 5.1.3. Comme 1y < f,,

limsup Q. (F) < lim [ /.(2)Qu(d2)
= /fg(a:)(@(das) — Q(F) quand € — 0.

(ii) = (iii) Soit G un ouvert, F' = G°.

liminf Q,(G) =1 — limsup Q,,(F)
>1-Q(F)
= Q(G).
(il)+(iil)= (iv)
Q(A) < liminf Q, ()

< liminf Q,(A)

< limsup Q,(A)

< lim sup Q,,(A4)

<Q(4)

Donc si Q(A) = Q(A), Qu(A) — Q(4)
(iv) = (i) Soit f € Cy(IR%). Alors il existe K t.q. |f(z)| < K, pour tout
x. S0it e >0, et g < g < -+ < ay t.q.
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a) ap < —K < K < ay,
b) o — 01 < €,

¢) QHz; f(x) =a})=0,i=0,...,¢

L’existence de tels «a; résultera du Lemme 7.1.6 Posons
A =A{x; i1 < flx) < a5}
f étant continue,

A c{zya; < f(z) < oy},

;li D{r;ai 1 < f(x) < oy}

d’ou
0A; C{z; f(z) = a1y UA{x; f(z) = a4}
Donc
Q(0A;) =0, i=1,...,¢.
Or

l

[ 1d2.- Y aua)l <
2

[ 7d0-3 a0 <=

¢ ¢
Z a; Qn(4;) — Z a; Q(A;).
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Donc
¢
/fd@ —2e <) wQ(A) -«
1 ¢
= limz a;Qn(A;) — €
1
< lim inf/fd@n
< lim sup / fdQ,
¢
< lim Z a;Q,(A;) + ¢
1

¢
= Z a;Q(4;) + ¢
1

< [ fag+ 2,
ceci pour tout € > 0. ]

Lemme 7.1.6. £ = {a € R;Qf () > 0} est au plus dénombrable.

PREUVE Soit F la fonction de répartition de la loi de probabilité Qf~! sur
(R, B). E est I'ensemble des points de discontinuité de F'. Posons

E,={z;F(x)— F(z7) >
cardFE,, <n, et £, T E,

}

S|

donc E est au plus dénombrable. U

Théoréme 7.1.7. Cas d = 1 Soit {X,,,n > 1} et X des variables aléatoires
réelles. Soit F,, la fonction de répartition de X,,, F celle de X. Il y a
équivalence entre :

(ii) F,(z) — F(z), pour tout x € C(F), ensemble des points de conti-
nuité de F'.
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Remarque 7.1.8. D’aprés le Lemme 7.1.6, le complémentaire de C(F) est
av plus dénombrable.

PREUVE (i) = (ii) résulte du Théoreme 7.1.5 (iv), avec A =| — oo, z].
(ii) = (i) C(F) est dense dans IR. Soit A la classe des intervalles |a, b],
avec a < b, et a,b € C'(F). (ii) entraine que

P(X, €la,b]) — P(X €]a,b])

Soit G un ouvggt de IR. GG est une réunion dénombrable d’éléments dis-

joints de A, G = UAm.
1

IP(XG U Am> = lim IP <Xne U Am)

m<M m<M

<liminf P(X, € G)
D’ou en faisant tendre M — oo,
P(X € G) <liminfIP(X,, € G)

Il suffit alors d’utiliser le Théoréme 7.1.5 O
Un autre résultat en dimension 1 est le

Lemme 7.1.9. (Fatou) Soit {X,, n > 1} et X des v. a. r., telles que

X, £ X, Supposons que X,, > 0 p. s. pour tout n > 0. Alors X >0 p. s.
et
E(X) <liminf E(X,).

PREUVE D’apres le Théoreme 7.1.5 (iii) avec G =] — 00,0[, P(X < 0) <
liminf, IP(X,, < 0) = 0. En outre, si f(x) =27 A K, f € Cy(IR), donc pour
tout K > 0,
E(X A K) = imE(X, A K)
< liminf IE(X,).

Il reste a faire tendre K — oo pour conclure. O
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Définition 7.1.10. Une suite {Q,,n > 1} de probabilités sur (R, By) est
dite tendue si pour tout € > 0, il existe un compact K de R t.q.

Qn(K) >1—¢, pour toutn > 1.

Une suite {X,,n > 1} de v.a. de dimension d est dite tendue si la famille
{IPx,,n > 1} est tendue, i.e. si pour tout € > 0, il existe un compact K de
R? t.q.

P(X, € K)>1—¢, pour toutn > 1.

Si @) est une probabilité sur (IRd, Bg4), pour tout € > 0, il existe un compact
K Cc R%t.q. Q(K) > 1—e¢. Une réunion finie de compacts étant un compact,
il en résulte que toute famille finie de lois de probabilité est tendue.

Théoreme 7.1.11. Si X, = X, alors la famille {X,,n > 1} de vecteurs
aléatoires de dimension d est tendue.

PREUVE Soit ¢ > 0, M > 0 t.q. IP(|X| > M) < /2. Alors, puisque
X, 5 X, d’apres le Théoreme 7.1.5 (ii),

limsupIP(| X,,| > M) < P(|X| > M) <¢/2.

Donc il existe ng tel que pour tout n > ng,
P(|X,| > M) <e.
D’apres la remarque ci-dessus, il existe un compact K de IR?, tel que
P(X, e K)>1—¢Vn<ny.
Posons K = K U {z; |z| < M}. K est un compact, et
PX,eK)>1-¢,Vn>1

O
On a la réciproque partielle du Théoreme 7.1.11 :

Théoréeme 7.1.12. Soit {X,,,n > 1} une suite tendue de vecteurs aléatoires
de dimension d. Alors il existe une sous—suite {X,,, k > 1} et un vecteur
aléatoire X de dimension d, t.q. quand k — oo,

X, 5 X
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PREUVE On va se contenter de faire la preuve dans le cas d = 1. Pour tout
n > 1, désignons par F;, la fonction de répartition de la v. a. r. X,,. Notons
que pour tout x € IR, la suite de nombres réels {F,(x), n > 1} est dans
le compact [0, 1], donc contient une sous—suite convergente. Soit maintenant
une suite {zy, k > 1} dénombrable dense dans IR. On choisit une sous-suite
{n}, ¢ > 1} telle que F,1(z1) converge dans [0,1]. On choisit une seconde
sous-suite {n2, £ > 1} C {n}, € > 1} telle que F2(z2) converge dans [0, 1],
et ainsi de suite. Il résulte de ce choix de sous—suites emboitées que pour tout
k > 1, la suite F (x)) converge, vers une limite que nous appellerons G(zy,).
Notons que G hérite des fonctions F), la propriété de monotonie suivante : si
r; < xp, alors 0 < G(z;) < G(zy) < 1.

Définissons la fonction G : R — [0,1] par G(z) = inf{G(z}), 7x >
x}. G (qui vérifie G(z) < G(rp) < G(xy) pour tout k, ¢ tels que zp <
xy) est clairement croissante et continue a droite. Montrons maintenant que
Fye () — G(z), pour tout x point de continuité de G. Soit = un tel point de
continuité et ¢, j et k tels que x; < z; <2 < ;. On a

G(zj) = lign Foe(z;) < limzinf F(z) < limésup F(z) < liﬁn Eoe(xp) = G(z).

En outre

G(r;) < G(z5) < G(ag) < G(ay).

Donc

G(x;) < limeinf Fo(z) < limesup Fo(z) < G(xy).
Il reste & faire tendre z; 1 « et z; | z, en exploitant la continuité de G au
point x.

Il reste & montrer que G est la fonction de répartition d’une probabilité
sur IR, et pour cela il reste & vérifier que G(r) — 0 si x — —o0, et — 1
si 2 — +o0. Ceci résulte de ce que G est croissante a valeurs dans [0, 1] et
vérifie que pour tout ¢ > 0, il existe z. < y. tels que G(y.) — G(z.) > 1 —e.
Cette derniere propriété résulte clairement de la tension de la suite {X,,} et
de la convergence de la sous-suite {£} vers G. O

Corollaire 7.1.13. Soit K C Cy(IR%; C) une classe séparante, et {X,,,n > 1}
une suite tendue de vecteurs aléatoires de dimension d.

Alors il existe un vecteur aléatoire X de dimension d tel que X, A X, si
et seulement si pour tout f € K, la suite de nombres réels {IE[f(X,,)],n > 1}
converge (dans IR).
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PREUVE La C.N. est évidente. Démontrons la C.S.

D’apres le Théoreme 7.1.12, il existe une sous—suite {X,, } et X t.q.
X, 5 X.

Supposons par I’absurde que la suite X,, toute entiere ne converge pas en
loi vers X. Alors il existe g € Cy(IR?), € > 0, et une sous-suite {X,,,; £ > 1}
t.q. :

(%)  |E[g(X,,)] —E[g(X)]| > e, pour tout £ > 1.

A nouveau d’apres le Théoreme 7.1.12; on peut extraire de la suite {X,,,}
une sous-suite {X,,, } qui converge en loi vers un v.a. X',

Mais il résulte de 'hypothese de la C.S. que E[f(X)] = IE[f(X")], quelque
soit f € K, ce qui entraine que IPy = Py, donc [E[g(X)] = IE[g(X")], pour
tout g € Cy(IRY), ce qui contredit (*). d

7.2 Relation avec les autres types de conver-
gence, et propriétés supplémentaires

Théoréme 7.2.1. Soit {X,,n > 1} et X des v.a. de dimension d, définis
sur un méme espace de probabilité (0, F, P). Alors

) XoBX=X,5X

c
@ SrnAlx omx
Px =6,
Remarque 7.2.2. 1. 1l est clair que l'on peut avoir X, A X, avec les

X, définis sur des espaces de probabilité différents. Ce n’est pas le cas
pour la convergence en probabilité.

2. En général, Px ne détermine pas X (méme a une classe d’équivalence
pres) i.e. il exviste Y t.q. IP(X #Y) >0, et Px = IPy. Il est alors
clair que la convergence en loi ne peut pas entrainer la convergence en
probabilité. Mais si IPx =Py =6,, X =Y p.s.

3. Il résulte de (i) que la convergence p.s., la convergence dans LP et la
convergence en probabilité, entrainent la convergence en loi.

PREUVE
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(i) Si X, & X, f € Cy(RY), alors f(X,) 2 f(X), et puisque f est
bornée, IE[f(X,)] — E[f(X)] par le Corollaire 6.2.6.
(i)
P(|X, — X| > &) < P(X, — 2] > ¢)
limsup IP(|X,, — X| > ¢) < limsup IP(X,, € B%(x;¢))
<IP(X € B(z;¢)) =0,
ou B(z;e) = {y € R% |y — 2| < ¢}
U

Contrairement aux autres types de convergence, la convergence en loi

n’est pas “additive”, au sens ou
X, 5 X .
. =X, +Y, > X+Y
Y, =Y

Cela vient de ce que la donnée de IPx et de IPy ne détermine pas IPx.y.
On a cependant des résultats lorsque les données déterminent IPyx,y. En
particulier, le résultat suivant est classique et tres utile.

Théoreme 7.2.3. Soit {X,,Y,;n > 1} et X des v.a. de dimension d, y €
RY. On suppose :

X
Yy

5 X
c
—Y
Alors

(i) Xo+Y, 5 X +y

(ii)sid=1; X,Y, 5 yX

Le théoreme 7.2.3 est en fait un corollaire des deux théoremes qui suivent

Théoréme 7.2.4. Soit {X,,: n > 1, X} des vecteurs aléatoires de dimen-

sion d, {Yy,, n > 1} des vecteurs aléatoires de dimension k, y € IR*. Si

X, 5X, Y, 5y

()= ()

quand n — oo, alors
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PREUVE 11 suffit de montrer que pour toute ® € Cy(IR? x R"),
E[Q(X,,Y,)] = E[®(X,y)].
Comme évidemment IE[®(X,,,y)] — E[®(X,y)], il suffit de vérifier que
E[®(X,,Y,)] — E[®(X,,y)] — 0,

lorsque n — oo. Il est facile de vérifier que la tension de la suite {X,,, n > 1}
et celle de la suite {Y,,, n > 1} entrainent celle de la suite {(X,,Y,), n > 1}
de vecteurs aléatoires de dimension d + k. Donc pour tout € > 0, on peut
trouver un compact K C IR tel que P[(X,,,Y,) € K] < ¢. Notons ¢ :=
SUp(, ,yerett |P(2, y)|. Il résulte de Puniforme continuité de ® sur le compact
K et de la convergence en probabilité de Y,, vers y que

(*) [(I)(Xna Yn) - (I)(Xna y)} 1{(Xn,Yn)€K} —0

en probabilité quand n — oo. En effet, de I'uniforme continuité de ® sur
K, on déduit que pour tout ¢ > 0, il existe d > 0 tel que si (z,y) € K,
(x,y) € K et |y —y'| <9, alors |®(z,y) — ®(x,y')| < e. Donc

P([®(Xn, Yn) = ®(Xo, y)| Lixayvexy > &) SP(Yy —y[>6) =0

quand n — oo. Comme en plus la v. a. r. & gauche de (*) est bornée en valeur
absolue par la constante 2c,

E (|<I)(Xn, Yn) — (I)(Xn,’y)| 1{()(7“)/”)6}(}) — 0.
Donc par le choix de K,
lim sSup |IE[CD(X7L7 Yn)] - IE[(I)(XM y)” < 2ce.

n—oo

Le résultat s’en déduit en faisant tendre € — 0. O
Théoreme 7.2.5. Soit {X,,,Y,, n > 1}, X et Y des v.a. de dimension d.

X\ ¢ (X
On suppose que (Yn> = (Y) Alors

(i) Xo+Y, 5 X+Y.
(i1) XY, 5 XY sid=1

Ce théoreme est une conséquence de la proposition suivante, laquelle
résulte directement des définitions.

Proposition 7.2.6. Soit {X,,,n > 1} et X des v.a. de dimension d, et

¢ : RY — IR* une application continue. On suppose que X, £ X. Alors
c
P(Xn) = p(X).
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7.3 Convergence en loi et fonctions -ca-
ractéristiques

D’apres ce qui précede, si ¢, est la fonction caractéristique de X,,, et ¢
la fonction caractéristique de X, alors d’une part

X, LX = on(u) = p(u), YuelRY,
et d’autre part par le Corollaire 7.1.13 et le Théoreme 5.3.1

on(u) = p(u),Yu e R

c
=X, > X
{X,.} est tendue }

Nous allons améliorer ces deux résultats. On va tout d’abord établir un
lemme. Etant donné une fonction caractéristique ¢ d’une probabilité sur IR,
on définit la fonction

1 1

To(u) =1~ 5p(u) = 5o(-u) = 1 — Elcos(uX)].

Lemme 7.3.1. [l existe une constante o > 0 telle que pour toute v. a. r. X
de fonction caractéristique @, et pour tout 6 > 0,

o [
P(|X|>1/0) < 5/0 Tp(u)du.

PREUVE Par le théoreme de Fubini,

% /0 " Po(u)du = %IE /0 "1~ cos(uX))du
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Théoréme 7.3.2. (P. Lévy) Soit {X,,,n > 1} une suite de v.a. de dimension
d. Notons @, la fonction caractéristique de X,,. On suppose :

(i) lim @, (u) existe, pour tout u € R,
n—oo

(i) o(u) 2 lim,, ¢, (u) est continue en u = 0.
Alors il existe un v.a. X de dimension d tel que :

X, 5 X,
et @ est la fonction caractéristique de X.

PrReEUVE 1l suffit, pour pouvoir appliquer le Corollaire 7.1.13 combiné au
Théoreme 5.3.1, de montrer que la suite {X,,,n > 1} est tendue. Mais la
tension de cette suite est équivalente a celle des d suites {X’,n > 1}, 1 <
i < d, ou X! désigne la i—éme coordonnée du vecteur aléatoire X,,. Donc
il suffit de démontrer que dans le cas d = 1, les conditions du théoreme
entrainent la tension de la suite {X,,,n > 1}.

Nous supposons donc dorénavant que d = 1. Posons Q,, = IPx, . D’apres
le Lemme 7.3.1, pour tout 8 > 0, si 'on pose

So = {w; [x] < 1/6},
on a

0
Qn(S9) < % /0 T, (u)du.

D’apres (i) et le Théoreme de convergence dominée,

0
limsup Q,,(55) < %/ To(u)du.
0

Mais grace a (ii), Ty(u) est continue en u = 0, et est nulle pour u = 0 par
définition de 7'

Donc

1 [?
5/ Ty(u)du — 0, quand 6 — 0.
0

Fixons € > 0. Soit alors a > 0 tel que
limsup Q,,(S5) < e/2
Donc il existe ng t.q. pour tout n > ng, Q,(SS) < e. Soit K un compact

tel que K D S, et Q,(K) > 1 — ¢, pour tout n < ng. Alors Q,(K) > 1 —¢,
pour tout n > 1. {Q,; n > 1} est donc tendue. O
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Corollaire 7.3.3. Soit {X,,,n € IN} une suite de vecteurs aléatoires de
dimension d. On note @, la fonction caractéristique de X,,.

Supposons qu’il existe un vecteur aléatoire X de dimension d, de fonction
caractéristique p, t.q.

on(u) = (u), Yue R4

Alors
X, > X.

g

Théoréme 7.3.4. Soit {X,,,n > 1} et X des vecteurs aléatoires de dimen-
sion d, et {on,n > 1} et ¢ les fonctions caractéristiaues correspondantes.

Supposons que X, £ x.
Alors ¢, (u) — @(u) uniformément sur tout compact.

PREUVE

a) Montrons tout d’abord que X, % X entraine que les {@n,n > 0} sont

équicontinues (on pose ¢ = @) i.e. sup sup |g,(u+ h) — @, (u)| — 0,
ueR? n20

quand h — 0.
Soit K un compact de IR?. On pose Q, = Py, .

|on(u+ h) = pn(u)] < / et — D|Q,, () + 2Qu (K°)
K

< sup |ei(h’x) — 1|4+ 2Q,(K°)
rzeK

Fixons € > 0. D’apres le Théoreme 7.1.11, il existe K. compact tel que

Qn(K¢) < e/4. Alors il existe p, t.q. pour tout |h| < p., sup |e'"®) —
reK.

1] < /2. dot

sup sup |, (u+ h) — @, (u)| <e, V|h| < p..
ueR® n>0

b) Soit maintenant K un compact quelconque de IR Soit
Uy, Ug, - .., Uy € K tels que les boules de centre u; et de rayon p.
forment un recouvrement de K.
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Etant donné u € K, soit uy t.q. |[u — ug| < pe.

|on(w) = p(u)] < fn(w) = @n(ur)] + [@n(ur) = p(ur)] + lp(ur) = p(u)l

sup @, (u) — (u)| < 2 + sup |, (ur) — ©(ur)|
ueK k<m

et sup |@, (ur) — ¢(ug)| = 0, quand n — oo. Donc
k<m

lim sup sup |gn (u) — p(u)] < 2,

n—oo uekK

avec € > 0 arbitraire. D’ou le résultat.

7.4 Le Théoréeme Central Limite

Théoréme 7.4.1. Soit {X,,,n > 1} une suite i.i.d. de v.a. de dimension d,
dont la loi commune admet un moment d’ordre 2 fini. On note . = FE(X4),

Y = Cov(Xy).
Alors Xt X,
—n
P Ly N, x).
\/ﬁ
Etablissons tout d’abord le :
Lemme 7.4.2. Soit z1,...,2, et 2} ..., 2 des nombres complexes de module
< 1. Alors :
2 X oo X 2z — 21 X xzml<Z\zk—zk
PREUVE
2oz — 22 = (1 — )z 2 2 (22 — 2 2
S SO P BN S 4

et on réutilise m — 1 fois le méme argument.
PREUVE DU THEOREME On suppose qu’on s’est ramené au cas u = 0.

Posons
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B w\ o, u
@Sn/ﬁ(u) = PSS, ﬁ = ¥x, % :
Par hypothese, IE(]X|?) < co. Donc, d’apres la Proposition 5.3.3
1
ox, (1) = 1= SEl(u, X,)°) + S(u)ul

avec 0(u) — 0, si u — 0, et |[0(u)] < 2IE(|X1]?).
Donc
() e () = 1- £Elw X)) +0 () 1
Il résulte du Lemme 7.4.2 que pour n > IE[(u, X;)?%]/2,

5 5) (-5 oo () (-5

Et d’apres (%) le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, quand
n — +o00. De plus :

<n

2\" 2
(1——) —Se 2 VieR

2n
Donc .
©s,, (1) = exp {—ﬁ(Zu,u)} , Yu e R
Le Théoreme découle alors du Corollaire 7.3.3. O

7.5 Tableaux triangulaires

Nous allons maintenant généraliser le résultat de la section précédente.
Commencons par un Lemme technique qui nous sera utile.

Lemme 7.5.1. Pour tout n > 0, x réel,

e N (i) M 2
e =) | < min CEET A

k=0
Nous utiliserons essentiellement l'inégalité suivante, qui se déduit du
lemme dans le cas n = 2 :

(7.1) e — (1 + iz — 2%/2)| < min{|z|*, 2?}.
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PREUVE En écrivant I'accroissement de la fonction s — (z — s)"™e' entre
s =0 et s = x comme l'intégrale de sa dérivée, on obtient I'identité

T ] n+1 . x ]
/ (x — s)"e"ds = Ty / (z — s)" e’ ds.
0 0

n+1 n+1

En partant de 'identité e = 141 [ e’*ds, et en appliquant successivement
la premiere identité avec n = 0, puis avec n = 1,..., on obtient un premier
développement limité de la fonction €™ :

ix - (Zx)k inJrl ! n is
e :Z x + — O(x—s)e ds.

k=0

On déduit aisément de la premiere identité avec n remplacé par n — 1 que

i /0 (= s)reitds = /O "z 8" (e — 1)ds,

n

Une combinaison des deux dernieres identité fournit un second
développement limité de la fonction e :

] - & 8 " ’ -1/ is
ewzz<k!) + (n—l)!/o (x —s)" (e — 1)ds.

k=0

Le résultat se déduit aisément en combinant les deux développements limités
et des estimations élémentaires des deux termes de reste. O
Supposons maintenant que pour chaque n > 1, on se donne une suite

ana s 7Xn7"n

de variables aléatoires réelles indépendantes. On a la ce que l'on appelle
un tableau triangulaire. Les différentes suites pour des n différents peuvent
étre définies sur des espaces de probabilités différents. Dans le paragraphe
précédent on avait r, = n et X, = X} pour tout n. Il s’agit donc ici d’une
généralisation de la situation précédente (mais limitée a la dimension 1 pour
simplifier les notations).

On suppose que

(72) ]E[Xn ] =0, 0121k = ]E[ng]a o= ‘7721k-
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On supposera que s, > 0, au moins pour n suffisamment grand. On suppose
en outre satisfaite la condition de Lindeberg suivante : pour tout € > 0,

(7.3) Tlim Z / X2 dP = 0.

nk|>53n
On pose S;, = X1 + -+ X, On ale

Théoréme 7.5.2. Supposons que pour chaquen > 1 les v. a. Xy, ..., Xor,
sont mutuellemenbt indépendantes, et qu’elles satisfont les conditions (7.2)
t (7.3). Alors, quand n — oo,

S,
2r & N(0,1).
Sn
Dans la situation de la section précédente, puisque les X,, sont i.i.d., la
condition de Lindeberg se ramene a

lim 1 X:dP =0,

e G J1X[2e0v/n
ce qui est immédiat par convergence dominée, puisque IE[X?] < oo et {|X;| >
eoy/n} | 0, as n — oo. Donc le théoréme 7.5.2 est bien une généralisation
du TCL.
PREUVE Quite a templacer X, par X,/s,, on peut supposer que s, = 1,

c’est a dire .
k=1
Désignons par ¢, la fonction caractéristique de X,,. En combinant
I'inégalité élémentaire
lonk(u) — (1 —u?02,/2)| < E H wXnk _ (1 +iuX,, —u XQk/Q)H
avec (7.1), on obtient
o (u) = (1 — w0y /2)] < T [min{|uXou]? [uXol*}] .

L’espérance dans le membre de droite est finie, puisque 'un des deux termes
du min est intégrable. En fait pour tout € > 0, ce membre de droite est
majoré par

/ | |ank|3dIP+/ N [uX |2 dIP < el|ul®*c?, +u / X2, dIP.
nk|<€ nkl|=€

|Xnk25
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Puisque ;" , 02, = 1 et € est arbitraire, il résulte des calculs qui précedent et
de la condition de Lindeberg (7.3) que pour tout réel fixé u, lorsque n — oo,

(7.4) Z ok (1) — (1 — w03y /2)] — 0.

Notons que
opy, <& +/ XopdP,
‘Xnk:>€
et donc il résulte de la condition de Lindeberg (7.3) (rappelons que s, = 1)

que lorsque n — o0,

(7.5) max o2, — 0.

Donc pour u fixé et n suffisamment grand, 0 < 1 — u?c?,/2 < 1 pour tout
1 <k <r,. Il résulte donc de (7.4) et du Lemme 7.4.2 que lorsque n — oo,

(7.6) T[ow) - [0 - w2o2/2)| —

A nouveau grace au Lemme 7.4.2,

Tn Tn Tn
[Te =TI —woiy2)| < 30 | ml — 14 u?oly /2
k=1 k=1 k=
Tn
2
< utet Zaik
k=1
< u'e” max o2,
1<k<ry
(7.7) — 0,

quand n — oo, ot on a utilisé a la seconde inégalité le fait que pour tout réel
Z?

et (7.5) a la derniere ligne.
Le résultat découle maintenant des convergences (7.6), (7.7) et du
Théoreme de Paul Lévy (Corollaire 7.3.3). O
On a aussi le
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Théoréme 7.5.3. Supposons que pour chaque n > 1 les v. a. Xy, ..., Xor,
sont mutuellemenbt indépendantes, et qu’elles satisfont (7.2) et la condition
de Lyapounov

5
hmz 2+6 [1X2°] =0,
n
pour un certain 6 > 0. Alors, quand n — oo,

Sn £, N(0,1).

Sn

PREUVE 1l suffit de montrer que la condition de Lyapounov entraine celle de
Lindeberg. En effet

Z / dIP<Z / XizédIP
2 )X, >esn nk elsd

Xnk>ESn

—6 2446
Z 32+5 Xnk } )

On a aussi le

Corollaire 7.5.4. Soit X1, X,,... des v.a. indépendantes uniformément
bornées en valeur absolue par une constante K et centrées. Si s2 = Var(X;+
-+ X,) = 00 quand n — oo, alors

X 4+ X,
LA £ N, 1),

Sn

PREUVE Il suffit de montrer que la condition de Lyapounov est vérifiée avec
0=1,r,=n, X, = X;. Or

n

1 “\E[X?3 K

Y SE[Xf] <K [ k]:—%o,
S% S% Sn

k=1 k=1

quand n — oo. O
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7.6 Test du \?

Le test du x? est un test statistique qui est universellement utilisé. Il est
basé sur une application du théoréeme de la limite centrale comme nous allons
le voir. On considere un échantillon de taille n : X = (Xj,...,X,) d’une loi
sur un ensemble fini £ = {z1,...,24}. Clest & dire que la suite X,..., X,
est i. i. d. On veut tester si I’'on peut admettre oui ou non que la loi commune
des X, est la loi de probabilité Q sur E, caractérisée par Q({z;}) = p; > 0,
1 < j <d. Aux observations Xy, ..., X,, on associe les fréquences empiriques
N;/n, ou

Nj=> Lx—ay 1<j<d.
k=1
K. Pearson a introduit la statistique

1 d 2
n=3 o s =0 (Son)

dont on s’attend a ce qu’elle prenne des valeurs nettement différentes, suivant
que la loi commune des X}, est la loi Q, ou bien une autre loi. C’est en tout cas
vrai pour l'espérance de T},. Notons que N; suit la loi binomilae B(n, p;) (resp.
B(n,p})) si la loi commune des Xj, est la loi Q (resp. la loi Q' caractérisée

par Q'({z;}) =p}, 1 < j < d). Donc
[0 = i) + (1 = p))]

Bien siir, le teste du x? est utilisé dans des cas ot n >> p.

Le test du x? consiste a rejeter I’hypothese que la loi des X, est Q ssi
T, > a. Il faut alors choisir a tel que la probabilité de rejeter a tort 'hypothse
que la loi des X} est Q soit petite (typiquement égale a 0,95 ou 0,99). Pour
cela il faudrait connaitre la loi de la v. a. T;,. En fait on connait seulement sa
limite en loi quand n — oo sous Q (c’est a dire lorsque la loi commune des
X est la loi Q).
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Proposition 7.6.1. Sous Q, la loi de la v. a. T,, converge, quand n — oo,
vers la loi x3_,.

PREUVE Soit ey, ...,eq une base orthonormée de IRY. On définit les v. a.
(Y1,...,Y,) de dimension d par

Yi=e¢; ssiXp=25, 1<7<d 1<k<n.

Alors les Y}, sont i. i. d., avec

D1
EYi]=1: [, (Cov(¥1)),; =mpidij — pip;.
Pa
Or
0 Ny s /o
Ye=1| |, Zn= : :T (Zyk—”]E(Yl)> )
k=1 Nd Nd\;gpd n k=1

done Z, - N(0, Cov (Y7)).

Mais T}, = f(Zy), avec f € C(IR?) défionie par f(z) = 3%, 22/p;. Donc

j=17%j
T, =+ £(V), on V ~ N(0,Cov (Y;)).
Soit S une matrice orthogonale, telle que
VD1
N
ce qui revient a supposer que la derniere ligne de la matrice S est la ligne

(\/P1,---,+/Pd), et que les autres lignes sont choisies de telle sorte que la
collection de ces vecteurs ligne cosntitue une base orthonormée de IRY. On

pose
Vi/\/pr

£§=5 :

Vd/\/m
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Alors £ est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

10 ... 00
01 ... 00
00 ... 10
00 ... 00

autrement dit &, ..., &1 sont i. i. d. de loi N(0,1), et £; = 0. Le théoreme
résulte de ce que

d d
FO) =) Vi pi=> &=+ +&
j=1 =1

7.7 WMéthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo est une méthode numérique qui sert a calculer
des valeurs approchées d’espérances. Supposons que 1’on cherche a calculer
la quantité IE[X], ou évidemment la v. a. r. X est supposée intégrable. On
considere un cas ol on ne connait pas la valeur exacte de cette espérance, mais
on sait stmuler sur ordinateur des réalisations de la v. a. r. X. Par exemple,
X peut étre de la forme X = f(Y'), ou la loi de Y est une loi facile a simuler,
et ou la fonction f, quoique compliquée, est soit connue analytiquement, soit
calculable avec une grande précision sur ordinateur.

Expliquons ce que nous entendons par simuler sur ordinateur des
réalisations d'une v. a.. Un programme informatique calcule des quantités
tout a fait déterministes. Cependant, les spécialistes de systemes dynamiques
ont mis au point des algorithmes qui fabriquent des suites de nombres qui
ressemblent étrangement a des suites de v. a. i. i. d., de loi commune la
loi U4(0,1), au sens ou des tests statistiques perfectionnés ne font guere la
différence. Il existe par ailleurs de nombreux algorithmes qui construisent
des suites de v. a. de loi connue (Bernoulli, binomiale, Poisson, géométrique,
exponentielle, gaussienne, etc...) a partir d’une suite i. i. d. de loi ¢([0, 1]).

Le principe de la méthode de Monte Carlo est le suivant. Puisque la loi
forte des grands nombres nous dit que n™*(X; +--- + X,,) = E[X] p. s., du
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moment que les (X;, ¢ > 1) sont i. i. d. de loi celle de X, on simule un grand
nombre de v. a. Xy,..., X, i. i. d. de loi celle de X, et on produit comme
valeur approchée de IE[X] la quantité

nH X 4 X).
La question importante est bien str d’avoir une idée de I'erreur
en=EX]-n' (X + -+ X,

commise. La force de la méthode de Monte Carlo est précisément, grace au
théoreme central limite, on a une idée assez précise de cette erreur, du moins
si IE[X?] < oo, ce que nous supposerons dorénavant. Le TCL nous dit en
effet que, sous cette hypothese,

Ny

ot 02 = Var(X) et Z suit la loi N(0,1). Compte tenu de la vitesse de
convergence dans le TCL et des valeurs de n couramment utilisées dans la
méthode de Monte Carlo, on pourra admettre que ’erreur ¢,, est quasiment
égale & n~"2¢ que multiplie une v. a. de loi N(0,1), c’est a dire que

X, 4+ X, X, 44X,
]P( LT A g 96 < EX] < LT +1,96i> ~ 0,95,
X +---+ X,

o o
—2,6—=<EX| < 2,6— | ~0,95
0 <BX] < TR g0 0 ) =005

X+ +X,
IP( 1+ +
n

ce qui donne une idée assez précise de l'erreur commise, a condition de
connaitre o! Evidemment, en pratique ce n’est pas le cas. L’espérance de
X étant inconnue, on s’attend a ce que sa variance soit a fortiori inconnue.
Mais les simulations que 'on a affectuées pour approximer ’espérance nous
permettent de calculer 'approximation suivante de la variance :

2= (X2 XD - [ (X 4+ X))

Le fait que 02 — o2 résulte & nouveau de la loi forte des grands nombres.
Bien siir, on ne controle pas la qualité de cette derniere approximation. Mais
en pratique, on veut 'ordre de grandeur de l'erreur, et donc un ordre de
grandeur de o2 suffit, et il est fourni par o2.
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Remarque 7.7.1. Concernant la vitesse de convergence, n~/? est trés lent,

par rapport aux méthodes classiques d’analyse numérique. Mais le controle de
la vitesse de convergence dans les méthodes numériques classiques de calcul
d’intégrale supposent une certaine réqularité de la fonction que [’on integre,
ce qui n'est pas du tout nécessaire ici. En outre, les méthodes d’analyse
numérique classique s’effondrent en grande dimension, ce qui n’est pas le cas
de la méthode de Monet Carlo (du moins pas dans les mémes proportions).

La méthode de Monte Carlo est surtout utilisée pour les problemes pour
lesquels les méthodes d’analyse numérique classique ne marchent pas bien. La
vitesse des ordinateurs actuels fait que la lenteur de la convergence n’est pas
forcément un inconvénient majeur. La méthode de Monte Carlo est surtout
appréciée pour sa simplicité de programmation.

La possibilité de se faire assez facilement une idée de 'erreur du calcul
est un atout important.

L’analyse faite ci-dessus de I’erreur nous indique que plus la variance de
X est petite, plus I'algorithme converge vite. Donc a chaque fois que c’est
possible, on a intérét a se débrouiller pour se ramener a simuler des v. a.
de variance la plus petite possible. Il existe de nombreuses méthodes dites
“de réduction de variance” pour accélérer la méthode de Monte Carlo. Nous
allons en présenter deux.

7.7.1 Reéduction de variance : variables antithétiques

Cette méthode s’applique a chaque fois que 'on veut calculer IE[X], avec
X = f(Y), ou la fonction f : IR — IR est monotone, soit croissante soit
décroissante, et Y est soit une v. a. de loi U([0, 1]), donc telle que Y et 1 —Y
ont méme loi, soit telle que Y et —Y ont méme loi (c’est le cas en particulier
si Y est gaussienne centrée, ou exponentielle symétrique). Nous allons nous
placer dans le second cas, donc nous supposerons dans la suite que Y et —Y
ont méme loi. La méthode des variables antithétiques est basée sur le résultat
suivant.

Lemme 7.7.2. Si [ est monotone (croissante ou décroissante), non p. p.
constante, et Var(Y) > 0, alors

Cov (f(Y), f(-Y)) <0.
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PREUVE Soit Z une v. a. indépendante de Y, de méme loi que Y. Alors

FY) = FNF(=Y) = f(=2)] <0,
P([fY) = f(DIf(=Y) = f(=2)] <0) > 0.

Donc

E([f(Y) = F(2DIf(=Y) = f(=2)]) <0.
Le résultat résulte de I'identité suivante, dont la vérification est laissée au
lecteur :

E([(f(Y) = f(OIf(=Y) = f(=2)]) = 2Cov (f(Y), f(=Y)).
O

La méthode des variables antithétique est basée sur I'algorithme suivant.

On calcule
X1+ Xo+--+ X,

9

n
mais au lieu de prendre Xj = f(Y%), on choisit
F(Ye) + f(=Y%)

Xk:: 9 )

pour 1 < k < n, ou les Y}, sont i. i. d. de loi celle de Y. L’intérét de cette
variante vient de ce que

JYe) + f(=Y)\ _ Var (f(Yx)) | Cov (f(Yk), f(=Y4)) | Var(f(Yk))
Var( 5 ): 1 + 5 + 1

- Var (]2“(Yk))

Donc on fait mieux que diviser la variance par deux, c’est a dire que 'on fait
mieux que si 'on multipliait le nombre de simulations par deux. Autrement
dit, on peut s’attendre a ce que 'erreur dans la méthode modifiée comme ci
dessus au bout de n simulations soit inférieure a celle de la méthode standard
au bout de 2n simulations.
Remarquons que dans le cas ou les Yy sont de loi U([0, 1]), on choisit
fYe) + f(1—Y3)

Xk: 9 )

et on a le méme résultat que ci—dessus.



152 CHAPITRE 7. CONVERGENCE EN LOI ET TCL

7.7.2 Réduction de variance : variables de controle

Cette méthode s’applique a chaque fois que X = f(Y) avec f = g + h,
tels que l'on ait une formule explicite pour IE[A(Y)], et que Var (¢(Y)) <
Var |(f(Y)). Alors on approche IE[X] par

gV +---+9(Ya)

+ IE[A(Y))].

Décrivons un exemple d’application de cette méthode, a savoir le calcul
du prix d’une “option panier européenne” en mathématique financiere. Dans
cet exemple, on a besoin de calculer IE[f(Y)], ou Y et un vecteur aléatoire
de dimension d tel que pour 1 < k < d, Yy, = exp(Zy), le vecteur Z =

+
(Z1,...,Zq) étant un v. a. gaussien, et f(y) = (ZZ:1 Ry — K) , avec K

+
et les ay, des réels positifs. Posons g(y) = <K — 22:1 akyk) . Alors puisque

pour tout nombre réel z, z = 2zt — 27 =z — (—2)", 2t = 2 4 (—2)7, soit

d + d + d
(Zakyk_K> = <K_Zakyk> +Zakyk_K7
=1 1 1

qui se calcule explicitement, puisque 1'on sait calculer I'espérance de 1'ex-
ponentielle d'une v. a. r. gaussienne, et d’autre part puisque g(y) < K,
Var[g(Y)] < K2, alors que dans la plupart des cas intéressants, Var[f(Y)] est
nettement plus grande. En fait celle-ci est bien souvent du méme ordre de
grandeur que Var[zzzl a;Yx], que 'on peut calculer explicitement.

7.8 Intégrabilité uniforme
Soit X une v. a. r. p. s. finie. Alors

| X1 x>k = 0 p.s. quand K — oo.
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Si en outre X est intégrable, alors par convergence dominée,
E (| X[1x>x) = 0, quand K — oco.
On pose la

Définition 7.8.1. La suite de v. a. r. {X,,, n > 1} est dite uniformément
intégrable si
li E (| X,]1 = 0.
i sup I (|Xn 1 x, )
Bien str, une suite uniformément intégrable est formée de v. a.
intégrables, puisque il existe K’ t. q.

sup IE (’Xn‘lanlzK') <1, donc E|X,| <1+ K"
n>1

On ale
Théoreme 7.8.2. Soit X,, et X des v. a. r. telles que Xn£>X. Alors

1. Si la suite {X,,, n > 1} est uniformément intégrable, alors X est
intégrable et

(7.1) E(X,) — E(X), quand n — occ.

2. 51 X, >0 p. s. pour toutn > 1, les X,, et X sont intégrables, et (7.1)
a lieu, alors la suite {X,, n > 1} est uniformément intégrable.

PREUVE DE I. L’uniforme intégrabilité entraine l’existence de K tel que
E|X,| <1+ K, donc par Fatou (Lemme 7.1.9) l'intégrabilité de X. Pour
tout K > 0, soit px € Cp(IR) telle que

(2) z, silz| < K;
) = ;
oK 0, sile|>K+1.

et en outre
|2 = pr ()] < ||k, Vo € R
On a alors
Eek(X,) = Epg(X),
’IEXn - E@K(Xn)‘ <E (‘Xn|1{\Xn\>K}) )
EX — Beg(X)| <E (| X[11x35K))
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Donc

limsup [[EX — [EX,| <supE (| X,|1qx,5x1) + B (| X[1x>xk3) -

et le membre de droite tend vers 0 quand K — oo. Donc le membre de gauche
est nul.

PREUVE DE 2. Il n’est pas difficile de montrer que la convergence en loi
entraine que pour tout K tel que IP(X = K) = 0, quand n — oo,

B (Xnlix,<xy) = B (Xlix<xy) -
Donc si [EX,, — IEX, par différence,

IE (Xn]-{X,L>K}) — IE (X]-{X>K}) .

Puisque X est intégrable, la limite ci-dessus peut étre rendue plus petite que
/2, en choisissant K assez grand. Donc il existe K et ng tels que

E (an{Xn>K}) <e¢, Vn > ng.

Puisque tous les X,, sont intégrables, la méme chose est vraie pour les X,,,
1 <n < ng a condition peut—étre de prendre K un peu plus grand. U

Dans I’énoncé qui suit, || X ||; désigne la norme de la v. a. r. X dans L(Q),
e | X = IE(X)).

Corollaire 7.8.3. St X,, et X des v. a. r. intégrables, et Xn£>X, alors il y
a équivalence entre les deux affirmations

1. La suite {X,, n > 1} est uniformément intégrable.
2. | Xullh = | X1, quand n — oo.

Si en outre X,, — X en probabilité, chacune des deux conditions ci—dessus

est équivalente a
X, = X dans L'().

PREUVE Le Théoréme, appliqué a la suite de v. a. {| X,,|, n > 1}, implique la
premiére partie du Corollaire. Si X,, — X en probabilité, alors | X — X,| — 0
en probabilité, et 'uniforme intégrabilité de la suite { X,,} entraine clairement
celle de la suite {|X — X,|}, donc le Théoréme entraine que IE|X — X,,| — 0.
Réciproquement, si X,, — X dans L'(Q), [|X,|l1 — || X]]: O

Concluons ce chapitre en donnant des criteres de tension et d’uniforme
intégrabilité.
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Proposition 7.8.4. Une suite {X,, n > 1} de v. a. r. est tendue si et
seulement si il existe une application G : Ry — Ry telle que G(x) — oo,
quand x — oo, et

sup [EG(]X,|) < oo.

Une suite {X,, n > 1} de v. a. r. est uniformément intégrable si et
seulement si il existe une application H : Ry — R, telle que H(z)/x — o0,
quand x — oo, et

supEH (| X,]) < oc.

En outre, la fonction G peut étre choisie continue croissante, et la fonction
H peut étre choisie croissante et convezxe.

PREUVE Le fait que la premiere (resp. seconde) condition est une condition
suffisante de tension (resp. d'uniforme intégrabilité) est facile a vérifier. Etant
donné une suite {k,, n > 1} de réels positifs tendant vers +oo, posons

> r—ky,
G(r)=>_ (n + m) Lt (1),

n=0

G et H sont continues croissantes et H est convexe. En outre G(z) — oo,
quand z — oo, et H(z)/x — 00, quand x — oc.

Soit {X,,} une suite tendue. On choisit ky = 0 et pour n > 1, k,, est le
plus petit réel tel que k, > k,_1 + 1 et

1
P(X,|>k)< ——.
Sup (| Xn| > k) CFSIE

On vérifie alors aisément que sup,, EG(|X,|) < co.
Soit {X,,, n > 1} une suite de v. a. r. uniformément intégrable. On choisit
ko = 0 et pour n > 1, k, est le plus petit réel tel que k,, > k,_1 + 1 et

1
Sup (1Xnl; [Xnl = Fn) CFSIE

On vérifie alors aisément que sup,, EH (| X,|) < co. O
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7.9 Exercices

Exercice 7.9.1. Montrer par un contre exemple que si QQ,, = @, on peut

avoir Qn(A) #— Q(A) pour certains A € F.

Exercice 7.9.2. Soit X et (pour chaquen > 1) X,, des v. a. r., qui possédent
les densités f et f,.

1. Montrer que

@)=yt = [ (1) e do =5 [ 1)~ p(olds

2. En déduire (grace au théoréme de convergence dominée) que si
fol®) = f(z) p. p. (pour la mesure de Lebesque), alors f, — [ dans
LY (R, B, dx).

3. Montrer que a nouveau si f,(z) — f(x) p. p., X, converge en loi vers
X, quand n — oo (on pourra montrer que IP(X,, < x) —» P(X < x),
pour tout x € R).

Exercice 7.9.3. Soit X,, et Y,, n>1 desv. a. r. S1 X,, = 0 en probabilité,
et la suite {Y,,} est tendue, alors X,,Y,, — 0 en probabilité.

Exercice 7.9.4. Soit (X,,n > 1) une suite de v.a avec X, ~ B(n,p,) et
npn — A > 0. Montrer que X, = P(A).

Exercice 7.9.5. On suppose que les X,,n > 1 sont indépendantes et que
pour tout n, X,, ~ E(a). On note M, = max(Xy, k < n). Montrer que quand
n — oo, aM, —logn converge en loi et préciser sa loi limite.
Exercice 7.9.6. Soit X ~ P(X) (loi de Poisson) et Yy = %
1. Montrer que Y\ converge en loi lorsque \ — oo et déterminer sa loi
limate.
2. Retrouver le résultat comme conséquence du Théoréme Central Li-
mite, en supposant que X\ — oo dans IN.

3. Montrer que

n
nk

&
k=0

—1/2,  quand n — oo.
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Exercice 7.9.7. On suppose que les X,,n € IN sont indépendantes et que
pour tout n, X, ~ N(0,1). On pose U, = Z?:_olﬁz—i; et V, = >0 X7
Montrer que 3 U" converge en loi lorsque n — oo et préciser sa loi limite.

Exercice 7.9.8. Soit (X,,,n > 1) une suite de v.a.i.i.d. de loi de Cauchy, et
Sp =Y Xi. Montrer que % converge en loi, mais pas en probabilité.

Exercice 7.9.9. Convergence en loi et convergence des moments.

1. Montrer que pour tout t € R et pour tout | € IN*, | — 2_:10 (Z]f}k <

It
Il

2. Soit X une variable aléatoire telle que E(eMX!) < oo pour tout A > 0.
Soit (X,,,n > 1) une suite de v.a ayant des moments de tous ordres.

On suppose que pour tout k € IN, E(X¥) — E(X*). Montrer que
Xn 5 X. On pourra d’abord montrer que si ¢ est pair,

/—1 k ¢
| B () Z( it) I ¢
lZm £ T < WE(X )
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Chapitre 8

Espérance Conditionnelle

8.1 Introduction

Soit X et Y deux v.a.r. Supposons que l'on ait seulement acces a l'ob-
servation de la réalisation de Y. On veut en déduire des informations sur X.
Par exemple, on veut calculer la probabilité conditionnelle :

Py(AlY =y) 2P(X € AlY =), A€ B.

Supposons pour l'instant que IP(Y = y) > 0. [le but de ce chapitre est
précisément de traiter le cas ou IP(Y = y) = 0]. Alors,

PHX e A}n{Y =y})

A — Px(A|lY = y) est une probabilité, et on peut aussi définir, par
exemple pour ¢ mesurable bornée,

B0l =31 2 [ e)Px(dsly =),

espérance conditionnelle de ¢(X), sachant que Y = y.
Réciproquement, la probabilité conditionnelle se définit a partir de
I’espérance conditionnelle :

P(X € AlY =y) = E[14(X)[Y =y].

Pour des raisons qui apparaitront a la fin de ce chapitre, il vaut mieux
définir d’abord l'espérance conditionnelle. Pour motiver la fagon dont nous

159
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allons procéder, considérons le cas tres simple ou Y prend un nombre fini de
valeurs distinctes y1, ..., y,, avec P(Y =y;) > 0, = 1---n. Supposons de
plus X de carré intégrable. Il résulte de ce qui précede :

EX|Y =y =P = yl)l/ X(w)IP(dw).
{Y=y:}
Donc il existe une fonction g : IR — IR t.q.

EXY =yl = g(v:)

En composant les applications Y et g, on obtient une nouvelle v.a. g(Y), et
on pose par définition :

EX]Y) =g(Y)

On verra ci-dessous que IE(X]Y) est en un certain sens la meilleure approxi-
mation de X, par une fonction de Y.

Soit maintenant une autre v.a.r. Z, qui prend également n valeurs dis-
tinctes, z1,...,2n, et t.q. {Z = z;} ={Y =y}, i =1,--- n, alors si h est
telle que IE(X|Z = z;) = h(z),i=1,...,n,on a :

g(yi) = h(z), i=1;...,n, soit

9gY(w)) =h(Z(w)), VweN
donc E(X|Y) = E(X|Z)

Y et Z prennent des valeurs différentes. Qu’est—ce qui est commun a Y
et Z 7 les tribus associées : o(Y) = o(Z). Cette égalité peut s’interpréter
intuitivement en disant que l'information apportée par 1’observation de Y
est exactement la méme que celle apportée par 'observation de Z. Posons
G =0o(Y). On note E(X|G) pour E(X|Y) = E(X|2).

Nous allons maintenant définir et étudier ces notions dans le cas général,
dans 'ordre inverse de cette introduction.

8.2 Par rapport a une oc—algebre

Soit (€2, F,IP) un espace de probabilité et G C F une tribu.
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8.2.1 Définition de ’espérance conditionnelle d’une v.
a. de carré intégrable

Soit X une v.a.r. de carré intégrable. Si 'on identifie X et sa classe
d’équivalence [i.e. la classe des v.a. qui lui sont p.s. égales|, on peut écrire
X e L*(Q, F,P).

Pour pouvoir considérer L*(§2,G,P) comme un sous espace vectoriel de
L?*(Q, F,IP), on va supposer pour tout le reste de ce chapitre que G contient
tous les ensembles de IP mesure nulle de F.

Remarque 8.2.1. L’hypothese que nous venons de faire est en réalité in-
utile. En effet, si l'on note L*(G,IP#) le sous espace vectoriel de L*(2, F,P)
formé des classes d’équivalence qui contiennent au moins un représentant
G-mesurable, alors L*(G,IPx) est complet, comme image par une applica-
tion isométrique de L*(Q,G,P) (Iapplication qui a u € L*(Q,G,P) associe
Uélément de L*(G,IPx) qui contient u). C’est donc un sous espace vecto-
riel fermé de L*(Q), F,TP). Donc on peut se dispenser de ’hypothése que G
contient tous les ensembles de IP—mesure nulle de F. Il suffirait de remplacer
ci-dessous L*(Q2,G,TP) par L*(G,IPx).

Définition 8.2.2. On appelle espérance conditionnelle par rapport a
G l'opérateur de projection orthogonale dans L?(Q2, F,TP) sur L*(2,G,1P).

X étant une v.a.r. de carré intégrable, on appelle espérance condition-
nelle de X sachant G - notée IEY(X) ou IE(X|G) - I'image de la classe
d’équivalence de X par l'opérateur défini ci—dessus. ]Eg(X ) est donc un
élément de L2(2,G,IP), i.e. une classe d’équivalence. On considérera sou-
vent IEY(X) comme étant une variable aléatoire G-mesurable (son choix
I'intérieur d’une classe d’équivalence est arbitraire!). Par définition de la pro-
jection orthogonale,

(%) E(YX) = E(YEYX)), VY v.ar. G-mesurable et de carré
intégrable. Notons que les propriétés de la projection orthogonale entrainent
que

2 : 2
E (X - EX|G)F) = min B(X-YP),
autrement dit IE(X|G) est, parmi les (classes de) v. a. G—mesurables et de
carré intégrable, celle qui minimise la distance dans L? & X.
En choisissant Y = 1 dans (*), on obtient :

E(EY (X)) = E(X).
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Lemme 8.2.3. Soit X une v.a.r. de carré intégrable. St X > 0 p.s., alors
E9(X) >0 p.s.

PREUVE En appliquant (x) avec Y = 1ypgx)<qy, On obtient :
0 < T [1gps(x)cpX ] = I [Lpe )<Y (X)] < 0
D’ou
P(IEY(X) < 0) = 0.
Soit & nouveau X € L?(Q, F,IP).
X=X"-X"
D’aprés la linéarité de la projection orthogonale,
E9(X)=E(X") -EYX")
Le Lemme 8.2.3 entraine que IE9(X+) > 0, IE9(X~) > 0 p.s. Donc :
[E9(X)| < BY(X*) + E9(X ") = B¥(|X]) pss.,
d’ou, par la formule établie juste avant le Lemme 8.2.3,
(+) E[ES(X)]] < E(X]).

8.2.2 Définition de ’espérance conditionnelle d’une v.
a. intégrable

Le Théoreme qui suit contient la définition de ’espérance conditionnelle
EY(X) dans le cas d'une v.a.r. X intégrable.

Théoréme 8.2.4. Si X est une v.a.r. intégrable, IEY(X) est l'unique classe
d’équivalence de v.a.r. intégrables qui vérifie :

(i) IBY(X) est G-mesurable et
(i) IE(ZX) = IE(ZIEY (X)), pour tout Z G mesurable et bornée
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PREUVE Etant donné X intégrable, posons X, (w) = X (w)1{x(w)<n}- Xn est
de carré intégrable et on peut définir IE(X,,|G). En outre la suite {X,,, n > 1}
est de Cauchy dans L'(IP). Il résulte alors de (**) que la suite {IE(X,|G)}
est aussi de Cauchy dans L'(IP). Appelons IEY(X) sa limite. Clairement (i)
est satisfait. En outre, on sait que

E(ZX") = E(ZIEY[X"]), ¥ Z G-mesurable et bornée.

(ii) s’obtient alors par passage a la limite dans L'({2) dans cette identité.
L’unicité se déduit aisément du fait qui suit. Si Y est G—mesurable et
intégrable, et vérifie [ o Y dIP = 0 pour tout G' € G, alors

/ Yd]PzOet/ YdP =0. DoncY =0 p. s.
{v>0} {v<o}

On déduit du Théoreme des classes monotones 1.7.8 le
Corollaire 8.2.5. Si X est une v.a.r. intégrable, IRY[X] est 'unique (classe
d’équivalence de) v.a.r. intégrables qui vérifie :
(i) IE9[X] est G-mesurable.
(i)’ Pour tout G € G, [, XdP = [,EI[X]dIP.
On a en outre le
Corollaire 8.2.6. Si X est une v.a.r. intégrable et C est un w—systeme qui

contient 0, avec 0(C) = G, alors IBY[X] est l'unique (classe d’équivalence de)
v.a.r. intégrables qui vérifie :

(i) IE9[X] est G-mesurable.
()" Pour tout C' € C, [, XdIP = [, EY[X]dIP.

PrREUVE I suffit de montrer que (i) + (i7)” = (4i)" du Corollaire précédent.
Ceci résulte du Théoreme m — A\ 1.3.8, en remarquant que

L= {B; / XdIP = / ]Eg[X]d]P} est un \-systéme.
B B
O

Exemple 8.2.7. Supposons que G est engendrée par une partition finie
(By,...,By) de Q, avec P(B;) > 0 pour 1 < i < n. Alors IR[X] est la
v.a.r. constante sur chaque B; donnée par :

E9[X](w;) = /X , w; € B;.

En particulier, si G = {0, Q}, IEg E[X].
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8.2.3 Définition de ’espérance conditionnelle d’une v.
a. non négative

Soit X une v.ar, t. . X > 0 p.s. Alors si X, 2 inf(X,n), X, est

intégrable pour tout n, et X,, T X p.s. Il résulte du Lemme 8.2.3 que
{IE9(X,)} est une suite p.s. croissante, et on peut définir IE9(X) comme
la limite p.s. de la suite IE9(X,). On pourrait définir plus généralement
I’espérance conditionnelle d'une v. a. quasi-intégrable.

8.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Proposition 8.3.1. 5i X ,X,X5 sont des v.a.r. intégrables,
a) E9aX; 4+ bXy] = alB9[X,] + bIEY [ X,]

b) X>0p s = EX]>0p s
X >0p. s = EX]>00p. s

c)Si H et GV o(X) sont indépendantes,
E[X|GV H] = E[X|G]
en particulier, st H et X sont indépendantes,
[E[X|H] = E[X]
d) SiH C G, EME[X]] = E*[X] en particulier, E[EY[X]] = E[X].
e) Si X est G—mesurable, Y et XY sont intégrables, alors
EY X] = XIE9[Y]

Remarque 8.3.2. Une conséquence de cette Proposition est la double asser-
tion suivante, qui donne les deuz cas o IBY(X) s’explicite aisément. Soit X
une v.a.r. intégrable.

Si X est G-mesurable, alors IBY(X) = X.
Si X et G sont indépendantes, alors TBY(X) = IE(X).

PREUVE a) découle de ce que la projection orthogonale dans L? est linéaire,
propriété qui se conserve par passage a la limite dans L!.
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b) la lere partie se démontre comme au Lemme 8.2.3. La deuxiéme en

observant que / XdP =0 = P(IE(X) < 0) =0, dés que X > 0
D {E9(X)<0}

¢) On utilise le Corollaire 8.2.6, avec
C={GNH;GeG HecH}

La deuxieme partie résulte de la premiere en posant G = {(), Q}.
d) Pour tout H € H, / XdIP = / EY(X)dIP = / E*[IEY(X)]dIP. La

H
deuxieéme partie s’obtient alors en choisissant H = {0, Q}.
e) Supposons tout d’abord X G-mesurable et bornée. Pour tout Z G-
mesurable et bornée,

E[ZIEY(XY)] = E[ZXY] = E[ZXIEY(Y)]

Pour passer au cas général, on approche X par X, = X1y x|<n), et on re-
marque que X,, — X p.s. et X,,Y — XY dans L'(Q). O

On a un Théoreme de convergence dominée pour les espérances condi-
tionnelles :

Proposition 8.3.3. Si X,, — X p.s. et s'il existe Z intégrable t.q. | X,| < Z
p.s. pour tout n > 1, alors X,, et X sont intégrables et

E9[X,] — IE[X] p.s. et dans L' ()
Montrons d’abord le :

Lemme 8.3.4. Soit {X,},>1 une suite croissante [resp. décroissante] de
v.a.r. intégrables, et X une v.a.r. intégrable. Alors les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) X,, = X p.s.

(ii) X, = X dans L' ().
De plus, si l'une des deux assertions est vraie, IE9[X,] — IE9[X] p.s.
et dans L'(Q).

PREUVE Si X, 1 X ps. ou X, | X ps., alors | X — X,,| | 0 ps., et
| X — X,| < |X — Xyl intégrable, donc E(|X — X,,|) — 0. Réciproquement,
X, — X dans L'(Q) entraine X,, < X p.s. [resp. X,, > X p.s.]. Donc il
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existe Z intégrable t.q. X,, T Z p.s. [resp. X, | Z p.s.]. Alors par unicité de
la limite en probabilités, Z = X p.s. Enfin, (ii) = E9(X,) — EY(X) dans
L'(), donc aussi p.s. par ce qui précede, car IE9(X,,) 1 ou J.

PREUVE DE LA PROPOSITION 8.3.3

EY (irif Xm) < inf ]Eg(Xm) < sup ]Eg(Xm) < EY <sup Xm)

mz2n m>n m>n

Or infy>n Xy T X, sup,,>, Xim | X pas., et aussi dans L'(Q) d’apres le
lemme, que 'on peut utiliser grace a 'hypothese de domination, d’ou :

E9(X) < liminf E9(X,,) < limsupIEY(X,,) < EY(X)
d’ont
EY(X,) = E9(X) ps.
O

Proposition 8.3.5. Pour tout p > 1,

(i) Si X est de puissance p—ie¢me intégrable, ITBY[X] est de puissance
p—ieme intégrable.
(ii) Si X, — X dans LP(2),

EY[X,] — E9[X] dans LP(Q).

PREUVE Dans les cas p = 1 et p = 2, ces propriétés résultent de la construc-
tion. Dans le cas général, ces propriétés résultent de :

(k%) [E9(X)) < BI[IX]7],

qui entraine IE[|[IEY (X)[P] < IB[| X |P]. (%) est un cas particulier de 'inégalité
de Jensen pour les espérances conditionnelles :

Proposition 8.3.6. Soit ¢ : R — IR une fonction convexe. Alors pour toute
v.a.r. intégrable X t.q. ¢(X) est également intégrable,

plIE(X)] < E7[p(X)].

PREUVE On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes (qui est
facile & vérifier dans le cas oll ¢ est de classe C) : il existe une suite (a,, b,)
dans IR? t.q. :
o(x) =sup(az+0b,), VeeR
n
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Donc
o(X)>a, X +b, ps.,Vn>1,
et ]Eg[<p(X)] p.s. > sup(an]Eg(X) +b,) = <p(]Eg[X])
]

Proposition 8.3.7. Soit X un v.a. de dimension d, Y un v.a. de dimension
k, G une o—algebre tels que X est G—mesurable, Y et G sont indépendantes.
Alors si f une application mesurable de RY* dans R t.q. f(X,Y) est
intégrable. Alors

BIAXY)IEl = [ X)Py ()

= E[f(z,Y)]

r=

PREUVE Supposons tout d’abord que f est de la forme f(z,y) = g(x) x h(y),
avec g (resp. h) mesurable bornée de IR? (resp. IR¥) dans IR. Alors

ERr(X)g(Y)|g] = h(X)E[g(Y)],

donc dans ce cas les deux formules de I'énoncé sont correctes. Le résultat
est bien str encore vrai pour f(z,y) = Y ., a;h;(x)g;(y), si les h; et les g;
sont mesurables et bornées. Le résultat général est alors une conséquence du

Théoréme des classes monotones 1.7.8. O

8.4 Par rapport a une variable aléatoire

Rappelons qu’a tout v.a. Y, on associe sa “tribu naturelle” o(Y"), qui est
la plus petite sous-tribu de F qui rend Y mesurable. On pose :

Définition 8.4.1. Si X est une v.a.r. intégrable, on définit [’espérance condi-
tionnelle de X, sachant Y, par :

E(X]Y) £ E(X|o(Y))
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Dans cette définition, Y peut étre un vecteur aléatoire de dimension quel-
conque. Remarquons que si o(Y) = o(Y”)

E(X|Y) = E(X|Y") ps

Dans la pratique, on observe une réalisation y de Y, et on voudrait définir
[E(X|Y = y). Pour cela, on va utiliser la :

Proposition 8.4.2. Soit Y un v.a. de dimension d, et Z une v.a.r., tous deux
définis sur (0, F). St Z est o(Y)-mesurable, alors il existe une application
¢ borélienne de R dans R, telle que :

Z=9Y) ps.

PREUVE Considérons la classe des v.ar. sur (2,F) @ C =
{o(Y); ¢ mesurable : R — IR}.

11 suffit de montrer que C contient toutes les v.a.r. o(Y )—mesurables. Pour
cela, on va appliquer le Théoreme des classes monotones 1.7.8 ; C est un espace
vectoriel, et pour tout A € o(Y), il existe B € By t.q. A ={Y € B}, donc C
contient 14 = 1yyepy.

I1 nous reste a vérifier que si X,, € C, X,,(w) — X(w), pour tout w € Q,
alors X € C.

Soit donc ¢, une suite d’applications mesurables de IR? dans IR,
t.q. o(Y(w)) — X(w), pour tout w € Q. Posons B € {y €
R%; lim ¢, (y) existe }, B € By, car puisqu'une suite de réels converge ssi
elle est de Cauchy,

fj D fj{mﬂ 0= ealil < 1}

On pose
limp,(y) siye B

o) = {0 siy € B

Alors ¢ est mesurable, et X = ¢(Y') p.s. O
D’apres la Proposition 8.4.2, il existe une application mesurable ¢ : R —
R, t.q.:
E(X|Y)=¢() ps.
¢ peut étre considérée comme une v.a.r. définie sur (IR%, By, Py ). On vérifie

qu’elle est unique a classe de Py -équivalence pres. On pose alors, si X est
une v.a.r. intégrable :
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Définition 8.4.3. IE(X|Y = y) est l'unique classe d’équivalence ¢(y) de
v.a.r. définies sur (R?, By, IPy), t.q. IB(X|Y) et p(Y) soient p.s. égales.

g

Remarque 8.4.4. Fizons yo t.q. Py({yo}) = 0. On ne peut pas définir
E(X|Y =), car cette quantité dépend du choix arbitraire du représentant
dans la classe de fonctions y — E(X|Y = y).

8.5 Probabilité conditionnelle

Définition 8.5.1. On appelle probabilité conditionnelle de ’événement A,
sachant G, la (classe d’équivalence de) v.a.r. :

P(AIG) £ E[14[G]
On appelle probabilité conditionnelle de A, sachant X :
P(A]X] 2 E[L4|X]
On appelle probabilité conditionnelle de A sachant que X = x :
P(A[X = 2) 2 E[14)X = 1]

0

On peut alors se poser la question suivante : ’espérance conditionnelle

peut—elle étre définie comme une intégrale par rapport a la probabilité condi-

tionnelle 7 Ceci n’est pas toujours possible. Le probleme est de choisir pour

tout A € F un représentant de IP(A|G), en faisant tous ces choix de fagon
“cohérente”, pour que a w fixé, A — IP(A|G)(w) soit une probabilité.

(X U
Soit (Y) un vecteur aléatoire & valeurs dans IR*™* ; Posons la :

Définition 8.5.2. a) Py (-|X) est appelée loi de probabilité condition-
nelle réquliere de Y sachant X si :

(1) Pour tout B € B, IPy(B|X) =P(Y € B|X) p.s.

[ii) Pour tout w € Q, B — Py (B|X)(w) est une mesure de probabi-
lité sur (IR*, By).
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b) Py (-|X = z) est appelée loi de probabilité conditionnelle réguliére de
Y, sachant que X = x si :

(i) Pour tout B € By, IPy(B|X =z) =IP(Y € B|X =z) Px p.s.
(i) Pour tout v € R?, B — Py(B|X = z) est une mesure de
probabilité sur (R, By).

g

On démontre aisément a 'aide du Théoréme des classes monotones la :

Proposition 8.5.3. Si Py (-|.X) [resp. Py (:|X = x)/ est une loi de probabi-
lité conditionnelle réguliére de'Y sachant X [resp. sachant que X = x/, alors
pour toute fonction ¢ mesurable de IR* dans R, t.q.

E(lp(Y)]) < oo

E[p(Y)|X] = /R )Py (dy]X)p.s.
E[p(Y)|X = 2] = /R )Py (dy]X = 2)Pxp.s

g

On démontre qu’une loi de probabilité conditionnelle réguliere existe tou-
jours. Nous allons la calculer dans deux cas :

1. celui ou la loi du couple ()}E) admet une densité,

2. celui ou le couple <X> est gaussien.

Y

Proposition 8.5.4. Soit (X) un v.a. de dimension d+k, dont la loi admet

Y
la densité f(x,y). On pose g(x) = /f(x,y)dy, Q= {r e R%0 < g(x) <
oo}
Alors
o) P(XeQ)=1
b) Pour tout x € Q, f(y|x) 2 f(f"q;) est la densité d’une loi de proba-
g(x

bilité sur IRF.
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c) f(y|X)dy est p.s. égale a une loi de probabilité conditionnelle réguliére
de Y, sachant X.

d) f(y|lz)dy est Py p.s. égale a une loi de probabilité conditionnelle
réquliere de 'Y sachant que X = x

PREUVE a) P(X ¢ Q) :/{_O}g(x)der/{ . }g(x)dx. Or

/g(x)dx < 00, donc / dx = 0 donc / g(x)dz = 0.
{g=-+oc} {g=-+oc}

b) est élémentaire.
¢) Soit h(y) la densité d'une probabilité sur (IR, B;). Posons

h(y) si X(w) ¢ @
fylX)(w) si X(w) €@

Grace & a b , pour tout w, f(y|X)(w) est la densité d’une probabilité sur
(IR*, By).
Il reste a vérifier que pour tout B € By,

/ F(y|X)dy = P(Y € B|X) p

FylX)(w) = {

D’apres 8.4.2 et 8.2.4, ceci est vrai si pour tout ¢ mesurable et bornée de
R dans IR,

X) /B F(y1X)dy) = Blp(X)1p(Y)

/f y|X)dy] = / / f(y|z)dyda
/R k /R 15y )g(x)dydx

d) se démontre comme c) U
Montrons finalement le

Or

L (X L , ;
Théoréme 8.5.5. Soit (Y) un vecteur aléatoire gaussien d’espérance (5)

Z11 212
E21 E22

Posons X = E(X|Y) et & = Cov(X — X). Alors

et de matrice de covariance ( ), tel que la matrice Yoo est inversible.
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1L X =p+ T35 (Y —v),
2. % =%y — X985 Doy,

3. N(X, i)) est une loi de probabilité conditionnelle régqulicre de X, sa-
chant Y .

PREUVE Notons d la dimension de X, k celle de Y. Cherchons tout d’abord
A matrice d x k et b vecteur de IR? tels que Z := AY + b satisfasse

E(Z)=IE(X), Cov(Z,Y)=Cov(X,Y),

ou par définition Cov(X,Y) = E(XY’)—IE(X)E(Y) = ¥i2. Les deux condi-
tions ci—dessus imposent que

p=Av+b, Al =3,
d’ou

A=3155 b=pu— Y135,
7 =pu+ Y3 (Y —v).

II reste & montrer que Z = IE(X|Y), et que le théoréme est satisfait. La
preuve de ces faits est basée sur la remarque suivante : les vecteurs aléatoires

X := X —Z et Y sont indépendants. En effet le vecteur aléatoire ()}f) est un
vecteur aléatoire gaussien (parce qu’il est 'image par une application affine

L : X
du vecteur aléatoire gaussien (Y) ), et

Cov (X,Y) = Cov(X,Y) - Cov (Z,Y) = 0.

On utilise ici la Proposition 8.5.6 ci—dessous, qui est un cas particulier du
Théoreme 5.4.5. Il est maintenant clair que

EX|Y)=EZ|Y)+EX|Y)=EZ|Y)+ EX) = Z

On note maintenant X := Z. Notons que la loi de probabilité de X est la loi
N(0,%) car clairement

COV (X) = 2122521COV (Y)E;;Z:Ql = 2122521221,
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et par 'indépendance de Xet X ,
Cov (X) = Cov (X) 4 Cov (X).
Or si f € Cx(IR?), on déduit de la Proposition 8.3.7
E[f(X)|Y] = E[f(X + X)|Y]
= | (X +2)Pg(dz)

]Rd

=, f(x)N(Xﬁ)(dx),
R

puisque la loi de probabilité de X est la probabilité gaussienne N (0, f]), donc
cette loi translatée de X est la probabilité N (X, ). d
On a utilisé le cas particulier suivant du Théoreme 5.4.5 :

Proposition 8.5.6. Si est un vecteur aléatoire gaussien, ou U est de

U
V
dimension d et V de dimension k, alors les vecteurs aléatoires U et V sont
indépendants ssi la matrice de covariance du v. a. (‘[i) est bloc—diagonale,
i. e. ssi Cov(U, V) =0.

Finissons ce chapitre par la

Remarque 8.5.7. Si X et'Y sont deux vecteurs aléatoires, de dimensions
respectives d et k, de carré intégrable, l'espérance conditionnelle IE(X|Y") est
la (classe d’équivalence de) v. a. de dimension d p(Y') caratérisée par le fait
que

E[|X —o(Y)P] = minE [|X — YY),

ot le minimum est pris sur toutes les applications boréliennes 1) : R* — IR¢,
telles que TE[|(Y)]?] < .

On pourrait se poser la question d’approcher au mieur X dans
L*(Q, F,P;RY) par une fonction affine de Y. On trowverait que le mini-
mum est atteint par application y — Ay + b ou A et b sont choisis tels
que

E(AY +b) =E(X), Cov(AY +b,Y)= Cov(X,Y).

C’est exactement comme cela que nous avons caractérisé Z au début de la
prewve du Théoréme 8.5.5. Dans le cas ou le couple (X,Y) est gaussien,
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la meilleure approximation en moyenne quadratique de X par une fonction
affine de'Y coincide avec la meilleure approzimation en moyenne quadratique
de X par une fonction arbitraire de Y .

La formule qui définit Z est celle de la meilleure approximation en
moyenne quadratique de X par une fonction affine de 'Y dans le cas général
(non nécessairement gaussien).

8.6 Exercices

Exercice 8.6.1. Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et X € L'(Q, F,TP).
Soit (A;,i € IN) un systéeme ezhaustif d’événements tel que pour tout i € IN,
IP(A;) > 0. Soit G la tribu engendrée par les (A;,i € IN). Expliciter ITE(X|G).
Soit X etY deux variables aléatoires telles que X prend ses valeurs dans
un ensemble dénombrable {x;,i € IN}, avec pour touti € IN, IP(X = z;) > 0.
Ezpliciter IE(Y|X).
Exercice 8.6.2. Soit X et Xy deux v.a indépendantes. Calculer TE(X 1| X, +
Xs) lorsque
1. Xi ~ B(ni,p);p € [0;1];n1,n9 € N ;
Exercice 8.6.3. Soit X et Y deux variables aléatoires sur (Q, F,IP). On
suppose que X est a valeurs dans IN, et que Y suit une loi exponentielle de

parametre 1. On suppose de plus que la loi de X conditionnelle sachant Y
est une loi de Poisson de parameétre Y, i.e

Yk

ﬁ.

Déterminer la loi de (X,Y), la loi de X, la loi conditionnelle de Y sachant
que X = k.

Vk >0, IP p.s., IP[X =k|Y] = exp(—Y)

Exercice 8.6.4. Soit X une v. a. r. de loi exponentielle de paramétre a > 0.
Soit (X,)n>1 une suite de v.a.i.i.d de méme loi que X. Soit d’autre part N
une variable aléatoire indépendante de la suite (X,)n>1 et de loi géométrique
de paramétre p €]0,1[ : Vn € IN*, IP(N = n) = p(1 — p)"~'. On pose S =
Xy + -+ Xy. Calculer IE(S|N), la loi de S et IE(N]S).

Exercice 8.6.5. Soit (X,Y) de loi uniforme sur le triangle A = {(z,y) €
R%,0 <z <y < 1}. Caleuler B(Y|X), IE(X|Y), et E(X?|Y).
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Exercice 8.6.6. Soit G, F,H des tribus sur €2, telles G C H C F. Soit
X € L*(Q, F,P). Montrer I’égalité
E[(X - B(X|H))’] + E[(E(X|H) - E(X|9))’] = E[(X - E(X]9))*].

Exercice 8.6.7. Soit p > 1 et X et Y deuzr v.a.r. telles que || X|, =
(B|X|P)YP < 40 et ||Y]|, < +00. Montrer que | X +Y ||, > | X +E(Y|X)],.
En déduire que, si X et Y sont indépendantes, alors || X + Y], > || X +
EX)l,-

Exercice 8.6.8. Soit X et Y deux éléments de L*(Q,F,IP) tels que
EX|Y)=Y e E(Y|X)=X. Montrer que X =Y p.s.

Exercice 8.6.9. On reprend les notations de [’exercice 4.8.25, mais on ne
suppose plus les v. a. T; de loi exponentielle. On définit la fonction de risque
h; de la v. a. T; comme la fonction de IR, dans IR, donnée par

fit)
hzt = 5
1. Montrer que T; suit la loi exponentielle de paramétre \; ssi hi(t) = ;.

2. Calculer IP(A > t) en fonction des quantités S;(t), 1 <
i < k. En déduire que la v. a. N admet la densité fp(t) =

(IThy S5(0)) b ().
8. Montrer que IP(T; < min;; T3|T;) = [, S;(Th).
4. Montrer que pour toute ¢ : IRy — IR borélienne bornée,
E |:1{Ti<minj¢i ry(A / H S;(
J#i
5. Déterminer la fonction ¢; : Ry — IRy (en fonction des h;) telle que

/HS () filt dt/l/)z A(t)dt

0 j#i

ou f; est la densité de la loi de T;, S;(t) = IP(T; > t).

6. Déduire de ce qui précede que
P(§ =1|A) = ().

Que devient ce résultat dans le cas étudié a lexercice 4.8.24 (cas des
T; de loi exponentielle) ? Comment retrouve—t—on le fait que dans ce
cas la & et A sont indépendantes, et comment voit—on qu’elles ne le
sont pas dans le cas général ¢
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Chapitre 9

Martingales

9.1 Définition et exemples

On se donne maintenant un espace de probabilité (2, F,IP) muni d’une
filtration {F,,, n > 0}, i. e. une suite croissante de sous—tribus de F. Autre-
ment dit chaque F,, est une tribu, et pour tout n > 0, F, C F,.1 C F.

Définition 9.1.1. Une suite {X,,, n > 0} de v. a. r. est une martingale si
1. Pour tout n > 0, X,, est F,—mesurable et intégrable,
2. Pour tout n > 0, E(X,411|F,) = X, p. s

Une sousmartingale est une suite qui vérifie la 1ére condition, et
E(X,11|F.) > X,. Une surmartingale est une suite qui vérifie la premére
condition et IE(X,11]F,) < X,,.

Remarque 9.1.2. On devrait dire dans la définition (F,)-martingale.
Notons que si {X,} est une (F,)-martingale, c’est a fortiori une (G,)-

martingale, avec
gn = O'(Xo,Xl,...,Xn), n Z 0.

Exemple 1 : Marche aléatoire Soit Xg, {Y;, & > 1} des v. a. r.
indépendantes, les Y}, étant centrées. Alors

définit une (G, )—martingale, avec G, = o(Xo, Y1, ..., Yy).
Si au lieu d’étre centrées, les Y}, vérifient IE(Y;) > 0 (resp. E(Yy) < 0),
alors {X,,} est une sous— (resp. une sur—) martingale.

177
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Exemple 2 : Procesus de branchement On considére le processus de
branchement dit de Bienaymé-Galton—Watson, défini comme suit. {Z,,, n >
0} désigne la taille d’'une population aux générations n = 0, 1,.. On suppose

que
Zn,

Zn+1 = Zﬁn,ka
k=1
ou &, ; désigne le nombre d’enfants a la génération n + 1 du k-iéme inidvidu
de la n—-ieme génération. On suppose que les v. a. {&,x, n > 1,k > 1} sont i.
i. d. On pose m = IE(£) le nombre moyen d’enfant de chaque individu. Alors
le processus {X,,, n > 0} défini par X,, = m "7, est une martingale.

Exemple 3 : Stratégie de jeu A l'instant n — 1, au vu des résultats des
coups déja joués, le joueur mise une somme W,,. Si le tirage le désigne comme
vainqueur, il gagne W,,, si le tirage le désigne comme perdant, il perd W,,.
Autrement dit, si A,, = +1 si le joueur gagne au n—ieme coup, —1 si le joueur
perd au n—ieme coup, la richesse du joueur apres n coups est

Xn = XO +W1A1 + WnA’m

ou Xj est la richesse initiale, et les A,, sont i. i. d., globalement indépendantes
de Xy. On pose F,, = 0(Xy,Ys,...,Y,) et on suppose que pour tout n > 1,
W, est F,_1 mesurable, alors que les hypotheses ci-dessus font que A, est
indépendant de F,_;.

Si le jeu est juste, i. e. si P(A, = 1) = 1/2, alors IE(X,,) = 0, et dans ce
cas

E(X, [ Fo 1) = X1 + WaIE(A,)
- n—1,

donc {X,,, n > 0} est une martingale.

Si le jeu n’est pas juste (par exemple, la roulette au casino a 18 cases
rouges, 18 noires et 2 vertes, donc en pariant sur rouge ou noir, on a 18/38j1/2
chances de gagner), IE(A,,) < 0, et alors {X,,, n > 0} est une surmartingale.

Notons que si {X,,, n > 0} est une martingale,

E(X, x| Fn) = Xn, VR >0,k > 1,
E(Xn) = IE(X0>

Il résulte de I'inégalité de Jensen pour 'espérance conditionnelle que



9.2. TEMPS D’ARRET 179

Proposition 9.1.3. Si {X,,, n > 0} est une martingale, ¢ : R — R
une fonction convexe telle que p(X,,) soit intégrable pour tout n > 0, alors
{o(X,), n > 0} est une sousmartingale. La méme conclusion est encore vraie
lorque l'on suppose seulement que {X,, n > 0} est une sousmartingale, a
condition d’ajouter [’hypothése que la fonction ¢ est croissante.

9.2 Temps d’arrét
Définition 9.2.1. On appelle temps d’arrét une v. a. 7 a valeurs dans IN U
{+00} qui vérifie {r =n} € F,, pour tout n > 0.

Un v. a. constante 7 = n est un temps d’arrét. Si {X,,, n > 0} est une
suite adaptée a la filtration {F,}, i. e. telle que X,, est F,,—mesurable pour
tout n >0, et si A € B, alors

400, sinon,

{inf{n, X, € A}, siun tel n existe,
T =

est un temps d’arrét, puisque alors
{T:n} = {XO ¢A,X1 ¢A7'-->Xn71 QA,XH c A}

Notons qu’avec la convention que I'inf d’un ensemble vide vaut +oo, ce temps
d’arrét se définit plus simplement par

T =1inf{n, X, € A}.
Si 7 est un temps d’arrét, on définit la tribu
F.={AeF, An{r=n} e F,,Vn e N}

Si 71 et T sont deux temps d’arrét, alors inf(7y,72) est encore un temps
d’arrét. En outre, si 11 < 7 p. s., alors F,, C F,, (exercice).
On a le théoreme d’arrét :

Théoréme 9.2.2. Si {X,,, n > 0} est une martingale (resp. une sousmar-
tingale), et T et T sont deuz temps d’arrét tels que 71 < 79 < N p. s., alors
X, est Fr, mesurable et intégrable, 1 = 1,2 et en outre

E(X,,|F,) = X,
(resp. E(X,|Frn) > X.).
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PREUVE Pour tout A € B, n > 0,
{X, e An{rn=n}={X, € A}n{rn =n} € F,,
et en outre

N
X < D1,
k=1

donc la premiere partie de I’énoncé est établie.
Soit A € F;,. Alors

AN{n<k<n}=An{n<k-1}n{n<k-1}€ F1.
En effet, d'une part
An{n <k—-1} =U{AN{n =j} € Fi
et aussi {m <k —1}°€ Fr_1.
Posons A, = X, — X;_;. On a

/ (Xr, = Xo)dP = [ Y 14, chry ArdIP
A

A=
n

- Z / ALdIP
An{r1<k<m2}

k=1
=0

ou bien > 0, suivant que {X,, n > 0} est une martingale ou une sousmar-
tingale. O

9.3 La ruine du joueur

On reprend 'exemple 3 ci-dessus. Supposons que le joueur parie la méme
somme a chaque coup, disons 1 Euro, jusqu’a ce qu’il arréte de jouer, soit

W, = 1f<sy, ou 7 est un temps d’arret.
Alors

NAT
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si {Y,,, n > 0} désigne la marche aléatoire Y;, = Xo + Ay + -+ + A,,. Typi-
quement, le joueur dispose d'une richesse initiale Xy = a > 0, et il cherche a
atteindre une richesse donée ¢ > a, mais il est obligé de s’arréter s’il n’a plus
d’argent, autrement dit

7 =1inf{n, X, =0ou X,, = c}.

On s’intéresse a calculer la probabilité que le joueur atteigne son objectif,
1. e.

s(a,c) = P(succes) = P(X, = ¢) = 1 — IP(ruine) = 1 — P(X, = 0).

Dans le cas d’un jeu juste, [EA, = 0, et {Y,,, n > 0}, donc aussi par le
théoreme d’arrét {X,, = Y,ar, n > 0} est une martingale, donc

IE(YTL/\T) = ]E(X())

Mais X,, — X, quand n — oo, et X,, est bornée, puisque 0 < X,, < ¢. Donc
par convergence dominée,

E(X,) =cs(a,c) = a,
soit
s(a,c) =ajc.
Dans le cas ou IP(A, =1)=1—-P(A, =—-1)=p < 1/2,

p*—1
S(CL,C)Z pc—]_’ Oup:(l_p)/p

Exemple 9.3.1. Un joueur veut gagner 1 000 Euros a partir de 900 Furos.

Sip=1/2, s(900,1000) = 0,9,
Si p = 18/38 (roulette), s(900,1000) = 3 x 107°.

Exemple 9.3.2. Un joueur veut gagner 20 000 Euros a partir de 100 Furos.

Sip=1/2, s(100,20000) =5 x 1072,
Sip = 18/38 (roulette), s(100,20000) = 3 x 107!,
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9.4 Inégalités

On a l'inégalité de Doob :

Proposition 9.4.1. 5i Xy, ..., X,, est une sous—martingale, pour tout o > 0,

1
P(max X; > a) < —IE(X]).
1<i<n a

PREUVE On définit le temps d’arrét 7 = inf{0 < k < n, X; > a} et on pose
Mk = Maxj<i<k Xz On a

{ana}ﬂ{TSk?}:{MkZOé}efk

Donc {M,, > a} € F,. Par le théoreme d’arrét,

alP(M, > a) < / X, dIP

{ana}

< / X, dIP
(M >0}

< / X FdpP
{M,>a}

< E(X)).
OJ
Soit maintenant o <  deux réels, et Xy,..., X, des v. a. r. On définit
par récurrrence les temps d’arrét suivants. 7o = 0 et
Pour k impair, 7, = inf{r,_1 < j <n, X; <a};
Pour k pair, 7, = inf{r,_1 < j <n, X; > S}.
Le nombre U de montées de la suite X7, ..., X, a travers [«, 3] est défini par

U = max{i, X,

21—

1§Q<B§X72i}‘
On ale

Théoréme 9.4.2. i {X1,..., X, } est une sousmartingale,

E[(Xy — )] _ EX)) + [0
B—« - B—a

EU) <
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PREUVE Posons Y, = (X — )", 0 = f — «a. {Y1,...,Y,} est encore une
sousmartingale. Les temps d’arrét 7, sont inchangés si 'on remplace {X; <
a} par{Y; = 0}, {X; > S} par {Y; > 6}. Donc U est le nombre de montées de
la suite (Y1,...,Y,) a travers [0, 0]. Puisque les 73 sont strictment croissants
tant qu’ils n’atteignent pas n, clairement 7, = n p. s. Donc

Yn = Y:rn
Z YTn - }/Tl
= Z (}/Tk - 3/77@71) + Z (}/7'1@ - YTk—l)
2<k<n, k pair 2<k<n, k impair

Le premier terme du membre de droite ci—dessus est minoré par U, tandis
que par le théoreme d’arrét, I'espérance du second terme est non négative.
Donc IEY,, > 0IEU, soit encore

(8 — a)EU < E[(X, —a)T].

9.5 Théoreme de convergence

Théoréeme 9.5.1. Soit {X,, n > 1} wune sousmartingale. Si K =
sup,, E(X,F) < oo, alors il existe une v. a. r. intégrable X telle que X, — X

p. S.

PREUVE Pour tout —co < a < f < oo, désignons par U,(«, ) (resp.
U(a, 8)) le nombre de montées de la suite (Xi,...,X,) (resp. de la suite
{X,, n > 1}) a travers [a, 8]. On a U,(«, ) 1 U(«, 5) quand n — co. Mais
d’apres le théoreme 9.4.2 et I’hypothese,

E(X) + |of - K + |of

]E(Un(a7ﬁ) S ﬁ—Od — ﬁ—Oé

, Vn > 1,

donc U(a, f) < oo p. s. Posons

X" =limsupX,, X, =IliminfX,.

n—»00 n—00
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On a clairement

{Xi <X} =Uacp, ape{U(a, B) = +oo}
Donc X, = X* p. s., et X,, = X p. s. dans IR. Mais

EX,| = 2E(X,) — E(X,)
< 2B(X,) — E(Xo),
donc  supIE|X,| < oo,

et alors par le Lemme de Fatou IE|X| < co. Donc X € IR p. s., et en outre
X est intégrable. O

Corollaire 9.5.2. Soit {X,,, n > 1} une surmartingale a valeurs dans R
ou une martingale bornée soit par en dessus soit par en dessous. Alors X,
converge p. s. vers une limite intégrable X, quand n — oo.

PREUVE Dans le cas d'une surmartingale positive {X,,}, {—X,} est une
sousmartingale dont la partie positive est nulle, donc le Théoreme s’applique.
Dans le cas d’une martingale { X, } bornée par en dessous, il existe ¢ tel que
{X,, + ¢} est une martingale positive, a laquelle la premiere partie de ce
Corollaire s’applique. Le dernier cas se ramene a celui—ci par multiplication
par —1. U

Lemme 9.5.3. Si Zest une v. a. r. intégrable, et {F,, n > 1} une collec-
tion de tribus, alors la suite de v. a. {IE(Z|F,), n > 1} est uniformément
intégrable.

PREUVE D’apres la Proposition 7.8.4, il existe H : IR, — IR, convexe,
vérifiant H(x)/x — +oo, quand x — +o0, telle que [E[H(Z)] < oco. Par
I'inégalité de Jensen pour I'espérance conditionnelle,

H(IE(Z|F,)) < E(H(Z)|F,), donc
sup IE[H (IE(Z|F,))] < E[H(Z)] < oo,
et le résultat se déduit de la Proposition 7.8.4. U
Soit {F,,, n > 1} une filtration. Posons Fo, = (U, F,). On a alors la

Proposition 9.5.4. 5i Z est une v. a. r. intégrable,

E(Z|F,) — IE(Z|Fx) p. s. et dans L', quand n — oo.
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PREUVE La suite {X,,, n > 1} définie par X,, = [E(Z|F,,) est une martingale,
qui est uniformément intégrable d’apres le Lemme. En particulier, [E|X,,| <
[E|Z|, et d’apres le Théoreme 9.5.1, il existe X v. a. r. F—mesurable et
intégrable telle que X,, — X p. s. Fixons k > 1. Quelque soit A € F,,, par
I'uniforme intégrabilité,

lim E[X,; A] = E[X; A].

n—oo

Mais si A € Fi et n > k,
E[X,; A] = E[Z; A].

Donc [E[Z; A] = IE[X; A], pour tout A € UpFy. Or UpFy est une algebre qui
engendre la tribu Fu. Donc X = IE(Z|F). O

9.6 Convergence des martingales a I’envers

Le but de cette section est de montrer le

Théoreme 9.6.1. Soit {G,, n > 1} une suite décroissante de sous—tribus
de F. On pose G = N, G,,. Alors pour toute v. a. intégrable Z, IE(Z|G,) —
E(Z|G) p. s.

Posons tout d’abord la définition

Définition 9.6.2. Etant donné une suite croissante {F,, n € Z_} de sous—
tribus de F, la suite {X,,, n € Z_} est appelée “martingale a l’envers” si X,
est F,—mesurable pour tout n € Z_ et pour n < —1,

IE(Xn+1|]:n) =X,.
On ale

Théoreme 9.6.3. Si {X,,, n € Z_} est une martingale a ’envers, il existe
une v. a. intégrable X telle que X, — X p. s. et dans L' quand n — —oo.

PREUVE On raisonne de facon analogue a ce que nous avons fait dans le cas
des martingales usuelles. On pose

X, =liminf X,,, X" =Ilimsup X,,

n——00 n——00
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et on note que

{X, < X"} =Uacp apeo{Xs <a < f < X'}

Soit U, le nombre de montées de la suite X_,,,..., X1 a travers [«, ]. On
a que
E|lX_
B —a

Donc si U := lim,_,o, Uy, IE(U) < 00, donc U < oo p. s. et il s’ensuit que
X, = X" p. s. En outre pour tout n > 1,

X_, =E[X_1|F_],

donc par le Lemme 9.5.3 la suite {X,,, n € Z_} est uniformément intégrable,

d’ott la convergence dans L'. O
On peut maintenant passer a la

PEUVE DU THEOREME 9.6.1 Le théoréme 9.6.3 montre que

X_, :=1IE[Z|G,] = X p.s. et dans L".

En outre X est G,—mesurable pour tout n, donc X est G-mesurable et pour
tout A € G,
E[X; A] = lim E[E(Z|G,); A]

n—o0

= E[E(Z]G); A,

donc X = [E[Z|]] p. s. O
PREUVE DE LA LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES COMME CONSEQUENCE
DU THEOREME DE CONVERGENCE DES MARTINGALES A L'ENVERS

Soit {X,,, n > 1} des v. a. i. i. d. intégrables. On pose S, := X;+---+X,,,
F_n:=0{Sn, Sns1, Sni2,-- -}, My, :=E(Xq|F_,). Alors {M,,, n > 1} est une
martingale & l'envers, et donc M, — X p. s. et dans L'. En outre

M, = E(X;]S,)
= I[E(X5]S,)

- ]E(ansn>

n
e,
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On a montré que S, /n converge p. s. et dans L' vers une v. a. X telle que
E(X) =IE(X;). Mais X est G-mesurable, out G est la tribu asymptotique de
la suite { X, }, donc par la loi 0-1 de Kolmogorov, G est triviale, et X = IE(X})
p. s. O

9.7 Théoreme de de Finetti

Une permutation 7 de l'ensemble {1,2,...} est dite finie si [{i, 7(i) #
i}| < co. Posons la

Définition 9.7.1. La suite dénombrable {X,,, n > 1} est dite échangeable
si pour toute permutation finie m of {1,2,...},

c
(Xl, XQ, .. ) = (Xﬂ-(l),Xﬂ(Q), . )
Il n’est pas tres difficile de montrer le

Lemme 9.7.2. Etant donné la suite dénombrable de v. a. {X1, Xs, ...}, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes

1. La suite {X1, Xs,...} est échangeable.
2. Pour toutn > 1,

L
(X1, X1, Xy Xty ) = (X oo, X, Xy Xy o).
3. Pour toute suite {n;, i > 1} d’entiers distincts,
L
(Xl,XQ,Xg, . ) = (anan2>Xn37 . )

Commencgons par établir le

Lemme 9.7.3. Soit Y une v. a. bornée, et H C G deuxr sous—tribus de
F. Alors E[E(Y|H)? = E[E(Y[G)? (ou a fortiori E(Y|H) £ E(Y|G))
entraine que IE(Y|H) = E(Y|G) p. s.

PREUVE Le résultat découle de l'identité

I [(B(Y]G) — B(Y|H))] = B [(E(V]6))] — B [(B(V[H))"].

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de de Finetti
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Théoreme 9.7.4. Une suite infinie dénombrable et échangeable de v. a.
{X,, n > 1} est un mélange de v. a. i. i. d., au sens ouconditionnellement
en la tribu asymptotique de la suite {X,}, les X,, sont i. i. d.

PREUVE Pour tout n > 0, soit G, := 0(X,11, Xpns2,...), et G :== NG, la
tribu asymptotique. Par échangeabilité, pour tout n > 2,

(X1, X0, X3, ..) 2 (X1, Xty Xnos ).

Donc pour toute function borélienne bornée ¢ : R — IR, n > 2,

E(p(X1)[G1) £ E(p(X1)[Gn).
Le Théoreme 9.6.1 entraine que
E(p(X1)|G,) = E(p(X1)|G) p- s., quand n — oo.

On en déduit que
E(p(X1)|G1) £ B(p(X1)]9).

Mais le Lemme 9.7.3 entraine que 1’égalité est vraie p. s. Il résulte que
X; et Gy sont conditionnellement indépendants sachant G.

Le méme argument appliqué a (X, X,,+1,...) nous indique que pour tout
n>1,

X, et @G, sont conditionnellement indépendants sachant G.

Ceci entraine que toute la suite {X,, n > 1} est conditionnellement
indépendante sachant G. Maintenant I’échangeabilité entraine que pour tout
n>1,
c
(Xl, Xn+1, Xn+2, . ) - (Xn, Xn+1, XnJrg, .. )

Donc pour les méme ¢ que ci—dessus,

E(p(X1)|Gn) = E(p(X,)|Gn) - s..

Prenant I'espérance conditionnelle sachant G nous déduisons que

E(p(X1)|9) = E(e(X,)|G) p.s..
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Donc les lois conditionnelles sachant G des v. a. X, sont identiques. U
Il résulte du Théoreme de de Finetti que si les X, sont en outre
intégrables, n=' > | X} converge p. s. quand n — co. En effet

P (nl ZXk Converge) =1E []P (nl ZXk converge g)] =1,

k=1 k=1
puisque, les { X, } étant i. i. d. et intégrables sachant G, la loi forte des grands
nombres s’applique conditionnellement en G.
On déduit alors de ce qui précede le

Corollaire 9.7.5. Soit {X,,, n > 1} une suite dénombrable échangeable de
v. a. 4 valeurs dans {0,1}. Conditionnellement en

limn ! ZXk =z p. s,

k=1

les X,, sont 1. i. d. Bernoulli de parametre x.

9.8 Théoreme central limite pour les martin-
gales

9.9 Exercices

Exercice 9.9.1. Soit Ay, A,,... des v. a. indépendantes, intégrables et
de moyenne nulle. Posons X; = Ay, et pour n > 1, X,,,1 = X, +
Ay fu(Xy, ..., Xy). Supposons que les fonctions f, sont mesurables, et telles

que chaque X, est intégrable. Montrer que {X,,, n > 1} est une martingale.

Exercice 9.9.2. Les A,, étant comme a l’exercice précédent, et de plus toutes
de variance o, on pose cette fois X, = (Sor_, Ap)? — no® pour n > 1.
Montrer que {X,,, n > 1} est une martingale.

Exercice 9.9.3. On suppose maintenant que les Ay sont i.i.d., avec IP(A) =
1) =IP(Ay, =—-1)=1/2, et on pose Xo =0, X,, =Y 1_, Ay pourn > 1, et
pour tout a € Z, T, = inf{n > 1, X,, = a}. Pour a,b € Z, a <0 < b, on
pose enfin Sqp =Ty N Ty,
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1. Montrer que S, < oo p.s. (Indication : on pourra remarquer que
{Sap > n(b—a)} C M {|Ap-1)p-a)1 + -+ Bip—o)| <b—a}).

2. Montrer que IE[Xg, ,an] = 0 pour tout n > 1, et que IE[X,,] = 0. En
déduire les valeurs de IP(T, <Tp) et IP(T}, < T,).

3. Montrer que E[Xgayb/\n] = [E[S,s A n] (on pourra utiliser lexercice
précédent), et calculer IE[S, ).

4. Montrer que P(T, < T,,) — 1 lorsque n — oco. En déduire que IP(T, <
o0) = 1. Montrer que IE[T,] = 4+00.

Exercice 9.9.4. Soit {X,,, n > 1} une martingale telle que | X;(w)| < c et
| Xn(w) — X1 (w)| < ¢ pour tout n > 2 et pour tout w. Soit T un temps
d’arrét d’espérance finie. Montrer que Xp est intégrable, {k < T} € Fj_1 et
E[X7r] = IE[X;]. En déduire une nouvelle démonstration du fait que, dans
Uezercice précédent, IE[T,] = +oo.

Exercice 9.9.5. Soit {X,, n > 1} une martingale qui est bornée soit
par en dessus soit par en dessous par une constante. En déduire que
sup,»; IB[| X,|] < oco.

Exercice 9.9.6. Soit {Y,,, n > 1} des v.a. positives i.i.d., qui vérifient
E[Y,] = 1. On pose, pourn > 1, X, = V1Yo x --- x Y,,.

1. Montrer que X,, est une martingale qui converge p.s. vers une variable
aléatoire X qui vérifie IE[X] < [[°2, IE[Y,].

2. On suppose maintenant que chaque Y, prend les deux valeurs 1/2 et
3/2, chacune avec la probabilité 1/2. Montrer qu’alors X =0 p.s.

Exercice 9.9.7. Soit {X,, n > 1} une martingale telle que IE[X,] = 0 et
[E[X?] < oo pour tout n > 1.

1. Montrer que

IE [(Xn+k - Xn)ﬂ = ZIE [(XnJrZ - Xn+€fl)2] .

(=1

2. On suppose en outre que Y, - TB[(X, — Xp—1)?] < oo. Montrer que
X, converge vers une limite X p.s. et en moyenne quadratique quand
n — oo.
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Exercice 9.9.8. (Formules de Wald — suite) On reprend les notations et
hypotheses de [’exercice 4.8.24, mais on ne suppose plus que N et les v.a. X,
sont indépendantes, mais plutot que N est un temps d’arrét de la filtration
Fn définie par F,, = 0(Xy,...,X,), n > 1. Montrer que les formules établies
a Uexercice 4.8.24 restent vraies. On commencera par montrer que {N >
n} € Fn_1, et donc que cet événement est indépendant de X,,.

On pourra en particulier en déduire que dés que les X,, sont intégrables,
le processus

Vn = Z 1{k§N}[Xk — E(Xl)], n Z 1
k=1

est une martingale.

Exercice 9.9.9. Inégalité de Khinchine

1. Soit Y ~ N(0,1) et X = sgn(Y'). Montrer que X = ¢ IE(Y|sign(Y)),
avec ¢ = \/2/7.

2. Soit {Y,, n > 1} des v.a.r. i.i.d., toutes de loi N(0,1). On pose G =
o{sgn(Yy,), n > 1}. Montrer que les v.a.r.

X, =cE(Y,|G), n>1
sont i.i.d., avec
P(X,=1)=P(X,=-1)=1/2.

3. Soit {a,, n > 1} des nombres réels tels que Y7~ a5 < oo. Montrer

que la série Zj‘;l a;Y; converge p.s. et dans tous les LP(S), et préciser
la loi de cette somme.

4. En déduire que la série Z;’il a;X; converge dans tous les LP(Q2) et

el em(E)

5. Montrer l'inéqgalité de Khinchine

oo p 00 p/2

1 2
E ()X ) < (Za§) —/ |t[Pe=t/2dt.
( =1 j=1 V2T JR

[e.9]

> a;X;

J=1

o0

> aY;

J=1
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6. Montrer que si 2\c® Y >, a3 < 1, alors

2
IE [exp | A

[ee]
E a; X;
=1
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