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Chapitre 1

Simulation et méthode de
Monte Carlo

Pour donner une premiere idée de la méthode de Monte Carlo, nous allons
considérer un probleme d’intégration numérique. Il existe de tres nombreuses
méthodes d’approximation de I'intégrale :

f(z)dz
[0,1]

par des formules du type Y . , w;f(z;), avec les w; qui sont des nombres
positifs dont la somme vaut 1 et les z; sont des points de I'intervalle [0, 1].
Par exemple, lorsque wy = w, = 2/n, w; = 1/n sinon, les points x; = i/n
étant régulierement répartis, on a affaire a la méthode des trapezes. Mais il
existe bien d’autres méthodes comme la méthode de Gauss ou de Simpson.
Une méthode de Monte Carlo est du méme type : on choisit w; = 1/n et 1’on
tire les z; “au hasard” (mais pas n’importe comment, il faut tirer les points
selon la loi uniforme sur [0, 1]). Cette méthode converge avec une vitesse de
I'ordre de K/y/n. Evidemment cette vitesse de convergence peut paraitre
faible si on la compare aux autres méthodes d’intégration en dimension 1.
Mais toutes ces méthodes numériques s’effondrent lorsque la dimension aug-
mente (il faut typiquement avoir n? points, oti d est la dimension, pour avoir
une erreur constante). Le gros avantage de la méthode de Monte Carlo est

d’étre absolument insensible a la dimension.
Historiquement la méthode remonte au comte de Buffon qui, en 1777,
a décrit une méthode de calcul de 7 basée sur la réalisation d’expériences
répétées. Mais la vraie naissance de la méthode de Monte Carlo est liée a

7
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I’apparition des premiers ordinateurs et a leurs utilisations dans le cadre des
projets secrets du département de la défense des Etats Unis dans les années
40 — 45. Les premiers articles décrivant ce type de méthodes datent de la fin
des années 40 et du début des années 50. Les précurseurs de ces méthodes
s’appellent Ulam, Von Neumann, Metropolis, . ...

1.1 Description de la méthode de Monte
Carlo

Pour utiliser une méthode de Monte Carlo on doit tout d’abord mettre
sous forme d’une espérance la quantité que 1’on cherche a calculer. C’est sou-
vent simple, comme pour le cas d’un calcul d’intégrale, mais ¢a peut étre plus
compliqué, comme lorsque 1’on cherche a résoudre une équation parabolique,
elliptique ou méme un systeme linéaire. Nous reviendrons longuement par la
suite sur cette étape dans des cas particuliers.

A Tissue de cette étape il nous reste a calculer une quantité de la forme
[E(X), ou X est une variable aléatoire. Pour pouvoir calculer IE(X) il convient
de savoir simuler une variable aléatoire selon la loi de X. Mathématiquement,
cela signifie que 1’on veut pouvoir supposer que (X;, 7 > 1) est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de X . Informatiquement,
on se ramene a l’utilisation d’une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant une loi uniforme sur 'intervalle [0, 1]. Ce genre de suite aléatoire est
couramment fourni dans tous les langages de programmation ( rand en C,
g05caf et autres dans NAG). Il ne reste plus alors qu’a approximer IE(X)
par :

E(X) ~ —(Xi + - + Xu).
N
On va donner un exemple d’application de la méthode de Monte Carlo, au
cas du calcul d’une intégrale, en détaillant les deux étapes citées : mise sous
forme d’espérance et simulation de la variable aléatoire.
Imaginons que I'on cherche a calculer une intégrale de la forme :

1= flug, ... ug)duy ... dug.
[0,1]¢

On pose, X = f(Ui,...,Uy), ou les Uy, ..., U; sont des variables aléatoires
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indépendantes suivant une loi uniforme sur le cube [0,1]%. On a :

]E(X) =IE (f(Ul, ey Ud)) = f(ul, .. .,ud)du1 .. dud,

[0,1]¢

par définition de la loi du n—uplet, (Uy,...,U). On vient de réaliser la
premiére étape (mise sous forme d’espérance).

Pour la simulation, supposons que (U;,7 > 1) est une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1] (obtenue par des
appels successifs & une fonction random) et posons X; = f(Uy,...,Uy), Xo =
F(Ugs1, -, Usg), etc. Alors la suite (X;,7 > 1) est une suite de variables alé-
atoires indépendantes suivant toutes la loi de X. On est en mesure d’appliquer
une méthode de Monte Carlo.

Une remarque importante est la tres grande facilité de programmation
de la méthode. Il est a noter aussi que cette méthode ne dépend pas de la
régularité de f, qui peut étre simplement mesurable.

Souvent, on cherche & évaluer une intégrale dans IR", plus générale, du

type :
I:/ng(x)f(x)dac:/ng(acl,...,xn)f(acl,...,xn)dxl...dacn,

avec f(z) positive et [ f(z)dz = 1. Alors I s’écrit sous la forme IE(g(X)) si
X est une variable aléatoire a valeurs dans IR" de loi f(z)dz. Le probléme est
alors de savoir comment simuler une variable aléatoire selon cette loi. Pour
beaucoup de lois usuelles, c’est simple (loi gaussienne, loi exponentielle, .. .).

Nous allons maintenant répondre a deux questions :

— Quand et pourquoi cet algorithme converge—t—il ?

— Quelle idée peut on se faire de la précision de ’approximation ?

1.2 Théoremes de convergence

La réponse a ces deux questions est donnée par deux des théorémes les
plus importants du calcul des probabilités, la loi forte des grands nombres
qui permet de justifier la convergence de la méthode et le théoreme de la
limite centrale qui précise la vitesse de convergence.

Loi forte des grands nombres et méthode de Monte Carlo
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Théoréme 1.2.1. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la méme loi qu’une variable aléatoire X. On suppose que
E(|X|) < 400, alors, pour presque tout w (cela signifie qu’il existe N C €,
avec P(N) =0 et que siw ¢ N) :

.1
EX)= lim —(X;+---+ X,).
n—+oo 1N
Ce théoreme impose une limite théorique aux méthodes de Monte Carlo :
on ne peut 'utiliser que pour des variables aléatoires intégrables (ce n’est
pas vraiment surprenant).

Théoréeme de la limite centrale et méthode de Monte Carlo Pour
avoir une idée de l'intérét de la méthode il faut étre en mesure d’évaluer
Perreur :

1

en =E(X) — 5(X1 + 4 Xn).

Le théoréme de la limite centrale donne un asymptotique de ’erreur €,, mais
de nature aléatoire. Il dit que la loi de &, finit par ressembler a une loi

gaussienne centrée.

Théoréme 1.2.2. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la méme loi qu’une variable aléatoire X. On suppose
que IE(X?) < +00. On note ® la variance de X :

o7 = BOC) — B = B (X~ (X)),

alors :

Vn

—¢&, converge en loi vers une gaussienne centrée réduite Z.
o

Cela signifie que pour tout a < b,

b
o o 2 dx
Iim P(—a <eg, < —b) = e 2 .
R Y L Ao

Dans les applications pratiques on a tendance a “oublier la limite” et on
remplace €, par une gaussienne centrée de variance o? /n.

Notons I'importance de la variance de la variable aléatoire X dans I'es-
timation de 1’erreur. Comme on a le choix de la loi de X pourvu que E(X)
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reste constant, il est tentant de remplacer la variable aléatoire X par une
autre de méme espérance mais de variance inférieure. On appelle ce type de
technique technique de réduction de variance (voir la section 1.4).

Ce résultat est extrémement positif, puisqu’il donne presque toujours une
vitesse de convergence facilement estimable a I’aide des tirages déja réalisés.

C’est une grande force de la méthode de donner une approximation fiable

de 'erreur, sans pratiquement aucun calcul supplémentaire.
Cependant, le théoreme de la limite centrale ne permet jamais de borner
Ierreur, puisque le support de la gaussienne est égal a IR en entier. On
présente souvent l'erreur de la méthode de Monte Carlo soit en donnant
’écart type de €, c’est a dire o /y/n, soit en donnant un intervalle de confiance
a 95% pour le résultat. Ceci signifie que le résultat cherché se trouve avec
95% de chance dans 'intervalle donné (et avec 5% de chance en dehors, ce
qui ne rassure pas!). Evidemment, la valeur de 95% peut étre remplacée par
n’importe quelle autre valeur proche de 1.

Il faut aussi noter la vitesse de convergence de l’erreur en qui n’est pas
dans I’absolu excellente. Cependant, il existe des cas ou cette méthode lente
est malgré tout la meilleure accessible (intégrale en dimension grande de
I'ordre de 100, équation parabolique en dimension 50,...). Il est aussi re-
marquable que la vitesse de convergence de la méthode, pour des calculs
d’intégrale, ne dépende pas de la régularité de f.

Nous allons donner deux exemples d’utilisation du théoreme de la li-
mite centrale. Nous verrons que ce résultat impose des limites pratiques a la
méthode de Monte Carlo.

Un cas confortable Supposons, que 'on cherche a calculer p = IP(f(U) <
A). On va poser X = 1{5u<ry- Alors B(X) = p, et 0? = var(X) = p(1 —p).

Donc, a I’issu de n tirages indépendants selon la loi de X, X;,...,X,, ona:
X+ 4+ X, o

Comme p(1 —p) < 1/4, si l'on veut faire une erreur moyenne -7 de I'ordre
de 0.01 sur la valeur de p, il convient de prendre n de 'ordre de 2500. Si ’on
choisit, n = 2500, I'intervalle de confiance & 95% pour p est alors, en utilisant
le théoréeme de la limite centrale [p, —1.96x0.01, p, +1.960.01]. Si la valeur
de p a estimer est de ’ordre (.50 ceci conduit a une erreur acceptable.

Par contre lorsque la valeur de p a estimer est tres faible le nombre de
tirages précédent est tres nettement insuffisant pour évaluer son ordre de
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grandeur par simulation. On doit (et ¢’est intuitivement évident) prendre un
nombre de tirages nettement supérieur a 1/p.

Un cas difficile Imaginons que on cherche a calculer IE (exp(5Z7)), ou Z
est une gaussienne centrée réduite. Il est facile de vérifier que :
ﬁ2

E=E (’) =e~.
Si ’on applique dans ce cas une méthode de Monte Carlo, on pose X = e#Z.
La variance de X vaut o2 = €2/* — ¢#*. Au bout de n tirages selon la loi de
X, Xq,...,X,ona:

X1 +---+ X,

o
E, = ~FE+—Z7.
n +\/7_1

. B2 _ .
L’erreur relative moyenne est de I'ordre de E(\T/ﬁ =1/ L. Si l’on se fixe un

ordre de grandeur de l'erreur ¢ a respecter on voit qu’il convient de choisir
n~e2ef —1).Sie=1etf =5, cela donne n = 7 x 10'°, ce qui
est beaucoup (et méme trop!). Voici, par exemple, le résultat donné par un
programme qui cherche a estimer cette valeur dans le cas g = 5.

valeur exacte : 268337

100000 tirages, valeur estimee : 854267
intervalle de confiance estime a 95 pourcent :
[-467647,2176181] !

Le seul coté rassurant c’est que ’on est au courant que ’approximation est
trés mauvaise.

Cet exemple montre une des limites pratiques de la méthode de Monte
Carlo lorsqu’on utilise des variables aléatoires de variance grande., et donc
conduit a formuler une :

Regle : dans tout calcul de Monte Carlo, on doit systématiquement es-
timer a l’aide des simulations réalisées la variance de la v.a. dont on cherche
a approcher ’espérance.

Un exemple plus concret Dans les applications a la finance on est amené
a calculer des quantités du type :

C=E((?-K),), (1.1)
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7 étant une gaussienne centrée réduite et x; = max(0,z). Ces quantités
représentent le prix d’une option appelée call. Evidemment, dans le cas précis
cité on peut trouver une formule explicite (pour lessentiel c’est la célebre
formule de Black et Scholes) :

E((e? - K),) =N (U - M) _KN (—M) ,

(2 g

avec N(z) = ffoo e */2dy. Mais nous allons ici supposer que l’on cherche a
calculer ces quantités par simulation.

Les valeurs pratiques utilisées pour ¢ sont de l'ordre de 'unité. Dans
I’expérimentation numérique nous avons posé o = 1.0 ainsi que A = 1.0.
Voici le résultat de la simulation ainsi qu'un estimation de l’erreur pour
divers nombre de tirages.

valeur exacte : 6.720
N = 100, intervalle de confiance a 95% : [0.08,11.39]
valeur estimee : 5.74

N = 1000, intervalle de confiance a 95% : [4.20,10.01]
valeur estimee : 7.1

N = 10000, intervalle de confiance a 95% : [6.13,8.43]
valeur estimee : 7.28

N = 100000, intervalle de confiance a 95% : [6.59,7.69]

valeur estimee : 7.14

Comparons maintenant les résultats a ceux que l’on obtient lorsque 'on
cherche a évaluer un put, c’est a dire :

P=E (K- (7),). (1.2)

La formule explicite donne :

KN (M> — N <1°g(K) . 0) .

o g

On obtient alors les résultats suivants.

valeur exacte : 0.238
N = 100, intervalle de confiance estime a 95% : [0.165,0.276]
valeur estimee : 0.220
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N = 1000, intervalle de confiance estime a 95% : [0.221,0.258]
valeur estimee : 0.240
N = 10000, intervalle de confiance estime a 95% : [0.232,0.244]

valeur estimee : 0.238

On constate que ’approximation est bien meilleure dans le cas du put que
dans le cas du call. Ceci s’explique sans difficultés par un calcul (ou une
estimation) de la variance. Le cas du calcul du call reprend pour 1’essentiel
les caractéristiques du cas précédent.

Dans la section suivante on passe en revue un certain nombre de méthode
de réduction de variance. Nous utiliserons, pour illustrer les méthodes
générales I'exemple que nous venons de développer.

1.3 Simulation de variables aléatoires

Pour implémenter la méthode de Monte Carlo sur un ordinateur, on
proceéde de la fagon suivante. On suppose que ’on sait construire une suite
de nombres (U,),>1 qui réalise une suite de variables aléatoires uniformes sur
'intervalle [0, 1], indépendantes, et on cherche une fonction

(U, .oy up) = Fus, ..., up)

telle que la loi de la variable aléatoire F'(Uy, ..., U,) soit la loi cherchée u(dz).
La suite de variables aléatoires (X,),>1 ol

Xn = F(Un-1)pt1s--->Unp)

est alors une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi voulue
L.

La suite (Up)n>1 est réalisée concretement par des appels successifs a
un générateur de nombres pseudo-aléatoires. La plupart des langages dispo-
nibles sur les ordinateurs modernes possedent une fonction aléatoire, déja
programmeée, qui produit soit un nombre pseudo aléatoire compris entre 0 et
1, soit un entier aléatoire dans un intervalle fixé (cette fonction porte le nom
rand en C ANSI, random en Turbo Pascal).

Remarque 1.3.1. La fonction F peut dans certain cas (en particulier lorsque
Pon cherche a simuler des temps d’arrét), dépendre de toute la suite (Uy,)n>1,
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et non plus d’un nombre fize de U;. La méthode précédente est encore uti-
lisable si l’on sait stmuler X a l’aide d’un nombre presque surement fini de
U;, ce nombre pouvant dépendre du hasard. C’est le cas, par exemple, de
Palgorithme de simulation d’une variable aléatoire poissonienne (voir page
16).

Simulation d’une loi uniforme sur [0,1] Nous allons montrer comment
I’on peut construire des générateurs de nombres aléatoires au cas ou les
générateurs de la machine ne donneraient pas entiere satisfaction.

La méthode la plus simple et la plus couramment utilisée est la méthode
des congruences linéaires. On génére une suite (z,),>o de nombres entiers
compris entre 0 et m — 1 de la fagon suivante :

zo = valeur initiale € {0,1,...,m — 1}
Tpt1 = a, + b (modulo m)
a,b,m étant des entiers qu’il faut choisir soigneusement si ’on veut que les

caractéristiques statistiques de la suite soient satisfaisantes. Sedgewick dans
[35] préconise le choix suivant :

a = 31415821
b=1
m =108

Cette méthode permet de simuler des entiers pseudo aléatoires entre 0 et
m — 1; pour obtenir un nombre réel aléatoire entre 0 et 1 on divise ’entier
aléatoire ainsi généré par m.

Ce générateur fournit des résultats acceptables dans les cas courants.
Cependant sa période (ici m = 10®) peut se révéler parfois insuffisante. On
peut, alors, obtenir des générateurs de nombres aléatoires de période arbitrai-
rement longue en augmentant m. Le lecteur intéressé trouvera des nombreux
renseignements sur les générateurs de nombres aléatoires et la fagon de les
programmer sur un ordinateur dans [20] et [23].

Simulation de variables gaussiennes Une méthode classique pour si-
muler les variables aléatoires gaussiennes repose sur la constatation que, si
(Ui, Uy) sont deux variables aléatoires uniformes sur [0, 1] indépendantes :

v —2log(Uy) cos(2nUs)
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suit une loi gaussienne centrée et réduite (i.e. de moyenne nulle et de variance

1).
Pour simuler des gaussiennes de moyenne m et de variance o il suffit de
poser X = m + og, ou g est une gaussienne centrée réduite.

Simulation d’une loi exponentielle Rappelons qu’une variable aléatoire
X suit une loi exponentielle de parametre u si sa loi vaut :

1oy pe *dx

On peut simuler X en constatant que, si U suit une loi uniforme sur [0, 1] :
log(V)
7

suit une loi exponentielle de parametre p.

Simulation d’une variable aléatoire poissonienne Une variable alé-
atoire poissonienne est une variable a valeurs dans IN telle que :

n

A
P(X =n) :e”\—', sin>0
n!

On peut prouver que si (7;);>1 est une suite de variables aléatoires exponen-

tielles de parametre A, alors la loi de V; = Z LTy oo Ty <t<Ty 4ot Tpyr} €SE
n>1

un loi de Poisson de parametre A\t. Ny a donc méme loi que la variable X que

I’on cherche a simuler. D’autre part, on peut toujours mettre les variables

exponentielles T; sous la forme —log(U;)/A, ol les (U;);>1 sont des variables

aléatoires suivant la loi uniforme sur [0, 1] et indépendantes. N; s’écrit alors :

Nl = E nl{Ule---Un+1Se_)‘<U1U2---Un}'
n>1

Cela donne un algorithme pour simuler une variable aléatoire de Poisson.
Méthode de rejet On veut simuler une v.a. de loi de densité f (par

exemple par rapport a la mesure de Lebesgue sur ]Rd), et on suppose qu’il
existe une loi de densité g simulable facilement telle que

Vz € R? f(x) < k g(x)

ou k est une constante réelle. On pose a(z) = h ()
g(z
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Proposition 1.3.2. Soit (X1, U;) un couple de v.a. indépendantes telles que
X, suive la loi de densité g et Uy suive une loi uniforme sur [0,1]. Si Uy <
a(X1), on pose X = X;.

Sinon on rejette X, et on recommence en générant une suite (X, Up)n>2
de v.a. indépendantes de méme loi que (X1,U;) jusqu’a Uinstant p ot U, <
a(X,). On pose alors X = X,,.

La v.a. X ainsi simulée a pour densité f.

Remarques :

1. La probabilité d’acceptation a I'instant 1 de la v.a. X; vaut
pfﬁwagqx»:/mugamﬂ%w@:/ﬁwm@m

:/%ﬂ@m:%

par indépendance de U; et Xj.

Si on ne veut pas trop de rejets lors de la simulation de X, il faut que
cette probabilité d’acceptation p; soit la plus grande possible et donc
que k soit le plus petit possible. Comme f et g sont des densités et que
f < kg, le réel k est en fait nécessairement > 1.

/(@)
kg(x)
de 1 et donc si la fonction g a une allure similaire a celle de f.

Remarquons de plus que les rejets seront limités si est proche

2. L’algorithme ci-dessus est encore valable si la v.a. X a simuler a une
densité f par rapport a une mesure positive p quelconque majorée par
kg ou g est la densité par rapport a u d’une variable Y facile a simuler.
Ceci se traduit par

P(X € A) = / f(@)p(da) < / kg(x)u(dz) = KP(Y € A).

Sila v.a. X a une loi portée par un ensemble discret E, on peut choisir
pour p la mesure de comptage sur E et la méthode de rejet est aussi
valable pour des lois discrétes, f(z) étant dans ce cas égal a IP(X = z).

Preuve de la proposition 1.3.2 Remarquons tout d’abord qu’au bout d’un
nombre d’essais finis, la relation U, < a(X,) sera vérifiée; en effet
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P(Vp € N* X # X,) = lim P([]{X # X,})

p<N

= 1\11_{%0( ﬂ {Up > a(Xp)})

= lim P(U; > a(X1))Y
N—ox

. H _ N

=y p)n

puisque les v.a. (X,,U,) sont indépendantes et de méme loi. Par
conséquent

P[X € A]= ) P[X =X, X € 4]

neN*

= 3" P[ () {Up > a0 {Un < a(Xa)}[{Xa € A)]

neN* p<n—1

=Y (1—p)"'PHU < a(X1)}[){X1 € A}]

= piIP[{Ul <a(Xy)}N{X; € A}]
=IP[X; € A/U; < a(X1)].

La loi de X est donc la loi de X; conditionnée par I’ensemble d’acceptation
{U; < a(X)}. Elle satisfait par indépendance de X; et Uy,

P[X € A] = p1/1PU1<a( ))PXl(dx)—k/ dm—/f

Pour la simulation d’autres lois que nous n’avons pas citées, ou pour
d’autres méthodes de simulation des lois précédentes, on pourra consulter
(2], [11], [4]

1.4 Méthodes de réduction de variance

Nous venons de voir que la vitesse de convergence de la méthode de
Monte Carlo est de ’ordre de o/4/n. Pour améliorer cette méthode il existe
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de nombreuses techniques, dites de réduction de variance, qui cherchent a
diminuer la valeur de o2. Nous allons passer en revue quelques unes de ces
méthodes.

Echantillonnage préférentiel Supposons que l'on cherche a calculer
IE(g(X)) et que la loi de X soit f(z)dz (sur IR pour fixer les idées). On
a:

lmmxnzzy@vuMm

Mais si f est la densité d’une loi telle que f > 0 et J f(x)d:c =1, il est clair
que IE(g(X)) peut aussi s’écrire :
9(z)f(z)

E(g(X)) = / IDIND) 50 .
R f(z)
Cela signifie que IE(g(X)) = IE (%), si Y qui suit la loi f(z)dz sous
IP. On a donc une autre méthode de calcul de IE(g(X)) en utilisant n tirages
de Y, Yy, ..., Y, et en approximant IE(g(X)) par :

1<MKHWD+”%JOMKEO
n\ f1) f(Ya)
Si 'on pose Z = g(Y)f(Y)/f(Y), on aura amélioré I'algorithme si var(Z) <
var(g(X)). Il est facile de calculer la variance de Z :

2 2
var(Z) = B(2?) — B(Z)? = / TS g (g(x0)2.
rf(2)
Si g(z) > 0, il est facile de voir que, en prenant f(z) = g(z)f(z)/FEg(X) on
annule var(Z)! Il ne faut pas trop donner d’importance a ce résultat car il
repose sur le fait que 1’on sait calculer IE(g(X)) et c’est justement le but de
la méthode.

Cela permet cependant de justifier I’heuristique suivante : prendre f (x)
aussi proche que possible de |g(x)f(z)| puis la normaliser (diviser par
[ f(x)dz) de fagon & obtenir une densité dont la loi est facilement simulable.
Evidemment les contraintes que ’on s’impose sont largement contradictoires.

Donnons un exemple simple pour fixer les idées. Supposons que 'on
cherche a calculer :

/0 ' cos (mz/2) d.



20 CHAPITRE 1. SIMULATION ET METHODE DE MONTE CARLO

On peut alors remplacer le cos par un polynoéme du second degré. Comme le
cos est pair, vaut 0 en z = 1 et 1 en z = 0, il est naturel de prendre f(z) de la
forme A(1 — #2). En normalisant on obtient, f(z) = (1 — 22)/3. En calculant
les variances, on peut constater que cette méthode a réduit la variance d’un
facteur 100.

Montrons sur le cas du calcul du put (1.2) comment ’on peut appliquer
cette méthode. On cherche donc a calculer :

P=E (K —¢9),).

La fonction e” —1 est proche de z lorsque = n’est pas trop grand. Cela suggere
de mettre P sous la forme (’argument heuristique étant que si la fonction
varie moins la variance sera inférieure) :

K — e°® d
P = / ﬁame*wzﬂ_m'
R ol V2m

Un changement de variable permet alors d’écrire P comme :

P = e —.
0 vV 271'\/5 2

Soit encore :

VorVY ’

avec Y qui suit une loi exponentielle de parametre 1/2. On peut alors com-
parer avec la méthode précédente.

valeur exacte : 0.23842
N = 100, intervalle de confiance estime a 95% : [0.239,0.260]
valeur estimee : 0.249

N = 1000, intervalle de confiance estime a 95% : [0.235,0.243]
valeur estimee : 0.239
N = 10000, intervalle de confiance estime a 95% : [0.237,0.239]

valeur estimee : 0.238

On constate une amélioration sensible de la précision du calcul, ainsi pour
10000 tirages l'erreur relative passe 6% dans la méthode initiale & 1% grace
a ’échantillonnage préférentiel.
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Variables de controle Dans sa version la plus simple, il s’agit d’écrire
IE(f(X)) sous la forme :

E(f(X)) = E(f(X) — h(X)) + E(h(X)),

avec IE(h(X)) qui peut se calculer explicitement et var(f(X) — h(X)) pe-
tit devant var(f(X)). On utilise alors une méthode de Monte Carlo pour
E(f(X) — h(X)) et le calcul direct pour IE(h(X)).

Commencons par un exemple simple. Supposons que 1’on veuille calculer
fol e*dz. Comme au voisinage de 0, e* ~ 1 + x, on peut écrire :

1 1 3
/ e”“dxz/ (e =1 —x)dr + —.
0 0 2

Il est facile de vérifier que la variance de la méthode diminue alors sensible-
ment.

On peut donner un exemple plus convainquant en considérant le probleme
du calcul du prix call 1.1. 11 est facile de vérifier que le prix du put et du call

vérifient :
C—P=E(Y-K)=¢"?-K.

L’idée est alors d’écrire C = P + ¢°°/2 — K et de réaliser une méthode de
Monte Carlo pour P. On a déja vu que l'erreur de méthode est alors tres
sensiblement inférieure.

Variables antithétiques Supposons que I’on cherche a calculer :

1
I:/ f(z)dz.
0
1 1
Comme z — 1—z laisse invariante la mesure dz, I = 5/ (f(z)+f(1—x))dz.

0
On peut donc calculer I de la fagon suivante. On tire n variables aléatoires
uniformes sur [0, 1] indépendantes Uy, ..., U,, et on approxime I par :

I = & (SU) + F1= U)o+ UG + 70~ U)
= () + F( =)+ [(U) + (1~ U)).
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Lorsque I’on compare cette méthode a une méthode de Monte Carlo di-
recte a I'issue de 2n tirages, on peut montrer que si la fonction f est continue
décroissante la qualité de ’approximation s’améliore.

On peut généraliser ce genre d’idée en dimension supérieure et a d’autres
transformations préservant la loi de la variable aléatoire.

Par exemple, si ’on cherche a calculer le prix d’un put 1.2, on peut utiliser
le fait que la loi de g est identique a celle de —g et réduire la variance d’un
coefficient proche de 2

Méthode de stratification C’est une méthode bien connue de nos sta-
tisticiens sondeurs. Supposons que 1’on cherche a calculer I :

ou X suit la loi f(x)dz. On commence par décomposer [ en :

=1 Z (Lixepiy9(X))
=1 i=1

ol D; est une partition de ’ensemble sur lequel on intégre. On utilise alors
n; tirages pour estimer l'intégrale ;. Si on note o7 = var(1{xep,39(X)), il
est facile de voir que la variance de ’approximation est donnée par :

g;
=1 T
m
Et si on minimise cette erreur a E n; = n fixé, on obtient n; = n —
i= 1 ”~
=1
m 2
Le minimum vaut alors — E o; | - On peut montrer qu’il est inférieur a
n
i=1

la variance que 1’on obtiendrait avec n tirages aléatoires par une méthode de
Monte Carlo. Evidemment on ne peut que rarement calculer les o;, ce qui
limite la portée de cette technique (mais on peut toujours les estimer a I’aide
d’une méthode de Monte Carlo!). Pour des considérations approfondies sur
cette technique on pourra consulter [9].
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Valeur moyenne Supposons que I'on cherche a calculer :

E(g(X,Y)) = / 9z, 9) f(z, y)dedy,

ou f(z,y)dzdy est la loi du couple (X,Y).
1
SiT'on pose h(z) = @ /g(fv,y)f(w,y)dy, avec m(z) = [ f(z,y)dy, il

est facile de voir que :
E(g(X,Y)) = E(h(X)).

En effet la loi de X est m(z)dz, et donc :

E(h(X)) = / m(z)h(z)dz = / da / 92, 9) (@, y)dy = E(g(X, V).

On peut d’autre part montrer, en interprétant h(X) comme une espérance
conditionnelle, que :
var(h(X)) < var(g(X,Y)).

Ainsi, si 'on peut calculer explicitement la fonction h(x), il est préférable
d’utiliser une méthode de Monte Carlo pour A(X).

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1. Soit X une v.a. de loi géométrique de paramétre p :
P(X=k=p1l-p* " k>1
1. Rappeler la méthode classique de simulation a [’aide de tirages a pile
ou face.

2. Donner une autre méthode de simulation de cette loi utilisant la fonc-
tion de répartition et comparer efficacité des 2 méthodes.

Exercice 1.5.2. 1. Rappeler les méthodes classiques de simulation d’une
loi N(0,1).

2. Proposer un algorithme de rejet permettant de simuler une variable
aléatoire gaussienne a partir de la loi double exponentielle de densité
(A/2) exp (—Alz]).

3. Soit X et'Y des variables aléatoires indépendantes et de méme loi ex-
ponentielle de paramétre 1.
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(a) Trouver la loi conditionnelle de X sachant que {Y > (1 — X)?/2}

(b) Soit Z une variable aléatoire suivant la loi ci dessus et S une
variable aléatoire indépendante de Z prenant les valeurs +1 avec
la probabilité 1/2. Trouver la loi de SZ.

(c) En déduire une méthode de simulation d’une loi N(0,1).

Exercice 1.5.3. On dit qu’un processus {X(t), t > 0}, est un processus de
Lévy s’il possede les deux propriétés :

P1 : Pour tout systéme (0 =ty < t; <ty <...<t,) les variables aléatoires
X(tg) — X (te—1) (1 < k < n) sont indépendantes (on dit alors que X (t)
est un processus & accroissements indépendants).

P2 : La loi de X(t+h)— X(t) est indépendante de t (on dit alors que X (t)
est un processus homogéne) et de plus X (0) = 0.

Dans le cas d’un mouvement brownien c¢’est a dire dans le cas d’un processus
de Lévy tel que X (t) suive une loi N(0,t), trouver la loi de X (t) sachant que
X(t—h) =z et X(t+ h) =y. En déduire une simulation récursive de ce
Processus.

Méme question pour le processus de Cauchy c’est a dire dans le cas ou X (t)
suit une loi de Cauchy de densité W (on précisera la méthode de simu-
lation de la loi conditionnelle ci dessus).

Exercice 1.5.4. Soit (Xi,X3) un couple gaussien de coefficient de
corrélation p et tel que pour 1 = 1,2 la variable aléatoire X; suive une lot
N(/Lz‘,af)-

1. Montrer que si (Y1,Y3) est un couple de variables aléatoires indépen-
dantes de loi N(0,1) alors le couple Z1 = pu1+01Y1, Zo = po+02(pY1+
V1= p2Y3) a méme loi que (X1, Xs). En déduire une méthode de si-
mulation de la loi de ce couple.

2. Généraliser au cas d’une dimension quelconque.

Exercice 1.5.5. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répar-
tition F'. On supposera cette fonction de répartition inversible et [’on note
F~1 son inverse.

1. Comment simuler la loi de X conditionnellement ¢ X > m a ['aide
d’une méthode de rejet ? Evaluer lefficacité de la méthode ? Que se
passe—t—il, en particulier, si m devient tres grand ?
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2. Si U est une variable aléatoire uniforme sur [0,1], on pose :
Z=F1'(Fm)+(1—-F@m)U).

Calculer la fonction de répartition de Z et en déduire une méthode de
simulation de X conditionnellement a X > m. Comparer Uefficacité de
cette méthode a la méthode du rejet.

3. Généraliser la méthode précédente au cas ou l’on cherche a simuler X
conditionnellement a a < X < b.

4. On cherche maintenant a simuler X, de loi normale N(u,o?), condi-
tionnellement a X > m. Montrer que l’on peut se ramener au cas centré
réduit, avec m arbitraire.

5. Proposer une méthode du rejet basée sur la loi exponentielle translatée

de densité donnée par He’a(w’m)l{wm}. Comment choisir le parameétre
07

Exercice 1.5.6. Echantillonnage préférentiel :
On veut calculer par une méthode de Monte-Carlo :

pe=P(X €[, £+1]),

X étant une variable aléatoire exponentielle de paramétre 1.
1. Donner l’estimateur classique de pg ainsi que sa variance.

2. Déterminer une fonction dimportance telle que les nouveauz tirages
sotent tous dans l'intervalle [¢, £+1]. Calculer la variance de ce nouvel
estimateur et conclure pour les grandes valeurs de £.

Exercice 1.5.7. 1. Proposer une méthode de fonction d’importance pour
le calcul de

I =IE (1igs0y exp BE)
st € est une gaussienne centrée réduite et B = 5.

2. Proposer une méthode de wvariable de contrdle pour cette méme
intégrale.

3. Améliorer votre estimateur a l'aide d’une technique de wvariables an-
tithétiques.

Exercice 1.5.8. Le but de cet exercice est de prouver que la méthode des va-
riables antithétiques réduit bien la variance lorsque la fonction est monotone
en chacune de ses variables.
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1. On suppose que [ et g sont deuz fonctions croissantes bornées de IR
dans IR. Montrez que, st X et Y sont deux variables aléatoires réelles,
on a:

E (£(X)g(X)) + E (f(V)g(V)) > E (f(X)g(V)) + E (£(V)g(X)).
En déduire que si X si est une variable aléatoire réelle :
E (f(X)g(X)) 2 E (f(X))E (9(X)) & Cov(f(X),9(X)) 20
2. Montrez que, si X1, ...,X, sontn variables aléatoires indépendantes :
B (f(Xi,- o, Xa)g(Xa, ., Xo) [ X0) = B(X,),

® étant une fonction que l’on explicitera sous forme d’une espérance.
En déduire que, si f et g sont deux fonctions croissantes en chacun de
leur arquments :

B (f(Xi,- -, Xa)g(Xiy o Xn)) 2 B (F(Xa, ., X)) B (g(X0, ., X))

3. Soit h une fonction de [0,1]" dans IR, monotone en chacun de ses argu-
ments, et Uy, ...,U, des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que :

Cov(h(Us,...,U)h(1=Ui,...,1 = Up,)) <0,

et en déduire que le méthode des variables antithétiques réduit la va-
riance dans ce cas.

Exercice 1.5.9. Soit (Uy,...,U,) un échantillon i.i.d. de loi uniforme sur
[0,1] et (Vi < V... < V,) léchantillon ordonné. On convient que Vi1 =
1,Vo=0 et pouri=0,...,n on pose A; =V;1q1 — V.
1. Trowver la loi du couple (V;,Viy1) pouri=1,...,n—1 et la loi de A,
pourt1=10,...,mn
2. Montrer que supg<;<, A; converge presque sirement vers 0.

3. Soit h une fonction continue et l'on supposera pour simplifier que
h(0) = 0. Montrer que l’estimateur :

=0

converge presque sturement vers I = fol h(u)du.
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4. Montrer que :
1
B(Z) = [ (101w do
0
En déduire que Z, est un estimateur asymptotiquement sans biais de

1. Pouwait-on prévoir ce résultat sans calcul ?

5. On suppose de plus que h est de classe C'. Montrer quil existe une
constante K avec :

Zy —I| <K A7
=0

En déduire la vitesse de convergence de Z, vers I dans L'.
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Chapitre 2
Chaines de Markov

Une chaine de Markov est une suite aléatoire {X,,;n =0,1,2,...}, définie
sur un espace de probabilité (2, F,IP), a valeurs dans un ensemble E qui
peut étre arbitraire, mais qui sera ici soit fini soit dénombrable, et qui jouit
de la propriété de Markov. Sans donner tout de suite une définition formelle,
indiquons qu’une suite de Markov a la propriété que connaissant X,,, on peut
oublier le passé pour prédire ’avenir. Une facon de fabriquer une telle suite
est de se donner une suite de v.a.{Y,, n > 1} qui sont mutuellement indé-
pendantes, et globalement indépendantes de Xj, a valeurs dans F', et pour
tout n une application f, : E X F' — E, t.q. pour n > 1,

Xn - fn(anla Yn)

Avant de passer a une étude systématique des chaines de Markov, com-
mencons par aborder deux exemples issus des applications.

2.1 Définition et propriétés élémentaires.

La structure markovienne de {Z,;n € IN} et de {S,;n € IN} nous a per-
mis de mener les calculs dans la section précédente. Nous allons maintenant
définir et étudier les chaines de Markov {X,;n € IN} a valeurs dans un es-
pace (fini ou) dénombrable E. On notera i, j, . .. les points de E. Pour alléger
la rédaction, on conviendra que pour chaque condition faisant intervenir une
probabilité conditionnelle IP(A/B), celle-ci n’est supposée vérifiée que dans
le cas ou IP(B) > 0.

29
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Définition 2.1.1. Le processus stochastique {X,;n € IN} d valeurs dans
E est appelé une chaine de Markov si pour tout n € IN, la loi condition-
nelle de X, 11 sachant Xy, X1, ..., X, est égale a la loi conditionnelle sachant
X, t.eVig,... iy, j € E,

]P(X’n.—{—l :]/XO == iO:Xl == ’L.]_,...,Xn == Zn) == ]P)(X’n—i—l :]/X’n. == Zn)

g

Un critere simple qui permet dans la plupart des cas de vérifier qu'un
processus est une chaine de Markov est donné par le :

Lemme 2.1.2. Soit E et ' deux ensembles dénombrables, et f une applica-
tion de N X E x F dans E. Soit Xy, Y1,Ys,... des v.a. mutuellement indé-
pendantes, Xy a valeurs dans E et les Y, a valeurs dans F, et {X,, n > 1}
le processus a valeurs dans E défini par

Xn—|—1 = f(naXn: Yn—|—1), n € N.
Alors {X,,, n € N} est une chaine de Markov.
PREUVE:
]P(Xn—H :]/XO =00y eny Xy = Zn)
. ]P(XO :’L'(),...,Xn = inaXrH—l :j)
H:)(XO - ’L'(),...,Xn :’Ln)

_ Z IP(X() :io,...,Xn :inaYn—I—l = y)
]P(X():Z(),,Xn:’bn)

{y;f(nyin,y)=75}
= Z P(Yoi1=1y)
{y;f(nsin,y)=4}
_ ]P(Xn = lp, Xny1 = ])
P(X, =i,)

O

Une chaine de Markov est I’analogue d’un systeme déterministe défini par
une relation de récurrence du type :

Tpt+1 = f(n, xn):



2.1. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES. 31

par opposition aux systemes “avec mémoire” du type :
Tns1 = (N, ZTn, Ty 1, ..., T1, Zo).
Ici la fonction f(n,-) est remplacée par la “matrice de transition” :
P = ]P(Xn—H = j/Xn = Z)

Dans toute la suite, cette matrice P = (P;;; i,j € F) sera indépendante de
Iinstant n. On dit que la chaine de Markov est homogeéne.

La matrice P est dite markovienne (ou stochastique), au sens ou elle
vérifie la propriété que Vi € E, le vecteur ligne (P;;; j € E) est une mesure
de probabilité sur E, c’est a dire :

Pj>0,Vj€E; ) Pyj=1

JEE

Comme on va le voir, la loi d'une chaine de Markov est entiérement
déterminée par la donnée d’une “loi initiale” (u;; ¢ € E), qui est la loi de X,
et de la matrice de transition de la chaine.

Définition 2.1.3. Soit u une probabilité sur E, et P une matrice marko-
vienne. Un processus stochastique {X,; n € IN} d valeurs dans E, et défini
sur un espace de probabilité (0, F,IP), est une chaine de Markov (u, P) (i.e.
de loi initiale p et de matrice de transition P) si :

(i) P(Xo=1i)=p,icE.
(i) P(Xpp1 = j/Xo = do,.., Xno1 = ipo1, Xn = 0) = Py,
VZ.07 s ,infla Z,_]
Proposition 2.1.4. Une CNS pour qu’un processus {X,, n € IN} a valeurs

dans E soit une chaine de Markov (u, P) est que Yn € IN, la loi du v.a.
(Xo, X1,...,Xn) soit donnée par

IP(Xo = g, X1 =11, -, Xy = in) = figPigiy X -+ X B

PREUVE:
CN Sl ]P(XO = ’[:0, .- 'aanl = ’I;nfl) > 0,
IP(XO = ’io, e ,Xn = Zn) = IP(XH = Zn/XO = 7;0, e 7Xn—1 = 7;”_1)
XX ]P(X1 = 7;1/X0 = Z())]P(XO = Z())



32 CHAPITRE 2. CHAINES DE MARKOV

et I’égalité ci-dessus résulte de la définition. Si IP(Xy = dg,..., X, 1 =
in—1) = 0, les deux membres de 1’égalité de 1’énoncé sont nuls (considérer
le plus petit indice k tel que IP(Xy = g, ..., X = ix) = 0).

CS. Le (i) de la définition résulte de 1'égalité de ’énoncé. Le (ii) s’en
déduit aisément. Démontrons en fait plus que (ii).

]P(Xn—H = Int1;--- ,Xn+p = in+p/X0 =00y, Xy = Zn)
o :uiOPioil XX B

n+p71in+p

,u'iOPioh X xin—lin

(ii) s’en déduit en choisissant p = 1.

On a en fait montré le :

Corollaire 2.1.5. Si {X,,; n € IN} est une chaine de Markov (u, P), alors
pour Lous n, P, g, - - -, Intp

]P(Xn+1 = Int1, - - -:Xn—|—p = in—|—p/X0 =00y Xp = Zn)

:PZ X"'XPL'

nin+1 n+p—1in+p'

O

Une probabilité p sur E est considérée comme un vecteur ligne, une ap-
plication g : F — IR est considérée comme un vecteur colonne, ce qui justifie

les notations
(wP); = miPy

i€E
(Pg)i = _ Pyg;,
jEE
et I'intégrale d’une fonction g par rapport & une mesure p s’écrit (si la somme
converge absolument)
Hg = Z HiGi

i€E
Proposition 2.1.6. Soit {X,,,n € IN} une chaine de Markov (u, P). Alors
(i) P(X,=j/Xo=1i)=P(Xnyp, =7/Xp =1) = (P")y



2.2. EXEMPLES 33

(i) P (X, =j) = (uP"),
(i) TE[g(X,)/Xo =1] = (P"g);
PREUVE:
(i)
P(X, =j/Xo=1)= Y PXy=4Xp1=in1,..., X1 =11/Xo=1)

ila 7in 1

Z pibii, X - X By
U1yeenyin—1 /1,

= Z Py, x -+ x Py _,;

= (P ")z‘j
(ii)  On remarque que
i€E
= P(X, =j/Xo =1i)m,
icE
et on utilise (i).
(iii)  On utilise & nouveau (i) a partir de :

E[g(X,)/Xo=1]= Y g;P(Xn=j/Xo=1)

2.2 Exemples

2.2.1 Marche aléatoire sur E = Z¢

Soit {Yy,;n € IN*} une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans Z¢, de loi commune
A, et Xo une v.a. a valeurs dans Z? indépendantes (V},). Alors

Xnp1=Xp+ Y, €N

est une chaine de Markov (u, P), avec p=loi de Xy, et P;; = A\;_;. Le cas le
plus classique des marches aléatoires dans Z¢ est le cas des marches aléatoires
symétriques partant de 0, i.e.

B = 0o
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1
/\:te1 = ﬁ?
ol (ey,...,eq) est une base orthonormée de IR%.

Remarquer que dans la section 2.9 (formule de Black—Scholes) ci—dessous,
S, est une marche aléatoire multiplicative a valeurs dans

E = {ufd" k0 € N}.

2.2.2 Processus de Galton—Watson

C’est un processus de branchement {Z,;;n € IN} ou Z,, désigne le nombre
d’individus de sexe male de la n-ieme génération portant un nom donné,
ces individus étant tous issus d’un méme ancétre, I'unique male formant la
génération 0 (Zy = 1 p.s.). On suppose que chacun des males de la n-ieme
génération engendre £ enfants males (1 < i < Z,,) de telle sorte que

Zn
Zn+1 - 5@ .
=1

Notre hypothese fondamentale est que les v.a. {{',i = 1,2,...,n =
0,1,2,...} sont i.i.d., de telle sorte que en particulier Z, et {{7,..., &), ...}
sont indépendants.
Les {Z,, n € IN} forment une chaine de Markov (u, P), a valeurs dans
IN, avec pu = 4y,
I)i' = (p*z)ja

ot p*', la i—éme puissance de convolution de la loi p sur IN des &*, i.e. la loi
de la somme de ¢ v.a. i.i.d. de loi commune p.

2.2.3 File d’attente en temps discret

On considere une file d’attente qui se forme a un guichet. X,, désigne le
nombre de clients dans la file en attente ou en train de se faire servir a I’instant
n. Entre les instants n et n+1 arrivent Y, clients, et si X,, > 0 partent Z,,
clients. On suppose que Xy, Yi, 71, Yo, Z5 ... sont indépendantes, vérifiant
0<P(Y,=0)<1,etles Z, vérifiant P(Z, = 1) =p=1-P(Z, = 0).
C’est a dire que

Xnt1 = Xn + Yoi1 — 1ix, 501 Zn+1-
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2.3 Propriété de Markov forte

Soit {X,;n € IN} une chaine de Markov & valeurs dans E, définie sur
I'espace de probabilité (2, F,IP). Etant donné p une probabilité sur F, on
notera IP, toute probabilité sur (€2, F) de telle sorte que sous IP, la loi de
Xo soit u, i.e.

P,(Xo=1)=p;, 1€ E.
Dans le cas p1 = ¢;, on notera IP; pour IPs,. IP; s’interprete comme la proba-

bilité conditionnelle, sachant que Xy = 7. Pour tout n > 0, on notera F, la
tribu des événements “déterminés par Xy, Xq,...,X,,”, i.e.

Fo = {{w; (Xo), -, Xn(w)) € Bn}, B, € P(E™)}.

Théoréme 2.3.1. Soit {X,;n > 0} une chaine de Markov (u, P). Alors
pour tout n € IN, ¢ € E conditionnellement en {X,, =i}, {Xnip;p > 0} est
une chaine de Markov (0;, P) indépendante de (Xo, ..., X,), autrement dit
pour tout A € F,, et pour tout m >0, i1,...,iy, € E,

PREUVE:

Il suffit de faire la preuve dans le cas A = { X = jo, X1 = j1, ..., X0 = Jn}
(A est une réunion au plus dénombrable d’événements disjoints de cette
forme, et le cas général s’en déduira donc par la o—-additivité de IP). 1l suffit
de considérer le cas j,, = ¢, car dans le cas contraire les deux membres de
I’égalité sont nuls. Le membre de gauche de I'égalité de I’énoncé vaut

]P(XO :jO;--'aXn :iaXn—i—l :ila---aX’n.—{—m :’Lm)
P(X, = i)

ce qui vaut, en appliquant deux fois la Proposition 2.1.4,

]P(A) x P, X P

Y . x P
P (X, = i) iz 2T

m—lim’

soit
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Le résultat précédent dit en particulier que le passé et le futur sont
conditionnellement indépendants, sachant la position de la chaine a 'instant
présent n.

Nous allons maintenant étendre la propriété de Markov en remplacant
I’instant fixe n par un instant aléatoire qui vérifie une propriété particuliere.

Définition 2.3.2. Une v.a. T a valeurs dans IN U {+00} est appelée un
temps d’arrét si Vn € IN,

{T =n} e€F,.

Autrement dit, I’'observation de Xy, X1, ..., X}, la chaine jusqu’a I'instant
n, permet de décider si oui ou non 7" vaut n.

Exemple 2.3.3. i) Vi€ n, linstant S; du premier passage a ’état i :

g inf{n > 0; X,, =1} si un tel n existe,
’ +00, sinon;

est un temps d’arrét, ainst que ['instant du “premier retour ” a [’état i

T — inf{n > 1; X,, =i} si un tel n existe,
" 400, SInon.

Remarque 2.3.4. Avec la convention que l'inf de [’ensemble vide vaut 400,
il est inutile de définir ces temps sur deux lignes :

T, = inf{n > 1; X,, =i}.
T; est bien un temps d’arrét, puisque
{T;=n}={Xy1 #i}Nn...N{Xp1 #i} N{X, =i}
i) VA C E, le temps d’atteinte de A
T4,=inf{n > 1; X, € A}

est un temps d’arrét.
iii) Par contre, linstant de dernier passage en A

Ly =sup{n>1;X, € A}

n’est pas un temps d’arrét.
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On notera Fr la tribu des événements “déterminés par Xg, X, ..., X7”,
définie comme la tribu des événements B € F tels que Vn € N,

BNn{T =n} € F,.

Théoréme 2.3.5. (Propriété de Markov forte) Soit {X, : n > 0} une chaine
de Markov (u, P), et T un temps d’arrét. Conditionnellement en {T < co}N
{Xr =i}, {Xryn;n > 0} est une chaine de Markov (9;, P) indépendante
de (Xo,X1,...,X7). Autrement dit, pour tout A € Fr, et pour tout m >
Oa il,"'aim EE:

IP(Aﬁ {XT+1 = 7:17--'7XT+m = Zm}/XT = ’L,T < OO)
:]P(A/XT:’L, T< OO) X IPz(Xl :il,...,Xm :Zm)

PrEUVE: Il suffit de montrer que Vn € IN,
IP(AN{T =n} N {Xpy1 =01, ., Xogm = b}/ X7 = 10)

ce qui résulte du Théoreme 2.3.1.

2.4 FEtats récurrents et transitoires
On définit comme ci—dessus
T; = inf{n > 1; X,, = i}, et on pose la

Définition 2.4.1. L’état i € F est dit récurrent si P;(T; < o0) = 1, et
transitoire dans le cas contraire (i.e. si IP;(T; < 00) < 1).

On définit le nombre de retours & 1’état ¢ :

N; = Z 1(x,=i}

n>1
Proposition 2.4.2. a) Sii est récurrent,
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b) Sii est transitoire,
P;(N; = k) = (1 —TI)II¥, k>0,
avec II; = IP;(T; < o0) (en particulier N; < oclP; p.s.)
PREUVE: Posons

T? == inf{n > T;, X,, = i}
=T, +inf{n > 0, X7, = i}.

On vérifie (exercice) que T? est un temps d’arrét.
IP;(T7 < o0) = IP;(T? < 00/T; < 00)IP;(T; < o0)

= Py(T? =T; +n/T; < o0)P;(T; < o).
n=1

Mais, en utilisant le Théoreme 2.3.5 on obtient

]1:)1(1—;2 = ,-T’Z + n/irz < OO) = llz)i(XTi—i-l ?é /L.; st ’XTq;'i'n—l 75 i’XTi-i-’n = 7’/1—; < OO)
:]PZ(XI #Za)anl #Z:anz)

Finalement

IP;(T? < o0) = (IP4(T; < 00))?, soit
P;(N; > 2) = (IPy(T; < 0))?,

et on montre en itérant le méme argument que
IP;(N; > k) = (IP;(T; < o0))*, k€ IN.
Les deux parties de la Proposition se déduisent aisément de cette relation.

Corollaire 2.4.3. L’état 1 est récurrent ssi

o

Z(P")u =400

n=0
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PREUVE:

= (P

n>1

D’apres la proposition, cette quantité est infinie lorsque 7 est récurrent. Mais
si ¢ est transitoire,

(V) = 3 k(L - T
= 1:[(]_ - Hi)il < o0

Définition 2.4.4. On dit que l’état j est accessible d partir de i (noté
i — j) s’il existe n > 0 tel que IP;(X,, = j) > 0. On dit que les états i et j
communiquent (noté <») sii — j et j — i.

La relation 7 <+ j est une relation d’équivalence (exercice), et on peut
donc partitionner E en classes d’équivalence modulo la relation <.

Notons que ¢ — j < 3In > 0t.q. (P");; > 0, puisque IP;(X,, = j) =
(P™);; (Proposition 2.1.6(i)).

Théoréeme 2.4.5. Soit C' C E une classe d’équivalence pour la relation <.
Alors tous les états de C sont soit récurrents soit transitoires.

PREUVE: Soit 4,5 € C. 1l suffit de montrer que % transient = j transient

(car alors par I’absurde j récurrent = i récurrent). Comme i <> j, d’apres la

derniere remarque 3 n,m > 0 t.q. (P");; > 0 et (P™);; > 0. Mais Vr > 0,
(P > (P (PT)5(P™)i)

et

io:(PT)jj S %i(Pn—H—Fm)ii < 00.

Exercice 2.4.6. Montrer que si i est récurrent, alors Z(Pn)ij = +00 851
n>0
i j,=0ss115]..
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Définition 2.4.7. Une chaine de Markov (u, P) est dite irréductible si
E est constitué d’une unique classe d’équivalence. Elle est dite récurrente
irréductible s: elle est irréductible et si tous les états sont récurrents.

Proposition 2.4.8. Toute chaine de Markov irréductible sur un espace fini
E est récurrente irréductible.

PREUVE: Par ’absurde, puisque E est fini, il y a au moins un état qui est
visité une infinité de fois avec une probabilité non nulle, donc p.s. d’apres la
dichotomie de la Proposition 2.4.2, et cet état (donc tous les états) est (sont)
récurrent(s).

2.5 Chaines de Markov récurrentes irréduc-
tibles

Dans cette section, on suppose la chaine irréductible récurrente. Nous
allons commencer par étudier les excursions successives de la chaine entre
deux retours successifs a 1’état ¢ :

& = (Xgo, X iy, -, Xparn), k> 0.

Ces excursions sont des suites aléatoires de longueur aléatoire finie > 2,
formées d’états de F distincts de 2, sauf le premier et le dernier qui sont
égaux a ¢. Notons U ’ensemble des suites

U= (1,01, in,1),

avecn > 0,1, #1, 1 < £ <n.U est dénombrable, et constitue I’ensemble des
valeurs possible des excursions &, &1, . ... Ces v.a. prennent donc leurs valeurs
dans un ensemble dénombrable, et leur loi de probabilité est caractérisée par

les quantités
P& =u), ueUl.

Proposition 2.5.1. Sous IP; la suite (£y,E&1,-..) des excursions est i.i.d.,
c’est a dire qu’il existe une probabilité {py, u € U} telle que pour tout k > 0,
ug,...,uy € U,

k
]Pi(go =up, &1 =u,...,E = Uk) = Hpu[-
=0
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PREUVE: C’est une conséquence de la propriété de Markov forte. En effet,
{& = uwo} € Frp, et 'événement

{51:u1,...,5k:uk}
est de la forme
{XTi+1 =1,y XTier = i}a
pour p >0, %1,...,% € E. Donc

]P'(go_uo,gl—ul,.. &k = ug)
P,({& =w N {Xns =i1,..., Xn4p = 1}/T;i < 00)
P;(E0 = uo)Pi(Xy = iy, ..., Xp = i)
P;(Eo = uo)Pi(Eg = un, ..., Ep—1 = ug)

_IPZ-(EO ug)P;(Ep = u) X ... x Pi(E = uy)

= PugPuy X+ X Puys

si {pu,u € U} est la loi de & sous IP;.
O

On appelle mesure sur E un “vecteur ligne” {v;;i € E} tel que 0 < ; <

o0, Vi. Dans le cas ou la mesure est finie, E v; < 00, on peut la normaliser
i€E

Zk’)/k’

invariante (par la matrice de transition P) si

pour en faire une probabilité sur F, ( 1€ E) . Une mesure v est dite

YP =1, ie.

D viPi="i€E.
jEE
Une mesure vy sera dite strictement positive si y; > 0, Vi € E.
Une mesure de probabilité v est invariante ssi la chaine (v, P) a la pro-
priété que v est la loi de X,,, Vn € IN, donc Vn, {X,1,m;m € IN} est une
chaine (v, P).

Remarque 2.5.2. Soit m une probabilité invariante, c’est a dire une proba-
bilité qui vérifie tP = 7w, ou encore Vi € F,

Zﬂ-] —7T'L _Piz')a

J#1
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soit
P(X, # 4, Xny1 =) = P(X,, =i, X1 # 1),

ce qui signifie qu’a ’équilibre, le nombre moyen de départs de l’état i entre
les instants n et n+1 est égal au nombre moyen d’arrivées a [’état © entre n
et n+ 1. On voit que l’équation qui caractérise la probabilité invariante est
tres intuitive.

Théoréme 2.5.3. Soit {X,;n € IN} une chaine de matrice de transition P
récurrente irréductible. Alors il existe une mesure strictement positive inva-
riante vy, unique a une constante multiplicative pres.

PREUVE:

Existence Posons v;znombre moyen de visites a ’état j lors de ’excursion
&y partant de 1, soit

T;
V=T Y 1(x,=)
n=1

= Pi(X,=4jn<T)
n=1

=YY Pi({Xu1 =kn—1<T}N{X,=j})

keE n=1

= Z (i Pi(X,.1=kn—1< Tz)> Py;

keEE \n=2
= (v'P);-

En outre, 3 n,m tels que (P");; > 0, (P™);; > 0. Donc, puisque 7} = 1,
0 < (P™)ij = %(P™)ij <7

0 < (P =%(P")ij < (v'P™); =1}
Vi(P™)ji < (Y P™)i =i =1.

Donc 7" est bien une mesure strictement positive, qui vérifie ¢ = 1.
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Unicité Soit A invariante telle que ); = 1. On va montrer que \ >
puis que A = 7%, la premiére partie utilisant seulement 'irréductibilité, et la
seconde la récurrence.

Aj=Pj+ Y APy

k171
=P+ Y P Pej+ D MPooki Proj
k1#£1 k1,kaF#1
o
> > PiPrakay X X Py
n=0 k1,....kn#1

=Y Pi(Xop1 =4, >n+1)
n=0

—

Donc pr = X — 7' est aussi une mesure invariante, et j; = 0. Soit j € E, et n
tel que (P™);; > 0. Alors

0=pi=Y_ u(P"ki > pj(P");i.
keE

Donc p; = 0, et ceci Vj € E.

On a vu qu’un état 7 est récurrent si

Posons m; = IE;(T5).
Si cette quantité est finie, ’état 7 est dit récurrent positif, et sinon
récurrent nul.

Théoreme 2.5.4. On se place a nouveau dans le cas irréductible. Un état @
est récurrent positif ssi tous les états sont récurrent positifs, ssi il existe une

1
probabilité invariante, et dans ce cas elle est donnée par m = (m; = —, i €
m;

PRrREUVE: Notons que

mi=D %

jeEE
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i

Donc si i est récurrent positif, la probabilité 7 = (7, = l, j € E) est une
i

probabilité invariante.

Réciproquement, si 7 est une probabilité invariante, et ¢ un état arbitraire,
™. . . ..
A= () =-L, j € F) est une mesure invariante qui vérifie \; = 1.
T
Donc d’apres l'irréductibilité et la premiere étape de la preuve de I'unicité
dans le Théoreme 2.5.3,

m; = E Vi < E — = — < 00.
j . .
y — T T
JjeEE JjeEE

Donc 1’état i, comme tous les états, est récurrent positif. 0
La dichotomie suivante résulte des deux théoréemes précédents : dans le
cas récurrent irréductible, la chaine est récurrente positive s’il existe une pro-
babilité invariante, récurrente nulle si toute mesure invariante est de masse

infinie (3, m = 4o00). En particulier, si |E| < oo, il n’existe pas d’état
récurrent nul, tout état récurrent est récurrent positif.

Corollaire 2.5.5. Soit {X,} une chaine de Markov irréductible, récurrente
positive. Pour tout i € E, on pose T; = inf{n > 0, X, = i}. Alors pour toput
JEE,
IE;(Ti) < oo.
PREUVE: Remarquons que
T; > Tl <1y,
d’ou en prenant I’espérance sous IP;,

m; > (T3 Ty < T)Py(1; < T).

Mais il résulte de propriété de Markov forte que IE;(T;|T; < T;) > IE;(T;), et
de l'irréductibilité que IP;(7; < T;) > 0. Le résultat est établi. O

Remarque 2.5.6. Cas non irréductible. Limitons nous pour simplifier
au cas |E| < oo. Il eriste au moins une classe récurrente (nécessairement
récurrente positive), donc il existe au moins une probabilité invariante. Toute
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probabilité invariante ne charge que les états récurrents. S’il y a une seule
classe récurrente, alors la chaine posséde une et une seule probabilité in-
variante. Sinon, a chaque classe récurrente on associe une unique probabi-
lité invariante dont le support est cette classe, et toutes les mesures inva-
riantes s’obtiennent comme combinaison linéaire convexe des précédentes.
Donc des qu’il existe au moins deux classes récurrentes, il y a une infinité
non dénombrable de probabilités invariantes.

Revenons au cas irréductible. On peut maintenant établir le théoreme
ergodique, qui constitue une généralisation de la loi des grands nombres.

Théoreme 2.5.7. Supposons la chaine irréductible et récurrente positive. Si
f: E — IR est bornée, alors

n—1
P (%Zf(Xk) —>Z7Tifi; n—>oo> =1,
k=0

i€R
oum = (m;, i € E) désigne lunique probabilité invariante.

PREUVE:
Définissons
Ni(n) = Z 1ix, =i},

1<k<n
le nombre de retours a 1’état 7 avant I'instant n. On veut étudier les limites
quand n — oo de

Ni(n)

ma
Désignons par S2,S},...,S%¥ ... les longueurs des excursions
€0,€1,...,&, ... partant de 7. On a
SO SN <y < S0 4 SN,

1

Donc

Si4- S  m 8P4 5P
D@(n) - D@(n)'_ A@(n)

Mais par le caractére i.i.d. des & (donc aussi des S¥),

SO 4 -4 5Nt
N;(n)

— Hﬂi(I}) =m,; IP; p.s.
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Comme N;(n) = +oo IP; p.s.,

n

M — 1 IP; ps.
n ms;
Cette convergence a également lieu IP, p.s., Vu loi initiale, puisque les li-
mites de NlT(”) sont les mémes pour la chaine {X,;n > 0} et pour la chaine
{XTi+n; n > 0}
Soit maintenant F' C E. On note f = mei, ¢ = sup | fil.
icE !

LY e - A= (P ) 5 (= S ) - f|)

0 i€l
Ni(n) Ni(n)
< e .
_cZ| . Wz|+CZ( el
el i¢gF
N;(n) Ni(n)
_CZ| - —7TZ'|+CZ (m— - +2€Z7ri
1€F 1€F i¢F
N;
<oeS N S,
e i¢F

On choisit F fini tel que Zm < 4£, puis N(w) tel que Vn > N(w),
c

it F
N;(n €
R P,
, n 4c
1€EF
et le résultat est établi. O

On va maintenant établir un théoreme de la limite centrale, en nous li-
mitant - pour simplifier - au cas F fini.

Théoréme 2.5.8. Soit {X,;n € IN} une chaine de Markov o valeurs dans
E fini, de matrice de transition P irréductible. Soit m ['unique probabilité
invariante de la chaine, et f: E — IR telle que

f = Zm‘fi = 0.

icE
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Alors il existe of > 0 tel que, quand n — oo,
Z f(Xk) converge en loi vers osZ,
0

ot Z ~ N(0,1).

PREUVE:

B i N;(n) N;(n) _n
; ifi ( - z (n)>

Par le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme ergodique, cette
derniere quantité se comporte quand n — oo comme

Ni(n) 57+ SN(")
Y A AN i -

1€EE \% i

avec SF = SF — i
Par le theoreme de la limite centrale pour les v.a. i.i.d., le vecteur dont
la i-iéme coordonnée est

SO 4 SNl
Ni(n)
converge en loi quand n — oo vers un vecteur aléatoire gaussien centré. En
outre, on a les convergences p.s.

— T, € F.

On en déduit la convergence en loi de la somme ci-dessus vers une v.a.
gaussienne centrée. O
Le calcul de la variance OJ% ne se déduit pas aisément de la preuve ci—-
dessus. On va donner - sans démonstration - une formule pour UJ%. Sous
les hypotheses du théoreme, la quantité suivante est bien définie (grace au
Théoreme 2.6.6) :
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Notons que
(I-P)Qf = .
On a
of =Y m(Qf)? Zm PQf);

t€ER

—227& Qf)if Zm

2.6 Le cas irréductible, récurrent positif et
apériodique

On vient de montrer en particulier que dans le cas irréductible récurrent
positif,

n—1

1
E 20:1{Xk—j} — T P-S.,

quand n — oo. En prenant I’espérance sous IP;, on obtient que

1 n—1
= (P —m, Vi,jE€E.
"
On voit que les moyennes de Césaro des (P*);; convergent. On peut se poser
la question : est—ce que

(Pn)” — Tj, Vl,j ek ?

I1 est facile de voir que ce n’est pas toujours le cas sous I’hypothese irréduc-
tible et récurrent positif.

Considérons une marche aléatoire sur £ = Z/N, N entier pair (i.e. on
identifie 0 et N)

avec les V), i.i.d. a valeurs dans {—1, 1}, autrement dit
Xpn=Xo+Y1+---4+Y,) mod N.

Cette chaine est irréductible, et récurrente positive car E est fini. Mais
(P#*+1),; = 0, pour tout i € E.

Pour espérer avoir la convergence souhaitée, il faut faire une hypothese
supplémentaire



2.6. LE CAS IRREDUCTIBLE, RECURRENT POSITIF ET APERIODIQUEA9

Définition 2.6.1. Un étati € E est dit apériodique si N tel que (P™);; >
0, pour tout n > N.

Lemme 2.6.2. Si P est irréductible et s’il existe un état apériodique i, alors
Vij,k € E, 3M tel que (P");x > 0, Vn > M. En particulier, tous les états
sont apériodiques.

PREUVE: D’apres I'irréductibilité 3r, s € N tels que (P"); > 0, (P*)i > 0.
En outre
(P74 4 = (P)5a(P™)ia( Pk > 0,

dés que n > N. Donc on a la propriété désirée avec M = N + r + s.

Remarque 2.6.3. Placons nous dans le cas irréductible, récurrent positif.
Soit w la probabilité invariante. m; > 0, Vj € E. Donc (P");; > 0 a partir
d’un certain rang N est une CN pour que (P");; — m;. On va voir maintenant
que c’est une CS.

Théoreme 2.6.4. Supposons P irréductible, récurrent positif et apériodique.

Soit m l'unique probabilité invariante. Alors si {X,;n € IN} est une chaine
de Markov (u, P), Vj € E,

IP(X, =j) = mj, n— oo,
soit
(nP™); — ),

pour toute lot initiale p. En particulier, Vi,j € E,
(Pn)m — .

PREUVE: On va utiliser un argument de couplage. Soit {Y,,n € IN} une
chaine de Markov (, P), indépendante de {X,;n € IN}, et ¢ € E arbitraire.
On pose

T=inf{n>0; X, =Y, =1}

Etape 1 Montrons que IP(7T < o0) = 1.

{W,, = (X,,Y,);n € IN} est une chaine de Markov a valeurs dans £ x F,
de loi initiale A (avec Ajx) = pimi), et de matrice de transition P(i’k)(j’g) =
P;; Pyo. Comme P est apériodique, Vi, k, j, £, pour n assez grand (ﬁ”)(i,k)(j,g) =
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(P™)i(P™)ge > 0. Donc P est irréductible. En outre, P posséde la probabilité
invariante
ﬁ(i,k) = T;Tk.

Donc, d’apres le Théoréme 2.5.4, P est récurrent positif. T est le premier
temps de passage de la chaine {W,} au point (i,4); il est donc fini p.s.

Etape 2 On pose

Z, = Xn, n<T;
Y,, n>T.

On va maintenant montrer que {Z,; n € IN} est une chaine de Markov (u, P).

Notons que par la propriété de Markov forte, les deux processus
{X7in;n > 0} et {Yrin);n > 0} sont des chaines de Markov (6;, P), indé-
pendantes de (X, ..., Xr). Par conséquent, {Z,,n € IN} est, comme {X,},
une chaine de Markov (y, P).

Etape 3 On va conclure. On a trois identités
Donc

quand n — oo.
O

On va maintenant préciser la vitesse de convergence dans le théoreme
précédent, sous une hypothese supplémentaire, dite condition de Doeblin :
J une mesure non nulle m sur F, et ny € IN tels que

(D) (Pno)ij > m;, V’L,_] € FE.

On notera dans la suite §:= ), . m;.
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Lemme 2.6.5. Si P est irréductible et apériodique, et E fini, alors la condi-
tion (D) est satisfaite.

PREUVE:
Choisissons ¢ € E. Vj € E, 3n; tel que n > n; = (P");; > 0. Posons

n = supn;, a = inf(P");;. Alors o > 0, et Vj € E,
jEE J

(Pﬁ)]z Z .
Donc la condition (D) est satisfaite avec ng =7 et m; = o; m; =0, j # 1.
O

Par ailleurs, la condition de Doeblin est tres rarement satisfaite dans le
cas cardE = 400, car alors typiquement Vn € IN, j € F,

Inf(P")y; = 0.

Théoreme 2.6.6. Supposons que P est irréductible et satisfait la condition
(D). Alors P est apériodique, récurrente positive, et si w désigne sa probabi-
lité invariante,

S OI(PYy—ml <21 =B Vie E, neN,
jEE
ot [n/ng| désigne la partie entiére de n/ny.

Nous allons tout d’abord introduire un outil qui nous sera utile dans la
preuve du théoreme.

Définition 2.6.7. On appelle couplage de deuz probabilités p et q sur E tout
couple aléatoire (X,Y) de deuz v.a. a valeurs dans E, telles que p soit la loi
de X et q celle deY.

Lemme 2.6.8. Soit p et q deux probabilités sur E. On a [’égalité
llp—q|l1 =2 inf P(X #Y).

(X,Y) couplage de p,q
PREUVE: : Tout d’abord, si (X,Y’) est un couplage de p et g,
P(X=Y)=) PX=Y =i)

ieE

< Zpi A g,

icE
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d’ou
PX#Y) > 1—21%‘/\%'
i€E
= Z(pz’ —a)",
i€E
et

lp—all =) Ipi — &l

ieE

<AP(X £Y).

D’un autre coté, posons & = Y . ppi A g. Si & U, V et W sont des v.
a. indépendantes, avec IP(§ = 1) = 1 —IP({£ = 0) = «, U de loi r t.q.
ri =a p; Ag, Vdeloiptqg p=(1—a)t(p—qg)", Wdeloiq t.aq.

7= (1-0a)"" (¢ —p)", alors

X=¢U+(1-¢)V,
Y=U+(1-W

réalise un couplage (X,Y’) de p et g tel que 2IP(X #Y) = ||p — ¢|}. O

Preuve du théoréme 2.6.6 : La condition (D) entraine clairement le
caractere apériodique.

Etape 1 On va tout d’abord montrer que pour toutes probabilités i et
vsur F,

[P = vP" ||y < 2(1 = B)F/mel. (2.1)
Pour cela, d’apres le Lemme 2.6.8, il suffit de construire un couplage (X, Y;)
des probabilités uP™ et vP", tel que

P(X, #Y,) < (1-p)n/ml

Supposons que n = kng + m, avec m < ng. Etant donné (X, Y;) de loi
pxvsur Ex E, pour £ =0,1,...,k — 1, on définit (X(r41)ne, Yie41)no) €D
fonction de (X, Yin,) comme suit. On se donne une suite {&, Ug, V4, £ > 0}
de v.a.indépendantes, les & de Bernoulli t.q. IP(§, =1) =8 =1-1P(§ = 0),
les Uy de loi m = 7 'm et les V; de loi uniforme sur [0, 1]. On note enfin

Qi = (1= B) "1 ((P™)y — my),
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et f: Ex[0,1] — F telle que si V suit la loi uniforme sur [0, 1], f(i,V) suit
la loi Q;., 7 € E. On pose alors

Xer1yno = &Ue + (1 — &) [ (Xing» Vi)
Yiesrino = &Ue + (1 = &) f (Yeny, Va).

Notons que I’on a bien construit un couplage (Xgn,, Yzn,) de uP et vPmo,
pour £ =0,...,k, tel que

]P(Xﬁno # Yéno) < ]P(mfnzogm = 0) = (1 - 5)6

Il reste a construire un couplage (X,,Y,) de uP™ et vP", tel que {X, #
Yo} C{Xkno # Yino}, ce qui est facile.

Etape 2 Montrons maintenant que pour toute probabilité yu, {uP™, n >
0} est une suite de Cauchy dans I’espace de Banach (}(E). Si v = uP™,
d’apres (2.1),

|uP™ ™ = uP"|y = WP = uP"; < 267,

ot ¢ = (1 — B)'/m, d’ot1 le résultat.

Etape 3 Il résulte de la 2eme étape que la suite de probabilités
{uP", n > 0} converge dans ¢'(E), vers une probabilité = sur E. Mais
7P = lim,_,o, uP""! = 7, donc 7 est invariante, et la chaine est récurrente
positive. En conséquence, d’apres (2.1), pour toute probabilité y sur F,

lnP" = mlly < 2(1 = g)i/mel,

ce qui établit la vitesse de convergence annoncée, et ’apériodicité.

2.7 Chaine de Markov réversible

On se place dans le cas irréductible, récurrent positif. La formulation de
la propriété de Markov “passé et futur sont conditionnellement indépendants
sachant le présent” nous indique que si {X,;n € IN} est une chaine de
Markov, alors VIV, {)2'7]1\’ = Xy ;0 < n < N} est aussi une chaine de
Markov. En général, la chaine retournée n’est pas homogene, sauf si {X,}
est initialisée avec sa probabilité invariante 7.
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Proposition 2.7.1. Soit {X,,;;n € IN} une chaine de Markov (m, P), avec 7
probabilité invariante et P irréductible.A Alors la chaine retournée {XN;0 <
n < N} est une chaine de Markov (w, P), avec

Py =miPiyj, Vi,j € E
PREUVE:

IP(X:DH = i/Xp = J)

= P(Xns1 = j/Xn = 9) X
O

On dit que la chaine {X,;; n € IN} est réversible si P = P, ce qui a lieu si
et seulement si la relation suivante dite d’“équilibre ponctuel” est satisfaite :

miPyj =Py, Vi,5 € E,

avec m probabilité invariante. Il est facile de vérifier que si une probabilité
7 satisfait cette relation, alors elle est invariante par P. La réciproque n’a
aucune raison d’étre vraie.

Remarque 2.7.2. Siw est la probabilité invariante d’une chaine irréductible
(et donc aussi récurrente positive), la chaine n’est pas nécessairement
réversible par rapport a w. Supposons que cardE > 3. Alors il peut exis-
ter i # j t.q. Pjj =0 # Pj;. Dot mP;; = 0 # m;Pj;. Les transitions de j
a 1 de la chaine initiale correspondent aux transitions de i a j de la chaine
retournée, donc Pj; # 0 = Pz-j £0, dow P # P.

Remarque 2.7.3. Etant donné une matrice de transition d’une chaine de
Markov récurrente irréductible P, un probléeme classique est de calculer sa
probabilité invariante.

Un autre probleme, qui apparaitra au chapitre suivant, est de déterminer
une matrice de transition P irréductible, dont la chaine associée admette
comme probabilité invariante une mesure ™ donnée.

Le second probléme est facile a résoudre. En fait il existe un grand nombre
de solutions. Le plus simple est de chercher P telle que la chaine correspon-
dante soit réversible par rapport a la mesure donnée w. Autrement dit, il



2.8. CHAINES SEMI-MARKOVIENNES 55

suffit de trouver une matrice markovienne irréductible P telle que la quantité
miPij soit symétrique en 1, j.
Pour résoudre le premier probleme, on peut la aussi chercher a résoudre
I’équation
7TZ'PZ":7T]'P]'Z', Vi,jEE,

qui contratrement a [’équation mP = m, n'impose pas de sommation en 1.
Mais cette équation n’a de solution que si la chaine est réversible par rapport
a son unique probabilité invariante, ce qui n’est pas forcément le cas.

Supposons maintenant que l'on se donne le couple (P,m), et que l'on
veuille vérifier si oui ou non 7 est la probabilité invariante associée a la chaine
de matrice de transition irréductible P. Si la quantité m;P;; est symétrique
en 1,7, la réponse est oui, et on a méme mieux, la réversibilité. Si non, il
faut vérifier si out ou non 7P = w. Une facon de faire ce calcul est donnée
par la Proposition suivante.

Proposition 2.7.4. Soit P une matrice de transition irréductible, et m une
probabilité sur E. On pose pour tout i, j € F,

Y Py, sii=j.

Alozﬂs 7w est la probabilité invariante de la chaine de matrice de transition P
et P est la matrice de la chaine retournée ssi pour tout i € F,

JjEE

2.8 Chailnes semi—markoviennes

Considérons une chaine de Markov de matrice de tansition P, et 1 € FE
tel que P; > 0. Alors la loi du temps de séjour de la chaine a I’état ¢ est la
loi géométrique de parametre P;;. C’est une conséquence de la propriété de
Markov, qui se démontre en remarquant que si X a valeurs dans IN satisfait
la propriété de I'exercice 6.5.1, elle suit une loi géométrique.

On peut s’intéresser a des processus dont les transitions sont régies par
un mécanisme markovien, alors que les temps de séjour dans chaque état
suive une loi autre que géométrique. De tels processus perdent la propriété
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de Markov, méme s’ils en conservent une partie. Nous les étudierons ci—
dessous dans le cadre des procesuus en temps continu au chapitre 8, mais
ils interviendront déja dans une généralisation des algorithmes de chaines de
Markov cachées au chapitre 4.

2.9 Annexe : La formule de Black—Scholes en
temps discret

Ce qui suit n’utilise aucun des résultats du chapitre. Il s’agit d’une version
trés simple d’un résultat tres classique en mathématiques financiéres (qui a
contribué a 'obtention par ’un de ses auteurs du prix Nobel d’économie!), ot
la structure markovienne joue un role clé pour rendre les calculs “faisables”.

On considere la situation classique en mathématiques financieres ou
chaque agent a le choix entre deux placements possibles :

1. Le placement a la Caisse d’Epargne (3,5% garanti), dont le cours
évolue au cours du temps suivant la formule (ici n > 1) :

S =Sgn™, n=1,2,...

2. Acheter des actions en bourse : 1 seul type d’action disponible,
dont le cours fluctue suivant la formule :

Sp=8yx& xX&EX--xE, n=1,2,...
ou les v.a. {&,, n > 1} sont i.i.d. de loi commune donnée par

avec d < n < u (u=“up”’, d=“down”). Notons qu’il s’agit d’une
“marche aléatoire multiplicative”.

Expliquons maintenant ce qu’est une option d’achat (il existe aussi des
options de vente).

Une option d’achat est un contrat conclu a I'instant 0, aux termes du-
quel le vendeur s’engage a vendre a ’acheteur un nombre fixé y d’actions a
I'instant N, au prix fixé K (quel que soit le prix Sy de 'action a I'instant
N).

L’option donne a l'acheteur le droit (pas I'obligation) d’acheter les y ac-
tions au prix K a l'instant N. Evidemment, ['acheteur va exercer son action
si Sy > K, et ne pas 'exercer si Sy < K.
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En échange de ce droit, I’acheteur paie un prix x a I'instant 0. La question
a laquelle nous allons chercher a répondre est : quel est le “juste prix” z de
cette option ?

Tout d’abord, précisons que les acheteurs potentiels de telles options sont
des acteurs économiques qui soit prévoient de grosses rentrées d’argent a une
date donnée dans le futur qu’ils voudront placer au mieux, soit savent qu’ils
devront acheter une certaine quantité de devises, ou d’un produit dont les
cours fluctuent, et dans tous les cas ils veulent se protéger d’une éventuelle
montée des cours.

Donc I'acheteur débourse x Frs a I'instant 0, et a 'instant /V il encaisse
un gain égal a

f(Sw) =y(Snw — K)*
Le vendeur, lui, encaisse = Frs a 'instant 0, et débourse y(Sy—K)* a l'instant
N. 1l cherche a se “couvrir” contre le risque d’une forte hausse de 1’action.
Pour cela il va placer “au mieux” les x Frs que lui verse I'acheteur a I'instant
0, pour qu’ils deviennent a I'instant N un montant aussi proche que possible
de y(Sy — K)™.

L’idéal serait qu’il existe un montant x et une stratégie de placement au
cours du temps appelée “stratégie de couverture” telle que les x Frs de I'ins-
tant 0 deviennent exactement y(Sy — K), francs a 'instant N (et tels qu’on
ne puisse pas atteindre le méme objectif avec un montant initial inférieur a z).
Or une telle stratégie de couverture existe, et le montant initial x nécessaire
est appelé le “juste prix”’de 'option.

Supposons qu’a l'instant n la richesse initiale x soit devenue

Xn:Xn_Zn+Zna

ou Z, est la partie investie en bourse, et X,, — 7, la somme déposée a la
Caisse d’Epargne. Alors la richesse a I'instant n + 1 sera

Xn+1 = (Xn - Zn)n + ann-f-l
= Xon + Zn(€ni1 — 1)

On veut que soit satisfaite la relation
Xy = f(Sw)[=y(Sy — K)*].
Cherchons Xy_1 et Zn_1 tels que cette relation soit satisfaite.

Xy-an+Zy-1(En —n) = f(Snv-1&n) Ps.
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ce qui impose les deux relations suivantes :
Xyan+ Zy 1(d—n) = f(Sy1d),
Xn-1n+ Zy-1(u—n) = f(Sv-1u).

On résoud ce systeme de deux équations aux deux inconnues Xy_; et Zn_1,
et on obtient

1
Xn-1= E(q)f)(SN—l),

avec

@ F)(s) = "= p(s )+ TS f (s )

Cu—d
:]Ef(sgN)a
siP(&,=u)=q, P(6,=d) =1—g, avecq:n;fl#p! On a en outre
u—
f(Sn—1u) — f(Sn-1d)

ZN—1: u—d

= “dérivée discrete 7.
En itérant le raisonnement que nous venons de faire, on obtient (en notant
q)k — (I)Ok) .

Xyp = %(@kf)(szv_k)

(@51 f)(Sy u) — (P*'f)(Sn xd)

VAN
N n*Hu — d)
Soit encore :
X, = F(k,Sk)
Zk = )
u—d

avec

F(k, 5) = n~"H(@"7F ) (s)
N—k
— n—(N—lc) Z C]{,qe(l _ q)N—k—Zf(suédN—k—é)
=0

= nf(ka)IAEf(S X g1 X oo X En),
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ou sous IP les &, sont i.i.d. de loi commune donnée comme ci-dessus (différente
de la loi des fluctuations du marché!). On a en particulier

z=n"(®"f)(So)
N
=Y CRa' (1 — ™ f(Soutd™ )
=0
= NEf(Sy x & X - X Ex).

Notons d’une part que les décisions d’investissement (les choix de Z,) ne
dépendent que du prix de Paction a instant n (donc bien de quantités
connues a cet instant). Enfin notons que le résultat est indépendant de p,
qui précise la loi de probabilité des fluctuations &;.

Il ne dépend que du taux d’intérét n de la caisse d’épargne, et des valeurs
prises par les &. En outre le résultat s’exprime naturellement a I'aide d’une
loi de probabilité “artificielle” IP, qui n’a rien & voir avec celle qui modélise la
loi des fluctuations sur le marché boursier. Cette probabilité a la particularité
que Vn,

]Eé-n =1,
c’est a dire que l'espérance mathématique du gain a la bourse est le gain
que fournit la caisse d’épargne. Au contraire, la bourse n’est attractive que
si IE(&,) > n (prime de risque).
2.10 Exercices
Exercice 2.10.1. Montrer que la chaine (X,, n € IN) d trois états 0, 1, 2,

de matrice de transition

(p,g>0,p+q<1)

L)

Il
oRB =
—
|
o8 O
|
<
=

et d’état initial 1 (P(Xo = 1) = 1) change d’état pour la premiére fois a un
instant aléatoire T > 1 de loi géométrique. Montrer ensuite que Xt est une
v.a. indépendante de T, de loi (p/(p+q),0,q9/(p+q)), et enfin que X; = Xr
sit>"T.
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Exercice 2.10.2. Soit {X,; n € IN} une chaine de Markov de matrice de

transition
1/2 0 0 0 1/2

0 1/2 0 1/2 0
P=1]0 0 1 0 0

0 1/4 1/4 1/4 1/4

1/2 0 0 0 1/2
Déterminer les classes d’équivalence, les états transients et récurrents, et les
mesures tnvariantes.
Exercice 2.10.3. Soit P une matrice markovienne sur un ensemble fini E
de cardinal d.

a Montrer que la probabilité m est invariante ssi
(I - P+ A)=a,
ou A est la matrice d X d dont tous les éléments sont égauz a 1, et a le
vecteur de R? dont tous les éléments sont égauz o 1.

b Montrer que P est irréductible ssi I — P + A est inversible.

c Déduire des questions précédentes une méthode de calcul de 7.

Exercice 2.10.4. Marche aléatoire sur Z On pose

ou les X, prennent leurs wvaleurs dans Z, les Y, dans {-1,1},
Xo, Y1,..., Y, ... étant une suite indépendante, et pour tout n,

PY,=1)=p=1-PY,=-1), 0<p<]l.

a Montrer que la chaine {X,} est irréductible.

b Montrer que dans le cas p # 1/2, la chaine est transiente (utiliser la loi
des grands nombres).

¢ On considére le cas p = 1/2. Montrer que la chaine est récurrente
(on évaluera ) ,(P")oo en utilisant la formule de Stirling n! =~
V2rn(n/e)™). Montrer que la chaine est récurrente nulle (on cherchera
une mesure invariante). Préciser les valeurs de

limsup X,, et liminf X,,.

n—00 n—=00
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Exercice 2.10.5. Marche aléatoire sur Z?¢ On pose
Xn:X0+}/i++Yna

ou les X,, prennent leurs valeurs dans Z¢, les Y, étant i.i.d., globalement
indépendants de Xy, de loi donnée par

P(Y, =+e;) = (2d)", 1<i<d,

{ei,...,eq} désignant la base canonique de Z°.
Montrer que {X,} est une chaine de Markov irréductible ¢ valeurs dans
Z¢, récurente nulle si d = 1,2, transiente si d > 3.

Exercice 2.10.6. On reprend la marche aléatoire a valeurs dans Z dans le
cas symmeétrique (casp = 1/2), et on va établir la récurrence par un argument
totalement différent de celui de l’exercice 2.10.4. On suppose pour simplifier
que Xg =x € Z.
Pour tous a,b € Z, avec a < x < b, on pose
Top = inf{n > 0; X, &]a, b},
T, = inf{n > 0; X, = a},
T, = inf{n > 0; X,, = b},

et on remarque que

n
Xont,, =2+ Z Yil(r, y>k-1}-
k=1

a Montrer que les v.a. Yy et 1(1, ,~x—1}y sont indépendantes. En déduire que

]EXn/\Ta,b =2X.

b Montrer que | Xnnz, ,| < sup(lal, [b]), Top < 0o p.s., et

]EXTa,b = T.
c Etablir les identités
b—=zx T —a
]P(XTa,b = a) = b _ a’ ]P(XTa,b b) = b —a
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¢ Montrer que P(T, < T,) — 1, quand n — oo.

d Montrer que T, < oo p.s., et que de méme T, < oo p.s. En déduire que
la chaine est récurrente.

Exercice 2.10.7. Marche aléatoire réfléchie en 0 Les {Y,} étant définis
comme & Uexercice 2.10.4, on définit la chaine de Markov {X,} d valeurs
dans IN par la formule de récurrence

Xn—|—1 = 1{Xn>0}Yn—|—1 + 1{Xn:0}'

On suppose bien sir que Xo € IN. On notera ci-dessous {X,,} la marche
aléatoire de Uexercice 2.10.4, avec le méme Xo et les mémes {Y,} que ceux
utilisés dans la définition de la chaine {X,}. On utilisera dans cet exercice
les résultats de l’exercice 2.10.4.

— a Montrer que la chaine ainsi définie est irréductible a valeurs dans IN.
Préciser sa matrice de transition.

— b Montrer que p.s., X, > X, Vn. En déduire que {X,} est transiente
dans le cas p > 1/2.

— ¢ On pose T = inf{n > 0, X,, = 0}. Montrer que X, = X, si T > n.
En déduire que la chaine est récurrente dans le cas p < 1/2 (on pourra
par exemple montrer que ’état 1 est récurrent).

- d Montrer que la chaine est récurrente nulle dans le cas p = 1/2,
récurrente positive dans le cas p < 1/2 (on montrera que dans le pre-
mier (resp. le second) cas, la mesure (1/2,1,1,1,...) (resp. la mesure
1 définie par

1-2p _1=2p pnt )
20-p) "7 T2 (d-pH

Ho =

est une mesure invariante).

Exercice 2.10.8. Chaine de naissance et de mort Soit {X,,} une chaine
de Markov a valeurs dans E = IN, de matrice de transition ) définie par

Q(ZC,.’L' - 1) = 4y, Q(ZC,.’L') =Tz, Q(ZC,.’L' + 1) = Dz,

avec pour tout t € N, p,+r,+¢. =1, =0,q¢, >0si2 >0, et p, >0
pour tout x € IN.

Pour x € IN, on pose 1, = inf{n > 0, X,, = z}. Etant donnés trois
états a, x et b tels que a < x < b, on pose u(x) = Py(1, < 7). On définit
{Vz, © € N} par vo =1 et pour x >0, v, =q1 X -+ X Gz/P1 X -+ X Pg.
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a Poura < x < b, établir une relation entre u(x)—u(z+1) et u(z—1)—u(z).
Calculer u(a) — u(b) en fonction des 7., et en déduire que pour a <

T <b,
y=b—1 y=b—1

u(r) = Z Yo/ Z Ty-

y=x
Traiter le cas particulier ot p, = q, pour tout x > 0.

b Calculer IP(1y = c0) et montrer que la chaine est récurrente ssiy o ¥y =
~+00.

c Déterminer les mesures sur E invariantes par @), et en déduire que la
chaine est récurrente positive ssi

o0
Pop1 X -+ X Pg—1
qigqz X - - X Qg

< 0.

=1

Exercice 2.10.9. File d’attente On considére une file d’attente en temps
discret qui se forme a un guichet, suivant le phénomene suivant : d chaque
instant n € IN, il arrive un client avec la probabilté A, (0 < X\ < 1) et pas de
client avec la probabilité 1 — X. Lorsqu’il y a au moins un client en attente,
a chaque instant un client est servi et quitte le systéeme avec la probabilité
1w, 0 < p < 1, et personne ne quitte le systeme avec la probabilité 1 — p
(un client qui arrive a linstant n repart au plus tét o Uinstant n +1). Tous
les tirages ci—dessus sont indépendants entre eux. On note X, le nombre de
clients présents dans la file a l'instant n.

a Montrer que {X,, n € IN} est une chaine de Markov irréductible ¢ valeurs
dans IN. Préciser sa matrice de transition Q(k,l), k,1 € IN.

b Donner une CNS sur A et p pour que la chaine {X,} posséde une pro-
babilité invariante. On supposera dans la suite que cette condition est
satisfaite et on notera {m(k), k € IN} lunique probabilité invariante
que l’on déterminera.

¢ Calculer E;(X,,).

d On précise maintenant que les clients sont servis dans l’ordre de leur ar-
rivée. On désigne par T le temps de séjour d’un client quelconque.
Le systéme étant initialisé avec sa probabilité invariante, quelle est
lespérance de T ?
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Exercice 2.10.10. File d’attente On considere une file d’attente qui se
forme a un guichet. X,, désigne le nombre de clients dans la file en attente ou
en train de se faire servir a l'instant n. Entre les instants n et n+1 arrivent
Yo11 clients, et si X, > 0 partent Z,.1 clients. On suppose que Xo, Y1, Z1,
Ys, Zy ... sont indépendantes, avec les Yy, i.i.d. vérifiant 0 < IP(Y,, =0) < 1,
et les Z, vérifiant P(Z, =1)=p=1-1P(Z, =0).

a Montrer que (Xp;n € IN) est une chaine de Markov dont on précisera

la probabilité de transition.

b On note ¢ la fonction génératrice des Y, p celle des Z,,, V,, celle des
X,. Calculer U,y en fonction de ¥, ¢ et p.

c Montrer qu’il existe une unique probabilité invariante dont on calculera la
fonction génératrice ssi IE(Y7) < p.

Exercice 2.10.11. Aloha discret Le but de cet exercice est d’étudier le
protocole de communication suivant : des usagers se présentent aux instants
{1,2,...,n,...} pour transmettre un message via un canal, qui ne peut trans-
mettre qu’un message a la fois. Lorsque deuzr ou plus usagers se présentent
en méme temps, aucun message ne passe, chaque usager en est averti, et il
tente de se représenter plus tard. On cherche une politique de retransmission
“distribuée”, i.e. telle que chaque usager puisse décider quand se représenter,
sans connaitre les intentions des autres usagers. Le protocole “Aloha discret”
stipule que chaque usager dont le message a €été bloqué tente sa chance a
Uinstant suivant avec la probabilité p. Si son tirage aléatoire lui indique de
ne pas se présenter, il tente sa chance a l'instant suivant avec la probabilité
p, et ainst de suite jusqu’a ce qu’un tirage lui indique de tenter sa chance.
On appelle Y, le nombre de messages “frais” (i.e. qui se présentent pour la
premiére fois) arrivant au canal de transmission & linstant n. On suppose
que la suite {Y,} est i.i.d., avec P(Y, =1i) = a;, i € IN, et IE(Y,) > 0. Soit
X, le nombre de messages retardés en attente d’étre transmis a linstant n.

a Montrer que {X,} est une chaine de Markov dont on précisera la matrice
de transition.

b Montrer que {X,,} est irréductible, mais n’est pas récurrente positive.



Chapitre 3

Quelques algorithmes
stochastiques

3.1 Méthode de Monte Carlo par chaine de
Markov

On a vu au chapitre 1 qu’une fagon de calculer une somme du type
> flm,

ou {m;;i € E'} est une probabilité, est de 'approcher par

1 N

ou (Ui, Us, .. .) est une suite i.d.d. de v.a. de loi commune 7. Dans un certain
nombre d’applications importantes en pratique, il est trés difficile (pour ne
pas dire impossible) de simuler des v.a. suivant la loi 7, bien que E soit de
cardinal fini (mais gigantesque!). Un cas typique est celui ou 1’on connait les
m; & une constante multiplicative pres, et ou le calcul pourtant tres simple de
la constante de normalisation est infaisable parce que card E est trop grand
(il supposerait de sommer un nombre gigantesque de termes). Il peut étre
beaucoup plus commode de trouver une matrice markovienne irréductible
P, qui admette 7 comme mesure invariante, et telle que simuler une chaine

65
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de Markov de matrice de transition P soit tres facile. Comment trouve—t—
on une matrice P qui admet m comme probabilité invariante ? En trouvant
une matrice P telle que le couple (m, P) satisfasse la “relation d’équilibre
ponctuel”. Remarquons que pour cela la connaissance de 7 a une constante
multiplicative pres suffit.

Nous allons maintenant décrire le cadre classique d’application de
méthode de Monte Carlo par chaine de Markov, qui sont tres utilisées en
particulier en statistique, en physique statistique et en traitement d’images.

On prend E de la forme :

E = SA,

i.e. un point ¢ € E est une application :
meA—i(m)eS.

A est 'ensemble des “sites” (ensemble des points (ou “pixels”) de I'image
discrétisée). A et S sont finis, et donc aussi E.

Typiquement, A est tres grand. Par contre, S (ensemble des niveaux de
gris dans le cas d’une image) est de taille plus modeste. Dans certaines ap-
plications, S = {—1,+1}. Méme dans ce cas le plus simple, card E = 2¢¢74A,
donc effectivement F est gigantesque dés que A est grand.

Chaque v.a. X,, de la chaine prend ses valeurs dans S*. C’est donc une
application de A dans S. Pour chaque m € A, X,,(m) est une v.a. a valeurs
dans S.

La chaine {X,;n € IN} évolue de telle sorte qu’entre les instants n et
n + 1 une seule composante de X est modifiée, i.e. il existe m € A tel que

m
Xn—|—1 ~ Xna

au sens ot X,,1(m') = X, (m'), Vm # m'.

On va d’abord décrire la fagon de passer de X,,(m) a X,,1(m), puis on
verra comment choisir la fagcon de “visiter” les différents sites, i.e. quel m
choisir a l'instant n. La facon de passer de X, & X, est décrite par une
matrice markovienne P(m), qui a la propriété que P(m);; = 0, sauf si i ~ j
(i.e. si toutes les composantes de i et j coincident, sauf peut étre celle notée
m). On veut que la mesure 7 soit invariante par P(m).

Pour cela, on veut assurer que

sz(m)zj = WjP(m)j,-, VZ,] S E, m € A.
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Il y a beaucoup de fagons possibles de choisir P(m). En effet, étant donnée
une matrice markovienne R(m) telle que

on peut choisir pour i # j
miP(m)i; = (miR(m)i;) A (i R(m);q),

et
P(m); =1-=Y_ P(m);; > 0.
J#i
Autrement dit, sachant que X,, = 7, on génére Y;, suivant la loi R(m);., et si
Y,, = j, on fait un nouveau tirage aléatoire (indépendant de ce qui précede)
qui aboutit a choisir

w R(m)i]
i R(m)ji A

Y, avec probabilité TmMii A 1
Xn+1 =
miR(m)i; ?

X, avec probabilité 1 —

ou l'on a utilisé la notation a A b = inf(a, b).

Cet algorithme porte le nom d’algorithme de Hastings.

Indiquons deux choix “classiques” pour R(m). L’ échantillonneur de Gibbs
s’obtient en choisissant

-1
P(m)w = R(m)m = Zﬂ'k T, sie ~ j
ki
Il consiste & choisir X,,1(m) en tirant suivant la loi conditionnelle sous T,

sachant les autres composantes (autres que m).
L’algorithme de Métropolis, sous sa forme la plus simple, consiste a choisir

R(m)y; = R(m)j; = (|S| —1)7", si i < j, si bien que

_ T .m .. .
Pln)s = (81- 1 (B A1), i% i

Cela revient a choisir d’abord une nouvelle valeur j,, au site m, uniformément
sur S\{X,(m)}, puis a choisir X,,1(m) = jm p.s. si 7; > m;, et avec proba-

e TG e e .
bilité — si cette quantité est inférieure a 1.
T
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Il reste a décrire le “programme de visite des sites”, i.e. décider pour
chaque n quelle composante m de X,, on veut modifier. Une méthode consiste
a visiter A dans un ordre fixé, puis de recommencer. L’autre, que nous
adopterons pour sa simplicité de formulation mathématique, consiste a ef-
fectuer a chaque instant n un tirage de m suivant la loi uniforme sur A,
indépendemment de tous les autres tirages. Dans ce cas, {X,;n € IN} est
une chaine de Markov homogene de matrice de transition

P=I[A"") " P(m).

meA

On a alors clairement

miPij = mj Py,
et donc si, comme on le vérifie aisément dans chaque exemple, P est irréduc-
tible, 7 est 'unique probabilité invariante de la chaine {X,;n € IN}.

3.1.1 Le modele d’Ising

Il s’agit d’un des modeles les plus classiques en physique statistique. N €
IN étant fixé (N “grand”), posons

A={-N,...,—1,0,1,...,N}* C Z?,

(A = Ay), de frontiere OA = Ay\An_1, et définissons l’espace des configura-
ttons comme
E={-1,1}

Pour 72 € E, on pose
. 1 . . 2
H(i) =5 > litm) —i(m).
m,m’eA
Im—m!|=1
Notons que H est petit lorsque 7 tend a prendre la méme valeur aux points
voisins. On définit :

ET ={ie€ E;i(m) =1, Vm € 0A}.

Pour tout 8 > 0 (1/8 s’interpréte comme une température), on définit la
probabilité sur E* :
1

Z(P)

e PHO e Bt

T =
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avec bien siir
Z(B) =) e M0,
iEET

quand 8 — 0, 7w tend vers la mesure uniforme sur E*, alors que lorsque
B — 400, m tend vers la mesure uniforme sur les minima globaux de H. Un
résultat célebre d’Onsager dit que si X est une v.a. a valeurs dans F, de loi
m, alors

lim IEX(0) = [(1 — (sinh 28)~*)*]"/5.

N—o00
lorsque sinh 23 < 1, on obtient que pour N trés grand, la loi de X (0) n’est
guere influencée par la condition au bord choisie, alors que I'inverse est vrai
méme a la limite N — oo si sinh 25 > 1.

Les physiciens sont tres intéressés a réaliser des simulations sous la pro-
babilité 7 pour N grand (pour tenter d’observer des phénomenes, du type
du résultat d’Onsager, mais que 1’on ne sait pas encore démontrer concer-
nant éventuellement des modeles plus compliqués et moins bien connus que
le modele d’Ising). Mais pour N vraiment grand, il est impossible de simuler
directement selon la loi 7. Il est méme quasiment impossible de calculer la
constante de normalisation Z (). La méthode de Monte Carlo par chaine de
Markov a été proposée pour la premiere fois en 1953 par Metropolis et al.
Nous allons la décrire dans une version parallélisable, qui exploite la forme
particuliere du modele d’Ising.

Décrivons tout d’abord 1’échantillonneur de Gibbs. Considérons une
partition de A suivant la parité de la somme de deux coordonnées du point
m considéré :

AT = {(m1,my) € A;my + my est pair}

A~ = {(mq1,ms) € A;my + my est impair}

Pour 7 € E, on note :

it = (i(m),m € AY),
im =(i(lm),me A7)

Il résulte de la forme du modele d’Ising que 7, (i*|i™), la probabilité que
X1 =", sachant que X~ =i, si X est une v.a. de loi 7, est de la forme (on
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utilise la notation o< pour dire que deux fonctions sont égales a une constante
de normalisation pres) :

Ty (Z+‘2_) x H e,@i(m)s(m)’
meAT\OA

avec, si m € AT\0OA,

sim)y= > it (m).
m!;|m’ —m/|=1
On a une formule analogue pour 7_ (i~ |i™).

La facilité de simuler suivant ces deux lois provient de leur forme produit,
et la constante de normalisation pour chaque facteur est explicite.

La procédure est maintenant la suivante. On choisit une configuration
arbitraire X, dans E*. Ensuite, on utilise la procédure récurrente suivante.
Etant donné X,,, on simule d’abord X, ; suivant la loi 7 _(-|X,;), puis X,,,,
suivant la loi 7, (-|X;F, ;).

Cette procédure est exactement 1’échantillonneur de Gibbs de la section
précédente, ou 'on visite alternativement tous les sites de AT\OA, puis ceux
de A™\0OA (avec une numérotation différente de la suite X,,). La convergence
résulte de la discussion générale ci-dessus. Il n’est pas difficile de vérifier que
I’on simule ici une chaine de Markov irréductible dont 7 est bien la probabilité
invariante.

Décrivons maintenant 1’algorithme de Metropolis. Sachant que X,, =
i, indépendemment pour chaque m € A*T\JA, on change le signe de i(m)
avec la probabilité

p(m,i) = —W(im) A1 = e 2Bim)s(m) A 1

(1)
AveC iy, ~ i, iy (m) = —i(m), et s(m) = Z J—(m').

|m! —m|=1
On a ainsi obtenu X", ; (m). On simule ensuite X, ; () en conditionnant
par la valeur de X, ,(m). Le processus obtenu {X,,n € IN} est bien une

chaine de Markov irréductible, de probabilité invariante 7.

3.1.2 Analyse bayésienne d’images

On peut utiliser le modele d’Ising (ou d’autres modeles de ce type) comme
loi a priori d’une image bidimensionnelle digitalisée. Chaque point m € A est
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un “pixel” (en franglais! pixel=picture element). i(m) est le niveau de gris
du pixel m (ici avec le modele d’Ising on n’a que deux niveaux de gris :
blanc et noir). En faisant varier le parametre 8 du modele d’Ising, on varie
la “texture” de 'image : plus 8 est grand, plus on favorise une image avec de
grandes taches blanches et de grandes taches noires, alors que S plus petit
favorise un mélange plus fin de couleurs.

On observe la couleur (blanche ou noire) de chaque pixel, et ’observation
restitue la couleur effective de chaque pixel avec la probabilité p €]0, 1], les
erreurs de mesures éventuelles sur les différents pixels étant indépendantes.

Alors la loi a posteriori, plus précisément la loi conditionnelle de
I’événement X = 7, sachant que 1’on a observé la configuration j , est

(4]7) o e—ﬁH(z’)pa(z’,j)(l _ p)d(i,j)’

ou a(i,j) est le nombre de sites ou les configurations 7 et j sont en accord
(i.e. identiques) et d(i,j) le nombre de sites ou elles sont en désaccord (i.e.
différentes).

On obtient une image “nettoyée des erreurs d’observation” en simulant
selon la probabilité 7 (i|j). Bien qu'’il ne s’agisse plus exactement du modele
d’Ising, les mémes méthodes s’appliquent. Décrivons I'algorithme de Metro-
polis. Sachant que X,, = 7, indépendamment pour chaque site m € AT\OA
on change le signe de X, (m) avec la probabilité

7 (il7)

i(m)j(m)
_ o-2Bi(m)s(m) (ﬂ) AL
P

Al

p(m,i,j) =

obtenant ainsi X7, ;. On simule ensuite X, en utilisant sur A*\OA les
valeurs ainsi obtenues. On fabrique ainsi une chaine de Markov irréductible,
de probabilité invariante 7 (-|7).

3.2 Simulation de la probabilité invariante

Un probléme dans les algorithmes “MCCM?” est le choix de la durée de la
simulation. Par rapport a une méthode de Monte Carlo standard, on rajoute
une difficulté, qui est qu’au lieu d’initialiser la chaine de Markov sous sa
probabilité invariante, on part d’'un point arbitraire. D'une certaine facon
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on peut penser qu’il y a une “phase initiale” de 1’algorithme qui permet
de se rapprocher de la probabilité invariante, puis un probléeme de controle
de la vitesse de convergence dans le théoréme ergodique, qui - comme dans
une méthode de Monte Carlo standard - peut se résoudre par utilisation du
théoréme de la limite centrale correspondant (cf. Théoreme 2.5.8).

En ce qui concerne la “phase initiale”, il existe une vaste littérature sur la
vitesse de convergence vers la mesure invariante (voir aussi le théoréme 2.6.6
ci-dessus, ou il conviendrait d’expliciter les constantes). Nous allons plutot
présenter des idées diies a Propp et Wilson, qui permettent une simulation
“parfaite” (au sens de “exacte”, par opposition a “approchée”) sous la pro-
babilité invariante. L’idée est que I’on peut atteindre celle—ci en un nombre
fini (mais aléatoire) d’itérations.

On suppose dans toute cette section que cardE < oo, et pour fixer les
notations que E = {1,2,..., N}.

3.2.1 Simulation parfaite

On va supposer dans cette section que

B(P) = inf P; > 0.

jEE

Il est clair que 5(P) < 1. On pose
luj - ﬂ(P) 7]

SO

donc p est une probabilité sur F.

Remarque 3.2.1. On pourrait choisir un autre couple (B, u);8 > 0, p pro-
babilité sur E tels que Py; > Bu;, mais le choix ci-dessus est optimal au sens
ot il mazrimise (3.

Remarque 3.2.2. L’hypothése B(P) > 0 entraine qu’il existe une unique
classe récurrente (exercice), dont P posséde une et une seule probabilité in-
variante.

On va choisir une fonction

F:Ex[0,1]] > E
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telle que si U est une v.a. de loi U([0, 1]),
IP(F(i,U)=3j) =Py, i,j€E.

Donc si {U,, n € IN} est une suite de v.a. i.i.d. de loi U([0,1]),
indépendante de X,

X, =F(Xo_1,Up), n>1

définit une chaine de Markov de matrice de transition P.
On définit £: {0} U E — [0, B(P)] par

¢(0) =0
£({) =L —1)+inf Py, 1<j <N,

et on pose J(j) = [£(j — 1), £(7))-
On définit en outre k : E' x ({0} UE) — [B(P), 1] par

k(i,0) = B(P)

et on pose K(i,j5) = [k(i,5 — 1),k(i,5)), 1<i,j7 <N,

1(i,5) = J(j) U K (i, j)-

On remarque que |I(¢, j)| = P;;. Enfin on pose

F(i,u) =Y jlueragy, 1<i<N, uel0,1].
JEE

Remarquons que l'on a bien IP(F(i,U) = j) = P, soit IP(F(Xp—1,Uy,) =
j|Xno1 = i) = Py.

Le point crucial de cette construction est que si a I'instant n, U, < B(P),
alors la valeur de X,, ne dépend pas de X,, ;.

Autrement dit, si on fait fonctionner en parallele cet algorithme avec la
méme suite {U,} pour différents points de départ Xy, les différentes suites
confluent au premier instant n ot U, < B(P). On a la

Proposition 3.2.3. Soit T = inf{n > 1, U, < 5(P)}.
Alors T et Xy sont indépendantes, T de loi géométrique de paramétre
B(P), et Xy de loi p.
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PREUVE:
{XT:iaT:n}:{Ul zﬂ(P)’---:Un—l E/B(P)aUn EJ(i)}

Donc
P(Xr=14T=n)=(1-8(P))"B(P)w
O

On va maintenant construire une chaine stationnaire de matrice de tran-
sition P.
On se donne une suite i.i.d. {U,, n € Z} de v.a. de loi U4([0,1]), et on
pose
Ny = L<ppyy: k € 2.
Les { Ny} sont des v.a. de Bernoulli indépendantes.
Pour tout n € Z, on pose

7(n) = max{k < n; U, < B(P)}.

Notons que 7(k) = 7(n), Vk € [r(n),n]. En outre, on a IP(n — 7(n) >
B) = (1— B(P))".

On définit alors le processus {X,, n € Z} comme suit. Vk € Z tel que
Ny =1, on pose

Xi =Y jlwer)-

jEE
Soit maintenant k tel que IV, = 0. X, est défini par la formule ci—dessus.
En outre,

Xey+1 = F( Xy, Urey41), - - - X = F(Xp—1, Ug)-

Proposition 3.2.4. Le processus {X,,n € Z} ainsi défini est stationnaire
(Ze Vi e Z, ke ]N, (le—f—l; NP ’Xe_'—k)(l:')(Xl’ e ,Xk)).
01

En particulier, la loi de Xy est ['unique probabilité invariante de la chaine
de matrice de transition P.
Algorithme de “simulation parfaite”

1. On simule Uy, U_y,...,Usq) (ceci requiert un nombre de simulations
qui suit une loi géométrique).
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2. On calcule X, ) = Zj 1w, oyea(i)}-
J

3. On calcule X;()41,..., Xo al'aide de la formule X; = F(X;_,Uj), et
des Ur(0)+1, - - -, Uy générés ci-dessus.

4. La v.a. Xy ainsi simulée suit la loi invariante sous P.

Remarque 3.2.5. La limite de cette approche est que l'on a besoin que

p(@) > 0.

On pourrait penser généraliser cette approche au cas ot il existe k > 1
tel que B(Q¥) > 0, mais il ne semble pas que cela conduise a un algorithme
effectivement utilisable.

3.2.2 Couplage depuis le passé (“Coupling from the
past”)
On suppose ici seulement que P est irréductible. On se donne une appli-

cation
F:Ex[0,1] - E

tel que si U est une v.a. de loi U4([0, 1]),
IP(F(:,U) =j) = P, Vi,j€E.
On va définir deux “couplages multiples”

A) On se donne {U,,, n € Z} une suite de v.a. i.i.d. de loi U([0,1]), et pour
tout k € Z, on pose

1,....N in=k:
(kL xowy = (Lo N, e =
(F(X,5U,), ..., F(X,21,U,)), sin>k.

B) On se donne {U:,1 < i < N, n € Z} une suite de v.a. i.i.d. de loi
U([0,1]), et pour k € Z, on pose

. 1, sin==k
X, = 1,k 1 ;
F(X,", UL, sin>k.
2, sin==k
Xz,k — F(befl, U?2), sin>ket Xiﬁ # X’rll,icl

F(XX U, sin>ket X2 = X0k

n—1»
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=

, sin==k
F(XNE UNY sin>ket XVE g {XPF 0 XN bR
(

F

n—17
Nk 7i : Nk Lk N-1,k
X,oLU0W), sin>k, X, e {X, ..., X, 1"}
: P Nk
et iy = inf{s; X", = X, "}

Nk _
X, "=

Pour n’importe lequel de ces deux couplages, on définit le temps d’arrét
Sy =inf{¢ > k; X;F =X =...= X"},
et pour tout n € Z, on pose
7(n) = sup{k <n; Sy <n}.

7(n) est le plus grand des instants tels que I’état du processus (quel que soit
son numéro entre 1 et N) a l'instant n ne dépend pas des états passés avant

7(n).
Théoréme 3.2.6. Soit k € Z et (X}* ... XNk n > k) l'un des couplages
multiples définis ci-dessus. Supposons que IP(7(0) > —oo) = 1. Alors pour
tout i € E, la loi de XS’T(O) est la probabilité invariante par P.
PREUVE: . _

SikeZ, Xe™ = X' sur Pévénement {r(0) > k}.

Donc ‘ _

P(X;™ = j) = lim P(X§* = ).

k——o00

Soit i la probabilité invariante par P.

P(XG* = 5) — pyl = P(Xo = jIXp =) = Y plP(Xo = j|Xp = £)|

LeE

<) uO)P(Xo = j| Xy = i) — P(Xo = j| Xy = 0)|

LeE

< (Z u(@) IP(7(0) < k)

leE

— 0, quand k£ — —o0



3.2. SIMULATION DE LA PROBABILITE INVARIANTE 7

Algorithme de couplage depuis le passé
On choisit k£ € Z_

1. On génére Uk, Uk:—|—17"'a U()
(ou bien U}, Up,y, ..., Ul, 1 <i<N).

2. On construit a I'aide de la suite précédente, en suivant la formule A
(resp. B),
(X5 XNE U=k k+1,...,0).

3. On teste si oui ou non
1,k 2.k Nk
X=Xy ==Xy

. . 1.k T cyeg s s .
Si oui, alors X, est une réalisation de la probabilité invariante .
Si non, on génere

Usk, Uzgt1y -+ 5 Ug—1
(ou bien Uy, Uy irs- .-, Up 13 1 <i < N)
et en utilisant cette suite et la précédente on construit

1,2k N2k, ,
(X%, XN =2k ... 0)

et on continue comme ci—dessus.

Il reste a donner des conditions qui assurent que IP(7(0) > —00) =1). On a
le

Théoréme 3.2.7. (i) Si B(P) > 0, alors lalgorithme A vérifie
IP(7(0) > —o0) = 1.
(ii) Si P est apériodique, alors l’algorithme B vérifie IP(7(0) > —o0) = 1.

PREUVE:
(i) cf. la sous—section 3.2.1

(ii) cf. étape 1 de la preuve du Théoreme 2.6.4.
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3.3 Le recuit simulé

La recherche des maxima globaux d’une fonction est un des probléemes
importants en mathématiques appliquées.

Dans le cas d’une fonction différentiable sur IR?, on peut partir d’un point
arbitraire, et se déplacer dans la direction du gradient, tant que la fonction
décroit. Malheureusement une telle méthode conduit a trouver un minimum
local, et non global. Dans le cas d’une fonction définie sur un ensemble fini
E, on pourrait en principe calculer les valeurs f(i) pour tout 7 dans F, mais
dans les cas intéressants, le cardinal de F est tel qu'une telle procédure n’est
pas envisageable.

Nous allons présenter dans cette section la méthode du “recuit simulé”,
qui par rapport a la méthode du gradient introduit des perturbations alé-
atoires qui permettent de sortir des bassins d’attraction des minima locaux.

Au cours des calculs, les perturbations aléatoires sont atténuées, de telle
sorte que l'on espére finalement aboutir a un des minima globaux. La ter-
minologie provient de ’analogie avec les procédés chimiques de fabrication
de certains cristaux, qui si on les refroidit trop vite se figent dans un état
différent de I’état désiré, lequel n’est atteint qu’a la suite d’un procédé im-
pliquant un refroidissement tres lent, avec éventuellement un réchauffement
au cours du procédé.

Nous allons présenter ’algorithme du recuit dans le cas de la minimisation
d’une fonction définie sur un ensemble fini E. L’algorithme pour lequel nous
établirons un résultat de convergence sera en temps continu. Sa discrétisation
pour la mise en oeuvre pratique ne pose pas de probléeme (encore qu’elle n’est
pas forcément indispensable).

Commencons par présenter deux exemples de problémes de minimisation
d’une fonction sur un ensemble fini de cardinal gigantesque.

Exemple 3.3.1. : Le voyageur de commerce. Soit {1,...,N} un en-
semble de N willes. Le voyageur doit passer dans chacune de ces wvilles, en
partant de 1 et en revenant en 1. E est [’ensemble de tous les itinéraires
possibles (card E = (N — 1)!). Un itinéraire est une suite

’i:(’il,...,iN)

telle que iy =1, et (ig,...,in) constitue une permutation de {2,...,N}. La
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fonction coit 4 minimiser est (avec iy =1) :

V(i)=Y d(ix, ixs1),

ot d(n,m) est la distance de la ville n d la ville m. La recherche des minima
globauzx de cette fonction V est un des problémes classiques de la recherche
opérationnelle.

Exemple 3.3.2. : Restauration d’images. On reprend le modéle présenté
a la section 3.1.2, et on souhaite, pour obtenir une image restaurée (i.e. dont
on a supprimé les erreurs d’observation), trouver le mazimum de la loi a
posteriort, i.e. avec les notations du chapitre 2, a j fixé on cherche

i = arg max e—ﬁH(i)pa(i,j)(l i p)d(i,j)_

Supposons que 1’on cherche a maximiser une fonction

U:E—R_,
telle que, pour fixer les idées,
max U; = 0.
i€k

On cherche un des i tels que U; = 0.
Pour tout 3 > 0, on définit la probabilité m3 sur E par :

TR, = Zﬁ’leﬂUi, nk

avec Zg = ZeﬂUi. Le parametre § est destiné a tendre vers +oo. Quand
i€E

B — 4o0, lea probabilité mg converge vers la probabilité uniform sur les

maxima de U.

A chaque 8 > 0, on associe la matrice de transition d’une chaine de
Markov irréductible et apériodique, de probabilité invariante 73. On peut la
choisir par exemple comme suit. Soit G' un graphe non orienté dans F, i.e.
une collection de paires de points de E, tel que pour tout 7,5 € FE, il existe
neti=iy,is...,in =7j € E tels que (ix,ixr1) € G, 1 <k <n—1. Posons

n; = |{]: (7”.7) € G}|:
Pﬂﬂ'j = l(i,j)egnjfleﬂ(U"*Uj) A,
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Alors la matrice Pg dont les éléments hors diagonaux sont donnés par

Pgij = 1 jyean; "0 AT,

et convenablement complétée sur la diagonale, a les propriétés requises. No-
tons que plus 3 est grand, plus les transitions qui diminuent la valeur de U
sont rares. Pourvu que le choix du graphe G ne rende pas la chaine périodique,
si B est fixé et {X?, n > 0} est une chaine de Markov de matrice de transi-
tion Pg, la loi de X/ converge vers mg quand n — co. L’idée de 1’algorithme
du recuit est de faire dépendre 8 de n, de telle sorte que 8 — +o0o quand
n — 0o, avec l’espoir que alors X,, converge vers le (ou ’ensemble des) maxi-
mum de la fonction U. Ceci est vrai si 5 tend suffisamment lentement vers
+oo (d’ou la terminologie “recuit”). Nous donnerons un résultat dans ce sens
pour ’analogue d’une chaine de Markov, mais en temps continu, a la section
7.10 ci-dessous.

3.4 Algorithmes génétiques

Les “algorithmes génétiques” constituent une autre classe d’algorithmes
stochastiques qui sont utilisés pour calculer I’optimum d’une fonction, dans
des cas ou cet optimum ne se laisse pas calculer simplement.

Supposons que 1’on cherche a maximiser une fonction

f:E—)]R_H

avec |E| < oo, mais |E| “tres grand” (tel que en particulier I’algorithme
consistant a comparer toutes les valeurs f(i), i € E soit inenvisageable).

Un algorithme génétique est un algorithme itératif, dont une des particu-
larités est de générer une suite dans E™ (et non dans F), i.e. de faire évoluer
au cours des itérations non pas un “point” ou un “individu”, mais une “po-
pulation” de m “individus”. Chaque itération de I’algorithme consiste en une
succession de trois étapes : Mutation, Croisement, Sélection, qui sont censées
simuler les mécanismes naturels qui régissent 1’évolution des especes d’étres
vivants.

Le mécanisme de mutation modifie chaque individu de la population,
indépendemment des autres. Le croisement produit deux nouveaux individus,
a partir de chaque paire d’individus prise dans la population résultant de
I’étape de mutation. Enfin la sélection choisit m nouveaux individus parmi
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les individus présents a I’issue de ’étape de croisement, la procédure de choix
favorisant les individus correspondant aux valeurs de f plus élevées [f (i) est
appelé le “niveau d’adaptation” de 'individu ¢ € E - en anglais “fitness”|

Commencons par décrire les mécanismes de mutation et de croisement
dans deux exemples d’application importants, avant de présenter un forma-
lisme général. Dans un premier temps, on supposera pour fixer les idées que
m est pair.

3.4.1 Maximisation d’une fonction sur un domaine

D cRR?
d

Soit f: D = H[ag, b] € R? — R,. On cherche arg max f(z). Supposons
=1

que l'on cherche a déterminer le (ou les) z optimal (optimaux) avec une
précision de 6 chiffres apres la virgule. Pour 1 < ¢ < d, soit my le plus petit
entier tel que (by —ag)10% < 2™ — 1. On représente chaque coordonnée x, de
x sous la forme
- be — ay
Ty = Qy —+ deClmal(].OO]. e 0012)@,
d
et on voit que 'on peut choisir E = {0,1}", avec N = ng. Sii € E, on
i
notera f(i) pour f(z), z € D représenté par i.
a. Mutation

Chaque individu de la population subit une mutation suivant le

méme mécanisme, indépendemment des autres. Ce mécanisme peut

par exemple étre le suivant. Si 4,7 € FE, on définit la “distance de

Hamming” de i a j :

H(’L,]) = card{k; Tk 7é ]k:}
On définit alors la matrice markovienne :
o fo siHG) AL
(i, j) = D
1/N siH(i,j)=1;
ce qui revient a dire que 1’on choisit au hasard avec la probabilité uni-

forme la coordonnée de i que I’on modifie (en changeant 0 en 1, 1 en
0).
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b. Croisement
Pour 0 < k£ < N, on définit 'opérateur

T, : EF X EFE— E x E comme suit :

Tk(la]) = (ilaj,)a ou

-1 - .. .
i =01, ki - - - N

.I_ . . . .
) =J15- -5 Jkk+15 -+ -5 IN-

Notons que To(i,7) = (4,4) et Tn(i,7) = (4,7).

b.1
Un premier mécanisme de croisement est le suivant : pour chaque paire
(Xop—1,T90) , 1 <L < %, de la population z = (z1,...,2,) € E™, on
tire un entier k£ au hasard entre 1 et N — 1, et on remplace la paire
(w201, T2¢) par la paire Ty (w201, T2¢).
Notons que 'on peut faire précéder ces opérations d’une permutation
aléatoire des individus. et que pour chaque paire on peut décider de
faire ou non un croisement avec une certaine probabilité (ce qui revient
a permettre de choisir Ty ou Ty).

b.2
Un mécanisme “plus évolué” consiste a poser, pour tout quadruplet
i,5,1,j € F,

C((i,7), (', 5") = card{k; 1 < k < N, T;,(4,5) = (¢, ')}

et a procéder pour chaque paire au croisement suivant la matrice mar-
kovienne ;

C(G4), (@, 5") + C((4,9), (', 5")

DT = 5 elCo3), @37 + (6., 7]

3.4.2 Le probleme du voyageur de commerce

Etant donné N villes : 1,2,..., N, le probleme est de choisir un ordre
de visite de ces villes (chaque ville devant étre visitée une et une seule fois)
qui minimise la longueur totale du trajet. A tout couple (k,¥¢) de ces villes,
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on associe leur distance d(k, £). E est I’ensemble des N! permutations de ces
villes. Un point ¢ € E est donc une permutation, i.e. une bijection

o;:{1,2,...,N} =» {1,2,...,N}.
On peut représenter 7 par la suite ordonnée

(l'l, . .,iN) = (0’1(1), .. .,O',L'(N)),

et on associe a 7 le cout

N

() =Y dix ix11),

k=1

avec par convention N + 1 = 1. Ce cotit doit étre minimisé, donc on définit
le “niveau d’adaptation” de i par

f(i) =M —g(i),

ou M est choisi tel que f(i) > 0, Vi € E.

Remarquons que les permutations circulaires ne changent pas f(i). Donc
on peut imposer 0;(1) = 1, Vi, autrement dit que la permutation ne porte
que sur les villes (2,..., N).

a. Mutations
Plusieurs types de mutations peuvent étre envisagées, notamment :

- échange de deux villes prises au hasard,
- prendre une ville au hasard, et la replacer au hasard dans la liste.

b. Croisement
Etant donnés deux individus 7,5 € F, i.e. deux ‘tournées”

(15, in)

et (jl,"'a.jN)a

on choisit 1 < k < ¢ < N, on gele les villes ix,...,% et Jx,...,J¢ &
leurs emplacements respectifs, et en démarrant au rang £ + 1, on place
dans la tournée i (resp. j) les villes restantes en respectant Iordre de
ces villes dans I’ “ancienne” tournée j (resp.i).
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Exemple : N=9

i = (423/1876/59)
j = (182]4567/93)
i' = (zxx|1876|z1)
J' = (xxx|4567|12)
i = (245(1876|93)
j' = (3184567|92)

Plusieurs autres types de croisement ont été proposés dans la littérature.

3.4.3 Un formalisme général

On notera x = (z1,...,%,) les points de E™, {z} désignera le sous—
ensemble {z1,...,z,,} de E. Un algorithme génétique consiste & construire
une chaine de Markov {X,;n € IN} a valeurs dans E™. Le passage de X,, a
X411 se décompose en trois étapes :

mutation croisement sélection
X, — Y, — Zn —  Xpm

a. Mutation
Le mécanisme de la mutation est précisé par les probabilités de transi-

tion -
P(Y, = y|Xn = z) = [ [ alerw),
k=1

ol « est une matrice markovienne irréductible.

b. Croisement
On précise le croisement en posant

P(Z, =zYn=y) = H B((Y2r-1, Yar), (226-1, 228)),

1<k<
ot B: E? x E? — [0, 1] est une matrice markovienne qui vérifie :
(b.1) B((i,) (5,9)) = 1
(b.2) B((4,5), (4,5)) > 0,Vi,j € E
(b.3) B((i1,41), (42, 32)) = B((J1, 1), (J2, 12)), Vi, J1, 92, 2 € E.
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c. Sélection
On va préciser comment tirer X,,, 1, sachant que Z,, = z. Posons A(z) =
f({z}), 'ensemble des valeurs prises par la fonction f sur la population
{#}. On énumere cet ensemble sous la forme :

A(z) = {1 < h < [A(2)[}-

On choisit une fonction croissante F' : Ry — IR;. Pour 1 <k <m, la
k-iéme coordonnée de X, est tirée comme suit.

On tire d’abord une v.a. a valeurs dans A(z), suivant la probabilité
F(An)

PO =M) =75 ’

> F(\)

puis on choisit un individu dans ’ensemble {z}N f~1(\). Une possibilité
est de choisir X | avec la loi uniforme sur cet ensemble.
On va maintenant décrire une procédure plus compliquée, sur laquelle
s’appuyent les résultats que nous énoncerons plus loin. Tout d’abord,
pour chaque 1 < h < |A(z)|, on choisit une permutation o, de l’en-
semble {z}Nf~*(\,), suivant la loi uniforme sur toutes les permutations
de cet ensemble.
On définit ensuite des entiers 7(k,h) pour 0 < k < h+1l,et 1< h<m
par

7(0,h) =1, 7(h+1,h)=m, 1< h<m,

m
=2k | ——— 1, 1<k<h<m.
7(k, h) k[Q(lﬁ—l—l)}—i_ , 1<k<h<m
On choisit alors X}, dans I’ensemble A=z} N f7Y(\) comme suit

(i) Si k > 7(|]2*|,|2*]), XE,, est choisi avec la loi uniforme sur l'en-
semble 2* ;

(ii) Sinon il existe 1 < r < |2*| tel que
7'(7‘ -1, ‘Z)\D <k< ’T(T‘, ‘Z)\D’

et on choisit pour X%, , 1'élément d’indice o, (r) de l'ensemble

{2} 7)) (A= ).
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3.4.4 Comportement des algorithmes génétiques

Il y a peu de travaux théoriques sur les algorithmes génétiques. La plupart
des contributeurs se sont contentés de proposer des mécanismes de mutation,
croisement et sélection, et d’expérimenter les algorithmes correspondants sur
divers exemples.

Cependant, R. Cerf [7] a obtenu des résultats théoriques assez précis, en
plongeant les algorithmes génétiques dans la classe des algorithmes de type
recuit. Pour cela, il fait dépendre le noyau de mutation et la loi de probabilité
dans la procédure de sélection de A, d'un parameétre ¢ (destiné a tendre vers
+00) comme suit. Il choisit deux parametres a, ¢ > 0, et pose :

a(i,j)f_a’ si @ 7é ja
el j) =91 — Za(i, k)¢, sii=j;
ki

Fy(\) = exp(cAlog?).

La chaine {X,,,n € IN} dépend alors du parametre £. Notons que pour £ =
+o00, on a un algorithme de croisement—sélection (il n’y a plus de mutation)
ol la sélection se fait uniquement parmi les individus les mieux adaptés.

Donc apres chaque étape de sélection, tous les individus ont le méme
niveau d’adaptation. Notons que si m est impair et que le croisement laisse un
des individus inchangé, alors toujours pour ¢ = +00, le niveau d’adaptation
est croissant au cours des générations.

Posons f* = max f(@), et

K*={ie B f(i) = f'}.
On a le

Théoréme 3.4.1. [7] Il existe une taille de population critique m*, qui
dépend de (E, f,a, ) et aussi des paramétres a et c, telle que Ym > m*,
Ve,y € E™ x K*,

1
n:

£—00 N—00 |K*‘

lim lim P(X! =y|X§=1x) =

On considere maintenant, comme dans le cas du recuit, une chaine non
homogene, obtenue en choisissant une suite ¢(n) (avec ¢(n) — oo quand
n — 00). Notons {X,,,n € IN} cette chaine de Markov. On a alors le



3.4. ALGORITHMES GENETIQUES 87

Théoréme 3.4.2. [7] Supposons que m > m*. Alors il existe une constante
H > 0 telle que les deuz affirmations suivantes sotent équivalentes :

(i) sup P({X,} # K*|Xo =) — 0, quand n — oo,
TEE™

(ii) Y £(n)™" = +o0.

En outre, il existe H* tel que les deur affirmations suivantes soient
équivalentes :

(j)Vz € E", P(AN,¥n > N, K* C {X,}|Xo=1z) =1

(G0) 3 bn) =00, Y t(n) 7" < co.

Remarque 3.4.3. Comme dans le cas du recuit, la convergence vers [’en-
semble des mazima requiert que £(n) converge suffisamment lentement vers
Uinfini. Cependant, la seconde affirmation du dernier théoréme indique que
faire tendre £ vers l'infini accélére la convergence : si £(n) ne tend pas trop
lentement vers ['infini, la chaine est absorbée en temps fini par l’ensemble
des mazrima de f.

Remarque 3.4.4. Tous les résultats sur les algorithmes génétiques re-
quierent que la taille de la population soit suffisante. Notons qu’une partie
au moins de lalgorithme peut étre parallélisée (surtout la phase de muta-
tion mais aussi la phase de croisement). 1l est clair que la phase de sélection
a d’autant plus de chances d’étre efficace que la population est nombreuse.
Notons enfin que la deuzrieme affirmation du dernier théoreme requiert que
H* > H, ce qui est vrai pour m suffisamment grand.

Remarque 3.4.5. Si [l'on supprime la phase de croisement (ou
équivalemment si [’on choisit

B((71,51), (22, J2)) = %5(i1, i2)6(j1, J2) + %5(i1,j2)5(j1, i2) )

on a un algorithme de mutation—sélection. Le but de la phase de croisement
est d’accélérer la convergence, effet bénéfique qui peut étre mesuré sur cer-
tains exemples.
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3.5 Exercices

Exercice 3.5.1. Soit E un espace d’états dénombrable et p et q des densités
de probabilité, avec 0 < p < cq, q étant une densité facilement simulable.
On consideére alors une suite Y,, n > 1 de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi q, globalement indépendantes de la variable aléatoire Xy. On
définit par récurrence :

cq(Yn+1)

X,  avec probabilité 1 — 2Xot1)

Yoy avec probabilité 2Xm+1)
cq(Yn+1)

1. En considérant une suite U, de wariables aléatoires indépendan-
tes et de méme loi uniforme sur [0,1] écrire X,y1 sous la forme
f(Xn, Upi1, Yos1), et en déduire que X, est une chaine de Markov.

2. Calculer la probabilité de transition P;; de X,.

3. Calculer uP pour une probabilité p et en déduire que la loi de X,
converge vers une unique probabilité invariante égale a p.

4. Quel rapport y-a-t-il entre cette chaine et la méthode de rejet classique ?

Exercice 3.5.2. Soit P;; un noyau de transition d’une chaine de Markov sur
un espace d’état dénombrable E. On suppose que :

P;; > acj, pour tout 1 € E, (3.1)
ot ¢ est une mesure de probabilité et o > 0. On identifie [’ensemble des

mesures bornées sur E d ('(E) muni de la norme |v| =" 5 |v(z)]

1. Soit v une mesure bornée de masse totale nulle. Montrer que |vP| <
(1 —«a)lv|. En déduire que si u et p' deux mesures de probabilité sur E
on a :

uP — p'Pl < (1—a)|p—p].
2. Montrer que s’il existe une mesure de probabilité invariante, elle est

forcément unique et que pour toute probabilité p la suite pP™ est de
Cauchy.

3. Soit (X,,n > 0) une chaine de Markov de matrice de transition P.
Montrer que quelle que soit la loi initiale p de Xy, la loi de X,, converge
vers une unique lot de probabilité invariante v et que de plus :

juP" —v| < Cp"

ou C est une constante finie et 0 < p < 1.
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4. Montrer que les résultats précédents sont conservés s’il existe £ > 1 :
Pf; > ac;, pour tout i,j € E. (3.2)

5. On considere maintenant [’algorithme de Métropolis sur un espace E
fini. On suppose que Pjj = Pj; et que I’équation (3.1) est vérifiée. On
cherche a simuler une loi ;i donnée a une constante pres par :

Wi = CePHE)
Ecrire la probabilité de transition pij sur E qui permet de construire
Ualgorithme de Métropolis.

6. Vérifier que P vérifie ’équation (8.1). Proposer une méthode de simu-
lation approchée selon la loi p.

Exercice 3.5.3. On veut résoudre dans R® ’équation

(I-Az=b (3.3)
ou A est une matrice de norme strictement inférieure a 1. Pour ceci on
considere une chaine de Markov X, sur E = {1,2,...,d} de loi initiale u

strictement positive et de transition P(i,]) strictement positive sur E X E .
1. Pourn >1 ety € R on pose :
A(Xp, X1) - - A(Xn1, Xn)
p(Xo) P(Xo, X1) -+ - P(Xp1, Xp)

Calculer TE(W,,). En déduire une simulation d’une solution approchée de
Iéquation (3.3).

Wy = y(Xo) b(Xn)

2. On pose E =EU {6} et on considére maintenant une chaine avec
cimetiere 0. C’est a dire une chaine )Z'n de loi initiale p portée par E, stric-
tement positive sur E et de transition ﬁ(i,j) strictement positive sur E X E
telle que P(68,6) = 1.

On pose T =inf{n >1; X, = d}.
1. Montrer que T est fini presque surement.
2. On pose

A(Xp, X1) -+ A(Xrp, Xr) b(Rrs)
PO == = == = T-1
1(Xo) P(Xo, X1) - - - P(X7 2, X7 1) P(X7 1, X7)

Calculer E(W) et en déduire une simulation de la solution de I’équation

(3.3).

W= y()?o)
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Chapitre 4

Statistique et Chaines de
Markov

4.1 Statistique des chaines de Markov

Le but de cette section est d’introduire des notions élémentaires sur la
statistique des chaines de Markov.

On a vu que pour tout n > 0, la loi du vecteur aléatoire (Xg, X1, ..., X,)
ne dépend que de la loi initiale i et de la matrice de transition P.

La premiere question que I’on peut se poser en statistique des chaines
de Markov est : peut-on estimer le couple (u, P) au vu de 'observation
de la suite (Xo, X1,...,X,), d'une telle fagon que lerreur d’estimation soit
“petite” quand n est “grand”. Comme on va le voir ci-dessous, on peut
estimer P. Par contre, on ne peut raisonnablement estimer la loi initiale pu
que si celle—ci coincide avec la probabilité invariante, et que 1’on est dans le
cas 1rréductible et récurrent positif, ce que nous supposerons dans toute la
suite de cette section.

Commencons par l'estimation de la probabilité invariante u.

Pour tout 2 € E,

n 1 <
=0

est un estimateur consistant de u;, puisqu’une conséquence immédiate du
théoreme ergodique est que

Proposition 4.1.1. Pour tout i € E, i — p; p.s., quand n — oo.

91
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Passons maintenant a 'estimation des P;;

5is 47 € E. On choisit 'estima-

teur
n—1
1ix,=i,x011=5}
- =0
PZ? = n—1
> =i
=0
On ala

Proposition 4.1.2. Pour tout i,j € E, 133 — Pij p.s. quand n — oo.

PREUVE: On a bien sir

1 n—1 -1 1 n—1
=0 £=0

On sait que

n—1

1
- Z Tix,—iy — -
=0

Pour n > 0, posons 5(:” = (Xn, Xpny1). Il n’est pas tres difficile de vérifier que
{X,, n > 0} est une chaine de Markov irréductible et récurrente positive
a valeurs dans E = {(i,j) € E x E,P; > 0}, de matrice de transition
P iykey = OjxPre, et de probabiflvité invariante fi(; ;) = piPi;. Le théoreme
ergodique appliqué a la chaine {X,,} entraine que

n—1

1
o Z Lix,=ix,00=5) = il
=0

4.2 Chaines de Markov cachées

Des algorithmes utilisés dans des domaines variés, comme la reconnais-
sance de la parole, ou l'analyse de séquences extraites des génomes, sont
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basés sur le postulat que la suite observée est une réalisation d’une suite
de v.a. (Yp, Y, -+ -, Yyn) & valeurs dans P'espace fini F', qui sont reliées & une
chaine de Markov {X,;n > 0} de loi initiale p et de matrice de transition
P, a valeurs dans l'espace fini £ de la facon suivante : pour tout & > 1,
0<n <ng<---<ng <p,ig,t1, -, €L, j1,-- ,jx € F,

]P(Ynl :jla-"aYnk :jk/XOZiOaXl :7;1,"' aXp:ip)

k

= H]P(Yne = Jo/ Xn, = in,)
=1
k

= H Qi"zjl’
=1

ou () est une matrice de transition de E dans F, i.e. les lignes de () sont
indexées par les éléments de E, et chaque ligne est une loi de probabilité sur
F. Une facon de “construire” la suite des (Y;,) & partir de la chaine X. est de
se la donner sous la forme

Y, = f(Xnaé.n)a n € NN,

ou les &, sont i.i.d. & valeurs dans un espace G (par exemple dénombrable),
globalement indépendantes de la chaine de Markov X, et f: Fx G — FE
est une application donnée. Alors pour tout ¢ € E, 7 € F, n > 1,
Qij = P(f(i,&,) = j). Cela revient a supposer que, conditionnellement en
la chaine X., les observations sont indépendantes. On pourrait supposer plus
généralement (nous ne le ferons pas dans la suite) que conditionnellement
en les observations, les Y,, forment une chaine de Markov, ce qui revient a
supposer une relation de récurrence de la forme

Yn = f(Yn—laXnagn)a n e ]Na

ol les &, sont a nouveau i.i.d. et globalement indépendants de la chaine X..

Le parameétre du modele ci—dessus est le triplet § = (i, P, @), ol u est
un vecteur de dimension d = cardFE, P une matrice d X d, et () une matrice
dxe, ol e = cardF. Dans la suite, on notera IPy la loi des {(X,, Y,), n > 0}.
f est un parametre qu’il faut en fait estimer. Il y a trois problémes a résoudre
dans 'utilisation des chaines de Markov cachées :

Probléme 1 : Pour tout N € IN, jo,j1, -+ ,jn € F, calculer
]PO(YE) :jOaYi :jla"' aYN :]N)
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Probleme 2 : Si 'on a observé la suite jg,Jj1,---,jn, quelle suite de
réalisations g, i1, - - , iy des états Xy, X1, -+, Xy du systeme explique
“le mieux” (en un sens & préciser) ces observations ?

Probleme 3 : Au vu des observations jg, j1,-- - ,jn, comment estimer au
mieux le parametre inconnu 6.

Solution du probléeme 1 1l est clair, au vu de ce qui précede, que

IPy(Xo = 49, Yo = jo, X1 =11, Y1 = j1, - , Xn = in, YN = jN)

= :uioljioil XX PiN—1iN X Qiopoiljl Xoere X QiNjN'
Et donc

Po(Yo=Jo,- - Yv=Jn) = O HigPioin X - X Pir_yin Qigjo X - X Qirjy

10,81, in €L

Mais cette formule n’est pas utilisable en pratique, car elle suppose d’ef-
fectuer de I'ordre de Nd" opérations, ce qui, dés que N est un peu grand, de-
vient irréalisable. On va maintenant voir une procédure récursive qui résoud
le probleme 1, a savoir la :

Procédure progressive

Considérons la suite (indexée par n) des vecteurs ligne a(n), définis par :

O!Z(’I’L) :]PO(YE)ZJOaYi :jla,Yn:]naXn:Z)aleE

Cette suite se calcule par une récurrence “progressive” comme suit, :

1. Initialisation :
O[z(O) = ,LLZ'QZ']'O,’L' € FE.

2. Récurrence :
ozi(n + ].) = (Oé(’I’L)P)ZQ”n+1,Z e L.

La quantité cherchée est donnée par :

i€E

Ce calcul requiert de 'ordre de d*N opérations.
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On pourrait aussi calculer la méme quantité en utilisant la :
Procédure rétrograde
On introduit les vecteurs colonne §(n), définis par :

Bz(n) = ]PH(Yn—l—l :jn—Ha .- -aYN = ]N/Xn = Z),Z SO

Cette suite se calcule par une récurrence “rétrograde” comme suit :

1. Initialisation :

Bi(N)=1,i € E.

2. Récurrence :
2-a fi(n) = Bi(n)Qy,, i € E.
2-b B(n—1) = PB(n).

Finalement la quantité cherchée vaut le scalaire (produit d’un vecteur ligne
a gauche par un vecteur colonne a droire) :

pB(0).

A nouveau, le nombre d’opérations requises est de ’ordre de d>/N. Notons
que

Bi(n) = Pp(Yy = jn, Yoi1 = Jnt1,-- - Y = jn|Xn = i),i € E.

Solution du probléme 2 Etat le plus probable a I'instant n

On peut tout d’abord se poser la question de I’état “le plus probable” de
la chaine a l'instant n, i.e. de “la réalisation la plus probable de X,,” ,n fixé,
0 < n < N, au vu des observations Yy = jo,---,Y, = jn. Cest a dire que
I’on veut calculer :

ArgMaziepPo(X, =1/Yo = jo, ..., YN = jn).
I1 est facile de voir que
IPy(X,, =4, Yy = Jo,---, Yv = jn) = a;(n)Bi(n),1 € E.

Et donc
]PG(Xn:Z/K)ZJOaaYn:.]N) =
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Et donc la recherche de I'argument ¢, qui maximise IPy(X, = i/Yy; =
Jo,---, YN = Jjn) se ramene a la recherche de 'argument qui maximise
a;(n)Bi(n).

Cette maximisation peut étre faite pour chaque n; elle produit la suite
Co,C1y---,CN-

Comme la maximisation est faite séparément pour chaque n, la suite
{€.} peut ne pas étre du tout “probable”, au sens ou si certains termes de
la matrice P sont nuls, il se peut que cette suite ne soit pas une réalisation
“possible” de la chaine {X,,}.

On voudrait donc plutét calculer

(g, ---,1n) = ArgMaz;,,

Ce calcul est effectué par :
L’algorithme de Viterbi
Définissons la suite de vecteurs ligne 6(n) par :

51(”) = i ’ima}i( PG(XO = iOa R Xn—l = in—laXn = 7;’ }/0 = jOa R Yn = jn)
0521 5-5tn—1

d;(n) est en quelque sorte la plus forte probabilité d’une trajectoire des

{Xk,0 < k < n — 1}, qui se termine par X,, = i, et correspondant a la

suite d’observations jg,- - -, jn- On a la formule de récurrence suivante entre

les vecteurs d(n) :

ou 'opération * qui a un vecteur ligne de dimension d et une matrice d x d

associe un vecteur ligne de dimension d est définie comme suit :

((5 * P)z = sup 5]f)ﬂ

JjEE

L’algorithme de Viterbi consiste a calculer les §(n) de n =0 a4 n = N,
puis a retrouver la trajectoire optimale en cheminant pas a pas dans le sens
“rétrograde” : connaissant ¢;, on en déduit ¢; _, par la formule :

i:z—l = ’(/)i;‘; (n)7

avec
Yi(n) = ArgMaxjcgdj(n — 1) P;.

L’algorithme de Viterbi est décrit comme suit :

il,...,iNlpﬂ(XO = iOa cee aXN = ZN/}/E) = jOa .- 'aYN = ]N)
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1. Initialisation :
0i(0) = wiQ4jo, @ € E;
$(0) = 0.

2. Récurrence : pour 1 <n < N,

argmazjcgdi(n — 1)Pj;, i € E.

i(n)

3. Etape finale :

0 = max 9i(N)

iy = argrznea}fxéi(N).
4. Récurrence rétrograde

Z:L :Q/Ji;+1(n+1), 0<n<N.

Solution du probleme 3 Dans les applications, 'hypothese que les ob-
servations proviennent d’une chaine de Markov cachée de parametre 6 =
(1, P, Q) est relativement arbitraire, et en tout cas le parametre 6 est inconnu.
On pourrait construire un test statistique de ’hypothese “les observations
proviennent d’une chaine de Markov cachée de parametre § = (u, P,Q)”.
Nous n’aborderons pas ce probleme. Par contre, nous allons décrire un algo-
rithme d’estimation de 6. La statistique mathématique nous enseigne qu’un
bon estimateur de # est '’estimateur du maximum de vraisemblance :

On = argmaxTPy(Yo = jo, Vi = ji,- -, Yiv = jn).
Pour allger les écritures, on notera dorénavant
Oy ={Yo=Jo, Y1 =J1,..., Yn = jn},

XN == (X(),Xl,...,XN), ZN == (2.0,@.1,...,7;]\/‘).

On ne connait pas de méthode pour trouver un maximum global de la fonc-
tion
6 — IPp(On).
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On va indiquer un algorithme itératif qui converge vers un maximum local
de cette fonction, l'algorithme de Baum-Welch. Remarquons tout d’abord
que :

]PO(XN - iN, ON)

Po(On) = Py(XY =iV|On)

, d’ot1 :
Py, (XY = i¥|On) logIPg(On) = Py (XY = i¥|On) log IPy(X Y = i, Oy)
— TPy, (XN =" |On) logPg(XN =iV |Oy).

Sommant sur ¥ € EV on obtient

1

IOg]PQ(ON) = m Z]PGO(XN = ZN,ON) log]Pg(XN = iN,ON)
=) Py (X" =iV|Oy) log Py(XN = i¥|Oy)

N

d’o1, en soustrayant la méme identité avec 8 = 60 :
) 0

1
logIPy(On) — log Py, (Ow) Bo (0% D Py, (XN =iV, 0p) log Py(X™ =iV, 0y)

- Z]PHO(XN = Z.N:()N) ]OgIPOO(XN = Z'NaON)
N

Py, (XY =V|Op)
Py(XN =iN|Oy)

+) P (XN =i"|On) log
iN

Il résulte de la convexité de la fonction — log et de I'inégalité de Jensen que
le dernier terme de I'identité ci—dessus est non—négatif. On pose :

Q(6o,0) = D Py (X" =", 0p)logPy(XN =¥, 0y)
iNeEN
Il résulte du calcul ci—dessus que :

Q(60,0) > Q(00,60) = IPy(On) > Py (On).

L’algorithme itératif de Baum-Welch consiste, a chaque itération, a calculer
0.+1 en fonction de 6, suivant la formule suivante;

Ont1 = argymax Q(6n, 0)
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Pour garder n comme indice du temps, on va plutét noter :
0 = arg, max Q(6y, 0)

Cet algorithme s’interprete en fait comme un algorithme EM adapté a notre
probléme.

L’algorithme EM est bien connu en statistique. L’étape E (comme espé-
rance) consiste ici en le calcul de la fonction § — Q(6o, ), et Pétape M
(comme maximisation) en la recherche du point § ou la fonction atteint son
maximum.

Notons que :

N
]PQ(XN = 'l'N, ON) = MioQiojo H Ptn—lanZan

n=1

N N
logPy(XN =i",0n) =log iy + » _log P, i, + > 108 Qi j,

n=1 n=0
Il est alors facile de voir, avec la notation 6 = (u, P, Q), que

Q(0o,0) = Qo(bo, 1 +ZQ1 0o, P; +ZQ2 0o, Qi-),

i€EE i€E
avec

Qo(0, 1) =Y TPy, (On, Xo = i) log s,

el

N
Qi(00, P.) =Y Py (On, X1 =i, X, = j) log Py

n=1 jeFE

Q2(00, Qi) Z > 65,TPg, (O, Xy = i) log Qi

n=0 keF

On voit que le probleme de la recherche du maximum se décompose en 1+2
card E problemes de recherche d’un maximum, tous de la forme :

arg max E w; log y;,
0<y;<LijeE,}; y;=1 B
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ol les w; € [0, 1]. On supprime les contraintes ) | ;¥j = 1 en exprimant un des
y; en fonction des autres, et I’annulation du gradient conduit a la solution :

Y; = %

= .
Zj’eE‘ wyr

D’ou les formules suivantes pour 8 = (fi, P, Q) :

_ ]P00(0N7X0 = 7’)

i = =Py, (Xo =1/On),1 € E.
H ]PGO(ON) 6’0( 0 Z/ N) 1
o DB s =iam)
! Z;,V:I Py, (On, Xn—1 = 1) T
N .
f P X, = i)6;
i = 2zn=0 P00 (O, Dok s e prer

ZszV:O 1P90 (ON’ Xn = Z) ,

ou j,, désigne la valeur observée de Y, et § le symbole de Kronecker (dy = 1
ou 0, selon que k' = k ou k' # k). Il reste & voir comment calculer les proba-
bilités qui interviennent ci—dessus. Pour éviter des indices supplémentaires,
on notera 6y = (u, P,@). On a :

. BZ(O)MZ
Notons A = {YE) = Jos--sYn 1 = Jn1,Xp 1 = 7’}, B = {Xn =75,Y, =
jn;---;YN:jN}- On a
IPHO(A n B) = 1P90(B/A)]P90(A)’

Pyy(4) = as(n — 1),
et grace a la propriété de Markov et a I'indépendance conditionnelle des Y}
sachant les X},
Py, (B/A) = Py, (B/ X1 = i)

= ]PGO(Yn = jna ceey YN = ]N/Xn = j)]PGO(Xn = j/Xn—l = l)

= P;B;(n)
Notons, pour le calcul du dénominateur, que 8;(n —1) = >, 5 P;;3;(n). On
déduit des calculs précédents la formule :
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P - > n @i(n = 1) Pyfi(n)

T Yaan=1)i(n - 1)

Enfin, un calcul analogue donne

Sy @i(n)Bi(n)d),k
SN @i(n)Bi(n)

Qik =

Remarques sur l’implémentation Les algorithmes ci-dessus (algo-
rithme de Viterbi et de Baum—Welch) ne sont pas implémentables tels quels
sur machine. La raison en est que 1’on manipule des produits d’un grand (si
N est grand) nombre de termes plus petits que 1, ce qui donne des quantités
microscopiques.

L’algorithme de Viterbi ne comportant que des produits et des maxima,
la solution est de calculer les logarithmes des quantités qui interviennent (ce
qui remplace les produits par des sommes). L’étape finale de recherche de la
trajectoire optimale est inchangée, puisque la fonction log est croissante.

L’algorithme de Baum—Welch comporte des sommes, et dans ce cas la
solution passe par 'utilisation de constantes de normalisation.

En pratique, on va remplacer les « par les & définis par :

a;(n) = (Z ai(n)) a;(n)

S

si 'on note

C(n) = (Z ai(n)> , alors

i€E
C(n) = cyep X -+ X ¢y, OU

On définit de facon analogue,

A~
= A

Bi(n) =cp X cpg1 X - -+ X cNBj(n),ﬂj(n) = CpCpt1 X -+ - X cyf;(n)
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et on voit aisément comment réécrire P et Q en fonction des & et des 8, f,
de telle sorte que chaque terme de la somme apparaissant au numérateur,
comme au dénominateur, soit multiplié par C'(V).

Notons que avec ces notations

N
logIPyp(On) = —log C(N) = —Zlogcn.
n=0

Exemple d’application en reconnaissance de la parole Supposons
que l'on cherche a reconnaitre automatiquement des mots isolés, a partir
d’un enregistrement sonore digitalisé. On suppose que pour chaque mot m du
vocabulaire V' (|V| < 00), on dispose d’un certain nombre d’enregistrements
pour lesquels on sait quel mot a été prononcé, permettant de mettre en oeuvre
une phase d’apprentissage, a l’issue de laquelle un parametre 6,, est associé
a chaque mot m de V, a l'aide de I’algorithme de Baum—Welch. Ensuite,
pour reconnaitre un mot a partir de son enregistrement sonore, on utilise un
algorithme de maximum de vraisemblance :

= P .
m* = argmax 1Py, (Oy)

Exemple d’application a l’analyse de séquences d’ADN. Une
séquence d’ADN est une suite de lettres prises dans ’alphabet a 4 lettres
F = {A,C,G,T}. La suite {Y,; n = 1,2,..., N} sera la suite de lettres
qui constitue la dite séquence. Un des buts de ’analyse de telles séquences
d’ADN est de trouver quelles sont les portions de la séquence qui sont “co-
dantes a I'endroit”, celles qui sont “codantes a ’envers”, et celles qui sont
non codantes. On associe a la suite des observations une chaine de Markov X.
a valeurs dans un ensemble a trois éléments (correspondant aux trois types
de plage possibles). Le probléeme que ’on cherche & résoudre ici est donc de
retrouver la suite des valeurs prises par la chaine X, (probléme 2). Pour cela,
il faut d’abord bien stir estimer le modele (probleme 3).

Notons qu’une autre modélisation est possible pour le méme probleme.
Au lieu de supposer que

Yn - f(Xn,gn)

ou bien
Yn = f(YnflaXnagn)a
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on se donne un modele pour la suite des observations du type

Y, = f(ea SC.n)

ou bien
Yn = f(Yn—b gvgn)a

ol # est un parametre qui indique dans quelle plage on se trouve. Ceci signifie
notamment que # n’est pas constant, mais change de valeur de temps en
temps (il prend en tout trois valeurs différentes). Dans cette formulation,
il faut détecter les changements de valeur du parametre 6 (on dit détecter
les ruptures de modele), et identifier les différentes valeurs prises entre deux
changements successifs.

4.3 Chaines de Markov cachées : filtrage

On reprend la situation décrite dans la section précédente, a savoir que
'on se donne une chaine de Markov {X,,;n € IN} & valeurs dans F, qui n’est
pas observée. On observe la suite {Y,,n € IN} donnée par

Yn = h'(Xna é-n)a

ou les &, sont des v.a. i.i.d, globalement indépendantes de la chaine {X,}, a
valeurs dans ’ensemble dénombrable G, et f : E x G — F est connue.

Cette fois, on se place dans une situation dynamique, ou 1’on cherche a
chaque instant n a “estimer” la vraie valeur de X,,, au vu des observations
Y1, Y5, ..., Y,. On veut un algorithme “récursif”, tel que a 'instant n + 1,
le calcul utilise le résultat du calcul de I'instant n, et la nouvelle observa-
tion Y1, sans qu’il soit nécessaire de réutiliser les anciennes observations
Y1,Ys, ..., Y,. Le but est de pouvoir faire tourner l'algorithme en “temps
réel”. Il s’avere que la bonne quantité a calculer a chaque instant n est la loi
conditionnelle IT,, de X,,, sachant Y7,Y,,...,Y,. On introduit également la
loi conditionnelle I1,,,_; de X,, sachant Y, Y5,...,Y, 1.

Pour tout x € E, y € F', on pose

g(a:,y) = IP(h(l‘,fn) = y)
=P(Y, =y|X, = 2).

L’évolution des lois conditionnelles {II,,} est alors donnée par le
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Théoreme 4.3.1. Pour tout n > 1,

Hn|n—1(‘r) = (Hn—IP)z
g(xayn)ﬂn\n—l(x)

) = S @ Vo) Ty ()

PREUVE: On peut considérer que la chaine (X,,) est générée par la formule
de récurrence

X, = f(anla ﬂn),

ou les {n,} sont i.i.d., globalement indépendants des {&,}. Il en résulte en
particulier que

IP(Xn = $|}/17 RRE! Yn—laXn—l) = ]P(Xn = $|Xn_1),
d’ou :
Hn\nfl(x) = IP(Xn = $|Yv1a SRR Yn—l)

=E[P(X, = z|X, 1)|Y1,..., Y, 1]
— (anlp)w

Pour établir la seconde relation, notons tout d’abord que si IPY1Y—1 désigne
la probabilité conditionnelle IP(-|Y3,..., Y, 1),

P(X, = z|V,..., Y, 1,Y,) = PYYn-1(X) = 2]Y;)
Mais pour toute probabilité Q,

Q(X, =z|Y,) = H(z,Y,), ou
H(.’E,y) = Q(Xn = "17|Yn = y)
. Q(Yn = y|Xn = 'T)Q(Xn = .I)
B Z;c’ Q(Yn = y|Xn = xl)Q(Xn = xl)

et la seconde relation s’en déduit, puisque

IPY1 ..... Yn_1(Yn — y‘Xn = _fL‘) = IP(h(iU,fn) = y)
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4.4 Le cas linéaire gaussien : le filtre de Kal-
man

Dans le cas ou “tout est gaussien”, les calculs se simplifient, et on aboutit
au célebre “filtre de Kalman—Bucy”, qui est universellement utilisé.

On va maintenant supposer que les applications f et g sont linéaires, et les
bruits 7, et &, gaussiens. Bien siir, cela nous fait sortir du cadre des espaces
discrets. On va supposer maintenant que X, prend ses valeurs dans R?, Y,
dans IR*, et que

Xn:AXn—1+7’na n=>1
Yn:HXn+§n7 n=>1,

avec Xo, M1,€1,M2, &y - -+, M, &, - . - indépendants, X, de loi N(Xy, Py), les
nn de loi N(0,Q) et les &, de loi N(0, R). On suppose que la matrice R est
inversible.

On note encore II,, la loi conditionnelle de X,,, sachant Yi,...,Y,,.

Théoréme 4.4.1. La loi I1,, est la loi N(X'n, Ay), ot (Xn,An)nzo est donnée
par la formule de récurrence :

Xpi1 = AX, + S, H* (HE, H* + R) " (Y, 11 — HAX,,)
S, = AN A+ Q

Apy1 =%, — S, H*(HL,H* + R)"'HS,
XO = XO; A0 = PO

On va montrer le théoreme. Notons que I’on pourrait le déduire du résultat
de la section précédente, préalablement adapté au cas de lois absolument
continues par rapport & la mesure de Lebesque sur IR? (resp. R¥ ), au lieu de
loi sur l’espace discret E (resp. F).

Rappelons tout d’abord deux résultats concernant le conditionnement
dans le cadre gaussien.

Proposition 4.4.2. Soit un vecteur aléatoire gaussien de dimension

Y
Y

d+k, de loi N X , S 22 . On suppose Y99 > 0. Alors, la loi
Y Y1 Yoo
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fy = N(X,3), avec
(i) X =X+3p350 (Y -7)
(Z’L) E - 211 - 21222_21221

est une lot de probabilité conditionnelle de X, sachant Y, c’est—-a—dire que

pour tout B € By,
P(X € B/Y) = iy (B).

En outre, ¥ = Cov(X — X).

PREUVE:
Si X désigne le vecteur aléatoire défini par (i) on pose

X=X-X.
: X - :
On montre facilement que v est un vecteur aléatoire gaussien, et que

Cov(X,Y) =0.

Donc X et YV sont indépendants, alors que X est une fonction de Y. Soit
maintenant ¢ € Cy(IR%).

Elp(X)|Y] = Efp(X + X)|Y]
= [ ot + P (an

= | elaiv(da),

avec iy = N(X,3), si & = Cov(X).
Enfin

Cov(X) = Cov(X — X)
=Cov(X — X — 19855 (Y - Y))
=11 — 281355, Yot + L1255, Yo
= X1 — Z12555 a1
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X
Proposition 4.4.3. Soit | Y | un vecteur aléatoire gaussien de dimension
7Z

d+k+1, tel que Y et Z soient indépendants. On note [iy = N(X, i?) la loi

conditionnelle de X sachant Y, et /iy,z_: N(X, i?) la loi conditionnelle de
X sachant (Y, Z). On note & nouwveau X = IE(X). Alors

() =X+EX-XZ)=X+X
(i) ¥ =3 —Cou(X).

» Dy

PREUVE: On suppose que IE(Z) = 0 (ce qui ne restreint pas la généralité).
Désignons par U, Y et Z les sous—espaces vectoriels fermés de L?(Q2, Z, IP)
engendrés respectivement par :

- les constantes et les coordonnées de Y, 7 ;
- les constantes et les coordonnées de Y

- les coordonnées de Z.
AlorsU =Y P Z,et Y LZ.

Donc, pour tout 1 <7 < d, X,-, la projection orthogonale de X; sur U, est
la somme de X;, la projection orthogonale de X; sur ), et de IE(X; — X;/Z),
la projection orthogonale de X; sur Z. (j) est établi.

Donc R

X-X=X-X+EX-X/2)

pour tout 1 < 4,5 < d, IE(X; — X;/Z) € Z C U, donc est orthogonal dans
L*(Q,Z,P) a X, — X;.

Ceci entraine que

Cov(X —X) =Cov(X — )2() +Cov(E(X — X /7)),

ce qui joint a la derniére affirmation de la Proposition 4.4.2, établit (jj). O
On peut maintenant passer a la :
Preuve du Théoréme 4.4.1
Puisque (X,,Y1,Ys,...,Y},) est un vecteur aléatoire gaussien, il résulte
de la Proposition 4.4.2 que II,, = ]Y(Xn, A,), ot X, est une fonction affine

de Vi,..., Yy, et A, = Cov(X,, — X,,). Il nous reste a calculer (X,;1,Ani1)
en fonction de (X, A,,). Puisque

Xn—|—1 = AXn + Nn+1
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avec 7,41 centré et indépendant de (X,,Y1,...,Y,),
E(X, 1|V, ...,Y,) = AX,,
et en outre A
Cov(Xpy1 — AX,) = AN A" + Q.
Il nous reste a appliquer la Proposition 4.4.3, pour “rajouter le conditionne-
ment par Y, ,”. Pour cela, il nous faut définir I’“innovation” :
In+1 = Y’n—|—1 - IE(Yn+1|Yv1> RN Yn)
= I'pt1 — HAXn
= HAXn + H77n+1 + §n+la
o X, = X,, — X,,.

Notons que le v.a. (Y1,...,Y,, I,41) est un vecteur aléatoire gaussien,
et que les coordonnées de I, sont orthogonales dans L?(Q, Z,IP) & celles
de Y3,...,Y,. Donc (Yi,...,Y,) et I, sont indépendants, et de plus I,
est centré. Comme en outre o(Y7,...,Y,, Yoi1) = o(Y1,...,Y,, Ii41), on va
pouvoir utiliser la Proposition 4.4.3, qui nous dit que

Xop1 = AXy + E(Xps1 — EXpp1|Insr)
et Apyy = AN A"+ Q — Cov(Xpyy — AX,)

L’espérance conditionnelle ci—dessus se calcule a I’aide de la Proposition 4.4.2.
Or

E(X, I

) = AR [X,(X, - Xn)*] A*H* + QH"

— AN A*H* + QH*
Bl I, = HANA*H* + HQH* + R

Donc

Xnp1 = AX, + (AMA* + Q)H* [H(AAA* + Q)H* + R] ' (Vo — HAX,)
et
Api1 = AN A* + Q — (AN A* + Q)H* [H(AA A* + Q)H* + R| " H(AAA* + Q),

ce qui démontre le théoreme.



Chapitre 5

Contréle optimal des Chaines
de Markov

5.1 Controle optimal déterministe

On considere le systéeme dynamique suivant controlé en temps discret :
Xn = f(anlaun)a n 2> 1, X() donné ,

ot X, ¢ EC R, u, € UcCR" f: ExU — E. La suite {up,,n =
1,2,...} constitue le “controle” que 1’on peut choisir & chaque instant n dans
I’ensemble des controles admissibles U, le but étant de minimiser un cofit de
la forme :

N
J(w) = L(Xn, ).
n=1
C’est-a—dire que 'on cherche u* = (uf, ..., u}) tel que

J(u*) = min J(u).

(") = min J(u)

En admettant qu’un tel contrdle optimal existe (on peut donner des condi-
tions pour que cela soit le cas; I'existence est triviale si U est un ensemble
fini), on va maintenant donner un algorithme permettant de le calculer. Pour
cela on introduit les quantités suivantes :

®(n,z) = min ZL Xk, uk),

ur €UN<k<N

109
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ou X,,_1 = z. On a alors
Equation de la programmation dynamique (R. Bellman).

®(n,z) = min{L(f(z,u),u) + ®(n+ 1, f(z,u))}

uelU

Cette équation provient du fait suivant :

siu™™ = (uy,us q,...,uy) est optimal pour le probleme de controle entre
. « ey _ % n+1,(ii,f * *
n et N, avec la condition initiale X,y = z, alors w*""'=(uy_ ,...,u}y) est

optimal pour le probleme de contrdle entre n + 1 et N, avec la condition
initiale X,, = f(z, u}).

Algorithme de la programmation dynamique

On suppose maintenant que E' est un ensemble fini (si ce n’est pas le cas,
on est obligé de “discrétiser” I’espace d’états, pour se ramener a un ensemble
fini).

L’algorithme progresse de fagon rétrograde a partir de l'instant final NV,
pour le calcul des ®(n,x), pour n =N, N —1,...,1, et tous les z € E.

e Instant N : pour chaque z € E, on calcule

®(N,z) = min L(f(z,u),u),

uelU

et on note u*(N, z) I'un des arguments qui réalise ce minimum.

e Passage de n+ 1 a n : pour chaque x € E, on calcule :

®(n,z) = min{L(f(z,u),u) + P(n+1, f(x,u))},

uelU

et on note u*(n,z) 'un des arguments qui réalise ce minimum.

A la fin des calculs, on dispose de toutes les quantités {®(n,z);1 < n <
N, z € E}, et en particulier de

®(1,z) = min J(u), si Xo =z,

UL,y U NEU

pour tout x € E.

A condition d’avoir gardé en mémoire toutes les valeurs {u*(n,z);1 <
n < N, z € E}, on peut maintenant construire la trajectoire optimale (et
surtout déterminer un controle optimal) en repartant dans le sens “usuel”
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du temps :

Xik = f(XOaU’*(:l?XO)):

n n—1

U*(’I’L, X:L—l))?

X]tl = f(XE—17U*(N7 XE:I—I))

5.2 Controle des chaines de Markov

On suppose maintenant que {X,,n =0,1,2,...} est une chaine de Mar-
kov controlée a valeurs dans E dénombrable, c’est—a—dire que son évolution
est régie par :

Xn = f( Xy 1,Yn,u,), n>1, Xy € E donnée,

ou {Y,, n > 1} est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi a valeurs
dans F, {u,, n > 1} est une suite de v.a. a valeurs dans U, tel que pour
tout n > 1, u, est 0(X,, 1) mesurable et f : Ex FF x U — E. On vérifie
aisément que {X,, n > 0} définie ainsi est une chaine de Markov. On cherche
a minimiser le cott

N
J(u) =) L(Xy,un).
n=1
On va voir qu’un contrdle optimal u* = (uf,...,u’) est tel que pour tout

n, u ne dépend que de X,_i, ce qui fait que la suite {X}, 0 < n < N}
correspondante est une chaine de Markov.

On introduit comme & la section précédente les quantités (1 < n < N,z €
E):

N
() = B kz (X, ue),
=n

ol Uy, désigne ’ensemble des v.a. o(Xy_1) mesurables a valeurs dans U, et
IE,, , désigne I’espérance conditionnelle IE(-|X,,_; = z). On a alors I’§équation
de la programmation dynamique

®(n,z) = min E{L(f(z,Y,,u),u) + ®(n+ 1, f(z,Y,,u))}

uelU
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et on note u*(n, z) une valeur de u € U qui réalise ce minimum.
L’algorithme de la programmation dynamique consiste alors,
comme dans le cas déterministe. a calculer dans le sens rétrograde du temps,
les ®(n, ) et u*(n, ), en commencant par n = N, et en finissant avec n = 1.
On peut alors ensuite mettre en oeuvre le controle optimal en utilisant a
I'instant n le contréole u*(n, X, 1), en commencant a I'instant n = 1.

Remarque 5.2.1. On pourrait plus généralement chercher un controle op-
timal dans la classe des contriles u = (uq,...,uy) tels que pour tout n, u,
dépend de (Xo, X1, - .., Xn_1). On montrerait qu’il existe un contréle optimal
“markovien”, i.e. tel que chaque u, ne dépend que de X, 1, st bien que la
suite {X,} est bien une chaine de Markov.

5.3 Controle optimal linéaire quadratique

Dans cette section, on suppose que {X,,n € IN} est une suite gaussienne
A valeurs dans IRY, qui satisfait la formule de récurrence linéaire :

Xn :Aanl +Bun+fn+77n, n > 11

avec Xo, 71,72, ... une suite indépendante de vecteurs aléatoires gaussiens,
Xo ~ N(Xg, \o), et 7, =~ N(0,Q), et les f, sont des vecteurs donnés dans
IRY. On suppose que les contrdles u, prennent leurs valeurs dans U = R¥,
que A est une matrice d X d et B une matrice d X k. On cherche a minimiser
la fonctionnelle

J(u) = IEZ[(FX,,, Xn) + (Ruy, uy)],

n=1

ou F (resp.R) est une matrice symétrique d x d (resp. k x k), et R est définie
positive.

L’intérét du probleme de controle linéaire quadratique est que l'on va
donner une formule explicite pour le contrdle optimal.

Remarque 5.3.1. On pourrait utiliser une fonctionnelle de cout plus
générale, de la forme

N

J(u) =Y [(F(Xn = 20), Xn — Tn) + (Rug, un)],

n=1
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ot (z1,...,xn) est la “cible” dont on cherche a se rapprocher, le coit
pondérant [’éloignement entre X, et x,, et la norme du contrile que ’on
applique. Cependant un probléeme de ce type peut se mettre sous la forme de
notre probléeme ci-dessus, en posant X, = X, — Tn, grace a lintroduction
des vecteurs f, dans la formule de récurrence.

O
Avec les notations de la section 5.2. on a le

Théoréme 5.3.2. Pour tout 1 <n < N, z € R,
O(n,x) = (Gpz, z) + 2(hy, T) + Cp,

et u*(n,z) = —(R + B*(F + G,11)B)"'B*[(F + Gpny1)(Az + f) + hnyi]

ot la suite {(Gp, hnycn); 1 < n < N} est définie par la récurrence rétrograde :
Gn=A"(I — (F + Gp1)B(R+ B*(F + Gn+1)B)_lB*)(F + Gri1)A4,

hn = A*(I = (F' + Gni1) B(R + B*(F + Gps1) B) " B*)[(F + Got1) fu + hnt]
Cn = Cp1 + TT[(F + Gn+1)Q] + <(F + Gn—|—1)f + th—l—l, fn>_

< B(R + B*(F + Gn+1)B)71B*[(F + Gn+1)fn + hn+1]a (F + Gn+1)fn + hn+1 >

et Gyy1 =0, hAyy1 =0, cyp1 =0.
La preuve du théoreme repose sur le résultat élémentaire :

Lemme 5.3.3. Soit P une matrice k X k autoadjointe définie positive, et
f e RF. Alors

min [(Pu, u) + 2(u, f)] = —(P~'f, f),

u€RF

et le minimum est atteint au point u* = —Pf.

Preuve du théoreme : admettons la formule de I’énoncé pour tout
®(n+1,z). Alors

®(n, r) = min, gr B, [(FX,, Xp) + (Ru, u) + (Gn1 X0, Xn)

+2<hn+1, Xn>] + Cn+1

= <(F + Gn—|—1(A~'E + fn)an + fn> + 2<hn—|—1, Aw + fn) + Cpy1

+Tr[(F + Gny1)Q]

+ muln{((R + B*(F 4+ Gpi1)B)u,u) + 2{B*[(F + Gp1)(Az + f1) + hpia], u) }
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La formule pour u*(n,z) découle alors du lemme 5.3.3, et en outre

®(n,z) = (A*(I — (F + Gps1) B(R + B*(F + Gpy1)B) 1B*)(F + Gnir) Az, )
+2(A*(I = (F + Gny1) B(R+ B*(F + Gni1) B) ' BY)[(F + Gni1) fo + hnsa], )
+Cn+1 + T?”[(F + Gn+1)Q] + <(F + Gn+1)fn + th+1, fn>

—(B(R + B*(F + Gni1) B) "' B*[(F + Gnia) fo + o], (F' + Grst) fu + o),

d’ou 'on déduit les formules de récurrence. Comme le calcul ci-dessus est
correct avec n = N, a condition de poser Gyi1 =0, hy11 =0, ey =0, le
résultat est établi par récurrence.

Remarque 5.3.4. Les matrices de covariance Ay et Q) n’interviennent que
dans les constantes c, ; en particulier le contréle optimal n’en dépend pas. 1l
est le méme dans le cas Ay = Q = 0, qui est le cas déterministe.

5.4 Controle optimal linéaire quadratique
avec observation partielle

On considere maintenant le probleme suivant :

Xn :AXn71+Bun+fn+nna n > 1,

ol a nouveau X, 11, &1, 12, &a, - . . est une suite de v.a. gaussiens indépendants,
Xy et les 1, de dimension d, les &, de dimension k£ de matrice de covariance
R inversible, u,, & valeurs dans IR, choisi parmi les suites adaptées a la suite
{Y,.}, i.e. tel que pour tout n, u, soit une fonction de Yi,...,Y, 1, et on
cherche a minimiser le critere :

N

J(w) =B [(FX,, Xp) + (Qun, un)].

n=1
On aura besoin du résultat technique suivant :
On définit les suites
V9 =HXY+&, n>1,

etonpose Y, =c(Vy,...,Y,), Y0 =0c(Y2,...;Y0), n> 1,V =2 = {0,Q}.
On a alors le
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Lemme 5.4.1. Pour tout n, Y, = J°.

PREUVE: Posons

X' = AX' | + Bu,, n>1,X¥ =0,
Y =HXY n>1.

Puisque (uy,...,u,) est YV,_1 mesurable, il en est de méme de (Y, ..., Y").
Mais

Y,=Y2+Y" n>1
Donc (Y, ...,Y?) est ), mesurable, soit Y° C V. Réciproquement, puisque
uy est déterministe (car )y mesurable), Y est connu, donc Y; = Y + Y#
est une fonction de Y, soit Y1 C )}. Supposons que Y, C V2. Alors
(u1,...,unys1) est VO mesurable, et donc aussi V%, ;, d’ou

Y'rl-l-l Yn—H + Yr?—}-l

est V2., mesurable. O
Une conséquence du lemme 5.4.1 est que la suite de tribus (Vy,..., V)
ne dépend pas du choix du controle choisi. Maintenant, il est clair que

J(w) =B [EX(FXy, Xu) + (R, u,)]

n=1
Or X )
Xn = Xn + Xna
avec :f(n =IE(X,| V), et X, est indépendant de V,. Donc si 'on note A,, =
cov(Xy,),

~E Z [ FX,, X)) + (Rup, un) + TrFQn] .

On est donc ramené au probleme suivant (cf. la section 4.2) :
X,=(—-%, {H*(HY, 1H* + R)'H)AX, ; + Bu, + f,
+ S H*(HS,_1H* + R)7'Y,
Xo =X,

N
min f(u) =EY_ [(FX,L, X} + (Rug, un) | ,

qui est un probleme de controle optimal “déterministe” (puisque les Y, sont
observés, donc connus), dont la solution est donnée par le théoreme 5.3.2
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Chapitre 6

Le processus de Poisson

Dans ce chapitre et le suivant, on va étudier des processus de Markov
définis sur IR, , a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable F, qui sont
constants entre leurs sauts qui se produisent a des instants aléatoires : on les
appelle “processus markoviens de saut”.

Dans ce chapitre, nous allons introduire le “prototype” des processus
markoviens de saut, a savoir le processus de Poisson.

Ce processus modélise des répartitions aléatoires de point sur R, qui
peuvent correspondre a des instants de collision de particules, mais aussi a
des instants d’arrivée de clients dans une file d’attente, d’appels a un central
téléphonique .. ..

6.1 Processus ponctuels et f.a. de comptage

Un processus ponctuel sur IR, se décrit par la donnée d’une suite
croissante de points aléatoires

0<hi<Ty<---<T, <--- dans Ry

qui sont des v.a. définies sur un espace de probabilité (Q, F,P). Outre les
inégalités ci—dessus, on suppose que 7,, 1 0o, n — 00.
On posera
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les v.a. T, sont les instants ou se produisent un événement, les S,, sont les
délais ou les temps d’attente entre deux événements successifs.

On définit la f.a. de comptage {N;,t > 0} du processus ponctuel
{T,,n € IN} de la fagon suivante :

Ny = sup{n; T,, < t}
=Y <y
j>1
Ny est le nombre d’événement qui se sont produits avant I'instant t.
Notons que Ny = 0, puisque 77 > 0 et pour tout ¢ > 0, N; < oo puisque
T, 1 0o, n — oo.
Pour 0 < s < t, N; — N, est le nombre d’événements qui se sont produits

dans l'intervalle de temps |s, ].
Dessinons une trajectoire type du processus {N;,t > 0} :

Précisons que les trajectoires de {V;} sont continues a droite.
Notons que la donnée de {N;, ¢ > 0} est équivalente a celle de la suite
{T,,n € IN}, et que l'on a les relations :

{Ne 2 n} ={T, <t}



6.2. LE PROCESSUS DE POISSON 119

{Ni=n} ={T, <t <Tp1}
{N, <n<N}={s<T, <t}

6.2 Le processus de Poisson

Définition 6.2.1. On dit que le processus ponctuel {T,,,n € IN} ou sa f.a.
de comptage {Ny,t > 0} est un processus de Poisson si {N;,t > 0} est
une f.a. 4 accroissements indépendants et stationnaires i.e. si

a) quels que soient ty < t; < --- <t, dans Ry, les accroissements {th -
Ny _51<j5 < n} sont des v.a. indépendantes;

b) pour 0 < s < t, laloi de Ny — N ne dépend que de s et t que par la
différence t — s.

La propriété b) est appelée la “stationarité des accroissements ” de {N,;}.
Le nom “processus de Poisson” est justifié par la :

Proposition 6.2.2. Soit {N;,t > 0} la f.a. de comptage d’un processus de
Poisson. Il existe A > 0 tel que pour tous 0 < s < t, la loi de N; — Ny est la
loi de Poisson de paramétre \(t — s), i.e.

P(N, — N, = k) = e 29[\t — s)]F/k !, ke IN.

Remarque 6.2.3. Ce paramétre A est appelé 'intensité du processus de
Poisson {Ny,t > 0}. 11 est égal au nombre moyen d’événements qui se pro-
duisent pendant un intervalle de temps de longueur unité, i.e.

E[Nt+1 - Nt] - )\

Preuve de la Proposition 6.2.2 Pour tous 0 < s < ¢, considérons la
fonction génératrice de Ny — N, qui est l'application u — f;_(u) de [0, 1]
dans lui-méme qui ne dépend que de ¢t — s et est définie par :

foes(u) = E[u™™M]
=Y P(N,— N, = k)u*.

k>0

Par la propriété a) de la définition,

fi(u) = fs(u)frs(u), 0 < s <t, uel0,1].
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Il résulte de cette identité que

fo(u) = [f(w)]'

d’abord pour les ¢ rationnels, puis pour tout ¢ dans Ry car t — fi(u) est
décroissante.
Comme en outre

= P(Tl > t)
1, quand t | 0,

1(u 0, et donc il existe A(u) dans IR, tel que
f ( )# ) + q
ft(u) — 6_”\(“).

Puisque u — exp(—60(1 — u)) est la fonction génératrice de la loi de Poisson
de parametre 0, il reste a montrer que

Au) = A0)(1 — u).

Or clairement

1
Mw) =lim (1~ fi(u)
. 1
=lp 2 PN =B -

Mais puisque 0 < u < 1,

0< Z %]P(Nt =k)(1—u*) < %]P(Nt > 2)

k>2

et le résultat découle de la formule

Aw) = lim [%]P(Nt - 1)] (1—w),

a condition que I’on ait

1
¥]P(Nt >2) — 0, quand ¢ | 0.



6.2. LE PROCESSUS DE POISSON 121

Or

U {Nue =0, Npgap > 2} C{To < Ty + £}

neN
Comme IP(NV; = 0) = f1(0) = exp(—A(0)t), en utilisant en outre la propriété
a) de la définition, on a :

> exp(=A0)nt)P(N; > 2) = [1 — exp(=A(0)1)] ' P(N, > 2)
<IP(T, < Ty +1)
Mais, quand ¢ | 0,
P(Ty<Ti+t) > P(T,<T) =0

et pour tout ¢ suffisamment petit, (A(0)f)™' < (1 — exp(=A(0)t))~! <
2(A(0)t)~L.

Remarque 6.2.4. Il résulte de la derniére partie de la preuve ci—dessus que

P(Nyn — Ny =0) =1— M+ o(h)
]P(NH—h — Nt = ]_) =M+ O(h)
]P(NH—h - Nt 2 2) = O(h)

Donc a des probabilités petites devant h prés, N(t + h) — N(t) est une v.a.
de Bernoulli prenant la valeur 0 avec la probabilité 1 — \h et la valeur 1 avec
probabilité Ah. Cette propriété, jointe a l’indépendance des accroissements et
a la formule

J

n
S
Nips — Ny = Nirin — Nipoi—inl|, avec h = —
t+s t ;[ t+jh t+(—1)h) "
entraine que Nys — Ny suit approximativement une loi binomiale de pa-
rameétres (n,As/n). Or, quand n — oo, cette loi converge vers la loi de
Poisson de parametre As.

Notons que pour tout n, 0 < t; <ty < --- < t,, laloi du vecteur aléatoire
(Ny,, Ny, ..., Ny,) est entierement déterminée par la Proposition 6.2.2 et la
condition a) de la définition 6.2.1.
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Corollaire 6.2.5. La loi de l'instant Ty du premier événement est la loi
exponentielle de paramétre X (i.e. la loi sur Ry de densité Ae ™). Il en est
de méme pour la lot du temps d’attente aprés s du premier événement apres
s, T'n,+1 — 8, pour tout s > 0.

PrREUVE: Il suffit de remarquer que pour tout ¢ > 0,

— oM
et de méme

]P(TNS+1 - s> t) = IP(NS_H — N, = 0)
— P(N, = 0).

6.3 Propriété de Markov

Soit {Vy, t > 0} un processus de Poisson d’intensité \. Pour tout s,¢ > 0,

posons
N} = Ny — N;.

Il résulte immédiatement de la Définition 6.2.1 que {N;7,t > 0} est
un processus de Poisson d’intensité A, indépendant de {NV;,0 < ¢t <
s}. Remarquons que la donnée de {N;,0 < t < s} est équivalente a
celle de (Ny, Ty, Ty, ..., Ty,). L’indépendance dont il est question ci-dessus
est équivalente a celle de des vecteurs aléatoires (Ns, 11,75,...,Ty,) et
(Tn,+1,TN,+2, - - -, Tn,+p), POUT tout entier p.

Puisque les accroissements futurs apres s {Ns;; — Ng,t > 0} sont
indépendants du passé {N;,0 < t < s}, il est clair que le futur apres s
{Nsi4,t > 0} ne dépend du passé {INV;,0 < t < s} que par l'intermédiaire
du présent N,; ou encore, le futur et le passé sont conditionnellement
indépendants, sachant le présent. C’est la propriété de Markov.

Nous reviendrons sur cette propriété au chapitre suivant.

Nous allons maintenant généraliser le résultat ci—dessus au cas ou s est un
certain type de temps aléatoire. Pour cela, il nous faut tout d’abord rappeler
une notation, et poser une définition.

Rappelons tout d’abord qu’une tribu de parties d’un ensemble £ est une
classe de parties de £ stable par passage au complémentaire, réunion et in-
tersection dénombrable. On peut toujours parler de “la plus petite tribu
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contenant une certaine classe C C P(£)”, car c’est I'intersection de toutes
les tribus contenant C (il existe au moins une telle tribu, a savoir P (&),
et une intersection quelconque de tribus est une tribu, comme cela se vérifie
aisément). Par exemple, la tribu borélienne de IR, notée By, est la plus petite
tribu de parties de IR% contenant tous les ouverts.

Dans le cas d’une variable aléatoire a valeurs dans un espace dénombrable
E, o(X) = {X"Y(F); F C E}. Etant donné un vecteur aléatoire X de di-
mension d (i.e. une variable aléatoire & valeurs dans IR%), on note o(X) =
{XY(B); B € B;} la plus petite sous tribu de parties de 2 qui rend X
mesurable. C’est 1’ensemble des événements dont on sait s’ils sont ou non
réalisés au vu de la valeur prise par X. Etant donné {X;,i € I} une collec-
tion quelconque de vecteurs aléatoires (de dimensions quelconques!), on note
o{X;;i € I} la plus petite tribu contenant toutes les o(X;),i € I.

Il sera commode d’utiliser dans la suite la notation suivante : pour ¢t > 0,

FN =0{N;;0< s <t}
= O'{Nt,Tl,Tg, . 7TNt}-
Définition 6.3.1. FEtant donné un processus de Poisson {Ny,t > 0}, on

appelle temps d’arrét (de {N,}) une v.a. S a valeurs dans R, U{+o0} qui
posséde la propriété que pour tout t dans IR,

{S<t}eFN.

Pour tout s dans IR, S = s est un temps d’arrét. Pour tout n, 7}, est un
temps d’arrét. Ty, est également un temps d’arrét. Par contre, Ty, n’est
pas un temps d’arrét, car si t < s,

{Tn, <t} ={N;—=N, =0} ¢ FN, 0<t<s.

A tout temps d’arrét S de {IV;}, on associe la tribu des événements
“déterminés par la trajectoire {Nyjas, t > 0} arrétée a S” :

FYE{Ae FN. An{S <t} e FN, vt >0}.
Onala :

Proposition 6.3.2. Soit {N;,t > 0} un processus de Poisson d’intensité A,
et S un temps d’arrét de { N;}. Sur I’événement {S < oo} on pose pourt > 0

N7 = Ngyy — Ng.

Conditionnellement en {S < oo}, {NJ,t > 0} est un processus de Poisson
d’intensité X, indépendant de FY .
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PREUVE: On sait déja que le résultat est vrai si S est constant. Supposons
maintenant que S prend ses valeurs dans une suite croissante (s;,7 > 1) de
réels positifs. Notons que comme S est un temps d’arrét,

{S=15;} ={S<s;]\{S<s;}eFJ

Soit A€ FY,0<t) <ty <...<tgetny,...,ng dans IN.

V4
P (An (NS = nk})>

k=1

—ZlP({S—sJ}ﬂAﬂ(ﬁ sittn — —m&))

k=1

14
:Z]P({S:sj}ﬂA (ﬂ st — s]—nk}>

14
=P(A)IP (ﬂ{Ntk = nk}> :

k=1

ol on a utilisé la propriété {S = s;} N A € FJJ pour la seconde égalité, et le
fait que le second facteur de ’avant derniere expressmn ne dépend pas de s;,
par stationnarité des accroissements de {NV;}.

Le résultat est établi pour un temps d’arrét prenant ses valeurs dans une
suite croissante d’instants. Mais tout temps d’arrét S peut étre approché par
une suite décroissante de temps d’arrét de cette forme. En effet, pour tout
N, posons

Sn = Z k27" 1 (k—1)2-n<5<k2n}-
keN

[’égalité ci—dessus est alors vraie avec S remplacé par S,,, puisque
S<S,=FJ cFy.

On passe aisément a la limite dans 1’égalité avec S remplacé par S, puisque
par continuité a droite des trajectoires de {INV;, ¢ > 0},

¢ 0
P (Am (N = nk})> — 1P (Am (e = nk})> :

k=1
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Corollaire 6.3.3. Soit {Ny;t > 0} un processus de Poisson d’intensité A,
et (T)n>1 ses instants de saut. On pose S; = 11,8y = 1o — T1,...,S, =
T, —T,_1,.... Les variables aléatoires S1,So,..., Sy, ... sont indépendantes,
toutes de loi exponentielle de paramétre \.

PREUVE: On sait déja que T3, le premier instant de saut d’un procesus de
Poisson d’intensité A, suit une loi exponentielle de parametre A. Il résulte
de la Proposition 6.3.2 avec S = T,, que S,11 = Tpy1 — T}, est le premier
instant de saut d’un processus de Poisson d’intensité A donc suit une loi

exponentielle de parametre )\, et est indépendant de 17,75, ..., T, donc aussi
de 51,95, ...,5,. Ceci étant vrai pour tout n > 1, le résultat est démontré.
O

Il est assez clair que 1’on a la réciproque suivante :

Proposition 6.3.4. Soit {S,;n > 1} une suite de v.a.r. indépendantes,
toutes de loi exponentielle de paramétre A > 0. On pose

Tn:SI++Sn7 n=>1,
Ny =sup{n; T,, <t}, t>0.
Alors { Ny, t > 0} est un processus de Poisson d’intensité ).

On a donc une fagon de “construire” un processus de Poisson, ce qui en
particulier démontre que la Définition 6.2.1 n’est pas vide! On a aussi une
fagon de simuler le processus de Poisson.

6.4 Comportement asymptotique
Soit & nouveau {/Vy;t > 0} un processus de Poisson d’intensité A\. On a :
[E[N,] = At, Var[N,] = At.

Donc IE[N,/t] = X, Var[N,/t] = 2, d’olt N(t)/t — X en moyenne quadratique,
quand ¢ — oo. En fait on a aussi la “loi forte des grands nombres” :

Proposition 6.4.1. Soit {Ny;t > 0} un processus de Poisson d’intensité \.

N,
Alors Tt — A p.s. quand t — oo.
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PrREUVE: Remarquons tout d’abord que
No= Y [Ni= N
1<i<n

est la somme de n variables aléatoires indépendantes, de méme loi de Poisson
de parameétre A (donc intégrable). Il résulte donc de la loi forte des grands

nombres que

N,
“® ), p.s., quand n — oo.
n

Or, avec la notation [t] = partie entiere de ¢,

t O[]t t

Il suffit donc de montrer que

N; — N,

sup —— — 0, quand n — oo.
n<t<n+1 n
Or si
gn d:ef sup Nt - Nn;
n<t<n+1
= {Vp4+1 — Nn;
o o 4+ -+ ..
les {£,} sont i.i.d. et intégrables. Donc Gt -+ — A p.s., dou
n
f_n — 0 p-s.
n

On a un “théoréme de la limite centrale” :

Proposition 6.4.2. Soit {Ny;t > 0} un processus de Poisson d’intensité ).
Alors
Ny — At
VAt

ol 7 est une v.a.r de loi gaussienne centrée réduite (i.e. d’espérance 0 et de
variance 1).

— 7 en loi, quand t — oo,
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PREUVE: On raisonne comme dans la preuve précédente.

N, — \n
vV an

d’apres le théoreme de la limite centrale “classique”. Et
Nt - N[t]
Alt]

— Z en loi, quand n — oo,

< &m/ VA,

qui tend en probabilité vers zéro quand ¢ — oo puisque

P (gn/m > e) _p (gn > e\/%)
=P (51 > s%)

— 0, quand n — oc.

127

.. Ny — Npg i .
Donc a fortiori W — 0 en probabilité quand ¢ — oo. Finalement :
Ny — At Ny — Alt] y i]
VAt V] t

NNy [, sl
VA

et on sait que si X,, = X en loi, Y,, — 0 en probabilité, alors

X,+Y,— X en loi

d

On peut en fait établir un “théoreme de la limite centrale fonctionnel”
que nous allons maintenant décrire. Une démonstration analogue a celle de

la Proposition 6.4.2 montre que pour tout ¢ > 0,
Nt’u — AMu
Vu

— By en loi quand u — oo,

ol B; est une v.a.r. gaussienne centrée de variance t. Remarquons que pour
chaque u, {[Ny — Au]/vAu, t > 0} est un processus & accroissements
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indépendants, dont les sauts sont d’amplitude (Au)~'/2. Tl en résulte que ’on
peut passer a la limite ci—dessus quand u — oo “de fagcon coordonnée pour les
différents ¢”, de telle sorte que la limite { By, ¢ > 0} soit un processus gaussien
centré, a accroissements indépendants, a trajectoires continues, et vérifiant
E[B;] =t. {Byt > 0} est ce qu’on appelle le mouvement brownien.

6.5 Exercices

Exercice 6.5.1. Soit X une v.a.r. 4 valeurs dans Ry t.q. P(X > t) >
0, Vt > 0. On suppose en outre que Vs,t > 0,

P(X >s+t/X >t)=IP(X > s).
En déduire que la loi de X est une lot exponentielle.

Exercice 6.5.2. Trois personnes A, B et C arrivent a la poste en méme
temps pour téléphoner. Il y a deuzr cabines qu’occupent immédiatement A et
B. C remplace le premier sorti. A, B et C quittent immédiatement la poste
apres avoir téléphoné.

On désigne par X, Y et Z les temps d’occupation de la cabine par A, B et
C respectivement. Ces trois variables aléatoires sont supposées indépendantes
et équidistribuées, de loi commune la loi sur Ry de densité Aexp(—At), t > 0
(avec A > 0).

a Calculer la probabilité que C sorte le dernier.
b Trouver la loi de probabilité du temps total T passé par C a la poste.

c L’instant 0 étant linstant d’arrivée des trois personnes a la poste, donner
la loi de probabilité de l'instant du dernier départ.

Indication : on cherchera a déterminer la loi du v.a. (X ANY,XVY —XAY)
(A =inf, VvV =sup).

Exercice 6.5.3. Une machine posséde une durée de vie 11 de loi exponen-
tielle de parameétre 0. Lorsqu’elle tombe en panne, elle est instantanément
remplacée par une machine semblable de durée de vie 75 et ainsi de suite. On
suppose les durées de vie (1,; n € IN) indépendantes et équidistribuées. La
premiére machine commence a travailler a linstant 0; les instants T,, (n > 1)
de défaillance des machines successives (soit Ty = 1, Ty = 7 + To,...)
forment un processus de Poisson.
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a Pour un instantt > 0 fixé, soit D, la durée écoulée depuis la mise en fonc-
tionnement de la machine en marche a l'instant t. Dans quel ensemble
la v.a. D; prend-elle ses valeurs ? Quelle est la loi de Dy ¢ Montrer que
lorsque t — o0, cette loi posséde une limite.

b Soit S; la v.a. positive telle que t + Sy soit instant de défaillance de
la machine en fonctionnement a linstant t. Quelle est la loi de S; ¢
Quelle est la loi du couple (Dy,S;) et quelle est la limite de cette loi
lorsque t — o0 2 Pourquoi les deuxr v.a. D; et S; ne sont—elles pas
équidistribuées et pourquoi le deviennent-elles quand t — oo ¢

¢ Quelle est la loi de Dy + Sy, la durée de vie de la machine en fonctionne-

ment a ['instant t ¢ Comparer la limite de cette loi quand t — oo avec
la lot commune des T,

Exercice 6.5.4. a) Soit X1, Xs,..., X, des v.a.r. indépendantes, toutes
de loi uniforme sur [0,t], et Y1,Ys, ..., Y, la méme suite ordonnée par
ordre croissant, i.e. définie par

Yi = inflgign X =X,
Y, = lnflgign,i;éil X;

et ainsi de suite. Préciser la loi du vecteur aléatoire (Y1,Ya, ..., Yy).

b)  Soit {Ny,t > 0} un processus de Poisson d’intensité X\. Montrer que
la loi conditionnelle du vecteur aléatoire (11,T5,...,T,), sachant que
Ny =n, est la loi trouvée en a).

Exercice 6.5.5. Soit {N}; t > 0} et {N?; t > 0} deux processus de Poisson
indépendants, d’intensité respective A1 et \y. Montrer que {N} + NZ; ¢t > 0}
est un procesus de Poisson d’intensité A\ + Ag.
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Chapitre 7

Processus markoviens de saut

7.1 Généralités

Le but de ce chapitre est d’étudier les processus de Markov a valeurs
dans un espace d’état F fini ou dénombrable. Un tel processus {X;, t > 0}
a ses trajectoires continues a droite et constantes entre ses sauts, lesquels se
produisent & des instants aléatoires T} (w), To(w), - - ., Tp(w), - . .. La différence
avec le processus de Poisson du chapitre précédent est que, connaissant la
position avant le saut, la position apres le saut est aléatoire. Si I'on désigne
par Z,(w) la position de {X,} juste apres la n-iéme saut T, (w), n > 1, une
trajectoire type de {X;; ¢ > 0} a ’allure suivante

131
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La donnée de {X;; t > 0} est équivalente & celle de la double suite
{T,, Zn; n > 0}.

Pour certaines applications, il convient de pouvoir rendre certains états
absorbants (par exemple, dans le cas d’un modele décrivant 1’évolution de la
taille d’une population sans possibilité d'immigration, I’état 0 est absorbant).
i € E est dit absorbant si Xr, (w) =i = Tp41(w) = +00.

On supposera donc que les instants de saut forment une suite croissante

0=T<T1 <Tr<---<T, <---
avec T, € IRy U {+oc}, et
Th(w) < Try1(w) si Ty (w) < oo,

et en outre que T}, (w) — +oc! quand n — oco. Une fonction aléatoire { X;; ¢ >
0} a valeurs dans E est appelée fonction aléatoire de sauts si elle est de la
forme :
Xw = Y Znw) g L))
{n>0; T (w)<oo}

ou les v.a. Z, prennent leurs valeurs dans E. Posons la :

Définition 7.1.1. Une fonction aléatoire de sauts {X,t > 0} d valeurs
dans E est appelée processus markovien de sauts (ou chaine de Markov
en temps continu) si pour tout 0 < s < t, la loi conditionnelle de la v.a. X,
sachant {Xy; 0 < u < s} ne dépend que de X, i.e. si pour tout n € IN,
0<tg <ty <+ <ty <S8, tg,l1yeenyin, 1,] €EF,
P(X; =j5/Xs, =10, Xy, =01, Xy, = 1n, X5 =1) = P(Xy = j/X; =19)°.
On dira que le processus markovien {X;, t > 0} est homogeéne si la
quantité P(X; = j/ X, = i) ne dépend de s et de t que par la différence t — s.

On n’étudiera dans la suite que des processus markoviens homogenes. On
utilisera la notation :

P(X, = j/X, =1i) = Py(t — s)

LCette condition exclut la possibilité d’“explosion”, i.e. la situation ou T}, tend vers
une quantité finie avec une probabilité non nulle.
2Cette condition n’a de sens que si

]P(X(t()) = X9, X(tl) :.’El,...,X(tn) = Tn, X(S) :.’If) > 0.

On ne tiendra pas compte de la condition pour les valeurs de n,zg,%1,...,%n, T pour
lesquelles cette inégalité n’est pas satisfaite



7.1. GENERALITES 133

ol pour tout t > 0, P(t) est une “matrice markovienne” sur £ x F, appelée
matrice de transition dans le temps t. On notera ci—dessous p(t) la loi de
probabilité de X; sur E, t > 0. (0) est appelée la “loi initiale” du processus
{X;; t > 0}.

Proposition 7.1.2. Soit {X;, t > 0} un processus markovien de sauts, de
loi initiale v et de matrices de transition {P(t), t > 0}. Pour tout n dans IN,
0 <ty <--- <ty laloi du vecteur aléatoire (Xo, Xy,,...,Xs,) est donnée
par : pour tout ig,1,...,%, dans E,

IP(Xo:io,Xh=i1,Xt2=iz,---,Xt = in)

n

= ru'iOPioil (tl)Pili2 (t2 - tl) - X Bn 190 (tn - tnfl)-

Par conséquent, pour tout t > 0,
u(t) = p(0)P(t)

au sens ot p;(t) = ZM(O)PU (t), et pour toute fonction positive ou bornée
i€k

g: F—> 1R,

En outre, les matrices de transition {P(t), t > 0} vérifient la relation de
semi—groupe (équation de Chapmann—Kolmogorov) :

P(s+1t) = P(s)P(t),
au sens ou pour tous les i,j dans F
Z] t + 5 Z sz Plc]
keE

PREUVE: Il résulte immédiatement de la définition des probabilités condi-
tionnelles et de la propriété de Markov que

]]':)(XO - iO,th == il, .. .,th = Zn)
= ]P(X() = iO)P(th = ’L'l/XO = Z'O)]P(th — Z'Q/XO — /L'(),th — 7/1)
- X ]I:)(th = 'l/n/XO = 'I:O,th = 7:1, .. _th71 = in—l)

= iy Pigiy (1) Piyiy (t2 — 1) X - X Py 4, (tn — tn1).
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Dans le cas n = 1, cette formule s’écrit :
IP(Xo =1, X; = j) = w:Py (1)

et le second résultat s’en déduit en sommant sur ¢+ € E. Par définition de
P(t),
P(X; = j/Xo = 1) = P;(2),
le troisieme résultat s’en déduit en multipliant par g; et sommant en j € E.
Enfin la formule ci—dessus dans le cas n = 2 donne, apres division par

P(Xs =k, Xopr = j/Xo =1) = Pi(s) Pi;(t)

le dernier résultat s’en déduit en sommant en k € E.
O

Nous allons maintenant présenter quelques exemples de processus mar-
koviens de saut.

Exemple 7.1.3. Un processus de Poisson {Ny; t > 0} d’intensité A est un
processus de Markov a valeurs dans IN, de matrice de transition :

P;; .
0, sinon.

(0 = {ez\t(/\t)ji/(j o siisi

Exemple 7.1.4. Processus du télégraphe FEtant donné un processus de
Poisson {N;} d’intensité \, et une v.a. Xy d valeur dans E = {—1,+1},
indépendante de {Ny; t > 0}, on pose :

X, = Xo(=1)M, t>0.

{X}, t > 0} est un processus de Markov, de matrice de transition :

Py(t) = Poaa(t) =e ™y (A)™/(2n)!

n>0

Poy(t) =Ppoa(t) =e ™) (A)"/(2n+1)!

n>0
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Exemple 7.1.5. Soit {Ny; t > 0} un processus de Poisson d’intensité \, et
dinstants de saut 0 < Ty <Ty < T3 < - < T, < -+-. On se donne en outre
une chaine de Markov en temps discret {Z,; n € IN} a valeurs dans E, de
matrice de transition {P;j; i,j € E}, indépendante de {Ny, t > 0}. Alors on
peut montrer (voir exercice 7.11.1 ci-dessous) que

o0

Xy = ZZn]-[Tn,Tn-H[(t)a t>0

n=0

est un processus markovien de saut.

7.2 Générateur infinitésimal

La propriété de semi-groupe fait que P(t) est connu pour tout ¢ dés qu’il
est connu pour t petit. En fait, on va voir qu’il est entierement déterminé
par sa dérivée a droite en ¢ = 0 (on sait que P(0) = I).

Théoréme 7.2.1. Soit {P(t), t > 0} le semi—groupe des matrices de transi-
tion d’un processus markovien de sauts {X;, t > 0}.

Il eziste une matrice {Qi;;1,j € E} (appelée le générateur infi-
nitésimal du semi-groupe (P(t)) qui vérifie

(1)) Qij 20sit#]
(11) Qi =-— Z QRi; <0,
JEE\{i}

(cette derniére égalité étant stricte sauf si l’étal i est absorbant) et telle que,
lorsque h | 0,

Py(h) = hQy+o(h) sii # j

Py(h) =1+ hQs + o(h).
En outre, conditionnellement en Xog = 1, l'instant de premier saut T} et la

position apres le premier saut Z1 = Xy, sont indépendants, T} de loi exponen-
tielle de paramétre ¢; = —Qyi, et Zy de loi sur E donnée par {Qi;/qi; 7 # i}

PREUVE: Remarquons tout d’abord que

{T1>nh}C{X0:Xh:: nh}C{T1>7’Lh}U{T2—T1§h}
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Comme P(Ty, —T; < h) — 0 quand h — 0, on a que si, h — 0, nh — t (avec
nh >t),

— tim{P ()]

L’existence de cette derniere limite entraine que
1
E[l — P;i(h)] = ¢; € [0,+0<],
quand h — 0, et donc
IP(Tl > t/X() = ’L) = e_q"t.

D’ol nécessairement ¢; < oo et g; = 0 ssi ¢ est absorbant. On pose Q; = —g;-

La démonstration de 'existence des limites de —P;;(h) pour i # j se fait

h

de facon analogue :

{Tl Sta Z():ia lej}

- h—})l,glll—nt Z {Xo=Xp=---= Xm-1)h =& X = 7}
1<m<n
P(Ty <t Zy=7j/Xg=14) =li L= Fa(h)" (h)
= =1 = 11mm --———-—- i

146 41 J 0 1_Pz(h)
1 — e 4t 1

= —lim—-P;;(h

¢ lmh ]( )

1
Donc Q;; = lim EP,-]- (h) existe pour i # j et

]P(T1 S t, Z1 = _]/XO = 7,) = (]. — eiqit)%
i
d’ou

et
P(Z = j/Xo = i) = %

Dans le cas cardE' < oo, on déduit immédiatement du Théoréme le :
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Corollaire 7.2.2. (i) {P(t),t > 0} est l'unique solution de l’équation de
Kolmogorov “rétrograde”
dP(t
% =QP(t) t >0; P(0)=1.
En outre u(t,i) := E[g(Xy)/Xo = 1] satisfait aussi une équation de
Kolmogorov rétrograde

ou
_ 1 — L. ; ; E-
5 (t,1) ;EE Qiju(t, j), t>0,1€ E;

u(0,i) = g(i),i€ E.

(11) {P(t),t > 0} est aussi l'unique solution de I’équation de Kolmogorov
Progressive :
dP(t)
dt
En outre, la famille des lois de probabilité marginales {u(t), t > 0} des
v.a. {Xy;t > 0} satisfait I’équation de Fokker—Planck :

Opa(t) _ '
ot _jEZEluJ(t)Q]u t>0,1€FE.

= P(t)Q, t>0; P(0) = 1.

PrREUVE: Pour établir ’équation de Kolmogorov rétrograde, il suffit de
dériver Py;(t) en utilisant la propriété de semi-groupe sous la forme

P(t+h) = P(h)P(t).

L’équation pour u se déduit alors de I’équation obtenue en multipliant
a droite par le vecteur colonne {g;}. L’équation progressive s’obtient en
dérivant a partir de la formule :

P(t +h) = P()P(h).

L’équation de Fokker—Planck s’en déduit alors en multipliant a gauche par
le vecteur ligne {;(0)}.

La démonstration ci—dessus n’est pas rigoureuse dans le cas card ' = oo,
puisqu’elle implique la permutation d’une dérivation et d’une sommation
infinie. Nous donnerons plus loin une démonstration pour le cas cardE = oo.
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7.3 Propriété de Markov forte

La notion de temps d’arrét et la tribu FZ sont définis comme & la section
6.3, en remplacant {Ny; ¢ > 0} par {X;;¢ > 0}.

Théoreme 7.3.1. Soit S un temps d’arrét du processus markovien de sauts
{X; t > 0}. Conditionnellement en {S < oo} et {Xg =1}, {Xg, t >0}
est indépendant de FZ, et sa loi est celle de {Xy; t > 0} sachant que Xy = i.

PREUVE: On va se contenter de faire la démonstration dans le cas d’un temps
d’arrét constant S = s. Le cas général s’en déduit comme pour le processus
de Poisson (cf. Preuve de la Proposition 6.3.2).
Soit 0 < 51 < 8 < - < & < 50 < 1 < th < -0 <

to; i,il,...,ik,jl,...,jg € S,

P(Xoit, = Juyeo oy Xowt, = Jo/ Xoy =01, -, X, = 1, X5 = 1)

. ]P()(s1 = ’1:1, e ;Xsk = ik,,Xs = i,X5+t1 = jl; e 7X5—I—t[ = ]g)

N P(X, =i1,..., Xy, =i, Xy = 1)

= Fiji (t1) Pjyjo (o — 1) X -+ X By, (te — te-1)

=P(Xy, =7j1,..., Xt, = jo/ Xo = 1)

[l

Nous allons maintenant établir les équations de Kolmogorov dans le cas
général, ainsi que généraliser le Théoréme 7.2.1 pour la loi de (7}, Z,,).

Pour tout n, nous définissons la loi conditionnelle de (Z,, T},) sachant que
XO = Z() =1

R.(i;5,B)=WP(Z, =3, T, € B/Zy=1i), B € B,.
Notons qu’il résulte du Théoreme 7.2.1 que
Qz’j/ e “tdt, sii# j;
B

0, sii=j.

Il sera commode de considérer que R est défini comme suit, avec B borélien
quelconque de IR :

1, sii=4, 0€ B;

0, sinon.
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La propriété de Markov forte a I'instant 7}, entraine que
P (Zmn =k Tinin € B/Fy,,) = Ru(Xn,; by B — T,
ou nous avons utilisé la notation
B—t={se€Ry; s+te€ B}
Donc
P(Zmin =k, Tinin € B/Xo=1) =E[Ry(Zn; k, B—T,)/Xo = 1]

Ry

JEE
Autrement dit,
Ry in(is k, B) Z (i; 4, dt) Ry (j; k, B — 1).
jEE

En sommant sur j et en integrant par rapport a dt, on obtient I’équation
fondamentale

Ronin(i; k, du) Z/ (i; j, dt)Ru(j; k, du — t),
ou la mesure R, (j;k,du —t) est définie par

/R Run(s b, du — 0)f (u) = /R R s i du) £ (¢ + ).

Il est clair que les {R,, n > 1} sont entierement déterminés par R; et cette
équation fondamentale.
Remarquons que

$)=Y P(Zp=j,Tn<s5<Tn1/Z =)

m>0

= ZP(Zm:],Tm < SaTm+1_Tm >S—Tm/Z():7;)

m>0

= Z E[IP(Tri1 — T > 5 — T/ Zm, Tin) {2 =j 1<} [ 20 = 1]
m>0

=Y Ele Ty i</ Zo = 1]
m>0

—Z/ ~4(=O R, (i 4, dt),

m>0
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oll on a utilisé a la troisieme égalité la propriété de Markov forte a I’instant
T
Donc d’apres ’équation ci—dessus

Pi(s) = 6;;7%° + Z/ e_qj(s_t)Rm(i;j, dt)
0

m>1

s t
Pij(s) = dije™ % + Z /0 e_qf(s_t)/o Ry (45 k, du) Ry (ks 7, dt — u).

m>0,keE

Soit

Pyi(s) = di;e7%° + Z/o Ry (3, k, du) Py;(s — u)

kEE

eqist'j(S) = 6ij + / e‘”t Z szPkJ(t)dt,
0 ki

PO _ ops).

On pourrait établir de fagon analogue 1’équation de Kolmogorov progres-
sive.

Le raisonnement qui précede montre que

ce qui est une forme intégrale de 1’équation

]P(Zl == jaTl € B,ZQ = k,TQ - T1 € C/Z() = Z)
:/ /Rl(lajadt)Rl(jakadu)
B JC

Cette formule se généralise a la loi de ((Z1,7}),...,(Zn,Ty)). Partant de
cette loi jointe, on pourrait en déduire que le processus de saut correspondant
{Xi, t > 0} est markovien.

Remarque 7.3.2. Si on se donne un générateur quelconque @, on peut
définir Ry, et donc la loi des (Z;,T;). Mais la suite {T,} correspondante
ne vérifie pas forcément la propriété T,, — oo p.s. quand n — oo, i.e. le
processus { X} correspondant n'est pas forcément défini pour tout t > 0.
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7.4 Chaine de Markov incluse

Soit {Xyt > 0} un processus de Markov dont les temps de saut
T,T,,...,T,,... vérifient la condition de non explosion 7,, — oo quand
n — oo. La suite {Z,;n € IN} définie par

Zn = X1, (avec Ty =0)

est une chaine de Markov en temps discret (c’est une conséquence de la
propriété de Markov forte de {X;}), appelée la “chaine incluse”, qui a la
particularité que Z,.1 # Z, p.s., Yn > 0. Sa matrice de transition P se
calcule aisément en fonction du générateur @ de {X;} :

b {(—Qﬁ)—lQﬁ-, i j # s
ij = C
0, sl j = 1.
Posons, pour n > 1,
Sp = QZn,l(Tn —Th1) (ol g = —Qu),
et pour ¢t > 0,
n
N; = sup{n; ZSk <t}.
k=1
Alors {Ny; t > 0} est un processus de Poisson d’intensité 1 (utiliser la pro-
priété de Markov forte de {X;}, et le fait que si U ~ exponentielle (A\), \U =~
exponentielle (1)).
Réciproquement, soit {/Vy; ¢ > 0} est un processus de Poisson d’intensité
1, {Z,; n € IN} une chaine de Markov & valeurs dans E de matrice de
transition P (telle que P; = 0, Vi € E) indépendante du processus de Poisson

{N;}, et ¢q: E—1R%. Onnote 0 =Ty < Ty < Ty < --- les instants de saut
du processus de Poisson, et on définit, pour n > 1,

Tn B Tnfl

q(Zn—l) ’

Sp =

Supposons satisfaite la condition de non explosion. Alors

> Zalip (1), >0,

n>0

def

Xt:
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est un processus de Markov de générateur infinitésimal

GPy, sij#i;
Qij = { vy

On montre (cf exercice 7.11.3) que la condition de non explosion est satisfaite

ssi
Zqz = +00 p.S.
n>0

Cette derniere condition est toujours satisfaite d’une part si g est bornée,

et d’autre part si la chaine de Markov {Z,} est irréductible et récurrente
(exercice).

7.5 Classification des états

Les classes d’équivalence du processus de Markov {X;;t > 0} sont celles
de la chaine incluse. En outre, un état ¢ € E est dit récurrent (resp. tran-
sitoire) pour {Xy;t > 0} s’il est récurrent (resp. transitoire) pour la chaine
incluse.

On a, comme dans le cas des chaines en temps discret, le

Théoréme 7.5.1. Soit {X;;t > 0} un processus de Markov récurrent irré-
ductible. Alors il existe une mesure invariante strictement positive (i.e. une
mesure strictement positive m sur E telle que 7@ = 0), unique d une
constante multiplicative pres.

Pour distinguer entre récurrence positive ou nulle (cette question ne se
pose que dans le cas |E| = +00), il ne suffit pas de regarder ce qu'il en est
de la chaine incluse, cf. Remarque 7.6.3 ci—dessous. Définissons I'instant du
premier retour a ’état ¢+ comme :

Définition 7.5.2. L’état 1 est dit récurrent positif sl est récurrent et si
E;(R;) < oo, récurrent nul s’il est récurrent et si IE;(R;) = +o00.

A nouveau, dans le cas irréductible, tous les états sont soit transients,
soit récurrents nuls, soit récurrents positifs, et suivant le cas on dit que le
processus {X;} est transient, récurrent nul ou récurrent positif.
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7.6 Comportement asymptotique

Nous allons tout d’abord indiquer brievement une généralisation des
résultats de la section 6.4, dont la démonstration est identique a ceux—la.

Supposons que E = Z¢ (plus généralement, ce pourrait étre n’importe
quel groupe additif), et que pour tout ¢, P,;(t) = p;—i(t), pour une certaine
probabilité p;(t) sur Z¢. 1l est facile d’en déduire que le processus marko-
vien de sauts {X;;t > 0}, dont {P;;(¢)} est le semi-groupe des matrices de
transition, est un processus a accroissements indépendants et station-
naires, donc il existe m dans IR? et V une matrice d x d tels que

E[Xt — Xo] = mt, COU[Xt — X()] =Vt

On peut alors montrer que quand t — oo

Xy
— —m p.s,
t

et

(Vt)"Y3(X, — mt) — Z en loj,

ol Z est un vecteur aléatoite gaussien de dimension d, centré et de covariance
la matrice identité. On a méme que {(uV)~/2(X,, — mtu), t > 0} converge
vers un mouvement brownien standard d-dimensionnel {B;, ¢t > 0} i.e. avec
Cov(B;) =tI.

La classe des processus que nous venons d’examiner vérifie soit || X;|| — oo
quand ¢t — oo (en particulier si m # 0) donc le processus {X;} est transitoire,
soit {X;} est récurrent, mais ses trajectoires ont des “oscillations de plus en
plus grandes” quand ¢ — oo. C’est le cas particulier du comportement en
temps long d’une classe plus large de processus, pour laquelle pour tous
1,] €F,

P;j(t) = 0 quand t — oo.
Nous allons maintenant décrire - sans démonstration, elles sont assez proches
de celles du Chapitre 2 - un deuxiéme type de comportement, qui est a
I’opposé de celui que nous venons de voir, et qui couvre en particulier le cas
cardF < oo.

Théoréme 7.6.1. Soit {X;,t > 0} un processus markovien de sauts & valeurs
dans E irréductible, de générateur infinitésimal Q).
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Alors il existe au plus une probabilité sur E {m;,i € E} solution de
[”“équation de Fokker—Planck stationnaire”

TQ =0, i.e. Zﬂ'iji =0, 1€ E.
jEE

Une telle solution m existe ssi {Xi;t > 0} est récurrent positif,
a) mP(t)=m,t>0;
b) thm sz(t) =Ty, ’L,] GE,'

—r 00

et plus généralement pour toute probabilité p sur E, (nP(t)); — =},

JEE;
c) quelle que soit la loi initiale p,

1 t

—/ lix,=iyds — m; p.s.

t Jo

quandt — o0, 1 € E, et plus généralement pour toute fonction f : F —
R qui soit m—intégrable,

1 t
;/0 f(Xs)ds — mei p.s. ,t — 00.

i€E
d) pour tout i dans E, IE;(R;) = (mq;) .

Preuve de d) : m; est la proportion du temps passé dans 1’état 7. Il
suffit de considérer le processus partant de i. Pendant la premiere excursion
(trajectoire entre 'instant 0 et 'instant du premier retour a 1’état i, apres
lavoir quitté), la proportion du temps passé dans I’état i vaut 73/R;. La
meéme proportion, pendant les n premieres excursions, vaut

n -1 n
(B 4+ BT 4+ T7) = (”_IZRQ“> )T
k=1 k=1

ot {RF;1 < k < n} (resp. {TF;1 < k < n}) est une suite i.i.d. de loi
commune celle de R; (resp. celle de T7). Il reste & faire tendre n vers l'infini,
et & remarquer que IE;(T}) = ¢; ' O

On retrouve la méme dichotomie que dans le cas du temps discret : dans
le cas récurrent irréductible, le processus est récurrent positif s’il existe une
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probabilité invariante, et récurrent nul si toute mesure invariante est de masse
infinie. Dans le cas |E| < oo, il n’existe pas d’état récurrent nul.

Dans le cas du temps continu, tout processus de Markov est apériodique,
d’ou la propriété b) du théoreme.

La probabilité 7 est appelée la probabilité invariante du processus de
Markov {X;;¢t > 0}. Notons qu’une telle probabilité existe toujours dans le
cas cardE < oo. a) nous dit que si u(0) = 7, u(t) = 7 pour tout ¢t > 0. En
outre, toujours si u(0) = 7, le processus {X;;t > 0} est stationnaire au
sens ou pour tout n € IN, 0 < t; <ty < --- < t,, la loi du vecteur aléatoire
( Xty 4y Xtgtsy- -+, Xt,+5) ne dépend pas de s > 0, ce qui résulte de a) et de
la Proposition 2.1.2. b) nous dit que pour tout x(0), p(t) — 7 quand ¢ — oc.
Enfin le résultat c), appelé théoreme ergodique, est une généralisation de la
loi forte des grands nombres. Il dit que la proportion du temps passé entre 0
et ¢ dans I’état ¢ converge vers m; quand ¢ tend vers l'infini.

Remarque 7.6.2. L’équation Q) = 0 s’écrit Vi € F,

Z%‘Qﬁ =T Z Qij-

JFi JFi

Le membre de gauche de cette égalité s’interpréte comme le flux entrant dans
l’état 1 a [’équilibre en provenance des différents états, et le membre de droite,
qui vaul aussi m; Z#i Qij, comme le flur surtant de 1 a I’équilibre, vers les
divers états. L’équation Q) = 0 dit donc qu’a I’équilibre, les nombre moyen
par unité de temps de départs et d’arrivées a chaque état sont égauz.

Remarque 7.6.3. Si Q est le générateur infinitésimal d’un processus mar-
kovien de sauts {X;, t > 0}, notons P la matrice de transition de la chaine
incluse, et q la matrice diagonale telle que q; = —Qy. Alors Q@ = q(P — I),
et dans la cas récurent irréductible m est une mesure invariante de {X;} ssi
7' = qm est une mesure invariante de sa chaine incluse, puisque 7@ = 0 ssi
7' P =7'. On comprends alors aisément comment fabriquer des exemples ou
le processus en temps continu est récurrent positif (resp. récurrent nul), et
sa chaine incluse récurrente nulle (resp. récurrente positive). On trouvera de
tesl exemples ci—dessous a la fin de la section 11.2.

On a aussi dans ce contexte une généralisation du théoreme de la limite
centrale.
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Théoréme 7.6.4. Supposons que le processus markovien de sauts { Xyt >
0} est irréductible, et qu’il posséde une probabilité invariante w. Soit f €
L?(E,m) de la forme f = Qg, avec g € L*(E,7) [ceci entraine que < m, f >=

mei = Zﬂz’Qijgj = 0]-

On pose
C(f) =-2)_ figim;,
i€k
que l’on supposera non nul (alors C(f) > 0). Alors

)ds — Z,

W/f

en loi, quand t — 0o, ou Z est une v.a.r. gaussienne centrée réduite.

On a aussi la convergence de { \/T / f(Xs)ds,t > 0} vers un
u

mouvement brownien { By, ¢t > 0}, quand u — oc.

7.7 Réversibilité

Etant donné un processus markovien de sauts {Xy; ¢t > 0}, et T > 0,
{X Xr_t, 0 <t < T} est aussi markovien. Si la loi de X est une
probabilité invariante m, alors X7 est homogene. Notons Q son générateur
infinitésimal. On a le

Théoréme 7.7.1. Q = @ ssi la relation d’équilibre ponctuel
Wzsz = Wiji, VZ,] € Ea

est satisfaite. Dans ce cas, on dit que le processus {X;} est réversible (pour
la probabilité m, qui est nécessairement invariante).

PREUVE: : On a, pour les mémes raisons que la formule analogue pour le
temps discret,
N T
Pij(t) = —LP;(t),
U
d’ou I’on déduit en prenant la dérivée en t =0

A

7r-
Qij = W—ZjS-

Le résultat est maintenant évident.
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Remarque 7.7.2. Comme dans le cas des chaines en temps discret, un
processus markovien de saut irréductible récurrent positif n’est pas nécessaire-
ment réversible. A nouveau, un contre—exemple est donné par le cas ou pour
un certain couple © # j, Qi; = 0 # Qji, ce qui n’est pas contradictoire avec
ltrréductibilité deés que cardE > 3.

Remarque 7.7.3. Comme dans le cas du temps discret, déterminer un gé-
nérateur Q) connaisant une probabilité invariante ™ n’est pas difficile. Le plus
stmple est de chercher Q) telle que le processus correspondant soit réversible
par rapport a m, donc de chercher Q) générateur infinitésimal irréductible, tel
que la quantité m;Q;; soit syméltrique en i, j.

Déterminer la probabilité invariante, connaissant le générateur infi-
nitésimal irréductible, est en général plus difficile. On peut chercher a
résoudre [’équation

TiQij = T Qji,
mais celle—ci n’a de solution que dans le cas réversible. Dans le cas non

réversible, il faut résoudre l’équation 7() = 0. St on sait deviner m a une
constante multiplicative prés, on peut utiliser le résultat suivant

Théoréme 7.7.4. Etant donnée une probabilité w sur E, on pose pour j # i

N T
Qij = W—ZjS-

Si
Q= Qi
J#i J#i
alors w est une probabilité invariante, et Q (avec Qm = — Z#i Q,J) est le

générateur du processus retourné.

PrREUVE: : En utilisant la premiere, puis la seconde identité de 1’énoncé, on
obtient

Z%‘Qﬁ =Ty ZQij
JFi J#i
=T Zsz
J#i
= —m;Qii,
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soit I'égalité m() = 0. La seonde partie de I’énoncé est alors une conséquence
de la formule contenue dans la preuve du théoreme 7.7.1. O

Notons que si ’on sait deviner le générateur du processus retourné, on
en déduit la probabilité invariante a une constante multiplicative pres, qui se
calcule a l'aide d’une seule sommation.

7.8 Processus semi—markovien de saut

Comme dans le cas des chaines en temps discret, un processus semi-
markovien est un processus de sauts a valeurs dans un ensemble au plus
dénombrable E, dont I’évolution future n’oublie pas totalement le passé, au
sens ou cette évolution dépend a la fois de I’état présent, et du temps écoulé
depuis le début de la présente visite a cet état. Ce cadre permet de s’affranchir
de la contrainte que les temps de séjour dans les différents états suivent des
lois exponentielles. Ces lois pourront étre tres générales.

Plus précisément, a tout état ¢+ € IE, on associe une loi de probabilité sur
IR, de densité arbitraire f;. On note Fj(t) = [ f(s)ds, que l'on suppose
strictement positif pour tout ¢ > 0, et

Ait) = F(t) 7 i),

On se donne en outre une probabilité de transition P sur E' x E, dont tous
les termes diagonaux sont nuls (c’est la matrice de transition de la chaine
incluse). On supposera en outre la matrice de transition P irréductible.

Le processus semi—markovien {X;, t > 0} peut alors étre décrit comme
suit. Si Xy = 4, le processus reste a I’état ¢ pendant un temps aléatoire 77,
de loi de densité f;. A Dinstant 77, le processus saute dans un nouvel état,
dont le choix est indépendant de T3, de loi P;. sur E\{:}. Notons que I'on
pourrait faire dépendre la matrice de transition de la durée du séjour dans
I’état que ’on quitte. On tire ensuite un second temps de séjour, toujours
indépendemment des tirages précédents,...

Notons qure la chaine incluse est toujours une chaine de Markov, de ma-
trice de transition P. Considérons le processus {(X:, Z;)}, ou Z; désigne le
temps écoulé depuis le dernier saut avant l'instant ¢. Notons que les trajec-
toires du processus {Z;} sont tres simples : elles sont constituées de morceaux
de ligne droite de pente 1, avec retour en 0 a chaque saut du processus {X;}.
Il n’est pas trop difficile de montrer la
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Proposition 7.8.1. {(X;, Z;), t > 0} est un processus de Markov homogéne
wrréductible a valeurs dans E X IR

L’espace d’état de ce processus de Markov n’étant pas dénombrable, nous
ne savons pas si les résultats du Théoreme 7.6.1 s’appliquent. Nous admet-
trons cependant que c’est le cas, nous allons identifier le générateur infi-
nitésimal du processus et, sous une hypothése supplémentaire, exhiber une
probabilité solution de I’équation de Fokker—Planck stationnaire.

L’espace d’état n’étant pas continu, le générateur infinitésimal est un
opérateur non borné, dont nous allons préciser I’action sur un sous—ensemble
dense de son domaine. On notera C}(E x IR, ) l'espace des fonctions ¢
E x IRy — IR telles que pour tout i € E, s — (1, s) est de classe C*, et
qui sont nulles dés que soit la premiere variable ¢ est en dehors d’un sous—
ensemble fini de E, soit la seconde variable s est en dehors d’un compact
de IRy. On notera A;;p(k) ’événement “le processus {X;} a k sauts sur
intervalle ]¢,t + h]”. Pour ¢ € C}(E x IR, ), calculons

E [p(Xesn, Zivn)|Xe = 6, Z = 5] = E [@(Xpn, Zorn)La, (0| Xe = 6, Zo = 5]
+IE [@(Xy4h, Ziin)La, a0 | Xt = 4, 2 = s| +o(h)
Fi(s+h)

= @(i,s+ h) Fi(s)

s+h
+/ > " Pye(j, s+ h—r)Xi(r)dr + o(h)
On déduit aisément de ce qui préceéde que (en utilisant la notation
(P(‘O)(’L, S) = S’U’mjpij(p(ja S))
(Q¢)(ir5) = lim h™* (B [o(Xusn, Zuan) X = i, 2 = 5] = (i, 5))

_ 2_90( $) = Ail()@(i, 3) + Ai(s)(P9) (i, 0).

On va maintenant établir la

Proposition 7.8.2. Si la matrice de transition P est celle d’une chaine
de Markov irréductible récurrence positive, d’unique probabilité invariante
{m;, i € E}, et si les quantités

7.- [ " shi(s)ds

0
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sont finies et vérifient Y., p mT; < 0o, alors la probabilité u(i, s)ds sur E X
R, définie par

i) = T e (- [ xoar),

est solution de I’équation de Fokker—Planck stationnaire
> [ @) sutisids =0, Vo€ CLE X Ry),
PREUVE: Notons que p est bien une probabilité, qui vérifie

() 920,5) + Mls)ti, ) = 0.

(i) p(3,0) =Y pu(j,0)P;
J
I résulte de (i) que p(i, s) = u(i,0) exp(— [, i . D’ou (ii) se réécrit

(i) p(i,0)=) < /0 N \;(8) (g, s)ds) P;i.

J

Remarquons que

<Qp,pu>= Z/OOO(QQO)(Z', s)u(i, s)ds
N Z / i (2—?(@ s) = Xi(5) (i, 5) + Ai() (Po) (i 0)) (i, s)ds

Z—Z/ (.5) (52069 + X (ohuti)) s
= X2 60, 0uli.0) + (Po)60) / (), )ds.

Il résulte de (i) + (ii’) que la derniere expression est nulle. [OEn admettant
que le Théoreme 7.6.1 s’applique au processus {(Xy, Z;)}, on en déduit que
sous les hypothéses de la Proposition, le processus {(X;, Z;)} est récurrent
positif, et que la loi de (X}, Z;) converge, quand ¢ — oo, vers la probabilité
invariante. On en déduit, en considérant la premiere marginale
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Corollaire 7.8.3. Pour tout i € F, quand t — oo,
o T,

P(X, = i) — / (i, $)ds = — L

0 Zj m;T;

7.9 Application aux EDP discrétisées

Soit D un domaine borné de IR? (le résultat qui suit est en fait vrai en
dimension quelconque), de frontiére 0D lipschitzienne. On suppose pour fixer
les notations que l'origine 0 € D. On consideére le probleme de Dirichlet, :

Au(z) =0, z € D;
u(z) = f(z), = € OD;
avec f € C(D°). 1l est bien connu que cette équation admet une solution
unique u élément de C(D).

Etant donné h > 0, soit hZ? ’ensemble des points du plan dont les
coordonnées sont des multiples entiers relatifs de h. On pose D, = D N hZ2.
0D,, est constitué des points de D¢ N hZ? qui sont & distance A d’au moins

un point de Dy, et Dy, = Dy U ODy,. €1 et ey désignant les deux vecteurs de
base, on définit I’opérateur approché Ay par :

> (v(i+ hes) +v(i — he;)) — v(i).

h=1

(Apv)(2) =

A~ =

D’apres I’Exercice 7.11.6, la solution du probleme de Dirichlet discrétisé

Ahuh(i) =0,1¢€ Dh;
un(i) = f(2), © € ODy;

est donnée par la formule uy(x) = E[f(X!, )| X} = «], ou {X[;t > 0} est
by,

un processus markovien de sauts de générateur infinitésimal %Ah, a valeurs
dans hZ?, et

Ty, = inf{t > 0; X} € D}
Remarquons que {X*,¢ > 0} a méme loi que {hX;_,,, ¢t > 0}, et que d’apres
le début de la section 2.3 ce dernier processus converge vers un mouvement,
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brownien standard unidimensionnel, quand h — 0. Il n’est pas trop difficile
(a condition tout de méme notamment de bien comprendre cette notion de
convergence de processus!) d’en déduire que

un(2) = u(z) = E[f(Br,.)|Bo = ],

(o Tpe = inf{t > 0; By € D°}), cette derniére formule donnant la solution
du probléme de Dirichlet. On a ainsi une preuve (alternative aux méthodes
classiques d’analyse numérique) de la convergence de uy, vers u.

Notons enfin que le probleme de Dirichlet discrétisé pourrait aussi s’in-
terpréter en terme d’une chaine de Markov en temps discret, de matrice de
transition Ap, + I.

Ces interprétations probabilistes permettent aussi d’utiliser des méthodes
de Monte Carlo pour le calcul approché de solutions d’EDP. Ces méthodes
sont tres utilisées dans certains cas ou les méthodes d’analyse numérique
“classique” ne sont pas efficaces, ou sont inutilisables (en particulier dans les
cas de dimension trop grande), cf. [22].

7.10 Le recuit simulé (suite)

On choisit une matrice @@ = {Q4j,%,7 € E} qui soit le générateur infi-
nitésimal d’une chaine de Markov en temps continu réversible par rapport a
la probabilité 7. Pour fixer les idées, on choisit pour ¢ # j

B
Qij = 1{(i,j)ec} exp [g(Uj -Uj)l|,

ou G est un graphe non orienté dans E, i.e. une collection de paires de point
de E, choisie de telle sorte que le processus de générateur ();; soit irréductible
(ce qui revient a dire que Vi,j € E, In et i1,is,...,1, tels que (i,i;) € G,
(i1,12) € G,..., (in,]J) € G).

On définit la forme de Dirichlet associée a () comme la forme bilinéaire
sur R” :

E(p,p) =<, —Qp >,
== Z ©iQijpim;

i,
1
=3 > e — ;P Qimi,
2%
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ol on a utilisé la réversibilité et deux fois 'identité ; Qi =0, donc —@ :
%(1) — £2(m) est autoadjoint semi défini positif.

Définition 7.10.1. On appelle trou spectral de @) la quantité :

et inf E(e. 9)

o non constante Varz(p)’

2
ou Varg(p) = Z i — (Z gozm-) .

i€E i€E
Lemme 7.10.2. () étant le générateur infinitésimal d’un processus de Mar-
kov wrréductible a valeurs dans un espace fint E, son trou spectral vérifie

A > 0.

PREUVE: D’apres la formule ci—dessus pour £(¢p, ), le quotient

E(p, )

Var: ()

reste inchangé si 'on ajoute a ¢ une constante. On peut donc se contenter
de minimiser ce rapport pour ¢ tel que IE;(¢) = 0, d’ou

(0, —Q¥)x

A= inf s L L
p2OE(9)=0 (0, P)r
et A est la plus petite valeur propre de —(), considéré comme opérateur
linéaire sur £%(7), restreint & Porthogonal des constantes. Comme @ est au-
toadjoint semi défini positif, il suffit de montrer que I’espace propre associé a
la valeur propre zéro est restreint aux constantes. Si ce n’est pas le cas, Jp #
constante t.q.

ZQZ]@] :07 ViEEa

J
D mQie; =0.
J
Par la relation d’équilibre ponctuel, on a aussi

Z’i‘(’j(ﬁj@ji =0, Vi € F.
J
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Si cette relation est satisfaite, elle I'est aussi avec ¢ remplacé par o+

constante, donc en particulier on peut supposer que ¢; > 0, Vi € E.
Comme ¢ # constante, on a trouvé une mesure {7;¢;,j € E} non propor-
tionnelle & 7, qui est invariante pour la chaine. Ceci contredit I'irréductibilité.
O

Soit maintenant {X;, ¢ > 0} un processus de Markov de générateur infi-
nitésimal (). Pour tout ¢t > 0, on note u(t) = (u;(t);i € E) la loi de X;. On

=3 (B0 1),

icE *
et on remarque que (t) = 0 ssi u(t) = 7.
Lemme 7.10.3. )\ désignant le trou spectral de @),
e(t) < e(0)e ™.
PREUVE: On remarque tout d’abord que

ty=3 <“ﬁ(t) - 1)2%

i

-y <“"(?))2m 1.

i

Donc
de o ()
%(t) =2 XZ: m

—2}" ui(t)u;.(t)jS

1

oy ult) 10

J

X T Qi
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Soit

d
—1 t) < =2\
loge(t) <

g

On a montré que p; — 7 & vitesse exponentielle (comparer avec le
théoreme 2.6.6).

On en arrive maintenant au “recuit”. On va faire dépendre (§ de ¢, et le
faire tendre vers l'infini (et donc la “température”, son inverse, vers zéro)
quand t — oo. Plus précisément, A étant une constante a déterminer, on
choisit 1

donc B(0) = 0 et B(t) — +oo quand ¢ — oo. Bien sir, la chaine n’est
plus homogene, le générateur infinitésimal @), le trou spectral A, la mesure
invariante 7, et la constante de normalisation Z deviennent des fonctions
de t: Q(t), A(t), m(t), Z(t). Notons que 7(0) est la mesure uniforme sur E,
Z(0) = |E|™1, alors que 7(o0) = tliglo 7(t) est la mesure uniforme sur les zéros

de U (i.e. sur les maxima de U).

Notre but est de montrer le [M= sup(—U;)] :
icE

Théoréme 7.10.4. Si A > M, pu(t) — n(o0) quand t — oo.
Nous allons tout d’abord montrer le :

Lemme 7.10.5.

A(t) > A(0) (%H)

PREUVE: Choisissons ¢ tel que IEq)[¢] = 0. Alors par définition de A(0),
1
3 D lpi — 9i*Qi (0)mi(0) > A(0) D | pimi(0).
irj i

Par ailleurs,

Urf—Uj
2

B
Z(t)

————mi(0
Z(t)

Qi (t)mi(t) = Qi;(0)

> @i;(0)
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Donc

1
Eip, 0) = 5 Dl — 0 [*Qu ()mi(2)
i

> S g — 0i2Qu (0)mi(0

1
>\ —p(t)M E 2~

> N(0)e POy 7 o (1)

> A(O)e‘ﬁ(t)MVarw(t) ().

Les deux termes extrémes de cette inégalité étant invariants par addition
d’une constante a ¢, 'inégalité résultante est vraie sans la restriction que
IE.0)[¢] = 0. Le lemme est établi, puisque

M
A

eﬁ(t)M=< 1 )
1+1

Preuve du théoréme : Il suffit de montrer que (¢) — 0, ou

-5 (el o
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7(t) m(t)
/ UeP O i (1) s Ui
+ B'(t) % Z2(t) 7Ti2(t) o
< —aA(B)e(t) + FOM(E() +1)
< —(2A(t) — M(B'(1))e(t) + MB'(2)
2X(0) M M
s- ((1 +H)M/A AL +t)) =0+ A(1+1)

Comme A > M, (1 +)™M/2 >> (1 +t)7 quand t — oo, il existe ¢ > 0 tel

que, pour ¢ assez grand :

de
5 <

et le théoreme résulte du

—c(1+1) M Pe(t) +

M
alyg | -1
L(1+1)

Lemme 7.10.6. Soit 7,0 € C'(Ry;R,), a € C(Ry;Ry) tels que

(i) / t)dt = +oo;

(i)  b(t) \ 0 quand t — oo ;

(i) %ws—ammﬂ—wn
Alors xz(t) = 0 quand t — oo.

PREUVE:

% <x(t) exp ( /0 ta(s)ds)) _ clya)is (‘;_f;(t) + a(t)m(t))

Donc, en intégrant, on obtient :

t t t
z(t) < z(0)e™ Jo a()ds +/ e~ Js 4 g (5Yb(s)ds.
0
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Le second membre de I'inégalité ci—-dessus est la solution d’une EDO linéaire,
qui majore z(t). Donc il suffit d’établir le résultat pour x(t) solution de
I’EDO, c’est a dire que ’on peut supposer que :

dz
- () = —a(t)(z(t) = b(2)).
On pose y(t) = z(t) — b(t). 1 suffit de montrer que y(t) — 0 quand ¢ — oc.

Y1) = ~altyu(t) v 0)

Notons que ¥ (t) <0, et —/ V' (s)ds = b(t) < oo. Donc pour t > N,
t

t
y(t) = e~ Jo2)dsy(0) — / e Ja vy (5)ds

0

v o0 ¢ N N
< o I alisy () / B (s)ds + ¢ e / eI A |y () ds.

N 0
Soit ¢ > 0 arbitraire. On choisit N assez grand pour que la somme des deux

premiers termes du membre de droite soit plus petit que 7 En choisissant

I . : 0
alors t assez grand, le troisieme terme a son tour est plus petit que 7" Le

lemme est établi.

1
Remarque 7.10.7. La fonction [(t) = Zlog(l +t) tend trop lentement

vers l'infini quand t — oo, pour étre utilisée en pratique. On peut montrer
des résultats plus faibles que u(t) — m(00) avec une fonction B qui croit plus
vite qu’un logarithme (fonction puissance).

7.11 Exercices

Exercice 7.11.1. Soit {T,,n > 1} un processus ponctuel de Poisson d’in-
tensité A\, et {Z,,n > 0} une chaine de Markov indépendante de {T,,,n > 1}
a valeurs dans E, de matrice de transition Pi;,1,5 € E. On pose

o0

Xe=> Zadg, 1, ((1), t>0.

n=0
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Montrer que {Xy,t > 0} est un processus markovien de sauts dont on
précisera la matrice de transition, le générateur infinitésimal, et la loi de
linstant du premier saut.

Exercice 7.11.2. Soit {X;;t > 0} un processus markovien de sauts & va-
leurs dans ’ensemble fini ou dénombrable E, de générateur infinitésimal
{Qij;4,5 € E}. On suppose que X := sup; —Qi; < oo. Soit {Nyt > 0} le
processus de comptage des sauts de {X:}, et {N],t > 0} un processus de
Poisson d’intensité .

Comparer IP(N;y > n) et IP(N] > n), ainsi que E[f(Ny)] et IE[f(N})],
avec f une fonction croissante de IN dans IR. Montrer que [’exercice 7.11.1
fournit une autre démonstration de ce résultat.

Exercice 7.11.3. On reprend la construction de la section 7.4, et on pose,
pourn >1 :
An = Tn - Tn—la Bn = 1/q(Zn—1)-

On rappelle que les deuz suites {A,} et {Bn} sont indépendantes, la suite
{A,} étant i.i.d. de loi commune la loi exponentielle de paramétre 1. Le but
de l’exercice est de montrer laffirmation du cours :

(%) ZAan = 400 p.§. & ZBn = 400 p.s.

n>1 n>1
a  Montrer que (*) est une conséquence du fait que pour toute suite
{bn,n > 1} d’éléments de RY, (**) Y Apby = +00 p.s. & Y by =

n>1 n>1

+00.
n

Dans la suite, on notera A, = ZA,-bi.
i=1

b Montrer que si an < 00, ZAnbn < 00 p.s. (on calculera E(Ay) ).

n>1 n>1

¢]

Montrer que si la suite {b,} n’est pas bornée, Ao, = 400 p.s.

d On suppose que sup b, < 0o, et an = +400.
" n>1
Montrer que (IEA,) ?VarA, — 0, quand n — co.
En déduire que quelque soit M, pour n assez grand,

]P(An < M) < ]P(|An - IEAn| > Q_IIEAn)a

et que Ao = +00 p.S.
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e Conclure que (*) est vraie.
Exercice 7.11.4. Soit {N, t > 0} et {P,, t > 0} deux processus de Poisson
indépendants, d’intensité respective \ et .

a Montrer que { Xy, t > 0} défini par

Xy =N — B
est un processus markovien de sauts irréductible a valeurs dans Z, dont

on précisera le générateur infinitésimal.

b On suppose A # p. Montrer que {X;/t} et {X;} convergent p.s. dans IR
quand t — oo. Préciser la limite de {X;} suivant le signe de \ — p.
Montrer que {X;} est transitoire.

¢ On suppose que X = . Préciser la loi de la chaine incluse. Déduire des
exercices 2.10.4 et 2.10.6 que {X,} est récurrent nul.

Exercice 7.11.5. Soit {X;} un processus markovien de sauts de générateur
finitésimal Q. On note q; = —Q;i, © € E. Montrer que si m est une proba-
bilité invariante de {X,}, alors la mesure # définie par

i =qm, 1€FE
est une mesure invariante de la chaine incluse.

Exercice 7.11.6. a Soit {X;,t > 0} un processus markovien de sauts d
valeurs dans E, de générateur infinitésimal {Q;;;1,j € E}. Soit F' une
partie de E. On définit

To inf{t; X; € F'}, siun tel t existe,
e 00, sinon,

la fonction v : E — IR par
u(i) = E[h(Xrp) 1, <00y Xo = i,

ot h est une application bornée de F dans IR, et la fonction v : E —
R U {400} par
v(z) = E[Tr| X, = z].

Montrer que Ty est un temps d’arrét.
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Montrer que u et v vérifient respectivement les équations :

Qu(i) =0, i€B\F
u(4) = h(i), i€ F;

Qu(i)+1 =0, i€E\F
v(i) =0, i€F;

(on introduira le conditionnement par (11, X (11))).

b On considére maintenant le cas d’un processus de naissance et de mort
sur E =17, i.e. le générateur infinitésimal Q satisfaisant Q; ;41 = (i),
Qii1 = B(i), Qii = —a(i) — B(3), dans le cas particulier a(i) = a,
B(i) =8,i€Z (a, >0). On pose F = {1,2,...,N —1}¢, ou N
est un entier positif. Calculer u(z) = E[X7,|Xo = i|,i € Z. Montrer
que Ty est p.s. fini. Déterminer la loi conditionnelle de la v.a. X,
sachant que Xy = 1.

Exercice 7.11.7. Etant donné un espace de probabilité (2, F;, P) muni d’une
filtration {F} (i.e. une collection croissante indexée par t € Ry de sous—
tribus de A), on appelle martingale (par rapport a la filtration {F;}) un
processus stochastique {M;,t € R} qui vérifie :

M, est intégrable Nt > 0; IE[M;|F] = My, V0 < s <t.

a Soit {M;,t € IR, } une martingale continue a droite et S un temps d’arrét
borné par une constante t. Montrer que IE[Mg] = IE[M,;] = IE[M,].

b Soit {X;,t > 0} un processus markovien de sauts & valeurs dans E, de
générateur infinitésimal {Qyj;1,j € E}, et f une application bornée de
E dans R. Montrer que {M;,t € R, } définie par

M= 1) - | COF(X)ds

est une martingale par rapport a la filtration {F;*} ;

c On reprend les notations de la deuxieme partie de [’exercice précédent.
Calculer IE(Tr| Xy = i) (pour le cas o # (3, on utilisera les résultats
des deuzx questions précédentes avec la fonction f(i) = i et le temps
d’arrét S = inf(Tp,t), puis on fera tendre t vers Uinfini; pour le cas
a = B3, on fera le méme calcul, avec f(i) = i*). On admettra que le
résultat de la question b s’applique a ces deux fonctions, bien qu’elles
ne sotent pas bornées.
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Chapitre 8

Processus de renouvellement et
processus semi—markoviens
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Chapitre 9

Files d’attente et réseaux

Les processus markoviens de saut servent a modéliser les files d’attente.
Celles—i ont d’abord été étudiées pour les besoins du téléphone, puis pour
ceux de la recherche opérationnelle. On est passé ensuite a I’étude des réseaux
de files d’attente, lequels servent a évaluer les performances des systémes
informatiques, et aussi des systémes de production.

Le modele mathématique de base des files d’attente est le suivant. Des
clients arrivent suivant un certain processus. Quand un client arrive, si un
guichet est libre il se présente a celui—ci et commende a étre servi. Sinon
il se met en attente, et sera servi lorsqu’un guichet sera libre (et que les
clients arrivés avant lui auront été servis - a moins qu’un systeme de prio-
rités plus complexe ne soit mis en place). Les temps de service suivent une
certaine loi (qui dans certains modeles plus complexes que ceux que nous
allons considérer pourrait dépendre du type de client). Nous supposerons
implicitement que la “salle d’attente” est de capacité infinie, et qu’aucun
client n’est rejeté, sauf mention explicite du contraire.

Pour nous, la file d’attente sera caractérisée par la loi des arrivées, la
loi des temps de service et le nombre de guichets disponibles. On supposera
toujours les temps de service i.i.d. et indépendants du processus des arrivées.

9.1 File d’attente M/M/1

M comme “sans mémoire” ou “markovien”. 1 est le nombre de guichets.
On suppose que le processus des arrivées est un processus de Poisson d’in-
tensité A, et que les temps de service sont i.i.d. de loi commune la loi expo-

165
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nentielle (¢). Le nombre de clients présents dans le systéme (au guichet +
en attente) est alors un processus markovien de saut a valeurs dans IN, de
générateur infinitésimal () donné par :

Qiit1=MN1eN; Qiii=p1>1; Qy=0si[i—j>2

et donc
Qoo =—A, Qui=—-A+np),i>1

En effet, fixons ¢ > 0 et 4 > 1. Si on note {N;} le processus des arrivées, et
S le temps d’attente a partir de ¢t pour que le service en cours a l'instant ¢
se termine, on a

P(Xyp=i+1/X,=1) =P(Nyyp — N, = 1,8 > h) +o(h)
= e M A\he ™ + o(h),
h7'Pii(h) = A, h— 0.
P(Xyp=1i—1/X,=14) =IP(Nyyp — N, =0, S < h) +o(h)
= e M1 —e™) +o(h),
h~'P; (k) = p, h—0.

On a utilisé 'indépendance du processus des arrivées et du temps de service.
Si on conditionnait en outre par des valeurs passées de {X;} avant ¢, le
résultat ne serait pas affecté, a cause du caractére markovien de {N;} et du
caractere exponentiel de la loi de S (cf. exercice 6.5.1).

En outre, par le méme raisonnement, pour |j —i| > 2,

P(Xpin = j/X, =) = o(h).

La file d’attente M/M/1 est un “processus de naissance et de mort” en
temps continu, irréductible sur IN. Si A > pu, le nombre moyen d’arrivées
par unité de temps est supérieur au nombre moyen de départs par unité de
temps, et X; — 400 p.s. Le processus est transient.

Dans le cas A = u, le processus est récurrent nul. Dans le cas A < p, le
processus est récurrent positif. Sa probabilité invariante est donnée par :

(-2
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Pour la justification de ces affirmations, voir I'exercice 9.13.1 ci-dessous. A
I’équilibre, le nombre moyen de clients présents dans le systeme est :

> A
E,(X;) = Z“ﬂ' = m
=1
L’espérance du temps de retour en 0 est

1 1%
E) Ry = =
0( 0) oo )\(M - )\)

Le temps moyen entre deux périodes oul le guichet est vide vaut

1 1
Eo(Ry) — — = ——
o(F) Qo p—A

Calculons le temps moyen passé par un client dans le systéeme. Condition-
nellement au fait de trouver 4 clients devant lui en arrivant, le temps moyen
passé par un client est (i + 1)/u. Donc le temps moyen est :

1
E.(X;:+1 = —.
(Xt D/n= sy

L’argument ci-dessus, qui peut sembler contradictoire (pourquoi I’état de
la file au moment d’une arrivée est—il le méme que celui de la file & un instant
arbitraire 7), est correct asymptotiquement, au sens ou la loi du nombre de
clients que le n-iéme arrivé trouve devant lui converge vers la probabilité in-
variante de X;, quand n — oo, cf. 'exercice 9.13.2 ci—dessous. En outre, ¢’est
une conséquence du Théoreme qui suit, ou {X;} désigne le nombre de clients
présents dans une file d’attente non nécessairement de type M/M/1. Formu-
lons trois hypotheses, qui sont en particulier vérifiées dans le cas markovien
récurrent positif :

t
t_l/ X(s)ds — X p.s., quand ¢t — oc, (H1)
0

ou X est une constante,

3 une suite aléatoire ¢, — oo, quand n — oo t. q. Xy, =0, (H2)
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et on suppose en outre que les durées de séjour de tous les clients sont finies,
et que si D,, désigne la durée du séjour du n—ieme client arrivé apres I'instant
0, il existe une constante D telle que

_ R
D= lim ;Dk. (H3)

Théoréme 9.1.1. (Formule de Little) On considére un systéme de service

tel que le nombre moyen d’arrivées par unité de temps soit égal a A, et qui
vérifie les hypothéses (H1), (H2) et (H3) ci—dessus. Alors

X =)D.

PREUVE: Désignons par N(t) le nombre de clients arrivés avant ¢, et {t,, n €
IN} une suite telle que X;, = 0, Vn et t, — 0o, quand n — oco. Alors il n’est
pas difficile de vérifier que si X =0 :

N(tn) t
Z D, = / X, ds.
k=1 0

Donc
N(tn)

Dy.

1 [t
—/ X,ds = N(tn) X 1
tn Jo tn N(tn)

Il reste a faire tendre n — oo, en utilisant les hypotheses. Le cas Xy # 0
s’en déduit puisque les durées de séjour des clients présents a 'instant 0 sont
finies. 0

Notons que la formule de Little est tres intuitive.

9.2 File d’attente M/M/1/K

En pratique, on ne peut pas en général avoir un nombre arbitraire de
clients en attente. Dans le modele M /M /1/K, les arrivées sont poissoniennes
d’intensité A, les temps de service de loi exponentielle de parametre p, il y a
un serveur, et la “salle d’attente” contient au plus K clients (dont celui en
train de se faire servir). Ceci signifie que tout client qui arrive quand la salle
d’attente est pleine est rejeté.



9.3. FILE D’ATTENTE M/M/S 169

Le nombre de clients présents dans le systéeme est alors un processus
markovien de saut & valeurs dans {0,1,2..., K'}. Son générateur infinitésimal
est donné par

Qi,i-l—l:)\ﬂ OSZSK_la Qi,i—lzua 1SZSK’
Qij = 0si |i — j| > 2. Donc en outre

Ce processus de Markov est irréductible, a valeurs dans un ensemble fini,
donc récurrent positif. Sa probabilité invariante m se calcule aisément.
AN\ 1=\
On trouve m; = | — | ————~—7—
' ( ) L— (A/p)s+t
1

1
lecas A=p,onam = ——.
poN AT = gy

La probabilité qu’un client arrivant soit rejeté est égale a la proportion

0 <1< K, dans le cas A # u. Dans

AN 1=
du temps ou la file est pleine, soit mx = (—) —F—si X £ o,

© 1 (A) i
w
1

K+1

si A = p.

T —

9.3 File d’attente M /M /s

On revient au cas d’une “salle d’attente” de capacité infinie, mais on
suppose maintenant qu’il y a s guichets (“serveurs”) disponibles. Les temps
de service aux différents guichets sont bien stir mutuellement indépendants.
Il n’est pas difficile de voir que :

Qo1 = A, Qoi =0, ¢ > 1;
pour 1 <7 < s,
Qiiv1 = A, Qi1 =1, Qij =0, ]t — j| > 1;
pour % > s,
Qii+1 =N\, Qii—1 = sp, Qij =0, [ — j[ > 1.
Le seul calcul nouveau a faire est le suivant : si Si,...,S; sont i.i.d.
exponentielles (p),

IP(Sy A---AS; > h) = (e7h)r,
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Donc la probabilité qu’il y ait au moins un départ dans un intervalle de temps
de longueur h, lorsque ¢ guichets sont occupés, est

—iph
1—e "™

et )
1 — e b
h

En outre, la probabilité qu’il y ait au moins deux départs pendant un inter-
valle de temps de longueur A est un o(h).

{X}} est récurrent positif si A\ < us. Dans ce cas, on peut chercher une pro-
babilité invariante en cherchant une solution de 1’équation d’équilibre ponc-
tuel :

— 1.

WiQi,iH = 7Ti+1Qi+1,i-

On trouve que

/ (A w)t/a, 510 <1 <s;
/T = S
° (A p)'/s"%sl, sii>s.

Les deux cas qui conduisent & une formule simple sont le cas s = 1 (déja
traité, loi géométrique) et le cas s = oo, auquel cas ) = e M#, et

i = e MU\ p)' il

i.e. la probabilité invariante est la loi de Poisson (A/p).

On a le Théoréme de Burke : si A < sy, a I’équilibre le processus des
départs est un processus de Poisson d’intensité A. En effet, { X, } est réversible
par rapport & 7. Donc “a I’équilibre” (i.e. sous IP,), {X7_4; 0 <t < T} a
méme loi de {X;,0 < t < T}, et les départs de {X;} sont les arrivées de
{X71 4}

Calculons maintenant la probabilité qu’un client arrive alors que tous les
serveurs sont occupés (et donc qu’il soit mis en attente avant d’étre servi).
Celle—ci est égale a la proportion du temps pendant laquelle tous les serveurs
sont occupés, donc a

1=8 1=S8

(A/p)®  ps
0 X )
s! s — A
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avec
-1

AW ) s

La formule que nous venons d’obtenir fait partie des formules d’Erlang.
Enfin, posons nous la question de savoir ce qui est le plus efficace, du point
de vue de 'utilisateur, pour faire face a des arrivées poissoniennes d’intensité
2 : deux serveurs en parallele, avec temps de service de loi exponentielle de
parametre 4 (solution 1), ou bien un seul serveur, avec temps de service de
loi exponentielle de parametre 24 (solution 2) (A < p)?
Calculons les temps de séjour moyen des clients dans le systeme, dans les
deux cas. Dans la premiere solution, a I’équilibre la loi du nombre de clients
3
L= m:z@) L=Aw sy
1+ M p w) 1+ p
Donc le nombre moyen de clients présents dans le systeme vaut

_— 1—)\/,u

= 1+A/uZ ( )
_ 20/ p
(=M@ + N )

Donc d’apres la formule de Little la durée moyenne de séjour est

est donnée par Ty =

p-X_ L
A (=1 + A p)
Dans la seconde solution,
_ 1
Dy=———
T (n- N2

Mais 1+\/p < 2, donc Dy < Dy, et la solution d'un seul serveur, avec temps
de service de loi exp(2u), est la solution préférable.

9.4 File d’attente M/M/s/s : Central
téléphonique

On considere la file M /M /s, mais cette fois sans salle d’attente, i.e. tout
client arrivant alors que les s guichets sont occupés est rejeté.
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Le nombre X; de clients dans le systeme a I’instant ¢ constitue un proces-
sus de Markov & valeurs dans {0, 1, ..., s}, avec le générateur infinitésimal :

Qo1 = A, Qui =0, 7> 1;
sil<i<s,
Qiit1 =N, Qii—1=1p, Qij =0,li—j|>1;

Qs,sfl = SK, Qsj = Oa .77é S:j 7é s—1.

La probabilité invariante est la “loi de Poisson tronquée”

)\/M /Z )\/M 0<i<s.

Par le théoreme ergodique, la proportion de temps pendant laquelle le
systeme est plein, qui est aussi la proportion d’appels perdus, est

/\/M /Z /\/M ’

expression qui a recu le nom de “formule d’Erlang”.

9.5 Atelier de réparation

Une usine fait fonctionner s machines. Chacune d’elles tombe en panne
au taux A ('instant de panne est une v.a. de loi exponentielle de parameétre
A). L’usine est équipée d’un atelier de réparation. Les temps de réparation
sont exponentiels de parametre p.

Désignons par X, le nombre de machines en état de marche a l'instant ¢
a valeurs dans E = {0,1,...,s}. {X;} est un processus markovien de saut.
Son générateur infinitésimal est le méme que celui de la file M /M/s/s, mais
avec A et p intervertis! Donc la probabilité invariante de ce processus est
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Le taux de panne global est

)‘g = XS: )\iﬂ-z’
S~ )5 ()

1 |
— = J!

= p

Le nombre moyen de machines réparées par unité de temps vaut

ne = p(l—m,)
=\

9.6 Files d’attente en série

Supposons que les clients demandent deux services : ils font d’abord la
queue au guichet A, puis au guichet B, dont les deux temps de service sont
indépendants, le temps de service de A suivant une exponentielle (), et celui
de B une loi exponentielle (5).

Quelle est la longueur moyenne de la file au guichet B? Notons {X;} le
nombre de clients (en service ou en attente) au guichet A, {Y;} le nombre de
clients au guichet B.

Les arrivées au guichet A sont supposées former un processus de Poisson
d’intensité A. Si A > a, X; — 00, on peut admettre qu’il y a toujours des
clients en A, et ils sortent suivant un processus de Poisson d’intensité «. Si
A < «, d’apres le théoreme de Burke les départs de A forment un processus
de Poisson d’intensité A. Il est donc naturel de prétendre que le processus
des arrivées en B est un processus de Poisson d’intensité A A .. Donc {Y;}

est récurrent positif ssi A A a < 3, et dans ce cas la longueur moyenne de la
aA . .
file en B est m Les deux files sont récurrentes positives si A < a A S.
-«
Dans ce cas, a I’équilibre, le temps moyen passé par un client dans le systéeme
A+B est
1 1

a— X B_X
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9.7 File d’attente M /G /oo

Les arrivées forment encore un processus de Poisson d’intensité A. Les
temps de service sont i.i.d., de loi commune “générale”, de fonction de répar-
tition F(t) = IP(T < t). Il y a une infinité de serveurs, ce qui simplifie
énormément ’analyse, en évitant toute interaction entre les clients.

Le nombre de clients arrivés avant ¢ suit une loi de Poisson de parametre
At. Conditionnons par Ny = n. Si ’on énumere les n clients arrivés de fagon
aléatoire, alors les temps d’arrivée Aq,..., A, de ces clients sont i.i.d. de loi
uniforme sur [0, ¢] (cf. exercice 6.5.4).

Pour chacun de ces clients, le service n’est pas terminé avec probabilité

/IPT>$ 1/(1—F())ds.

Donc la loi conditionnelle de X, sachant que N; = n, est la loi binomiale
(n,p). Finalement

P(X, =k) = i]P(Xt = k/N, = n)P(N, = n)

n=0

Z n k —)\t(/\t) /n|

o0

_ )\ptk 1—
x Z =

n=

=e )‘pt()\pt)k//ﬁ'

t
Donc la loi de X; est la loi de Poisson de parametre A / (1—F(s))ds. Notons
0
que

/000(1 _ F(s))ds = /000 P(T > 5)ds = B(T).

Si E(T) < oo, la file a comme loi limite, la loi de Poisson (AIE(T)).

9.8 File d’attente M/G/1

Les arrivées forment encore un processus de Poisson d’intensité . Les
temps de service sont i.i.d., de loi commune “générale” (mais supposée ab-
solument continue par rapport a la mesure de Lebesgue), de fonction de
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répartition F(t) = IP(S < t). On note F(t) = 1 — F(t), que I'on suppose
strictement positif pour tout ¢ > 0, et u(t) = F(t) ' f(t), ou f(t) = LF(¢)
est la densité de la loi de S. Il y a un seul serveur. On suppose satisfaire la
condition suivante qui assure le caractere récurrent positif de la file

AE(S) < 1.

On note comme pécédemment X; le nombre de clients dans la file (i.e.
en train de se faire servir ou en attente) a l'instant ¢. Du fait que la loi des
temps de service n’est pas exponentielle, le processus {X;, ¢ > 0} n’est pas
markovien. Cependant, comme dans le cas des processus semi—markoviens de
la section 7.8, X; est une composante d'un processus de Markov. Désignons
par Z; le temps écoulé depuis le début du service en cours a l'instant ¢t. Z; = 0
si aucun service n’est en cours a l'instant ¢. Notons que Z; est une fonction de
la trajectoire passée de {X }. C’est le temps écoulé depuis le dernier instant
de saut négatif de X, si celui-ci a abouti a une valeur > 1, sinon c’est le
temps écoulé depuis la derniere arrivée alors que la file était vide. Il n’est pas
tres difficle de montrer la

Proposition 9.8.1. Le couple {(X;, Z;), t > 0} est un processus de Markov
homogene irréductible a valeurs dans IN x IR,

Nous allons maintnant identifier le générateur infinitésimal de ce proces-
sus de Markov, puis exhiber une solution de l’équation de Fokker-Planck
stationnaire associée. On va préciser ’actio du générateur infinitésimal @) sur
les fonctions de I'espace C'(E x R, ) des fonctions ¢ : E x R, — IR telles
que pour tout i € E, s — ¢(i, s) est de classe C'. Soit h > 0 destiné a tendre
vers 0, ¢ > 0. On note Ny, I'événement “il n’y a ni arrivée ni départ entre
tett+h”, Apeyp événement “il y a une arrivée et pas de départ entre ¢ et
t 4+ h, Dyyyp événement “il y a un départ et pas d’arrivée entre ¢ et ¢ + h.
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Sii>1,
E [0(Xtsn, Zean)| Xe = 1, 2y = 5] = B [p(Xosn, Zevn); Negn| Xe = 6, Zy = 5]

+ E [0(Xith, Zevn); Avprn| Xe = 4, Zy = 5]

+ E [0(Xon, Zein); Degsn| Xy =i, Z, = s] + o(h)
s+h
+ / 0(i — 1,7)u(r)dr + o(h)
ef,\hF(f + h)

F(s)

+ /st o(i — 1, rp(r)dr + o(h)

F(s+

4+ 1 h)\he P
+ (i + 1,5+ h)Ahe Fs)

= (i,s+ h)

On en déduit par un calcul élémentaire que si 7 > 1,

(@), ) = Jim K™ (B [o(Xeon, Zen) | Xe = i, Ze = 5] — (i, )

- g_f(" s) + Alp(i + 1, 8) — 9(i, s)] + u(s) (i — 1,0) — (i, 5)].

D’un autre coté,
E[o(Xiih, Zeyn)| X = 0, Zy = 0] = IE [9(Xiyn, Zon); Nepin| Xe = 0, Zy = 0]
+E [‘P(Xt—l—ha Zt+h)§ At,t+h|Xt =0,2; = 0] + O(h)
t+h
= ¢(0,0)e M + / (1, t+h — )X Ddr +o(h).
t

D’ou
On peut maintenant établir la

Proposition 9.8.2. L’unique solution de l’équation de Fokker—Planck sta-
tionnaire associée au générateur Q) peut étre décrite comme la loi d’un couple
aléatoire (X, Z) a valeurs dans E x Ry, o

P(X = 0) = 7(0) = 1 — AE(S),
et sip € C(E xRy),

Bl 25X > 1=Y [ pli.simti s)ds
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ot la fonction m(i,s) est caractérisée par la donnée de sa “fonction

génératrice eni” G(r,s) £ 30, rin(i,s), [r| <1 :

Glris) = ML e (a1 = - [

PREUVE: Le fait qu’une loi de la forme de 1’énoncé satisfasse I’équation de
Fokker-Planck stationnaire signifie que pour tout ¢ € C'(E x R,),

(Qy)(0,0)7(0) + Z /Ooo(Qtp) (i, 8)7(3,s)ds = 0.

Ceci est vrai des que

‘;_Z(L s) + (A + p(s))m(1,s) =0,
g_Z(i, $)+ (A u(s)m(i, s) = Am(i — 1,8), i > 2,

et aussi
Ar(0) = /000 wu(s)m(1, s)ds,
7(1,0) = /Ooo wu(s)m (2, s)ds + A (0),

7(i,0) = /000 wu(s)m(i+1,8)ds, i > 2.

La résultat annoncé se déduit de ces formules par un calcul assez élémentaire.
O

Admettons que les résultats du Théoreme 7.6.1 s’appliquent au proces-
sus {(X, Z;), t > 0}. En intégrant par rapport & s, on obtient la fonction
génératrice de la loi limite de X}, quand ¢ — oo, qui est

(1= 35)(1 = AE(S))E (e 1779)
E (e—/\(l—r)S) — g )

1 AE(S) + /OOO Gr.s) =

9.9 Réseau de Jackson ouvert

On considére un réseau constitué de N stations interconnectées. Chaque
station p (1 < p < N) doit traiter les clients qui arrivent de ’extérieur, ainsi
que ceux qui lui sont envoyés par les autres stations.
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Dans le modele de Jackson, les arrivées exogeénes a la station p forment
un processus de Poisson d’intensité )\g. Chaque station est une file d’attente.
Le taux avec lequel les clients quittent la station p est u,(n), si n clients sont
a la station p. Par exemple

(n) = tplin>0}, dansle cas d’un serveur M/M/1;
=0 A Spip, dans le cas de s guichets : file M/M/s.

Un client quittant la station p se dirige vers la station ¢ avec la probabilité
Tpg (1 < ¢ < N), et quitte le réseau avec la probabilité rpo. On suppose pour
simplifier que 7,, = 0, 1 < p < N; cette hypothese peut étre levée sans
difficulté.

Le processus X; = (X/,...,X}) des nombres de clients présents aux
stations 1,..., N a I'instant ¢ est un processus markovien de sauts a valeurs
dans l'espace E = ]Nf.

On note e, = (0,...,0,1,0,...,0) le vecteur dont seule la p-iéme coor-

donnée est non nulle et vaut 1.
Les seuls termes hors diagonaux non nuls du générateur infinitésimal du
processus {X;} sont donnés par

Qijre, =Ny, 1€E, 1<p<N;
Qiteyi = tplip + V)rpo, 1€ E 1< p < N;
Qi+ep,i+eq = Np(ip + 1)qu7 1 S p ?é q S N, 1€ F.

On dit que le réseau est “sans capture” si pour tout p € {1,..., N}, In > 0,
Ply---,Pn €{1,..., N} tels que

Topr Tpips =~ Tpn1pnTpn0 > 0 (9.1)
On considere 1’équation
MAY Argp =2y, 1<p<N; (9.2)
a#p

d’inconnues Ay, 1 <p < N.

Lemme 9.9.1. Sous l’hypothése (9.1), I’équation (9.2) a une unique solution
positive et finie.
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PREUVE: Soit R la matrice N x N, de coordonnés R,, = r,,. L’équation 9.2
s’écrit sous forme vectorielle

AMI—R) =)\,
qui a la solution unique finie
A= )\K,
o
avec K = ZR", A condition que cette série converge dans IRV >V,
0
Considérons la matrice markovienne
T10
pP= T20 R
'nNo
1 0---0
L’hypothése (9.1) entraine que les états 1,2,..., N sont transitoires pour la
chaine & valeurs dans {0, 1,2, ..., N} de matrice de transition P, donc d’apres

Pexercice 2.4.6.

o0
> (P")ij < oo, 1<i,j<N.
0
Mais (P");; = (R")ij, 1 <4, j <N, d’ou le résultat.
On peut maintenant établir le :

Théoréeme 9.9.2. Sous l’hypothése (9.1), si en outre pour tout 1 < p < N,

ZH ) < 00,

n=1r=1 /jlp(

alors le processus markovien de saut {X;} d valeurs dans E admet lunique
probabilité invariante
N
— p
i = H Tip’
p=1

ot pour 1 < p < N, la probabilité 7P sur IN est définie par
%

p n )
" e pp(r)
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Avant de démontrer ce théoréme, précisons ce résultat dans deux cas
particuliers.

Corollaire 9.9.3. Cas p,(n) = pplinsoy (Réseau de files M/M/1). Si (9.1)
est satisfaite et \, < p,, alors le processus {X;} admet la probabilité inva-

N
riante m; = H T, Ol
p=1

A A\
ﬂf;:(l——p)(—p) , 1<p< N, neN.
Hp Hp

Corollaire 9.9.4. Cas p,(n) = pp, x (nA'sp) (Réseau de files M/M/s,). Si

(9.1) est satisfaite et A\, < pi,p, alors le processus {X;} admet la probabilité
N

) ) o P
variante w; = Hp—l M, QUEC

=, (22) Jnn s

Hp
avec
sp—1 r s :
b — Z (Ap/1p) n (Ap/ 11p)*® ( 1 )
P —~ sp! 1— A/ psy

Preuve du théoreme 9.9.2 : Si une probabilité invariante 7 existe, et
si () désigne le générateur infinitésimal du processus retourné, alors on a :

7TiQi,i—|—ep = 7Ti+ein—|—ep,i
Titep Qi+ep,i = 7TiQi,i+ep
Titeq Qi+ep,i+ep = 7Ti+ein+ep,i+eq .
Si 7 existe et est donnée par la formule de I’énoncé, alors

0

. A

Qiteyi = )\—Np(ip +1)
P

Qi,i+ep = /\prO

“ A )
Qiteprite, = )\_qrpq:up(lp +1)
D
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La formule pour 7 est alors correcte pourvu que pour tout i € E (cf. Re-

marque 7.7.3) :
D Q=) Q
J#L J#e

N

Z Qij = Z + i Zp
J#e p=1
et

Ao :
Z Q” Z (A Tpo + )\_pﬂp(ip) + Z Aq“m@)
P

j#i = P q#p

ol on a utilisé 1'égalité (9.2). Mais en sommant ’égalité (9.2) sur p, on obtient

2= 2 M= 2
= Z ApTpo

d’ou I’égalité désirée. O
Il résulte de la preuve du Théoreme les formules pour le générateur infi-
nitésimal du processus retourné, d’ou 1’on déduit le

Corollaire 9.9.5. Si les conditions du Théoréme 9.9.2 sont satisfaites, et
{X:} est initialisée avec la probabilité invariante, alors le processus retourné
en temps X, = X744, 0 <t < T, est un processus markovien de saut, qui
s’interpréte comme un réseau de Jackson avec N files interconnectées, de
parameétres :

Intensité des arrivées exogenes a la station p :
o _
)‘p = )\p’f‘po,

Probabilité de routage de p vers q :
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Probabilité de sortie du systéme au moment de quitter la station p :

=N o

Tp():

>/|>/

=

Tauz de service a la station p :
fip(ip) = pp(ip)-

En outre, les processus de sortie du systéme pour le processus initial a
partir des stations {1,..., N} sont des processus de Poisson indépendantes
d’intensités respectives Aprpo.

9.10 Réseau de Jackson fermé

On reprend le modele de la section précédente, en supposant cette fois
qu’il n’y a pas d’arrivée exogene — )\g = 0, Vp, ni de sortie du systeme —
rpo = 0, Vp, soit

N
Tpp = 0, E Tpg = L.
q=1

La matrice R = (7pq)1<pqen €st donc markovienne. On la supposera irré-
ductible dans toute la suite.

Sous ces hypotheses, il y a clairement conservation du nombre de clients
dans le réseau. On notera I(> 0) ce nombre.

Ici le processus {X;} est un processus markovien de saut a valeurs dans

E(l)={ie N¥, i1+ +i,=1I}.
Le générateur infinitésimal de {X,} est donné par
Qitepjite, = Mplip + 1)rpg, p#q, © € E(I).
Soit {A,, 1 < p < N} la probabilité sur {1,..., N} invariante par R. On

montre alors, par exemple par la méme méthode qu’a la section précédente,
le
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Théoréme 9.10.1. Si R est irréductible, alors le processus {X;} admet
l"unique probabilité invariante
Zp

U T m(r) 1up( )

p=1

avec

N AP
P
12% I )

La principale difficulté est de calculer la constante de normalisation (aussi
appelée “fonction de partition”) G(I). Dés que les valeurs de I et de N ne
sont pas petites, le cardinal de E(I) (qui vaut C’ﬁj\}_l) rend le calcul de G(T)
par sommation directe impossible.

Supposons maintenant pour toute la suite de cette section que p,(r) =

tpliroy. Notons p, = Ap/pup.

Nombre moyen de clients Soit 1 < k& < I. Pour tout j € E(I — k),
notons que
7TJI'+kepG(I) = W]I_ka;G(I - k)7

si on note 7! la probabilité invariante sur E([).
Donc si {X;} est initialisée avec la probabilité invariante 7/, et si 1 < k <
I

)

P(X?>k)= Y 7y

JEE(I-k)

_GU k) 4 Ik
- G(I) Pp Z T
JEE(I-k)
_GU-k
~Tam v
Donc

1
G(I - k)
BXE =2 =G
k=1

ou G(0) =
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Intensité des arrivées A 1’équilibre, I'intensité des départs de la station
p vers la station ¢ vaut :

dpq = Z TiQiji—epteq
i€ B(I),ip>0
De la bijection entre {i € E([), i, > 0} et E(I — 1), et de l'identité
m G(I) = w2, G = 1) pp,

on déduit la formule
ApTpgG(I — 1)
G(I)
On obtient alors, par un argument de retournement du temps, la formule
suivante pour l'intensité des arrivées a la station p

MG -1)
“=em

dpq =

Calcul de 1la fonction de partition Considérons les fonctions
génératrices

o0
1
) = "=—— 1<p<N <1
»(2) g(pm T 1SPEN, A<

En comparant les coefficients des 27 dans les deux membres, on obtient
I’égalité

[ee) N
> G =[] (2)
n=0 p=1
Soit
Bp(z) = [[@a(2), 1<P<N, |2 <1
q=1
On a

Po(2)(1 = ppz) = Bp1(2), p> 1.
Notons T'(k, p) le coefficient de 2* dans ,(z). On a
T(k,p) = ppT(k=1,p)=T(k,p—1), k=1, p>1,

avec T(0,p) =1,p>1et T(k,1) = pk, n>0.

On en déduit un algorithme de calcul de G(I) = T'(I, N), de complexité
O(I x N), qui consiste a calculer les T'(k, p) ligne par ligne pour 1 <p < N
(i.e. pour des valeurs croissantes de k).



9.11. RESEAU TELEPHONIQUE 185

9.11 Réseau téléphonique

On considere un réseau téléphonique constitué de N canaux intercon-
nectés. L’établissement d’une communication requiert 1'usage exclusif des n
canaux demandés pour la communication. Si un ou plusieurs des canaux de-
mandés est occupé, I'appel est rejeté. Sinon, la communication est établie,
et dure un temps aléatoire, de loi exponentielle de parametre p,. Les appels
demandant n canaux arrivent suivant un processus de Poisson d’intensité A,,.
Les flux d’arrivées de type différent et les durées des communications sont
mutuellement indépendants.

Soit Xy = (X},..., XF) ou X[ représente le nombre de communications
établies a l'instant ¢, qui utilisent n canaux. X; est un processus markovien
de saut a valeurs dans

E:{Z:(llaazP)GINPﬁSN}a

ol 7 = i1 +2is+- - -+ Pip, de générateur infinitésimal (), dont les seuls termes
hors diagonaux non nuls sont donnés par :

Qi+en,i = Hn X (Zn + 1),

R’, _

—7

Qi,i+en - An o ;
N

oue, =(0,...,0,1,0,...,0) i.e. le vecteur de E dont toutes les coordonnées
sont nulles, sauf la n-iéme qui vaut 1. Notons que C}_,/C7% est la probabilité
de non-rejet si X; = i. Posons 7, = (C%) '\,

Probabilité invariante

Théoréme 9.11.1. Le processus markovien de saut {X;} décrit ci—dessus
est réversible par rapport a sa probabilité invariante

"o —Z'H{<u n')%}

PREUVE: Cherchons une solution a I’équation d’équilibre local

(N —7)!
= Tite, Mn
n(N —2—n)! et

TiTn (in+1), 1€ E,1<n<P i+e, €E
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Soit
T, 1 (N —7)!
e T iy i1 (N —7—n)
Donc si i, > 1,
T, 1 (N—=7+n)!
= — Ti—e, -
Copan! i, (N =2)! Lo
Ainsi
MY 1T (N —7+14)!
Ty = Mi—irer | N T oy
7 ! (N =7)!
B MNP L \? 1 (N =741 + 26y)!
Ty = Ti—i1e1—izen u11| l_l' /1122' E (N — f)'
La formule de I’énoncé s’obtient en poursuivant ce calcul. 0
Il reste a calculer my. Posons
Ty = —,unn!’ x = (z1,...,2p),
N! r zin
i€R n=1

Alors my = G(N, ). On verra ci-dessous un algorithme de calcul de la
fonction de partition G(NV, z).

Probabilité de rejet En régime stationnaire, I'intensité des fins de com-
munication mettant en jeu n canaux vaut

Z P T = E(X?)Nn

i€l

La réversibilité entraine que cette quantité est égale a l'intensité des com-
munications mettent en jeu n canaux qui sont acceptés. Donc le rapport
taux d’acceptation/taux de demande pour les communications mettant en
jeu n canaux, qui représente la probabilité d’acceptation, vaut IE(X]")u, /Ay
Il reste donc a calculer le
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Nombre moyen de communications mettant en jeu n canaux.

. _ N! o yr b
Zznﬂ-i:G(Nam) 12 mznl__[l m_'

, ‘ m
i€R i€EE
Or
0 N! gin=l gim
SO PR L |
Oy g (N =2)! (i, — 1)! n im!
Donc
0
Zinm =z, G(N,z) '=—G(N, ).
; Oz,
i€ER
Avec la convention n! = —oo sin < 0, on a
0 - > N! gin=l xin
G =33 et i ]
_ ) 1) 1
0z, = = (N =2)! (i, —1)! oty
soit encore
0 N! = = (N —n)! Tl
G(N.7) = ——— T T A,
0xp (I, z) (N —n)! ;) i; (N—n—z)!l;lim!
donc
0 N!
N,z) = G(N —
0z G(N,2) (N —n)! ( n, ),
et
A G(N —n, 1)
EX]!=—
" G(N,z)

Probabilité de rejet (suite) La probabilité de rejet d’'une communication
mettant en jeu n canaux vaut donc

G(N —n,x)

=1-
Pn G(N,z)
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Calcul de la fonction de partition On peut établir des équations de
récurrence pour des G(N,x), analogues & celles que nous avons obtenues
dans le cas des réseaux de Jackson fermés.

Considérons, pour z € C, la fonction génératrice :

avec G(0,z) = 1. On peut montrer que

P
z+ anz"] ,

n=1

9(z,2) = exp

d’ou 'on déduit les formules de récurrence

G(0,z) =1

=

N
- 1)!

G(N, ) :G(N—l,aﬁ)—i-ann (7)' G(N —n,z), N=1,2,...,P;

n=1

(N —n)!
G(N,z) :G(N—l,:v)—i-ann H G(N —n,z), N> P.

9.12 Réseau de Kelly

On va maintenant considérer les réseaux “multiclasse”, aussi appelés
“réseaux de Kelly”. La principale différence avec les réseaux de Jackson est
que le trajet suivi par un client donné n’est pas le résultat de tirages aléatoires
qui sont les mémes pour tous, mais c’est un trajet déterministe qui dépend
de la classe dont fait partie ce client.

Plus précisément, on considere des clients de classe j = 1, 2,...,J, ou
J e IN.

Puisque les clients sont maintenant différents les uns des autres, pour
étudier I’évolution des flux dans le réseau il convient de préciser le systeme
de priorité dans chaque file, qui jusqua présent n’avait pas réellement d’im-
portance (dans la mesure ou l'on s’intéresse aux flux globaux, et non a ce
qu’il advient d’un client particulier).

Afin de fixer les notations, considérons tout d’abord le cas de :
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9.12.1 Une seule file d’attente

Les arrivées sont constituées de J flots de Poisson d’intensité respective

A1, ..., Az, A;j désignant I'intensité des arrivées de clients de classe j.
Quelle que soit sa classe, un client qui arrive dans la file alors que n
clients y sont déja présents, sera placé en position £ (= 1,..., n+ 1), avec
n+1
probabilité (¢, n) [avec ny(ﬁ, n) = 1].
=1

Si n clients sont présents dans la file, le client en position £ recoit un service

n
exponentiel de parametre ®(n)d(¢,n), avec Z(S(ﬂ, n) = 1. Globalement, le
=1
serveur travaille donc avec une “intenstité” ®(n) > 0, dés que n > 0.
L’état de la file est décrit par un processus de Markov a valeurs dans

E=0uU G{l,...,J}"
n=1

Un point ¢ € F est une suite de longueur n = |¢|

c=(c1,---,Cn),

avec ¢; € {1,...,J}, 1 <i<n.

Précisons les transitions possibles de la chaine X; a valeurs dans F, qui
décrit I'état de la file d’attente a 'instant ¢. Deux transitions sont possibles
a partir de I’état c :

1. ajout d’un client de la classe j, inséré entre le i — 1-eme et le i—éme
client (1 <j<J,1<i<mn+1,n>0): soit transition de 'état c a
I’état '

Az(C) = (Cl, ceey Cifl,j, Citl .-+, Cn),
2. départ du client qui était au rang ¢ dans la file, soit transition de 1’état
c a l'état
Si(c) = (c1, .-, i1, Cig1y - -5 Cn)
La matrice de transition () est entierement caractérisée par ses termes hors
diagonaux, donnés par :

Q,ai = A(De)), 1<i<|ef+1, 1<5<J;
Qesie) = 2(Ie))o (5, Ief), 1 <d < |cf.
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Notons que la classe d’un client n’influe ni sur la facon dont il est placé dans
la file, ni sur son service.

Exemple 9.12.1. File M/M/K/PAPS(FIFO) (comme “premier arrivé
premier servi”, en anglais “first in first out”)

P(n)=nAK
1/nAK,sil<l<nAK,

Sty = YmAE sl bsn
0 sil>nANK,.
0,st=1,....,n

E — ? 7 7

v(6n) {Ln£=n+1

Exemple 9.12.2. File M/M/K/DAPS(LIFO) (comme “dernier arrivé
premier servi”, “last in first out”)
® et gamma sont comme dans ’exemple précédent, et cette fois

5(0,m) = 1/nAK,si(n—K)"<£<n, n#0
= 0, sil<(n-K)*

Exemple 9.12.3. File M /M/1/service partagé (process sharing)
®(n) =@ >0, le choiz de v est sans importance, et

1

La chaine de Markov {X;} de générateur @) ainsi précisé est clairement
irréductible.
On a en outre le

Théoreme 9.12.4. La file d’attente a plusieurs classes de clients est
récurrente positive ssi

|c]
Ac
7=2 g <=
cEE (=1

et dans ce cas la probabilité invariante est

|

A
=27 = E.
7r Eq)(g), cE

En outre a [’équilibre, pour 1 < j < J, le processus des départs des clients
de la classe j est un processus de Poisson d’intensité \;.
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PREUVE: On va utiliser le théoréme 7.7.4. On pose donc
7TAJ

Qc,Ag‘( y T QAJ (c),e
_ #cp(m +1)60, |e] + 1)
B(c| + 1) !
= X\;0(i, [e| + 1)

(P
Qc ,Si(e ()|\ |) QSl(c) c

_ (),
A fel = 1)

= ®(le))v(i, ] = 1)

On remarque que
le[+1 le[+1

ZQCAJ =\ = ZQcAJ(@

et

le| ||
ZQc,si(c) = ®([c|) = ZQc,Si(c)
=1 =1

donc il résulte du Théoréme 7.7.4 que sous ’hypothése du présent théoreme,
7 est la probabilité invariante, et () le générateur du processus retourné, et les

arrivées de clients de la classe j forment un processus de Poisson d’intensité
le|+1

)‘ _ZQCAJ(C) O

Remarquons que le nombre total de clients dans la file est un processus
de Markov de naissance et de mort de générateur infinitésimal () caractérisé
par

J
Qijiy1 = Z/\j; Qii—1 = ®(3).
j=1
Mais la description détaillée ci—dessus va étre indispensable dans ce qui suit.

9.12.2 Réseau de files d’attente multi—classe

On considére maintenant un réseau constitué de N noeuds, chacun étant
une file d’attente du type ci—dessus. Pour chaque 1 < j < J, les clients de la
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classe j arrivent dans le réseau suivant un processus de Poisson d’intensité
Aj. Chaque client de la classe j se présente d’abord a la file f{ € {1,..., N},
puis lorsqu’il quitte cette file il rejoint la file f3, et ainsi de suite jusqu’a la
file f,{j, d’ou il quitte définitivement le réseau. C’est a dire que le j—eme flot

suit la route f{, f7,..., f,{j dans le réseau. Pour chaque noeud 7, 1 <7 < N,
les fonctions @, 4§, v associées au noeud 7 sont notées ®;, d;, v;-
. . . N . . . ] -/
Il n’y a pas de raison d’interdire & certains des circuits f7,..., fr{j de

repasser plusieurs fois en un méme noeud du réseau. Pour cette raison, et
afin de rendre le systeme markovien, il faut associer a chaque client présent
dans cette file, outre sa classe, le nombre de files déja visitées.
L’état de la i—eme file d’attente (1 < ¢ < N) est donc décrit par le vecteur
z; = ((cip S’il)) ey (Cimw S'Lml))

ol c¢;; désigne la classe du client a la k-ieme position, et s;; le nombre de
files qu’il a déja visitées (y compris celle en cours). Donc 1 < ¢y < J et
1 < si < ng,. L’espace d’états décrivant la file au noeud ¢ est

E,:(z)ufj{L...,J}“
n=1

X, = (X}, ..., X)), ou

X! € E; est I'état de la file au noeud 7 a 'instant ¢. Le processus markovien de

N

sauts { X;} prend ses valeurs dans E = H E;. C’est un processus irréductible.
i=1

Les transitions possibles a partir de I'état © = (z1, ...,z y) sont les suivantes :

1. Un client de classe j arrive, suivant un processus de Poisson d’intensité
A;, dans le réseau au noeud f{. Le couple (j,1) est inséré en /—iéme
position dans cette file avec probabilité 7 (e, |cf{\). Ceci se produit

avec l'intensité
Ay (G [egl)

2. Un client de classe j a 'étape s < n; de sa route, a la place £ de la
file au noeud f7, quitte celle—ci pour la place m de la file f7 41, avec
I'intensité

(I)fg'(|cfg'|)5fg (¢, |Cfg'|)7fg'+l (m, ‘Cfg'ﬂ‘)-

A l'issue de cette transition, le couple (j, s + 1) est a la place m dans
la file au noeud f7. ;.
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3. Un client de classe j a I’étape n; de sa route, a la place £ de la file au
noeud fflj, quitte le réseau. Ceci se produit avec I'intensité

D, i )0 (4, |cps |).
f]zj(|cf%j|) f,gj( a|cf{1j|)

On pose

On a le résultat suivant, qui se démontre comme le théoreme précédent.

Théoréme 9.12.5. Si Z < oo, alors {n,, = € E} défini par

_ -1 i
Mg =24 H T,s
i=1
avec
||
ﬂ_z‘ — )‘Cz'k
" ®;(k)’

est la probabilité invariante du processus {X:} qui décrit les clients présents
dans le réseau de files d’attente multiclasses. En outre, a [’équilibre, le pro-
cessus de sortie des clients de classe j est un processus de Poisson d’intensité
A, 1 <5< J.

9.13 Exercices

Exercice 9.13.1. On étudie le processus de Markov {X;} sur IN qui modélise
la file d’attente M/M/1, i.e. le processus markovien de sauts de générateur
infinitésimal

“A A 0 0 0
po —(A+p) A 0 0
Q=1 o o =(A+p) A0

— a Montrer que la chaine incluse de ce processus est la marche aléatoire
réfiéchie en 0 de ’exercice 2.10.7, avec p = A\/(A + ).
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— b En déduire que le processus {X;} est transient dans le cas X > u,
récurrent dans le cas A < p.

— ¢ Montrer que {X;} est récurrent nul dans le cas X = p, récurrent
positif dans le cas X < p (on montrera que dans le premier (resp. le
second) cas, la mesure (1,1,1,1,...) (resp. la mesure géométrique de
parameétre \/u) est invariante).

Exercice 9.13.2. On considére la file M/M/1 {X;, t > 0}, et on définit la
suite aléatoire {Y, = X;—,n > 1}, ou {1, T, ...} désignent les instants
d’arrivées successives de clients & partir de Uinstant 0, et Xp- > 0 est donc
le nombre de clients que le n—ieme arrivant trouve devant lut dans la file.

1 Montrer que {Y,, n > 1} est une chaine de Markov & valeurs dans
IN. Préciser sa matrice de transition. Monirer que cette chaine est
wrréductible et apériodique.

2 On se place dans le cas A < p. Montrer que la probabilité géométrique w de
parameétre N/ (qui est la probabilité invariante du processus markovien
de sauts { Xy, t > 0}), est la probabilité invariante de la chaine {Y,, n >
1}, et que la loi de Y, converge vers m quand n — oo.

3 Montrer que la formule de Little dans le cas particulier de la file M/M/1
est une conséquence du résultat de la question précédente.

4 On suppose maintenant que la file est initialisée avec sa probabilité inva-
riante (i.e. loi de Xy = 7). Calculer la loi de XT— Montrer que pour
toute fonction f croissante de N dans R, IEf(X,-) < > 2 mi f(3), et
que l’on a l'inégalité stricte pour certaines fonctzons croissantes f. Ce
résultat vous parait—il conforme a 'intuition ¢ Pourquoi la loi de X -
differe—t—elle de la loi m 7 Comparer avec le résultat de [’exercice 6.5. 3.



Chapitre 10

Introduction aux
Mathématiques Financieres

Introduction

Le but de ce cours est de présenter les modeles mathématiques permet-
tant de résoudre le probleme de la fixation des prix (pricing) des options
“européennes” et “américaines”, ainsi que de préciser les stratégies de cou-
verture associées. On présentera en particulier la célebre formule de Black et
Scholes, obtenue par leurs auteurs en 1972, et qui a été un des arguments pour
lattribution récente du prix Nobel d’économie a Black et Merton (Scholes
étant décédé).

On va présenter en parallele le modele discret de Cox, Ross et Rubinstein,
et le modele continu de Black et Scholes.

L’intérét du modele discret est de permettre de démontrer les résultats
de fagon élémentaire ; celui du modele continu est d’aboutir aux formules qui
sont celles utilisées couramment par les professionnels de la finance.

10.1 Les concepts de base

10.1.1 Option

Une option est un contrat aux termes duquel son détenteur a le droit (et
non l'obligation) d’acheter (s’il s’agit d’une option d’achat, call en anglais)
ou de vendre (s’il s’agit d’une option de vente, put en anglais) une quantité
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fixée d’un actif donné (qui peut étre une action, une obligation, une devise,
une matiére premiere, ...) a un prix fixé a 'avance (appelé prix d’exercice),
a une date (I’échéance) fixée a ’avance dans le cas d’une option européenne;;
une option américaine peut au contraire étre exercée a n’importe quelle date
entre celle de la signature du contrat et la date d’échéance.

Dans le cas d’un call européen d’échéance 7', sur une action dont le cours
a linstant t est S;, de prix d’exercice K, le détenteur de 'option gagne a
I'instant T’ (S7 — K'). Dans le cas d’un put, le gain du détenteur de 'option
a l'instant 7" est (K — St);. Le gain du détenteur (donc de l'acheteur) de
I’option est la perte du vendeur de ’option. La prime est censée compenser
cette perte.

La théorie mathématique des options traite deux problémes :

a) fixation du prix de I'option (en anglais pricing), autrement dit du montant
de la prime que I'acheteur de l'option devra régler a son vendeur au
moment de la signature du contrat ;

b) couverture : comment le vendeur de l’action va pouvoir gérer la prime
qu’il encaisse au moment de la signature du contrat, pour compenser,
dans le cas d’une option européenne une perte de (Sr — K); (resp.

(K — 51)4).

10.1.2 Arbitrage

Une des hypotheéses que I'on est amené & faire dans ’étude mathématique
des options est I'absence d’opportunité d’arbitrage, i.e. 'impossibilité de ga-
gner de ’argent sans risque. Cette hypothese entraine une relation dite de
parité entre call et put européens, portant sur le méme sous—jacent avec méme
prix d’exercice K et méme échéance T, a savoir 'identité :

Ct — Pt = St - K@ir(T*t)

ou C; est le prix du call, P; celui du put, S; le prix sous—jacent, et r le
taux constant auquel on peut emprunter ou placer de 'argent (on a ici une
hypothese essentielle de tous les modeles qui vont suivre, qui n’est pas tres
réaliste).

Supposons la relation de parité non satisfaite, i.e. supposons qu’a I'instant
t on ait par exemple :

C,— P, >8,— Ke ™™,
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(un raisonnement analogue peut étre fait dans le cas <). On va en déduire une
opportunité d’arbitrage. A l'instant ¢, on achéte une action (ou obligation,
ou ...) et un put, et on vend un call. Cette opération dégage un profit net
égal a :
X, =Cy,— P, — S,
Si X; > 0, on place X; aux taux r jusqu’a la date T ; sinon on emprunte — X,
au méme taux jusqu’a la date 7.
A la date T', deux cas peuvent se présenter :
1. Sy > K : alors le call est exercé (et on n’exerce pas le put) : on encaisse
K, et on solde le prét (ou 'emprunt), donc on se retrouve avec une
richesse égale a :

K+eT Y, - P —-5,)>0.
2. St < K : on exerce le put (le call n’est pas exercé), et on solde comme

ci—dessus, donc on se retouve avec la méme richesse que ci—dessus.

Dans les deux cas, on réalise a I'instant 7" un gain > 0, avec une mise de
fonds nulle a 'instant ¢ : c’est un exemple d’arbitrage.

10.1.3 Marchés viables et complets

Un marché est dit viable s’il n’existe pas d’opportunité d’arbitrage.

Un marché est dit complet si tout actif conditionnel a 'instant 7" (i.e. toute
fonction de {S;, 0 <t < T}, en particulier de Sr, en particulier (Syr — K)
ou (K — S;)4) est simulable, i.e. s’il existe une stratégie admissible dont la
valeur a l'instant 7" est égale a (Sp — K) (resp.(K — Sr)4).

La notion de stratégie admissible sera précisée ci—dessous, dans les deux
modeles discret et continu. Le juste prix du call (resp. put) européen sera
alors la valeur initiale d’une stratégie admissible de valeur finale (Sy — K) .
(resp.(K — Str)+). Une telle stratégie réalise la couverture de l’option.

10.2 Options européennes dans le modele dis-
cret

10.2.1 Le modele

On va considérer un modele en temps discret avec un seul actif risqué,
dont le cours a I'instant £ sera noté S;, t = 0,1,...,7T; et un actif sans risque
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dont le cours a l'instant ¢ sera noté R;.
On suppose qu’il existe > 0 tel que

Riyr = Ry(1+7),
On supposera pour simplifier que Ry = 1, donc
Rt= (1+T)t, OStST-

On suppose que Sy est une constante, et qu’il existe des v.a. i.i.d. &,
1 <t < T, prenant leurs valeurs dans Iensemble {a,b}, avec 0 < a < b,
telles que

St+1 == St§t+17 t= 0,].,...,T— ]_

Notre espace de probabilité est (2, F,IP), avec = {a,b}", F = P(2), et IP
est tel que sous P les &, 1 < ¢ < T'sont ii.det IP(§ =a) > 0,IP(& =b) > 0.

Nous définissons le priz actualisé a 'instant ¢ de 'actif risqué comme la
quantité

= S,

S,=2t t=o0,1,...,T
t Rt

10.2.2 Stratégie admissible

Une stratégie de gestion est une suite aléatoire {(X;,Y;), t =0,1,...,T}
A valeurs dans R?, telle que si

J:,l:fo:{(l),Q}
tho-{gla"'agt}a tZl,

(X, Y:) est Fy 1 —mesurable, pour tout 0 < ¢ < 7. On dit que la suite
{(X:,Yy)} est prévisible.
La valeur du portefeuille a 'instant ¢ est donné par :

Vi(X,Y) = X;R, + Y35,
et sa valeur actualisée est la quantité

17 V;(X’ Y)

VX Y) = =% = X, + Y5,

La stratégie est dite autofinancée si

XiRy + Y15 = Xy 1 Ry + Y1 Sy
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ou de fagon équivalente
Vil (X,Y) = Vi(X,Y) = X1 (R — Ry) + Yip1(Sen — S)

ou encore
X, +Y,S, = X1+ Yt+1§t-
ie.
Vit (X,Y) = Vi(X,Y) = Yisa (Si — ).

Autrement dit, avec les notations AS; = S; — S;_1, Agt = §t — §t,1, on a la
Proposition 10.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La stratégie {(Xy, Y:);0 <t < T} est autofinancée.

(ii) Pour tout 1 <t <T,

t
Vi(X,Y) = Vo(X, V) + ) (X,AR, + Y,AS,).

s=1

(#ii) Pour tout 1 <t <T,

t
Vi(X,Y) =Vo(X,Y) + ) _V,AS,

s=1
On a en outre la

Proposition 10.2.2. Pour tout processus prévisible {Y;, 0 <t < T} et toute
valeur initiale Vy (déterministe!) du portefeuille, il existe un unique processus
prévisible {X;, 0 <t < T} tel que la stratégie {(Xy, Y:), 0 <t < T} soit
autofinancée, et corresponde a un portefeuille de valeur initiale Vj.

Preuve
La condition d’autofinancement impose que, pour tout 0 <t < T,

‘Z(X; Y)=X,+ Ytgt

t
=V +)_ YAS,,

s=1

ce qui définit X;. La prévisibilité est facile a vérifier.
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Définition 10.2.3. Une stratégie (X,Y) est dite admissible si elle est auto-
financée et vérifie V,(X,Y) >0, VO <t <T.

Définition 10.2.4. Une stratégie d’arbitrage est une stratégie admissible
(X,Y) telle que

WX,Y) = 0 et Vp(X,Y) # 0, ou équivalemment Vo(X,Y) = 0 et
Vr(X,Y) £0.

10.2.3 Martingales

Définition 10.2.5. Une suite {M;, 0 < t < T} est adaptée si M, est F;
mesurable, 0 <t < T ; est une martingale si elle est adaptée et pour 1 <t <
T

7

E[M|F, 1] = My,

Proposition 10.2.6. Soit {M;, 0 <t < T} une martingale, et {Y;, 0 <t <
T} une suite prévisible. Alors la suite {M(Y);, 0 <t < T} définie par :

M(Y)o = YoMy
MY),=YoMo+ Y Y, AM,, t>1

1<s<t
est une martingale.

Preuve Il suffit de remarquer que
E[Y;AM|Fi 1] = Y; E[AM|F, 1] =0,

ou 'on a utilisé successivement le caractere prévisible de Y, et la propriété
de martingale de M.

10.2.4 Le marché est viable et complet

Théoréme 10.2.7. Le marché défini ci—dessus est viable (i.e. il n’existe pas
de stratégie d’arbitrage) ssi a <1+ 71 <b.

Preuve
Il n’est pas difficile de montrer que si 1 + r €]a, b, il existe une stratégie
d’arbitrage (exercice).
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Réciproquement, si a < 1+ r < b, la probabilité IP* sur (2, F) telle que
sous IP* les & sont i.i.d tels que

]E*(ft) =1 + 7.

(appelée probabilité risque neutre) est équivalente a P (car P*(& = a) > 0
et P*(&, = b) > 0). Mais, sous IP*, {S,} est une martingale, donc d’apres la
proposition 10.2.6, IN/(X ,Y') est une martingale pour toute stratégie (X,Y).
Donc si Vp(X,Y) = 0, IE*V(X,Y) = 0. La condition d’admissibilité impose
Vr(X,Y) > 0 p.s., donc V(X,Y) = 0. o

Pour alléger les notations, on posera ¢ = 1+ r. Il est facile de vérifier que

l'on a: b
—c c—a
b—a’ (& =10) b—a

Théoréme 10.2.8. Sia < 147 < b, le marché défini ci-dessus est complet,

.e. pour toute v.a. Fr mesurable H > 0, il existe une stratégie admaissible
(X,Y) telle que Vir(X,Y) = H. En outre pour tout 0 <t < T,

IP*(& = a)

R
Vi(X,Y) = R—;E*(Hlft)-

Preuve
S’il existe une stratégie admissible telle que Vp(X,Y) = H, alors d’apres
la proposition 10.2.1 (iii), pour tout 0 < ¢ < T,

H

T
=~ V(XY Y,AS,.
RT t( 7 )+ Z

s=t+1

Donc, sous IP*, {IZ(X, Y); 0 <t < T} est une martingale, d’ou :
~ H
oY) = (41m),
Ry

soit encore

R
(X, Y) = R—;]E*(Hlft)-

Notons en particulier que H > 0 entraine alors V;(X,Y) > 0, donc s’il existe
une stratégie autofinancée qui produit la suite {V;(X,Y); 0 < ¢t < T} ci-
dessus, elle est admissible. Au vu de la proposition 10.2.2, il reste a montrer
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qu’il existe une suite prévisible {Y;; 0 < ¢ < T} telle que
T
~ H H
Y,AS; = — —TE*[ — ).
Z sTS Ry < RT)
s=1
La suite {Y;; 1 <t < T} est caractérisée par :

Vs (% -1) =B (HR) - B (1),

ot H := H/Rr, soit

_ C(E*(ﬁ|-7:t) - IE*(I’-VI|]-}_1)).

Y, = —
Si—1(§ —¢)
I reste donc a montrer que Y; est F;_1-mesurable (i.e. ne dépend pas de &;!).
E*(H
Notons 71 := (&y,...,&_1). Alors la v.a. % est une fonction du
t—1
couple (£°1,,).
Posons ~
E*(H|F,
a(€ &) = Cﬂ-
St-1
On a t—1 * t—1
Y, = 9§71, &) — B (:(§", &) | F 1)
§&—c¢
Notons que
b—c c—a
* t—1 _ t—1 t—1 -
E* (9:(67", &) Fim1) = 9u(€ ’a)b _p + g:(€ ’b)b e
donc

(9:(671,&) — 9:(§1, a)) 2:_2 + (9651, &) — g(€51,0)) =
§&—c .

Il reste a remarquer que dans les deux cas & =a et & = b, on a:

Y, = gt(é-t_la b) - gt(é-t_la a)
! b—a )

Y, =
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Remarque 10.2.9. La derniére formule donne la fraction de la richesse a
wnwvestir dans Uactif risqué, a chaque instant t, pour réaliser une stratégie de
couverture. Notons la forme particuliere du membre de droite, qui s’appa-
rente a une “dérivée approchée”. Dans le cas du modele continu du chapitre
sutwant, on aura une dérivée, d’ou la terminologie “produit dérivé” utilisée
pour désigner les options.

10.2.5 Prix du call et du put

Nous allons maintenant préciser la formule pour V;(X,Y) dans les deux
cas du call et du put. Notons

_b—c
T b—ua

p

donc
1—p=1P*(& =D).

Dans le cas du call européen,

Vi(X,Y) = ¢TI [(st I &- K)+|.7-}] :

s=t+1

Mais pour tout 0 < k£ < T —t,

a T — 1)
IP* ( I &= a’“bT‘t"“) = —k!(:(F — ttz k),pk(l —p)

s=t+1
Donc
T—t
_ (Tt (T=0! ek _

et dans le cas du put européen,

Tt
VX, Y) =003 TZO oot e gy
£ | !
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10.2.6 La formule de Black—Scholes

Nous allons maintenant établir les formules du modele continu de la sec-
tion suivante (& savoir la formule de Black—Scholes) par passage & la limite
sur le modele discret, avant de la réobtenir directement a partit du modele
continu dans la section suivante.

On suppose maintenant que, 1" étant un réel positif arbitraire, ¢ prend les
valeurs

0 1 [NT]
7 N’ =t N 7
et que
[Nt]
Se=So[[&
k=1
[Nt]
Sy = Spexp Zn,]cv ,
k=1
avec
r
m =logg — .

On suppose que les 7 prennent leus valeurs dans ’ensemble {—ﬁ, ﬁ}
Cela signifie, par rapport aux notations ci-dessus, que (les indices supérieurs
N ne sont pas des exposants!) :

N =exp(r/N), o =exp(r/N —oc/VN), b =exp(r/N+c/VN).
La formule pour le prix du call (resp. du put) devient donc, si Z} =
E[Nﬂ N
k=1"lk »
E* [(50 exp(ZY) — Ke’TT)J
(resp.

E* [(KWT — Spexp(ZY ))J ).

Il reste & trouver la loi limite de Z& quand N — oo sous IP*. On a le
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Théoréme 10.2.10. S; Z} := chfitll nY et pour chaque N les {n}), k > 0}
sont i.1.d. & valeurs dans {— =, \/LN}’ avec IEnY = py, et Nuy — p quand
N — 00, alors sous IP, quand N — oo,

ZN = ut+ 0B, t>0.

Preuve On sait (cf. par exemple Breiman [Probability] page 180) que si
une v.a.r. X admet un moment d’ordre 3, pour tout r € IR,
2 3

E(exp(irX)) = 1 + irE(X) — %]E(XQ) - z‘%(]E(X3) + (X, 7)),

avec |[0(X,r)| < 3IE(|X]?). Donc

2 2

E(exp(irn)) = 1+ iruy — -+ O(N"?),
donc

r202 [Ni]
Blexp(irZ) = (1 irw = 52+ 00 9))
(, 7“20215)
—exp | irut — .
2

quand N — oo. &

Pour pouvoir appliquer ce théoreme, il nous reste a calculer ’espérance
de n} sous IP*. Cette derniére probabilité est caractérisée par I'identité

E* exp(n,]cv) =1,

soit, avec p, := P*(n) = —)
o o
eXp(——N)pa + eXp(—N)pb =1,
doi ) )
evN —1 1—e Vv
Pa = —— — o > Py = —=— — o
evN —e VN evN —e VN
et ) )
o
E*nY — —).
k ON + O(N)
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Il résulte alors du théoreme 10.2.10 que sous IP*,
0.2

On en déduit la formule limite pour le prix du call :

Co = (27r)1/2/

—0oQ0

+oo 2T VT 2
(Soe’TjL" Ty _ Ke”"T) e YV 2y,
+

et celle du put

Py = (2w)1/2/

—0o0

oo 0'2T \/_ 2
(Ke”"T —Spez 1 Ty)+ e v 2dy.

Ces formules se réécrivent comme suit en fonction de la fonction de répartition
F' de la loi normale centrée réduite.

C() = S()F(d1) — KeirTF(dg),
PO = KeiTTF(—dz) — SOF(_dl)a

avec
1 T T
dlz—log & _i_?n\/__l_i’
g\/T K g 2
1 S() T\/T O'\/T
do = —>=log | — | + -
oVT K 2

Notons que ’on retrouve bien la parité call-put, a condition de remarquer
que F(d;) + F(—d;) =1,i=1,2.

10.3 Le modeéele et la formule de Black—
Scholes

On va maintenant considérer un modele ou le cours du sous—jacent S;

varie en temps continu, ¢t € IR, et le cours S; prend ses valeurs lui aussi
dans R;.
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10.3.1 Introduction au calcul stochastique

Toutes les v.a. et les processus qui suivent seront définis sur un espace de
probabilité (2, F,IP).
Le modele de Black—Scholes stipule que

Sy = Spexp(ut + oBy),

ou i € R est la dérive et 0 € IR est appelée la volatilité. {By,t > 0} est un
mouvement brownien (standard).

Définition 10.3.1. Un processus stochastique { By, t > 0} est appelé mouve-
ment brownien si ses trajectoires sont continues, By = 0 et

(i) pour toutn € N, 0 =ty < t; < -+ < ty, la suite By, By,— By, ..., B;, —
B, | est une suite de v.a. indépendantes;

(i1) pour tout 0 < s < t, la loi de By — By est la loi N(0,t — s).

S
On en déduit que le processus {log (ﬁ) , t > 0} est a accroissements
0
indépendants (i.e. possede lui aussi la propriété (i) de la définition), et que
S
pour 0 < s < t, la loi de log S_t est la loi N(u(t —s),02(t —s)). Le processus

S
{S;} est appelé mouvement brownien géométrique.

Une propriété fondamentale du mouvement brownien est donnée par la

Proposition 10.3.2. Soitt > 0, et 0 =17 <t} <--- <t =1 une suite de
subdivisions de l'intervalle [0,1] telle que sup(ty —t;_,) — 00, quand n — 0.

k<n
Alors
n

> (By =By, )" =t

k=1

en moyenne quadratique , quand n — Q.

Preuve
On a
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Or

Var (Zn:(BtZ = Btz_1)2> = i Var [(By - By_,)?|

k=1 k=1

n
= 22(1573 —th 1)’
k=1
<2t igp(ti‘ — g 1)
<n
— 0,

quand n — o0. %

Ce résultat indique que les trajectoires du mouvement brownien sont tres
irrégulieres. Si elles étaient dérivables (avec une dérivée intégrable), la limite
ci—dessus ne serait pas t mais 0 (exercice). Malgré cela, on va définir une
intégrale stochastique du type

t
/sosst, t>0,
0

) . ' dB, (., dBs | .
(que l'on ne peut pas écrire cpsd—ds, parce que la dérivée s n’existe
0 s s

pas).
Commengons par considérer le cas d'une fonction {f(s), s > 0},
déterministe, telle que

T
/ f2(s)ds < oo.
0
Alors on va définir [’intégrale de Wiener

t
/ f(s)dBs, pour 0 <t<T.
0

Supposons tout d’abord que f est en escalier, c’est a dire

f(s) = Z Sl
k=1

avec 0 <ty <ty <...<t, <T. Alors une définition naturelle de I'intégrale
de Wiener est

t n
/ f(s)dB, = Z fi(Bintypr — Bing)
0 k=1
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On déduit aisément des propriétés du mouvement brownien que :

D /0 F(s)dB, = 0

E [( /0 t f(s)st>2 =E D fi (Birtpss — Binty) 2

k=

n
=3[Rt Atrpr — t A ty)

k=1
t
= / f2(s)ds.
0
La formule d’isométrie

E [( /0 tf(s)st)Q - /0 P(s)ds

permet d’étendre la définition de I'intégrale de Wiener, des fonctions en es-
calier a toutes les fonctions de carré intégrable. On vérifie aisément que le
processus

n
1

{/Otf(s)st, 0<t<T}

est un processus gaussien, a accroissements indépendants, de moyenne nulle,

et il vérifie
t 2
IE dB,
[( |16 )

Nous allons maintenant indiquer la construction de [’intégrale d’Ito. Pour
cela, il nous faut introduire la filtration du mouvement brownien :

¢
= / f(s)ds, 0<t<T.
0

Fo2FB=0{B; 0<s<t}VN,

i.e. F; est la plus petite tribu qui rend mesurables toutes les v.a. By, pour
0 < s < t, et qui contient en outre les ensembles de IP-mesure nulle de la
tribu F.

Notons M?(0,T) le sous—espace de Hilbert de L?(Q x [0,7],F ®
B([0,T1]), dIP x dt) des classes d’équivalence des processus {¢y(w), w € Q,0 <
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t < T} qui sont tels que pour tout 0 < ¢t < T, la v.a. ¢, est F; mesurable.
On dit qu’un tel processus {¢;} est adapté.

La construction que nous avons faite de I'intégrale de Wiener s’étend a
I'intégrale d’It6 comme suit. On considere tout d’abord des processus de la
forme

@S(w) = Z @k(w)l]tmtkﬂ](s)a
k=1

ou ¢y, est supposée J;, mesurable et de carré intégrable, 1 < k < n. Pour un
tel o,

t n
/ 0sdB, = Z 0k (Bintiy, — Binw) -
0 k=1

On va utiliser de fagon répétée le fait suivant qui résulte de la propriété (i)
du mouvement brownien et de la définition de F; (exercice) : V0 < s < t, F;
et B; — B, sont indépendants. Alors

t
]E/ 0sdB; = 0
0

et

. [( [ e.an)

2

= Z IE [90% (Bt/\tk+1 - Bt/\tk)Q}
k

+2 Z E [W (Bt/\tH_l - Bt/\tz) Pk (Bt/\tk+1 - Bt/\tk)}
<k

= Z ]E((pi)(t ANtgsr — T A tk)

k
t
:]E/ ©2ds.
0

A nouveau, la propriété d’isométrie que nous venons d’établir permet
d’étendre l'intégrale d’It6 & tout ¢ € M?[0,T).
On ale

Théoréme 10.3.3. Pour tout ¢ € M?[0,T], 0 < t < T, Uintégrale d’Ito



10.3. LE MODELE ET LA FORMULE DE BLACK-SCHOLES 211
vérifie
t
]E/ psdB,; = 0,

o[([[sun) ] = [ o

En outre le processus {fot wsdBg, 0 <t < T} est une martingale, puisque si

0<s<t,
t s
E [/ ()OrdBr‘fs:| :/ ©rdB.
0 0

Nous admettrons que 1’on peut étendre I'intégrale d’It6 a des {¢; } adaptés
qui vérifient seulement
T
/ Qidt < 0o p. .
0
t

Cependant, pour un tel {¢;} on ne sait pas a priori si la v.a. / wsdB; est

0
intégrable, et les trois formules du théoreme 10.3.3 n’ont plus de raison d’étre
vraies. On a cependant toujours I'inégalité (exercice)

t 2 t
E (/ gdeBS> g]E/ ©ids
0 0

Nous pouvons maintenant établir la formule d’Ito :

Théoréme 10.3.4. Si ® € C*2(R, x R), alors pour tout t > 0,
t
®(t, B;) = ®(0, By) + / @, (s, B,)ds
0

t ! 1 t n
+ [ @ BB+ [ (s Bds
0 0

Preuve Pour simplifier, on va considérer seulement le cas d’une fonction
® € CZ(IR) et on va montrer qu’alors

®(B,) = d(0) + /t @' (B,)dB, + %/t ®" (By,)ds.
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k
Posons t} = —t, n € IN, 0 < k < n. Alors
n

n

®(B;) - ®(0) = ) ((By) — ®(By ,)

k=1

—Z‘I’ By )(By — By )

+ = Z@ (©1)(By — Biy_,)?
k 1

par la formule de Taylor a l'ordre 2, avec ©} appartenant a l'intervalle
[Bir_,, Bin]. 1l résulte de la formule d’isométrie de I'intégrale d’Itd que

2

E

t
/0 Z@ tk 1 BtZ - Btﬁ—l)

]EZ/tk | & (By )ds

— 0 par convergence dominée.

On remarque ensuite que

n

> (@' (By,) - 2"(0)) (By - By ,)?

k=1

1

< sup @' (B ,) — 2" (6})

—0

en probabilité, quand n — oco. Enfin une variante de ’argument de la preuve
de la proposition 10.3.2 permet de montrer que

t
Zcb (Bi_,) Btz—BtZ_1)2—>/ @
0

quand n — oo. Plus précisément, on montre d’une part que

(zi: ®" (B ) [(Bt}; — By ) — (t; — t’,;_ﬁ}) — 0,
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et d’autre part que

n t
> (By )6 -6 ) [ @ (B
k=1 0

¢
La formule d’It6 se généralise comme suit.
On appelle processus d’Ité un processus {X;,0 < ¢t < T} de la forme
t t
X, = x—{—/ wsds—k/ psdBs, (10.1)
0 0

ou x € IR, 9 et ¢ sont des processus adaptés tels que

T
/ (|9e] + [op¢|*)dt < o0 p.s.
0

On a alors le résultat suivant, dont la preuve est analogue a celle du Théoreme
10.3.4 :

Théoréme 10.3.5. Si {X;, 0 <t < T} est un processus d’Ité de la forme
(10.1), et ® € C+*(R, x R), alors pour tout t > 0,

t
®(t, X,) :cp(o,x)+/ ®. (s, X,)ds
0

t t
+/ q);(s,Xs)wsder/ @, (s, X,)p,dB,
0 0

1 [t
+—/ CIwa(s,Xs)gpfds.
2 /o

On aura besoin de la formule d’It6 multidimensionnelle : on considére un
mouvement brownien & valeurs dans IRF{B,} (constitué de k¥ mouvements
browniens réels mutuellement indépendants), 1, adapté a valeurs dans R4,
¢; adapté & valeurs dans IR¥**. Alors si z € IR?, le processus

t t
Xt:x—f—/wsds—i-/gosst,Ogth
0 0

est un processus d’It6 a valeurs dans IR%.
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Si maintenant ® € C2([0,T] x IR?%), on a la formule d’Tt6 :

t t
d(t, X;) = (0, 2) +/ <I>;(s,Xs)ds+/ < @, (s, X,), s > ds
0 0

t ! 1 t n
—i—/ < ®,(s,Xs), psdBs > +§/ Tr(®,,(s, Xs)pspilds
0 0

10.3.2 Equations différentielles stochastiques

Soit f, g:[0,7] x R — IR telles que

sup (|f(2,0)] + [g(¢,0)]) < oo
0<t<T

et en outre il existe K tel que
‘f(t,l') _.f(ta y)|+\g(t,m) _g(ta y)‘ < K|.’E—y|, any € Ra le [O,T] (102)
La condition (10.2) est appelée condition de Lipschitz. On a le

Théoréme 10.3.6. Sous les conditions ci-dessus, en particulier (10.2), pour
tout v € R, I’EDS

t t
Xo=a+ [ (s, X)ds+ [ g(s,X)dB, 0<t<T,
0 0

admet une unique solution X € M?(0,T).

Preuve Notons F' D’application de l'espace M?(0,7T) dans lui-méme
définie par

t t
FX)y==z +/ f(s, X5)ds +/ g(s,Xs)dBs, 0<t<T.
0 0

Une solution de ’'EDS est un point fixe de F'. Or pour que F' admette un
unique point fixe, il suffit qu’elle soit une contraction stricte pour une norme
bien choisie sur M?(0,T).



10.3. LE MODELE ET LA FORMULE DE BLACK-SCHOLES 215

Appliquons la formule d’It6 au processus d’Ité6 F(X); — F(Y); et a la
fonction ®(t,z) = e *|z|?> (A > 0 qui sera choisi plus loin). On obtient

e F(X )y — F(Y)r2 + A /0 e M P(X), — F(Y),|dt
=2 [ HECO - PO X0 - 1Y)

+ 2/0 e M(F(X): = F(Y):)(g(t, Xo) — g(t, Y2))dB, +/0 e Mg(t, X) — g(t, Yy)Pdt.

Nous allons prendre ’espérance dans cette identité; nous admettrons que
I'intégrale stochastique est intégrable et d’espérance nulle. Il vient, en utili-
sant en outre la condition de Lipschitz :

T
e ME|F(X)p — F(Y) > + ,\]E/ e MF(X), — F(Y),|2dt
0
T
= IE/ e M [2(F(X)e = F(Y))(f(t, X)) = f(£,Y) + lg(t, X¢) — g(t,Y3)|?] dt
0
T
< IE:/ e M[2K|F(X), — F(Y) x | X; = Y| + K*| X, — Y3|°] dt.
0
Il résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwartz que
T T
2K]E/ e MF(X),— F(Y)| x | X, = Yy|dt < ]E/ e MF(X), — F(Y),|*dt
0 0
T
+ K*’E / e M X, — Y;[2dt.
0
Donc
T T
(A= DE / M F(X), — F(V),2dt < 2K*T / M X, — Y;[2dt
0 0

On choisit alors A = 2K? +2, d’ou :

r > 2K?
B / e~ CRM F(XY), = P(Y),[2dt <
0

T
= 2K? + 1IE/0 e CRX, — Y Pt

¢
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10.3.3 Formule de Feynman—Kac

On considere ’équation aux dérivées partielles parabolique rétrograde :

2

(t,2) + f(x)%(t, o) + %f@)%(t, 2) = c(@)ult,z),

0<t<T, z€IR;
u(T,z) = h(z), z € R.

du

ot (10.3)

On suppose que f, g satisfont la condition (10.2), que ¢ et ¢ sont continues
et bornées sur IR. Pour chaque 0 <t < T, z € IR, on note {X5*, ¢t < s < T}
la solution de 'EDS :

Xt —at [ O+ [ g(X)aB, 1< <T,
t t

On a alors le

Théoréme 10.3.7. Supposons que u € Cy*((0, T)xIR) est solution de ’EDP
(10.3). Alors u est donné par la formule de Feynman—Kac :

w(t,z) = [h(X;f) exp <— /t ' c(Xﬁ’””)ds)}

Preuve
On applique la formule d’It6 au processus (X5*,Y;), avec Y, =

—/ c(X5)dr, et & la fonction ®(s,z,y) = u(s, z) exp(y). Il vient
t

T
u(T, X% exp (—/ c(Xﬁ’“)ds) = u(t,z)
¢
T S au
+/ exp (—/ c(X}f’””)dr) g (X:x) — (s, X2*)d B,
¢ ¢ 0z

T

0

+/ (a_z(S,Xz’z) + Lu (s,Xz’“”) — C(XE’I)U(S,X;’I)) eXp(Y;)dS,
t

0 1 2
ou Lu(s,z) = f(x)%(s, x)+ —gz(x)a—;;(s, x). Il reste a prendre I’espérance,

et a exploiter le fait que u est solution de (10.3) pour conclure.
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10.3.4 L’EDP de Black—Scholes

On va présenter une premiere facon de résoudre le probleme du pricing et
de la couverture d’une option européenne, en passant par la dérivation d’une
EDP.

On s’intéresse a une option européenne, qui rapporte a son détenteur
H = h(S(T)) a léchéance T'. Encore une fois nous pensons aux deux cas
h(z) = (x — K)y et h(z) = (K — z),.

Le prix de cette option & I'instant ¢ est E;, 0 < ¢t < T. Bien sur on a
Er = h(S(T)). On va supposer - on le retrouvera plus loin - qu’il existe une
application

uw:[0,T] x Ry — R,

telle que pour tout 0 <t < T,
Et = U(t, St)

Nous allons en outre supposer - la encore on peut le démontrer, mais c’est
un petit peu plus difficile - que

u € 01,2((07T) X R-I—)v

si bien que 1’on peut appliquer la formule d’Ito.
Notons que l'on a

Et = U(t, SO exp(,ut + O-Bt))a

donc une application de la formule d’It6 du théoréme 10.3.4 nous donne

Ou 0%\ _ ou o? ,0%u
dE; = (E(t’ Si) + <M+ ?) St&(t, Si) + 75152 72 (t, St)) at
ou
+ O'Sta_x(ta Si)dB;

L’absence d’opportunité d’arbitrage nous impose que s’il existe une stratégie
admissible {(X3,Y;), 0 <t < T'} telle que la richesse associée a l'instant final
soit

VT(Xv Y) = h(ST):

alors nécessairement

VAX,Y)=FE, 0<t<T.
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Par ailleurs,
Vi(X,Y) = Xy Ry + Y15y,
et la condition d’autofinancement s’écrit en temps continu
dVi(X,Y) = XidR; + Y;dS;.

Mais
th = T'Rt dt

et en utilisant une fois de plus la formule d’It6, on obtient
o2
dSt = (,LL + ?) Stdt + O'StdBt.

On déduit des dernieres identités une seconde formule pour la différentielle
de F;, a savoir

2
dEt = <T‘Xth + <,U: + %) }/;St) dt + UY;StdBt

On va maintenant utiliser un résultat bien connu des aficionados du calcul
stochastique, a savoir que lorsque deux processus d’It6 sont identiques, on a
nécessairement identité des coefficients de dB;, et identité des coefficients de
dt (cf. exercice zx).

D’ou d’une part :

oY,5; = UStg (t St)
soit encore 5
Y, = 2%, S))

oz

(on vient d’identifier la stratégie de couverture, sur laquelle nous reviendrons
ci-dessous), et en outre

2 0 0
rX,R; + (u + %) Y,S, = a—“(t, S)) + ( ) S, a“ (t, )
o%u
Sfa 2 (ta St)
Mais on sait déja que
ou
Y;t - _(t: St)a

ox
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d’ou l'on tire, grace a

XiRy + Y3S: = u(t, St),
ou

Xo= Ry (u(t, Sy) - Sta_ac(t’ St))-

Donc la relation ci—dessus devient

62
S?a—;; (t; St) = T“(ta St)

U(T, ST) = h(ST)

ou ou o?
E(t, St) + T‘Stg(t, St) + ?

Une C.N.S. pour que ces relations soient satisfaites p.s. est que u soit solution
de ’EDP parabolique

ou ou o?z? 0%u
E(t, .’L‘) + T.’I?—(t, .’13) + T@

3 (t,z) =ru(t,z); 0<t<T, x € Ry
x
uw(T,z) = h(z), z € Ry.

(10.4)

10.3.5 La formule de Black—Scholes (2éme dérivation)

Rappelons que

0.2 t t
St = S() + (,U + 3)/ Sst + O'/ Ssst.
0 0

Posons

—-T g
o 2

Alors . .
Sy =S+ r/ S,ds + a/ SsdB;.
0 0

Soit maintenant IP* une probabilité sur (2, F) telle que sous IP*, { By, t > 0}
soit un mouvement brownien. Non seulement une telle probabilité existe, mais
on verra ci—dessous qu’elle est équivalente & la probabilité IP (sous laquelle
c’est {B;} qui est un brownien).

Notons que

d(R;'S;) = oR; 'SydB;,
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donc le prix actualisé S; = R, 'S, est une martingale sous IP*, qui a nouveau
s'interprete comme la probabilité risque neutre.

Il résulte alors de la formule de Feynman—Kac (théoreme 10.3.7) et de
I’équation (10.4) que

u(t,z) = E* [eiT(Tft)h(ST)\St = x] )

soit
By =u(t,S,) = E* [e7"""Ih(ST)[S)]

et en particulier
Ey = u(0, So) = E* [e ""h(S7)] .

Sachant que sous IP*, la loi de log(St/Sp) est la loi N((r— "72)T, o?T), on
en déduit en particulier les formules pour Cy et Py que 1’on avait obtenues
une premiere fois a la section 10.2.6.

10.3.6 Une généralisation du modele de Black—Scholes

Dans le cas du call, on remarque que h'(x) > 0, et on s’attend & ce que

ou . . .
8_(t’ x) > 0 : toutes choses égales par ailleurs, si le cours du sous—jacent
z

monte, le prix de 'option monte; donc on s’attend a ce que Y; > 0. Notons
que ces inégalités sont renversées dans le cas du put! Ceci dit, aux frais de
transaction pres, I’évolution du prix du sous—jacent ne dépend pas de savoir
quelle type de position on a sur ce sous—jacent.

Par contre rien ne dit si la somme X; mise sur l'actif non risqué est
positive ou négative (i.e. s’il s’agit d’un dépot ou d’un prét), et I’hypothese
que le taux d’intérét est le méme pour les deux cas est tout a fait irréaliste.

Supposons donc que les dépots bénéficient d’un taux 7+, alors que les
préts se font aux taux r~. En posant

R;— — er"'t’ R; — er‘t,
on a, dans le cas d’une stratégie autofinancée, si X;” = max(0, X;), X, =
max(0, —X;),
dV, = (X;'r"Rf — X[ r™ R;)dt + Y,dS;.

Si 'on reprend la démarche qui a conduit a la section 10.3.4 a ’EDP de
Black—Scholes, on voit que ’on obtient & nouveau

ou
Y; - a_x(t: St)a
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et cette fois

ou
X;—R: = (u(t7 St) - Sta_x(t’ St))+
o ou
X, Ry = (u(t, S) — Sta_x(t’ Si)) -
d’ou l'on tire ’EDP non linéaire.
ou o212 0%u N ou o ou -
a(t, z)+ 5 5 r (u(t, x) — xa—x(t, x)) —r (u(t, x) — xa—m(t, :v)) :
u(T,z) = h(x)

10.3.7 3éme dérivation de la formule de Black—Scholes

Nous allons nous poser une question un peu plus générale que la question
précédente.

Etant donnée une option qui rapporte a son détenteur la somme H (> 0)
a l'instant 7', quel est le juste prix de cette option? On suppose que la v.a.
H est Fr mesurable, ou a nouveau, aux ensembles de mesure nulle pres,

Fi=0{B;,0<s <t} =0{S;0<s <t}
Un exemple particulier est le cas ou
H = h(Sr),

notamment pour le call et le put européens, mais on verra plus loin d’autres
types d’options, qui ne sont pas de cette forme particuliere.

Nous allons nous laisser guider par ce que nous avons fait dans le cas du
modele discret, et dans les sections précédentes.

On pose la question sous la forme suivante : trouver V; et une stratégie
autofinancée {(X;,Y;);0 <t < T}, tels que

T T
Ve(X.Y)=Vo+ [ XidRi+ [ Vias
0 0
=H.

A nouveau R; = €™, et on définit la valeur actualisée du portefeuille & I'ins-
tant ¢ :

W(X, Y) = RJIW(X’ Y)
= Xt + i\}ta
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~ A ., . .
en posant Y; = R, 'Y;S;; c’est la valeur actualisée de la partie du portefeuille
investie sur ’actif risqué. Alors

Y=V, - X,
En outre
dVy(X,Y) = —rV,dt + R;'dV,

= —rVdt + rX,dt + R;'Y,dS,

= —rYydt + R; 'V,dS;.
Mais

0.2
dSt = (,U + ?> Stdt + O'StdBt,

donc

2

d‘Z = (p —-—r4+ %) ?tdt + UidBt.

Posons finalement

—-T g
B2 (“U +§)t+Bt.

Alors N N
dV; = oY dB;,

soit

‘7} =e"TH— G/T }ZdB:
t
Soit maintenant IP* la probabilité sur (2, Fr) telle que
(B;; 0<t<T}
soit un IP* mouvement brownien. On suppose que
E*(H?) < oco.

Sous cette hypothese, on montre aisément que

T
IE*/ Y;|?dt < oo,
0
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donc en particulier N
‘/t = e_TT]E* (H|ft),

soit
‘/t — e—r(T—t)IE* (H|-7:t),

ce qui redonne encore une fois la formule de Black—Scholes pour les prix du
call et du put européen. B

Qu’en est—il de la stratégie de couverture? Sous IP*, {V;} est une mar-
tingale de carré intégrable adaptée a la filtration FP". Un théoréme général
d’It6 nous dit alors que

t
Vt=VO+/ZSdB;*,O§t§T,
0

avec un unique Z € M?(0,T). On retrouve

R,

Y, = .
K O'St

Dans le cas ou H = h(Sr), on a PEDP de Black—Scholes et Y; se calcule en
fonction de la dérivée de sa solution. Dans des cas plus généraux, le calcul
peut se faire (mais de fagon pas trés explicite!) avec d’autres outils de calcul
stochastique, par exemple le calcul de Malliavin.

Terminons cette section par deux exemples classiques d’options qui ne
sont pas de la forme H = h(S7).

Exemple 3.1 Option barriére d’achat

C’est une option qui rapporte a 1’échéance :

H = 1{ sup St < 5}(ST_K)+a

0<t<T

autrement dit on a le méme gain qu’avec une option d’achat européenne,
mais on n’a le droit d’exercer cette option que si le cours du sous—jacent n’a
jamais atteint la barriere 3.

Exemple 3.2 Option d’achat asiatique

Il s’agit d’une option qui rapporte a son acquéreur a I’échéance

1 T
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10.3.8 Le théoréeme de Girsanov

La probabilité IP* peut paraitre mystérieuse. En fait elle apparait natu-
rellement dans le théoréeme de Girsanov, dont nous allons en fait donner une
version simplifiée diie a Cameron et Martin.

Etablissons tout d’abord le

Lemme 10.3.8. Un processus continu {B;, 0 <t < T} est un mouvement
brownien ssi pour tout n, tous 0 =tg <t; < ---<t, <T, us,---,up, € R,

exp[ Zuk tr — tr_ 1]

IE exp [Z Ug (Btk - Btk .
1

Preuve
La CN résulte de ce que si {B;} est un mouvement brownien, la loi du
a. (By,By, — By, ,By, — By, ,) est la loi N(0,A,), avec A,, matrice
diagonale n x n, dont le k—iéme terme diagonal vaut t; — t5_1.

La CS résulte de ce que si la formule est vraie, la loi de (By,,B;, —
By, - ,B;, — By, ,)estlaloi N(0,A,), pour tous n, 0 <t; < -+ <t, 1 <
tn, donc (i) et (ii) de la Définition 10.3.1 sont satisfaits.

¢

On a alors le
Théoréme 10.3.9. Soit {B;, 0 < t < T} un mouvement brownien défini sur

Pespace de probabilité (2, F,1P).
Si f e L*(0,T),

Bf =B, — /f )ds, 0<t<T;

Zt—exp(/f )dB, ——/f2 )

et IP* est la probabilité sur (2, Fr) telle que

-7
dIP T

alors {Bf,0 <t < T} est un mouvement brownien sous IP*.
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Preuve :
Au vu du lemme précédent, il suffit de montrer que pour tout g € L2(0,7),

E* [exp (/OT g(t)dBt*ﬂ = exp G /OT g2(t)dt)

Mais

e ([ az) = e { [ 110+ o008~ 5 [ 2000+ P01

= exp (% /OT gQ(t)dt>

10.3.9 Propriété de Markov et EDP

Pour obtenir I’“EDP de Black-Scholes” a la section 10.3.4, nous avons
admis qu’a chaque instant ¢, le prix E; de 'option est une fonction du cours
du sous—jacent Sy, i.e. que E; s’écrit

Et = 'U/(t, St)

On a vu a la section 10.3.7 que

R
E, = R—t]E*(H|ft).
T

Pourquoi et a quelle condition cette espérance conditionnelle est—elle une
fonction de S; ?

Définition 10.3.10. Soit {X;,t > 0} un processus stochastique. {X;} est
appelé processus de Markov si pour tout 0 < s < t, toute f € Cy(IR),

E[f(X,)| 7] = ELf (X)X,

ou FX = o{X,;0 <r < s} (ades ensembles de mesure nulle pres).

Remarquons que (& des ensembles de mesure nulle pres) F; = 0{S;;0 <
s <t}.Onala

Proposition 10.3.11. Sous IP*, {S;;0 <t < T} est un processus de Markov.
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Preuve : Si 0 < s < t,
0.2
S; = Ssexp [(r — E)(t —s)+o(B; — B:)}

Donc

0.2

E*[f(Sy)|Fs] = \/%7 /Rf (SS exp [(r — E)(t —s)+ 0@4) e Pdy
= IE*[f(51)[Ss],

puisque S; et F; mesurable, et Bf — B} est indépendante de F; sous IP*.
¢

On peut donc en fait utiliser la formule de Feynman-Kac a ’envers, i.e.
déduire 'EDP satisfaite par la fonction u(t,z) de la formule

E, =FE* [e7"™h(Sr)|S,] -

Nous pouvons maintenant nous demander si dans les cas de 'option barriere
et de 'option asiatique, le calcul du prix de I'option peut encore se ramener
a la résolution d’'une EDP.

EDP associée a I’option barriere

Reprenons 'option barriere d’achat de ’exemple 3.1. Posons

Stﬂ:St/\Tga
ou 75 = inf{t <T; S; > B}, et
0, sixz <K,
hz) =< z—K, si K<z <f;
0, siz>p.

Alors, dans le cas de 'option barriere d’achat, la v.a. H se réécrit
H = h(SP).

Par un argument analogue a celui de la proposition 10.3.11, on montre que
{Sf , 0 <t < T} est un processus de Markov. Sous la probabilité risque
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neutre, on a i la fois que R, 'S, et Rt’,\lm Siars sont des martingales, et les
arguments de la section 10.3.7 conduisent a nouveau a la formule

R
E, = E* [R—th(sﬁ)\sf]
T

Notons que pour ¢t > 75, E; = 0. Soit, si E; = u(t, Stﬂ), u(t, f) = 0. L’EDP
devient

0 1,0) + ra 2 1, ) + T
ot T g T T oy

u(t,f)=0; 0<t<T; u(T,z) =h(z), 0<z<p.

(t,x) =ru(t,z), 0<t<T,0<z<p;

EDP associée a I’option asiatique

t
Posons U; = / S,ds. Alors, dans le cas de I'option asiatique,
0

H = h(UT)7

avec cette fois h(z) = (T'z — K),. Il n’est pas trop difficile de vérifier que
{U;, 0 <t < T} n’est pas un processus de Markov ; par contre {(S;, U;); 0 <
t < T} est un processus de Markov, d’ou

ou {u(t,z,y); 0<t<T, >0, y>0} est solution de 'EDP

(9% 2 ) 4122t 2, ) + 00 (2, y) + 2o DL 4,2, y) = rult, 7, y)
ot Ty Y Txail? Ty Y xay L, Y 2 92 YL, Y) =TUL, 2, Y),
{ 0<t<T z,y>0;
u(T,z,y) = h(y),

L z>0,y>0.
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10.3.10 Option portant sur plusieurs sous—jacent

Jusqu’ici nous nous sommes contentés d’étudier des options portant sur
un seul actif risqué. Méme si c’est le cas d’'un grand nombre d’options, il en
existe qui portent sur plusieurs actifs risqués a la fois. Un premier exemple
typique de ce second type est le cas des options spread, qui portent sur I’écart
entre les prix de deux actifs, i.e. H = (S — S%),, ou S' et S? sont les prix
de deux actifs risqués. Un second exemple est constitué par les options sur
portefeuille appelées aussi options paniers (basket option en Anglais). Les
options sur indice (type CAC 40) en sont un exemple. Une option de vente
(put) sur portefeuille est un moyen d’assurer son portefeuille. Etant donné
un portefeuille composé de a; actions de prix S! & Pinstant ¢, i = 1,...,d,
un put qui paye (K — Y., a;S%); garantit que le portefeuille pourra étre
revendu au moins au prix K a I’échéance.

Suposons que, outre ’actif non risqué, qui cote R; = €™ & l'instant ¢ le
marché est composé de d actifs risqués, dont les prix Si, i = 1,..., d, fluctuent
suivant le modele

d
dS; = o;Sjdt + S}y _0ydB], 1 <i<d, t>0,
j=1
ot B}, ..., B sont d mouvements brownien mutuellement indépendants. Une

application de la formule d’It6 permet de vérifier que cette EDS multidimen-
sionnelle admet comme unique solution

d

=1

St = S exp L 1<i<d, t>0,

avec ; = a; — 3 Z;l:l 0%

La question naturelle a se poser, pour généraliser la théorie de Black—
Scholes, est celle de I'existence d’une probabilité risque neutre IP* équivalente
3 la probabilité IP, sous laquelle le processus des prix actualisés e 'S, =
e " (S}, ..., 8%), t > 0} soit une martingale vectorielle, ce qui sera une
conséquence de l'existence d’un IP*-mouvement brownien d—dimensionel
{Bf, t > 0} tel que

d
dS; =rSjdt+ S}y 0;dB?, 1<i<d, t>0.

j=1
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Notons r le vecteur de IR? dont toutes les coordonnées sont égales & r, et

() 011 - . O14

Oq Odr - - 0Odd
La seconde écriture des S} est équivalente &
(r—a)t=%(B;—Byf),t>0.
On est donc conduit a formuler I’hypotheése cruciale suivante :
Y est inversible. (10.5)

Sous cette hypothese, on déduit de la relation précédente entre B, et B* la

formule
Bf =%"Yr—a)t+ B;, t >0. (10.6)

Il résulte d’une généralisation naturelle (exercice) du théoréme de Girsanov
10.3.9 que si

1
Fii exp [< ' (a—r), Br > —5“2_1(04 —1)|*’T|,

alors {Bf, 0 < ¢t < T} et un mouvement brownien d-dimensionnel
(i.e. {B}},...,{B¢} sont des mouvements brownien scalaires mutuellement
indépendants) sous IP*.

En reprenant les arguments de la section 10.3.7, on a que le prix E; de
I'option a l'instant ¢ est donné par la formule (formellement la méme que
dans le cas unidimensionnel)

E, = e "IUEN(H|F),
d’ou en particulier
Ey=e¢""IE*H.

Si H = h(Sr), on a donc Ey = e ""IE*h(S7). Notons pour ¢ > 0 logS; le
vecteur (log S}, ..., log S?). Sous IP*, la loi de log(Sr) est la loi de Gauss
vectorielle N (log(So) + (r — £s2)T,XX*T), ot s* = (s?,...,53), avec s? =

d
ijl ij.
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Le processus {S;, t > 0} a valeurs dans IR? est un processus de Markov,
donc dans le cas oit H = h(Sy), il existe une fonction u : [0,7] x R — R,
telle que

B, =u(t,S), 0<t<T.

On montre par un raisonnement analogue a celui de la section 10.3.4 que u
est solution de ’EDP parabolique dans IR¢ 1, avec a = XX,

d d
ou
8t t:r )+ E Tim + ]E lxxja”a ax](t,x):ru(t,aj), 0<t<T,zeR:

u(T,z) = h(z), z € RE
En outre, le portefeuille de couverture est déterminé par la relation

. Ou
V/=—(25),1<i<d,0<t<T,
8301-
au sens ol Y} est le “nombre” d’actifs numéro i que doit contenir ce porte-
feuille. La richesse associé est donc

d
ViX,Y)=X,R + > VS, 0<t<T.

i=1

10.3.11 Viabilité et Complétude

Les notions de marché viable et complet se définissent comme dans le cas
du modele discret, au petit point pres qu'un marché complet est maintenant
un marché tel que a toute v.a. H > 0 Fr mesurable et de carré intégrable,
on peut associer une richesse initiale Vj et une stratégie admissible (X,Y)
telles que

T d
H=V,+ / X, dR, + ) Y} dS].
0 i=1

La restriction H de carré intégrable est inutile dans le cas du modele discret,
puisque dans ce modele €2 est fini, donc toute v.a. est bornée.
On a le résultat fondamental

Théoreme 10.3.12. Le marché est viable ssi il existe au moins une pro-
babilité risque neutre IP* équivalente a IP. Le marché est complet s’il existe
exactement une probabilité risque neutre IP* équivalente a IP.
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Le fait que I’existence d’une probabilité risque neutre entraine le caractere
viable du marché se démontre comme dans le cas du modele discret. Nous
admettrons les autres affirmations de ce théoreme.

10.3.12 Remarques sur les points de vue probabi-
liste/EDP, et sur le calcul effectif des primes

Nous avons associé a toutes les options rencontrées jusqu’ici une EDP (au
prix cependant d’un doublement de la dimension de la variable spatiale pour
I'option asiatique, ce qui alourdit singulierement la résolution numérique).
Peut—on donner une formule probabiliste pour le prix de I'option dans le cas
du modele considéré a la section 10.3.6 7 La réponse est oui, en faisant appel
a la théorie des “EDS rétrogrades” ; mais la formule en question n’est pas du
tout explicite.

Discutons maintenant du calcul effectif de la prime.

Formules explicites

Une premiere approche, qui n’est utilisable que dans les cas les plus
simples (qui incluent cependant presque tous les cas examinés jusqu’ici)
consiste a utiliser la connaissance de la loi des v.a. considérées, c’est a dire
que dans le cas du call européen on utilise la formule

C() = S()F(dl) — KE_TTF(dQ)

(cf. fin de la section 10.2.6), avec F' fonction de répartition de la loi N(0,1),
laquelle est accessible avec une bonne précision dans Matlab, ou dont le calcul
numérique peut étre programmé. En ce qui concerne ’option barriére, on peut

utiliser la connaissance de la loi jointe du vecteur aléatoire ( sup S, St),
0<t<T
et en ce qui concerne l'option asiatique des mathématiciens ont récemment

progressé pour expliciter la loi de la variable aléatoire Ur.

Méthode de Monte Carlo

Une seconde méthode, dont le domaine d’application est beaucoup plus
vaste, consiste a simuler un grand nombre de réalisations de la variable
aléatoire concernée, et a remplacer I’espérance mathématique par la moyenne
empirique sur I’échantillon ainsi constitué.
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Remarquons que la vitesse de convergence d'une méthode de Monte Carlo
est controlée par la variance de la v.a. dont on veut calculer I’espérance. De
ce point de vue, le calcul par Monte Carlo du put est bien mieux conditionné
que celui du call. On a donc intérét, pour calculer le call par Monte Carlo, a
calculer en fait le put, et a utiliser la relation de parité call-put.

Sous réserve de surveiller la variance, les méthodes de Monte Carlo sont
commodes d’utilisation, la simulation d’un trés grand nombre de variables
aléatoires ne posant pas de probléme sur les ordinateurs d’aujourd’hui.

Notons qu’une variante de la méthode de Monte Carlo consiste a simuler
un arbre binomial (éventuellement avec un N - cf. section 10.2.6 - grand)

Résolution numérique de PEDP

Une derniere méthode consiste a résoudre 'EDP par une méthode
numérique de type différences finies. Notons que cela suppose de discrétiser le
temps et I'espace (et de borner 'espace infini R ). Ces méthodes numériques
ont été développées par les spécialistes du calcul scientifique pour beaucoup
d’autres applications. Leur principale limitation est la dimension de la va-
riable spatiale, lorsque I’on considere un modele avec un grand nombre d’ac-
tifs risqués.

10.3.13 Volatilité historique - Volatilité implicite

L’utilisation des modeles ci—dessus pour le calcul de la prime suppose la
connaissance de trés peu de parametres (il est remarquable que le parameétre
i dans le modele initial des fluctuations de S; a disparu). Le taux d’intérét
r peut étre considéré comme connu.

Par contre la parametre o - la volatilité - n’est pas donné directement. On
peut tenter de I’estimer a partir des données des fluctuations passées, c’est
la wvolatilité historique.

Mais comme il existe un marché des options, ou les prix sont régis par la
loi de Doffre et de la demande, on peut inverser la formule de Black—Scholes,
pour en déduire une valeur de o, appelée volatilité implicite. Il est a noter que
I’inversion de la formule pour différentes options de méme échéance T, mais
correspondant a des prix d’exercice différents, donne des volatilités implicites
différentes - effet smile.
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10.4 Options américaines dans le modele dis-
cret

Contrairement aux options dites “européennes”, une option dite
“américaine” peut étre exercée a tout instant entre la date de signature du
contrat (I'instant 0) et I’échéance ('instant 7"). Notons h(S;) ce que rapporte
I’option, lorsqu’elle est exercée a l'instant ¢. Dans le cas d’un call américain,
h(z) = (z — K)4, dans le cas d’'un put américain, h(z) = (K — z),. On
notera Z; = h(S;), 0 <t < T, et A; le prix de 'option américaine a I'instant
t, 0 < t < T. En particulier, Ay est la prime dont I’acheteur de 1’option
américaine doit s’acquitter au moment de la signature du contrat (I'instant
0).

On suppose a nouveau que

Ry=(1+r), 0<t<T,

et on définit les valeurs actualisées
5 Zy 7 Ay

Zy= —"— .
a1+

Cherchons a préciser la valeur de A; par récurrence rétrograde. Tout
d’abord, il est clair que
AT - ZT.

A Tlinstant 7" — 1, le détenteur de l'option a le choix entre l'exercer
immédiatement, ou bien la conserver pour espérer en tirer un meilleur profit
a l'instant 7. Donc on a

1
Ar_1=Zr_ 1N —E"(Z7|51_1).
T-1 T-1 1+r (T|T1)

Par le méme raisonnement, on a pour tout 0 < ¢ <7,
1

Ay 1 =7 vV ——IE"(Ay]S; 1).

t—1 1V T, (Al Si1)

En terme des valeurs actualisées, on obtient

AT == ZT
i N ~ (10.7)
At,1 == thl vV ]E*(At‘St,l), 0 < t S T

On pose la
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Définition 10.4.1. On appelle sur-martingale (resp. sous-martingale) une
suite adaptée
{My; 0 <t < T} telle que pour 0 <t < T,

E[M;|F;-1] < (resp. >)M;_1.
On a la

Proposition 10.4.2. La suite {4;, 0 < t < T} est une IP* —surmartingale.
C’est la plus petite IP*—surmartingale qui magjore la suite {Z;, 0 < t < T}.

Preuve La propriété de surmartingale, et le fait que la suite {A;} majore
la suite {Z;} découlent immédiatement de la relation (10.7). Soit maintenant
{M,} une autre IP*-surmartingale qui majore {Z,}. Alors My > Zp = Ap,
et si M; > At, ~

My > E* (M| Fya) > E* (A Fia),

et aussi M;_; > Zt_l, donc
My 1> Z VE (A F1) = A
CQFD. ¢

Pour poursuivre notre étude des options américaines, nous allons préciser
ce qu’est la plus petite surmartingale majorant une suite adaptée donnée.

10.4.1 Enveloppe de Snell

Commencons par la :

Définition 10.4.3. Une v.a. v a valeurs dans l’ensemble {0,1,...,T} est
appelée un temps d’arrét si pour tout 0 <t < 7T,

{v=t} e F.

Etant donnée une suite aléatoire adaptée {X;, 0 < ¢t < T} et un temps
d’arrét, la suite arrétée {X;n,, 0 < t < T} est encore adaptée. Ceci résulte
de ce que v est un temps d’arrét ssi {v < t} € F; pour tout 0 <t <7T. On
a en outre le théoréeme d’arrét

Théoréme 10.4.4. Si {M;, 0 < t < T} est une martingale (resp. une

surmartingale), alors {Myr,, 0 <t < T} est aussi une martingale (resp. une
surmartingale).
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Preuve Il suffit de remarquer (avec la notation de la proposition 10.2.6)
que
Mip, = M(Y), 0<t <T,

si Yy = 1g<,y. Puisque {t < v} = {v <t —1}¢ la suite Y est prévisible, et
le résultat pour les martingales est la proposition 10.2.6. Le méme raisonne-
ment, en exploitant la positivité de Y donne le résultat pour les surmartin-

gales. ¢
Etant donnée une suite adaptée {Z;, 0 < ¢t < T}, on veut étudier son

enveloppe de Snell, autrement dit la plus petite surmartingale qui la majore.
Celle—i est la suite {U;, 0 < t < T} définie par

UT = ZT,
Ut == Zt V E(Ut+1‘ﬂ), 0 S t < T

Notons que tant que Uy > Z;, U, = IE(U;;1|F;). Cette remarque se formalise
en la

Proposition 10.4.5. La v.a. définie par
v=inf{0 <t < T|U; = Z;}
est un temps d’arrét, et la suite arrétée {Uin,, 0 < t < T} est une martingale.

Preuve Notons tout d’abord que
{lv=t}y={Us > Zo}n---N{Ui_1 > Zy 1} 0N {U, = Z,} € F;.
On pose a nouveau Y; = 1<y, Uiny = U(Y)s.
UY )1 — U ) = Lipi<oy (Ui — Uh),

et sur l'ensemble {t + 1 < v}, Uy = E(Up1|F), donc EU(Y )1 —
U(Y)|F) =0. %

Notons 7; 'ensemble des temps d’arrét qui prennent leurs valeurs dans
I'ensemble {t,t+1,...,T}.

Corollaire 10.4.6. On a

Uy =E(Z,|Fy) = sup E(Z;|Fp).

TETo
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Preuve D’apres la proposition 10.4.5, {U.,,} est une martingale, donc
Us = E(Urn,| Fo)
=1E(Z,|F)-
Si T € Ty, d’apres le théoreme 10.4.4, {U.,,} est une surmartingale, donc

Up > E(Unnr|Fo)
> E(Z;|Fo)-

Le corollaire se généralise en

Uy = sup E(ZT‘E)

TET:

= E(Z,,|F),

si vy, = inf{s > t|Us = Z,}. On appelle temps d’arrét optimal un temps
d’arrét qui vérifie la propriéte d’optimalité du temps d’arrét v établie au
corollaire 10.4.6. Le théoréme qui suit dit que ce v est le plus petit des temps
d’arrét optimaux.

Théoreme 10.4.7. Le temps d’arrét v est optimal ssi les deux conditions
sutvantes sont vérifiées

(i) Z,=U,
(i) {Uinv, 0 <t < T} est une martingale.
Preuve (i)+(ii) implique Uy = IE(Z,|F)), donc l'optimalité de v d’apres

le corollaire 10.4.6.
Réciproquement, supposons v optimal. Alors

Uy =IE(Z,|Fy) < E(U,|F),

et puisque {U.,,} est un surmartingale, IE(U,|Fy) < Uy, donc IE(U,|Fy) =
E(Z,|F) = Uy, dott comme U domineZ, U, = Z,, soit (i). Encore une fois
{U.n,} est une surmartingale, donc

Uo > E(Ua|Fo) > E(U,|Fo),
mais comme les deux termes extrémes coincident, on a
EUin|Fo) = EU,|Fo) = EEU,|F:)|Fo)-

Comme d’un autre coté Uy, > E(U,|F), on a Iégalité Un, = IE(U,|F),
soit (ii).
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10.4.2 Décomposition de Doob

On a la

Proposition 10.4.8. Toute surmartingale {U;, 0 < t < T} s’écrit de fagon
unique sous la forme

Ut :Mt _Cta

ot {My;, 0 <t < T} est une martingale, et {Cy, 0 < t < T} est une suite
croissante, prévisible t.q. Cy = 0.

Preuve Nécessairement, My = Uy et Cy = 0. En outre
U1 — Uy = My — My — Cyyy + Gy,
d’ou en conditionnant par F;,
E(U|F) — Uy = —Cyyq + C,
et
Myy1 — My = Uy — E(Ugga | F).
En outre

Proposition 10.4.9. Soit {Z;, 0 <t < T} une suite adaptée, d’envelope de
Snell Uy = M; — Cy. Alors le plus grand temps d’arrét optimal est donné par

Umaz = Inf{t < T, Cy 1 # 0}.

Preuve Le fait que vmay est un temps d’arrét résulte de ce que {C.} est
prévisible. De C; = 0 pour ¢ < vy, on déduit que

U'/\Vmax = M'/\Vma,x7

donc {U.pp,..} est une martingale. D’apres le théoreme 10.4.7, il suffit pour
montrer que Vp., est optimal, de montrer 1’égalité U, = 7 Posons

Vmax Vmax *
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Y = 1ma=t}-

S
L

U = YUy + YrUr

Vmax

Tl
L

Y;: maX(Zt, ]E(Ut+1 ‘.7:75)) + YTZT

Il
111

YiZ,+ YrZr

~~
o

N

ou on a utilisé les faits suivants : IE(U1|F;) = My — Ciyq, et sur {Y; = 1},
Cy =0et Ciypq > 0, soit IE(Upy1|F) = My — Cy1 < Uy, d’ott nécessairement
Ut = Zt-
Il reste a montrer qu’il n’existe pas de temps d’arrét optimal v tel que
V > Umax €6 IP(V > Umay) > 0. En effet on aurait
E(U,) =EM,) —E(C,) =E(,) - E(C,) < E(Uy),

donc {U.,,} n’est pas une martingale.

10.4.3 Enveloppe de Snell et chaines de Markov

Précisons maintenant la forme de 1’enveloppe de Snell dans une situation
markovienne. Soit {X;, 0 < ¢ < T'} une chaine de Markov homogene a valeurs
dans un ensemble fini E, de matrice de transition P = {P,,, =,y € E}. On
suppose alors que pour 0 <t < T, F, = 0{Xo, ..., Xy}

Proposition 10.4.10. Soit {Z;} une suite définie par Z, = (t, X;), avec
¥ :{0,1,...,T} x E — R. Alors ’enveloppe de Snell {U;} de la suite {Z;}
est donnée par la formule Uy = u(t, Xy), ot la fonction u est définie par

u(T,z) = $(T,7), @€ F;
u(t,z) = Y(t,x) Vv Znyu(t—i- lLy), z€FE, 0<t<T.
y
En pratique, pour déterminer le temps d’arrét

v =inf{t, U, = Z;},

on calcule la solution u du systeme rétrograde de la proposition 10.4.10, et
on arréte a 'instant v = inf{t < T, u(t, X;) = ¥(t, Xy) }
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10.4.4 Retour aux options américaines

D’apres la proposition 10.4.2, le prix actualisé {A,} de 'option américaine
est la IP*—envelope de Snell de la suite {Z;, = (1 + 7)"*h(S;) = R;'h(S,)}.
On sait (généralisation du corollaire 10.4.6) que

A, = supE*(R,*h(S,)|F),
vET:
soit
Ay = Rysup E* (R, 'h(S,)|F).
vET:
D’aprés la décomposition de Doob, A, = M, — C,, avec {]\th} une IP*-
martingale et C, croissant prévisible et nul en 0.

Puisque le marché est complet, il existe une richesse initiale V, et une
stratégie autofinancée {(X;,Yy)} t.q. Vo(X,Y) = RyMy, soit Vp(X,Y) =
My, et comme on a deux IP*-martingales, V0 < t < T, V;(X,Y) = M,, soit
A, = IZ:(X, Y) —Cy, et Ay = Vi(X,Y)=Cy,ouC, = R,C;. Une date d’exercice
optimale 7 vérifie A, = h(S;). Elle doit vérifier 7 < vy = inf{t, Ciy1 # 0},
car en exercant ’option a la date vy,y, son propriétaire se constitue le capital
Apie = Ve (X, YY), et grace a la stratégie {(X,Y)}, son portefeuille vaut
strictement plus que ’option aux instants vmax + 1, Vmax + 2, ..., N.

On vérifie également que si 1'acheteur de l'option exerce celle-ci a un
instant non optimal, le vendeur réalise un profit strictement positif.

10.4.5 Options américaines et options européennes

Proposition 10.4.11. Soit A; le priz a linstant t d’une option américaine
qut rapporte a son détenteur Z; si elle est erercée a l'instant t, et E; le
priz a linstant t d’une option européenne qui rapporte a son détenteur Zr a
I’échéance. Alors Ay > E;, 0 <t <T.

Si de plus E, > Z, Vt, alors Ey = A, Vt.

Preuve La premiere égalité est évidente, et elle résulte des propriétés de
martingale (resp. sur-martingale) de {E;} (resp. {A;}) sous IP*. Si E; > Z;,
{E,} est une IP*-martingale (donc aussi surmartingale) qui majore {Z;},
donc elle majore aussi {flt}, d’apres la proposition 10.4.2.

Corollaire 10.4.12. Dans le cas des call(s) européen et américain de méme
échéance T et de méme prix d’exercice K, portant sur un méme unique actif
risqué de priz Sy a Uinstant t, Ay, = B, 0 <t < T.
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Preuve On a 7, = (S; — K)4, et

= REI]E*((ST - K)+|ft)
E*(Sr — R;'K|F,)
=5, - R_lK, donc
R
E, >S5, — R—tK
> 5 —

mais on a aussi E; > 0, donc E; > Z;. 1l reste & appliquer la proposition. <
Cette propriété n’est pas vérifiée pour un put, ni pour un call sur une
action distribuant un dividende.

10.4.6 Options américaines et modele markovien

Reprenons une option américaine qui rapporte a son détenteur Z; = h(S;)
si elle est exercée a l'instant ¢, et supposons maintenant que {S;, 0 <t < T}
est une chaine de Markov. Alors le prix A; se met sous la forme A; = u(¢, Sy).
Posons 4(t, z) = Ry 'u(t, z) et h(t,z) = Ry 'h(x). Il résulte de la proposition
10.4.10
i(t,x) = h(t,z) VY Pyi(t+1,y),
y
d’ou I'on déduit la formule de récurrence

u(t+1,y)
u(t, )V Z p, oY P (10.8)

Et un temps d’exercice optimal est défini par

v=inf{t <T, u(t,S;) = h(S;)}.

10.5 Options américaines dans le modele de
Black—Scholes

L’étude des options américaines dans le modele de Black—Scholes exige
des outils mathématiques complexes. Nous allons présenter 'EDP associée,
par passage a la limite sur les formules de la sous—section 10.4.6.
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Réécrivons la formule (10.8) dans le cadre de la sous—section 10.2.6, avec
les changements de variable :

g(x) = h(e®),
v(t,x) = u(t, e’)
On obtient
1 T o T o
N —/N [ N r., o N r o
v(t N,x) g(x)Ve <p+v(t,x+N+\/N)+pv(t,x+N m)),
(10.9)
avec
1 o
N_pmN=_9 y_2_ + O(N3/2),
1 o
NP = =) == + =+ 0(N 2
b_ (nk \/N) 9 4\/N ( )
Posons
A =e /N (pV I S T %),
(Anv)(t,z) =e <p+v(t,x+ N + \/N) +pv(t,x + N \/N)
Alors (10.9) se réécrit
1
v(t — N,x) > g(x),
1
(Anv)(t,z) — v(t — N,x) <0,
1

(v(t - %,w) = 9(2))(Anv)(t, 2) = v(t - w7, 2)) = 0.

On peut aussi bien multiplier dans ce systeme d’égalités—inégalités
(Ayv)(t,z) — v(t — &, ) par N. Mais, en admettant que v est suffisament
réguliére, on obtient a I’aide d’un développement limité que quand N — oo,

N[(Awo)(t,2) = v(t = -, 7)] =
Av(t,z) = %(t, z)+ (r— %2)3—;(15, z) + %2%(15, z) — rv(t, ).

Donc le prix le 'option américaine est

A; = v(t,log Sy),
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ou v est la solution de I'inéquation variationnelle
v(t,z) > g(x),

Av(t,z) <0,
(v(t, 2) — g(x))Av(t, z) = 0,

et un temps optimal d’exercice de 'option est donné par le temps d’arrét

v =inf{t <T, v(t,logS;) = g(log S;) = h(S:)}.

10.6 Taux d’intérét et obligations

Jusqu’ici nous avons supposé que le taux d’intérét est une constante (ne
dépendant ni de ’aléa ni du temps). Une telle hypothese est acceptable
lorsque I’on traite des actions et des options sur actions, mais ce n’est plus
le cas lorsqu’il s’agit des obligations et des options sur obligations.

On appelle obligation zéro coupon un titre donnant droit a un Euro a
I’échéance T'. On notera O, r la valeur de ce titre a I'instant ¢.

10.6.1 Courbe de taux en avenir certain

Le taux d’intérét d’un prét dépend & la fois de sa date d’émission %, et
de la date d’échéance T'. Une personne empruntant un Euro a l’'instant ¢
devra rembourser une somme R% & la date T. Dans le cas du taux d’intérét
constant du modele de Black—Scholes, on aurait

R = exp[(T — t)r].

Plus généralement, dans un cadre déterministe, i.e. ou toutes les quantités
{RL, 0 <t < T} sont connues, I’absence d’opportunité d’arbitrage impose
que la fonction R vérifie

RL=RRLVO<t<u<T.

De cette relation, jointe & R! = 1, et & la continuité de R, on déduit qu’il
existe une fonction ¢t — r(¢) telle que

T
RL = exp </ r(s)ds) , VO<t<T.
t



10.6. TAUX D’INTERET ET OBLIGATIONS 243

Dans ce cas, on doit avoir clairement

Opr = exp (— /t Tr(s)ds) .

10.6.2 Courbes de taux en avenir incertain et obliga-
tions

On suppose maintenant que (on note R, pour RY)

t
R, = exp (/ 7"st> ,
0

ou {ry, t > 0} est un processus stochastique adapté a la filtration naturelle
{F:, t > 0} d’'un mouvement brownien {W;, ¢ > 0} (i. e. & des ensembles de
mesure nulle pres, F; = o{W;, 0 < s < t}).

On fait 'hypothese suivante :

Il existe une probabilité IP* équivalente a IP sous laquelle
(H) Ot,u = (Rt) 'Oy, 0<t <
est une martingale, VO < u < T

Puisque O,, =1, Ouu = (R,)™", et donc (H) implique que

ét,u =1E" <exp [—/ rsds} |.7-}) , donc aussi
0

O = E* (exp [—/ rsds} |.7:t) )
t

Pour tenter d’expliciter plus avant la quantité O,,, il convient de préciser la
dérivée de Radon—Nikodym de la probabilité IP* par rapport a IP. Notons
Ly cette densité. Elle est telle que pour toute v.a. bornée X,

E*(X) = E(XLy).
Si de plus X est F;—mesurable, alors en posant L; = IE(Lr|F;), on a
E*(X) = E(XL,).

L; est la densité de la restriction & F; de IP* par rapport a IP. Il résulte du
théoréme de Girsanov (dont une partie a été démontrée ci—dessus a la section
10.3.8) la
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Proposition 10.6.1. Il existe un processus adapté {q;, 0 < t < T} vérifiant

T
/ gidt < oo p. s,
0

tel que pour tout 0 <t <1T, p. s.

t 1 t
L, = exp ( / g, dW, — = / qfds) .
0 2 0

Corollaire 10.6.2. Le priz a lnstant t de [obligation zéro—coupon
d’échéance u > t peut s’écrire

U 2 U
Orw=E (exp [—/ (rs + %s)ds +/ quWS] U—'t) )
¢ ¢

Preuve Posons X = exp(— ftu rsds). Il faut calculer IE*(X|F;). Soit YV
une v.a. F,—mesurable et bornée. On a
E*(XY) = E(XYLr)
= E(E[XLr|F]Y)

- (]E[XLTm] Y) |
Ly

donc d’apres la caractérisation de IE* (X |F),

E[X Lr|F]

EX(X|F) =
( | t) [t
d’ou le résultat.

Proposition 10.6.3. Pour chaque échéance u, il existe un processus adapté
{o}, 0 <t < u} tel que sur [0, u]

dOyy = (11 — 07'q)Ogudt + Oy yotdW,.

Preuve Utilisant d’abord la formule établie dans la derniére preuve, puis
la propriété de martingale de {O,,, 0 <t < u} sous IP*, on obtient que pour
0<s<t<u,

E(Os o Li| Fy) = B*(Oy 0| F.) L
= Oy Ls.
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Donc {OmLt, 0 <t < u} est une martingale sous IP, qui est strictement
positive, donc son log est une semimartingale, dont la partie martingale est

de la forme ,
/ 0% dWs,
0

et & nouveau puisque {O;,L;, 0 <t < u} est une IP-martingale,

B B t 1 [t
OsuLi = Og y exp < / O3dW; — 5 / (0:)2d5> :
0 0

En multipliant par R;(L;)™}, on obtient

O = Ovuesp ( [ (o= 107 - @1/ + [ (02~ ayaws).

Le résultat s’en déduit en utilisant la formule d’It6, et a condition de poser
of =0} — q. &

Si 'on rapproche la formule de la proposition de celle concernant le taux
d’intérét, a savoir

dRy = r Rydt,

on voit que 1’obligation est “plus risquée” qu’'un dépot a la banque. Le terme
Ty — 0/'q; est une sorte de rendement moyen relatif par unité de temps de
I'obligation. Le terme —o}'q; est la différence entre ce rendement et le taux
sans risque. D’ou 'interprétation de —¢g; comme une “prime de risque”. No-
tons que sous la probabilité risque neutre IP*, W = W, — fot gsds est un
brownien standard, et

dOt,u = ’I'tOt,udt + Ot,uO';Lth*.

10.6.3 Option sur obligation

Considérons pour fixer les idées une option européenne d’échéance 1T
sur une obligation zéro coupon d’échéance T', avec bien sur T < T"'. S’il
s’agit d’un call de prix d’exercice K, la valeur de ’option a l'instant 7" est
évidemment (Or,v — K)4, et on va voir que 'on peut appliquer ici la méme
méthodologie qu’a la section 10.3.7.

L’évolution du portefeuille de couverture est donnée dans le cas d’une
stratégie autofinancée par la formule

d‘/t(X, Y) = Xtht + Y}dOt,TI.
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Définition 10.6.4. Une stratégie {( X, Y:), 0 <t < T} est admissible si elle
est autofinancée et si la valeur actualisée

Vi(X,Y) = X, + V.0 qv

du portefeuille correspondant est, pour tout t, positive et de carré intégrable
sous IP*.

Sous des hypotheses raisonnables, on peut couvrir une option européenne
d’échéance T < T".

Proposition 10.6.5. Supposons que supyci<r |7¢| < 00 p. 5., infocscr 0F | >
0, et T'<T'. Soit H une v. a. Fr-mesurable, telle que He™ Io 745 50t de TP
carré intégrable.
Alors il existe Vy et une stratégie admissible {(X,Y)} tels que Vp(X,Y) =
H. En outre
Vi(X,Y) = E* (e* ftT"stHm) .

Preuve On a

d"};(X, Y) == Yidét,j-v
=Y,0, ol dW;.

On en déduit que {Vt, 0 <t < T} est une IP*-martingale, donc
VX, Y) = et (eIt p| )

Il reste a exhiber une stratégie correspondante. Il résulte du théoreme de
représentation d’It6 que

T
He_IOTT'st f— E* (He_f(;rrsds) +/ Jtth*,
0

avec un certain processus {J;, 0 <t < T} tel que fOT J2dt < oo p. s. 1l suffit
alors de choisir

Ji

T
Oy

Y;t_ Jt )

Ot,T’ Ut

X, = E* (He* Iy ’"sds\ﬁ) -
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10.6.4 Un modele de taux d’intérét

On va examiner le modele de Vasicek, qui est le plus simple (mais peut—
étre pas le plus satisfaisant). Dans ce modele, le processus {r;, 0 < ¢t < T'}
est solution de 'EDS

dry = a(b — ry)dt + odW,,

ol a, b et o sont des constantes positives, et ¢ est lui—aussi constant, ¢ = —\.
Alors si W) =W, + At, et b* = b — Ao /a, on a équivalemment,

dry = a(b* — ry)dt + odW}.

On montre aisément que r; s’écrit
t
Ty =roe” " + b(1 — e %) + 06_‘”/ e dWs,
0
et que r; suit sous IP la loi

N {ree™ ™ +b(1 —e™*), UQﬂ :
2a

et sous IP* la méme loi, avec b remplacé par b*. Donc r; prend une valeur
négative avec probabilité non nulle, méme si elle est éventuellement proche
de 0.

Voyons maintenant le prix de 1’obligation zéro—coupon.

Oy,r =1IE* (ei i Tsds‘}—t)
— oV (T (e_jthsds|E> ’
avec {X; = r; — b*} solution de 'EDS
dXs; = —aXds + odW;. (10.10)

Alors -
E* (e*ft Xsdsm) = F(T —t,r, — b*),

ou F' est définie par
F(s,z) =" (e_ Jo det) )
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{X7?} désignant la solution de 'EDS (10.10) qui vérifie Xy = z. Comme
J, X7dt est une v. a. r. gaussienne,

S 1 S
F(s,x) =exp (—IE*/ X7dt + §Var [/ det}) .
0 0

Or , . s
E / Xodt ==
0 a
Var [/ det] = / / Cov (XY, X7)dtdr,
0 0o Jo
mais
t T
Cov(X?, X?) = o2 otHE" ( / ¥ dW? / e‘des*)
0 0
= g2eo(ttr) et —1
2a ’
d’ott s 2 2 2
T _ oS o —as g —as\2
Finalement

Ovr =exp (—(T = t)R(T —t, 1)),

ou R(T —t,r;), le taux d’intérét moyen sur la période [t,T’], est donné par la
formule

2
_ :-_0,2(1 _ e—a5)2 ’

R(s,7) =R — (as)™! [(R —r)(1—e*)

avec R = b* — 0?/2a?. R s’interpréte comme un taux a long terme, qui est
ici indépendant du “taux instantané spot” r. Cette derniére propriété est un
défaut du modele.

10.7 Exercices

Exercice 10.7.1. On considére une option d’achat (call) européenne portant
sur un sous—jacant dont le cours a linstant 0 est de 105 Furos, au priz
d’exercice K = 110 Euros, a échéance d’un an, avec un tauz bancaire a 5%
(i.e. T =0,05), et une volatilité telle que oVT =0,3.
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1 Calculer le priz du call en appliquant la méthode de Monte—Carlo a la
formule

Co=1"[(Sr— Ke™™),|,

avec 1 000 tirages. On prendra soin d’évaluer (de facon approchée) la va-
riance de la v.a. dont on cherche a estimer l’espérance, et on donnera un
intervalle de confiance pour la quantité cherchée.

2 Faire le méme calcul (y compris Uintervalle de confiance) en combinant la
méme méthode appliquée a la formule pour le prixz du put :

Py =T |(Ke "~ 7).,

avec le méme nombre de tirages, et la formule de parité call-put.

3 Calculer une troisieme fois le priz de la méme option d’achat, en utilisant
cette fois la formule

Co = SoF(d,) — Ke "' F(dy),

avec
1 S, T T
diy = —=log (—O> +T\/_+i,
oVT K 2
1 T T
d2:—10g & +T\/__i’
oVT K o 2

et la fonction de répartition F de la N(0,1) fournie par Matlab.

4 Comparer les résultats avec ceux donnés par un “pricer” a trouver sur
Internet.

5 Le priz du marché pour ’option ci—dessus étant de 15 Furos, en déduire la
volatilité implicite (i.e. inverser la formule de Black— Scholes) en utilisant la
meéthode de Newton.

Exercice 10.7.2. A partir des mémes inégalités a l’instant T, montrer que
st Cy désigne le priz a l'instant t d’un call européen d’échéance T et de

priz d’exercice K, sur un sous—jacent de priz {S;} dans le modéle de Black—
Scholes,
St — K@ir(T?t) S Ct S St.

Montrer que le priz du put européen P, vérifie quant a lui

P, < Ke "™,
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Exercice 10.7.3. Soit {S;, 0 < t < T} le priz d’un sous—jacent qui suit
le modeéle de Black-Scholes. On pose Uy = logS;. Déduire de la formule
d’Ito la forme de la différentielle de Uy, en fonction de dt et dB;. On pose
v(t,y) = u(t,e¥), ou {u(t,x)} est la solution de I’EDP de Black—Scholes.
Ecrire une EDP parabolique satisfaite par {v(t,y); 0 <t < T, y € R}.

Exercice 10.7.4. (Option “chooser”) On considére une option sur une ac-
tion {S;,0 < t < T} (laquelle suit le modéle de Black—Scholes) qui fonctionne
de la facon suivante : étant donnés0 <t <T et K > 0, a l’instant 0, l’ache-
teur de 'option s’acquitte de la prime Xy ; a l'instant t il choisit entre call et
put; a linstant T il a le droit d’exercer 'option choisie a linstant t, au prix
d’exercice K.

1 On note comme dans le cours Cy (resp. P;) le priz du call (resp. du put)
a Vinstant t. Montrer que Uintérét de lacheteur est de choisir le call (resp.
le put) si Cy > Py (resp. P, > Cy). Vérifier a laide de la formule de parité
call-put que C; # Py p.s., sous IP comme sous IP*.

2 En déduire que l’option rapporte p.s. a son acheteur a l’instant T

H=(Sr— K){1i¢spy + (K — Sr)+1ici<py
= (Sr— K)4 + (K — Sr)1l{c,<py
= (K = S7)+ + (St — K)1ic,>p

3 On rappelle que la théorie générale des options nous indique que Xy =
e "TIE*(H). Ecrire les événements F, = {C, < P} et G, = {C; > P} en
fonction de Sy, K et r(T —t). Montrer que e ""IE*(St1p,) = e "IE*(S;1p,),
et de méme pour G.

4 En déduire des formules pour les quantités Xg — Cy et Xog — Py, que l'on
explicitera sous une forme analogue a celle des formules pour Cy et Py a la
fin de la section 10.2.

5 Montrer que loption “chooser” a la valeur max(Cy, P;) d Uinstant t. On
note {u(s,z)} la solution de 'EDP de Black—Scholes pour le call, {v(s,z)}
la solution de la méme EDP pour le put (ces EDP ne différent que par leur
condition finale & Uinstant T'). On note enfin {w(s,x),0 < s < t,z > 0}
la solution de la méme EDP avec la condition finale sup(u(t, z),v(t,x)) a
Uinstant t. Décrire un portefeuille de couverture pour l’option “chooser”, a
laide de ces trois quantités.



Chapitre 11

Probléemes de révision

11.1 Examen du 17 décembre 1998

Probleme 1.

On considére une chaine de Markov en temps discret {X,; n € IN} a
valeurs dans ’espace fini E = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de transition P,
dont les termes hors—diagonaux sont donnés par

. 1/2 0 0 0 0

/3 - 0 0 0 0

p_ |0 0 - 0 78 0
“l1/4 14 0 - 1/4 1/4

0 0 34 0 - 0

0 1/5 0 1/5 1/5

— 1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P.

— 2 Déterminer les classes d’équivalence de la chaine.

— 3 Montrer que les états 4 et 6 sont transitioires, et que 1’ensemble

{1,2,3,5} se décompose en deux classes récurrentes que ’on précisera.

Dans la suite, on notera 7 = {4,6}, C la classe récurrente contenant 1, et C’
lautre classe récurrente. Pour tout 4, j € E, on définit p; := IP;(T < 00), ou
T :=inf{n > 0; X,, € C}.

— 4 Montrer que

1, siieC;

=0, siiec:

etque 0 < p; <1,8ii€7T.

251
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— 5 En utilisant la partition {T < oo} ={T'=0}U{T=1}U{2<T <
oo} et en conditionnant dans le calcul de IP;(2 < T' < 00) par la valeur
de X, établir la formule

Pi = ZPijpja sit € T
jEE
— 6 Calculer p, et pg.

— 7 En déduire (quasiment sans calcul!) les valeurs de IP4(Tr < o0) et
de P¢(Ter < o0), ot Ter := inf{n > 0; X,, € C'}.

Probleme II
On consideére a la fois la chaine de Markov en temps discret {X,,; n € IN}
a valeurs dans F' = IN, de matrice de transition

~

I
Lo oxr R
Lok O
e o o
o oo

et le processus markovien de sauts en temps continu {X;; ¢ > 0} & valeurs
dans F = IN, de générateur infinitésimal

-p p 0 O
g -1 p 0

oul<pg<l,p+qg=1.

On pourra dans la suite comparer la chaine {X,; n € IN} et la marche
aléatoire a valeurs dans Z étudiée dans I’exercice 2.10.4 (pour laquelle on a
montré le caractére transitoire lorsque p # ¢, et récurrent nul lorsque p = q),
et remarquer que le processus {X;; ¢ > 0} est une file d’attente M/M/1
comme étudiée dans le cours en 4.10.1.

— 1 La chaine {X,; n € IN} est—elle la chaine incluse du processus

{X;t>0}7
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2 Montrer que les deux processus {X,; n € IN} et {X;; ¢ > 0} sont
irréductibles.

3 Montrer que toute mesure invariante de {X,; n € IN} est une mesure
invariante de {Xy; ¢ > 0}, et vice—versa. Montrer que les chaines sont
de méme nature (toutes deux transientes, ou récurrentes positives, ou
récurrentes nulles).

4 Montrer que les deux chaines sont transientes dans le cas p > q.

5 Montrer que les deux chaines sont récurrentes dans le cas p = ¢ = 1/2
(on pourra utiliser la comparaison avec I’exercice 2.21.4). Calculer dans
ce cas une mesure invariante (on déterminera m; en fonction de 7y, puis
7o en fonction de 7, ...), et en déduire que le processus est récurrent
nul.

6 On se place maintenant dans le cas p < ¢. On pose A = p/q, et
on remarque que ¢ (A — p) = A2 Montrer qu’il existe une probabi-
lité géométrique invariante pour les deux chaines (on calculera m; en
fonction de 7, my en fonction de o, ...).

La fin du probleme étudie deux variantes de la chaine en temps continu

7 On modifie le générateur infinitésimal () en multipliant p et ¢ par une
méme constant ¢ > 0. Montrer que ni la nature de la chaine (transience,
récurrence nulle ou positive), ni 1’éventuelle mesure invariante n’est
modifiée par la présence de la constante c. Qu’est—ce qui est modifié
dans le processus ?

8 On se place dans le cas p < ¢, on utilise toujours la notation A\ = p/q,
et on considére maintenant le processus markovien de sauts {Y;; ¢t > 0}
de générateur infinitésinal () défini par :

-p, sij=0;
Qo =1{p, sij=1;
0, sinon;
et pouri > 1:
Ng, sij=i—1;
QI _)\iﬂ Si .7 = Z’
" Np, sij=i+1;
0, sinon.

Comparer les chaines incluses de {X;;¢ > 0} et de {Y;; ¢t > 0}.
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Vérifier que {m; = 1; 7 € IN} est une mesure invariante, et en déduire
que {Y;; t > 0} est récurrente nulle. Expliquer pourquoi {Y;} met en
moyenne plus de temps que {X;} & revenir en 7, partant de i.

11.2 Corrigé de I'examen du 17 décembre
1998

Probléme 1.

— 1 On détermine les termes diagonaux de P en écrivant que la somme
des termes de chaque ligne vaut 1. On trouve successivement comme
termes diagonaux, dans l'ordre : 1/2,2/3,1/8, 0, 1/4, 2/5.

— 2 On voit que 1 et 2 communiquent, 3 et 5 communiquent, ainsi que
4 et 6. On peut aussi aller de 4 en 1, 2 ou 5, et de 6 en 2 ou 5. Mais
la réciproque n’est pas vraie. Donc il y a trois classes, qui sont {1,2},
{3,5} et {4,6}.

— 3 Comme on 'a dit ci—dessus, la chaine peut quitter la classe {4,6},
alors que quand elle est dans la classe {1, 2} ou dans la classe {3, 5}, elle
n’en sort plus. Donc si la chaine part de 4 ou de 6, elle aboutit tot ou
tard dans 'une des deux autres classes. Les états 4 et 6 sont transitoires,
et les deux classes {1,2} et {3,5} sont récurrentes, puisque quand la
chaine part de I'une de ces classes, elle y reste.

- 48SiieC, Xy € Csous IP;,donc T =01P; p.s., et p;, =1.Sii € C’, sous
IP; la chaine n’atteint jamais C, puisqu’elle reste dans C’, et donc 7" = oo
IP; ps., et p; = 0. SiieT, IPZ(Xl = 2) >0, et IPZ(Xl = 5) > 0, d’ou,
puisque {X; =2} C{T < oo} et {X; =5} C{T =0}, 0< p; < 1.

— 5 Soiti e T.

= 0+]PZ(X1 € C) +Z]PZ(X1 = k,T < OO)
keT

=Y P+ > Pupx

jec keT

= Pip;,

JjEE
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ol on a utilisé a ’avant—derniere égalité

Y Pi(X1=kT <o0) =) PylPy(T < x),
kET keET

ce qui résulte de la propriété de Markov, et a la derniere égalité les
valeurs de p; pour i € CUC'.
— 6 L’équation ci—dessus s’écrit

ps = Py + Pao + Puaps + Pasps
pe = Ps1 + Pso + Psaps + Pesps,

soit
pr=1/2+ps/4, ps=1/5+ pa/5+ 2ps/5,

ce qui donne py = 7/11, pg = 6/11.

— 7 La chaine aboutit p.s. dans une des deux classes résurrentes (et ne
visite pas I’autre), donc pour tout i € E, IP;(T < o0) +IP;(Ter < 00) =
1. Soit IP4(TCI < OO) =1 — P4 = 4/11, et IPG(TCI < OO) = ]-_pﬁ = 5/11

Probleme 11

— 1 Non, la chaine {X,} n’est pas la chaine incluse de {X;}. La matrice
de transition de la chaine incluse a sa premiére ligne égale a (0,1,...),
et le reste de P est le méme. Il n’est pas difficile de voir que {X,,} est
irréductible comme la chaine incluse, et qu’elle a la méme propriété
en terme de transience, récurrence nulle ou positive (cf. question 3).
Seule la forme exacte d’une éventuelle mesure invariante est un petit
peu différente.

— 2 Puisque 0 < p,q < 1, aussi bien {X,} que la chaine {Y,} incluse
dans {X;} passe avec une probabilité positive de 0 & 1, et de i & ¢ — 1
et 1+ 1, pour ¢ > 1. Donc pour ¢,j € IN, chacun des deux processus a
une probabilité non nulle, partant de i, d’atteindre j en |j —i| “coups”.
Les deux processus sont donc irréductibles sur IN.

— 3 Il est facile de voir que I’équation 7P = 7 est identique a I’équation
7 = 0, puisque Q = P — I. Donc toute solution d’une équation est
solution de I'autre, donc {X,} et {X;} ont méme mesure invariante.
Le caractere transient ou récurrent de {X;} est équivalent au caractére
transient ou récurrent de la chaine incluse {Y,,} (cf. début de la section
4.5 du cours), qui est équivalent au caractére transient ou récurrent
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de {X,}. En effet une chaine de Markov {X,} & valeurs dans IN est
transiente ssi X,, — oo quand n — 00, puisque la transience est
équivalente au fait que pour tout m > 1, il existe n(w, m) tel que
n > n(w,m) = X, € {0,1,...,m}. Ceci dépend des lignes de la ma-
trice de transition au dela de la m-iéme, qui sont les mémes pour les
matrices de transition de {X,,} et de {Y},}.

Enfin, une facon de distinguer entre récurrence positive et récurrence
nulle est de regarder le type de mesure invariante pour la chaine. Donc
d’apres ce qui précede, si {X,} et {X;} sont récurrentes, elles sont soit
toutes les deux récurrentes positives, soit toutes les deux récurrentes
nulles.

4 1l suffit de considérer {X,}. Or X, = X, + 1ix,501Ynt1 +
1ix,—0} Y, 1, avec Xo,Y,Ys, ... indépendantes, P(Y; = 1) = p =
1 —-1P(Y; = —1). Donc X,, > X, + Y., Y;, et comme les Y; sont
iid., avec E(Y;) = p—¢ > 0, > | Y; = 400 quand n — oo, et a
fortiori X,, = 400 quand n — oo, et {X,} est transiente.

5 11 suffit de montrer que X,, /& oo quand n — oo. Pour cela il suffit
de montrer par exemple que partant de n’importe quel ¢ > 1, la chalne
visite p.s. I’état i — 1 (et donc revient p.s. en 7 par irréductibilité).
Comme la trajectoire de X,, entre ¢ et 7 — 1 ne passe pas en 0, la loi du
temps d’atteinte de 7 — 1 partant de ¢ est la méme que pour la marche
aléatoire »_Y;, dont on sait par ’exercice 2.21.4 qu’elle est récurrente
dans le cas p = ¢, donc le temps d’atteinte de 1 — 1 partant de 7 est p.s.
fini. On pourrait argumenter que le caractére récurrent nul de {X,,} se
déduit de celui de > Y;, mais il est tout aussi simple de remarquer que
la mesure 7 donnée par m; = 1, Vi € IN est invariante pour {X,}.

6 En résolvant I'équation 7@ = 0, on trouve m; = (p/q)mo, T = (71 —
pmo)/q = mo(A — p)/g = N’mp. plus généralement, on a que Vi > 1,
Tir1 = (m; — pmi—1)/q. Donc si m; = Am;_q, alors w1 = mi_1(A—p)/q =
A2m;_1 = Am;. Donc par récurrence, m; = A\imy, et 7 est une probabilité si
7o = 1 — ), ce qui donne finalement 7; = (1 — A)\’, i € IN. Il s’agit bien
d’une loi géométrique, et ce résultat est en accord avec 'exemple 4.10.1
du cours. Dans ce cas p < ¢, les chaines sont récurrentes positives.

7 11 est facile de vérifier que tous les raisonnements ci—dessus sont in-
changés par la présence de la constante ¢, puisque celle—ci ne modifie ni
la chaine incluse ni I’équation pour une éventuelle mesure invariante.
La constante ¢ modifie seulement la loi des temps de séjour dans chaque
état, en multipliant par c le parametre de la loi exponentielle corres-
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pondante. Si ¢ > 1, on raccourcit “en loi” les temps de séjour, si ¢ < 1,
on les rallonge (’espérance d’une v.a. qui suit la loi exponentielle(c) est
c ).

— 8 On voit aisément que la chaine incluse de {Y;} est la méme que

celle associée a { X;}. Mais ’équation pour la mesure invariante devient
Agm, = pmy, et pour i > 1, Alpm,, = Xm; — AN~ lgm;_1, et on voit
aisément que la mesure “uniforme” (m; = 1, Vi) est invariante. En
rallongeant de plus en plus les temps de séjour dans les états “éloignés
de 0” (on multiplie le parametre de la loi exponentielle par A?, un facteur
d’autant plus petit que 7 est grand), on rend 'espérance du temps de
retour en ¢ infini.
Cette derniere question donne un exemple d’un processus markovien de
saut récurrent nul dont la chaine incluse est récurrente positive. Pour un
exemple dans 'autre sens (le processus en temps continu récurrent po-
sitif, la chaine incluse récurrente nulle), il suffit de choisir p = ¢ = 1/2,
et de multiplier cette fois la i—eme ligne de la matrice Q par A™%, (A < 1
comme ci-dessus). Alors la méme probabilité géométrique qu’a la ques-
tion 6 est invariante pour le processus en temps continu. En divisant
la i-eéme ligne par \’, on raccourcit le temps de séjour dans I’état i, le
facteur A\* étant d’autant plus petit que i est grand. On raccourcit donc
la longueur des excursions partant de 0, celles—ci devenant d’espérance
finie, alors méme que le nombre d’états visités entre deux passages a
I'état i est d’espérance infinie (la chaine incluse est récurrente nulle).

11.3 Examen du 4 janvier 2000

Exercice On considére une chaine de Markov en temps discret {X,,; n €
IN} & valeurs dans ’espace fini £ = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de transition
P, dont les termes hors—diagonaux sont donnés par

1/4 1/3 0 0 0

1/4 - 0 1/4 1/3 0
p_ |12 0 - 0 0 o0
~lo o o - 1/2 1/3
0o o0 0 1/2 - 1/2

0 0 0 1/3 1/4

— 1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P.
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— 2 Montrer que E est constitué de deux classes d’équivalence que 1'on
q
précisera, I'une R étant récurrente et 'autre 7 transiente.

Probléme 1

— A Soit X le nombre aléatoire d’individus dans une population donnée,
de fonction génératrice ¢(u) = E[u*], 0 < u < 1. Indépendemment
des autres, chaque individu est sélectionné avec probabilité ¢ (0 < ¢ <
1). On note Y le nombre d’individus sélectionnés parmi la population
initiale de X individus. Montrer que la fonction génératrice 1 de Y
(définie par v(u) = IE[uY]) est donnée par

Y(u) = o(1 — g+ qu).

— B On consideére un systéme de service (pourvu d’un nombre illimité de
serveurs), et on note X,, (n =0,1,2,...) le nombre de clients présents
dans le systéme a l'instant n. On suppose qu’a l'instant n+1/3 chacun
des X, clients présents est servi et quitte le systéme avec probabilité
1—p, et reste avec probabilité p (indépendemment des autres, et de tout
le reste) (on notera X le nombre de clients restant), et qu’a l'instant
n + 2/3 Y, clients nouveaux arrivent. On suppose que les variables
aléatoires X, Y1, Y, ... sont indépendantes entre elles et globalement
indépendantes des fin de service des clients aux différents instants, et
que la loi commune des Y;, est la loi de Poisson de parametre 6 > 0 (i.e.
P(Y = k) = e 0% /k!, et E[u*"] = exp[f(u — 1)]).

— 1 Montrer que {X,; n > 0} est une chaine de Markov irréductible &
valeurs dans IN.

— 2 Calculer E[uX»+1 /X,, = i] en fonction de u, p, 0 et 1.

— 3 On note ¢,(u) = E[u*"] la fonction génératrice de X,,. Calculer
¢n+1 en fonction de ¢,,, puis montrer que

n—1

Gu (1) = exp lew - 1) Zp’“] go(1 —p" +p"u).

0

— 4 Montrer que ¥(u) = lim,_,o ¢,(u) existe et ne dépend pas de ¢y,
et que ¥ est la fonction génératrice d’une loi de Poisson dont on
précisera le parametre en fonction de 6 et p.

— 5 Montrer que la chaine {X,; n > 0} est récurrente positive et
préciser sa probabilité invariante.
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Probleme 2
— A On considére une suite aléatoire en temps discret {X,; n > 0} a

valeurs dans IN, définie comme suit : Xqg = 29 € IN, et pour tout
n € N,

X _ (Xn + Un—|—1)+; si Vn—i—l - 17
KR ) si Visr = 0;

ou la suite (U, V1, Uy, Vs, . ..) est indépendante, et pour tout n > 1,
PU,=1)=PU, =-1)=1/2, PV,=1)=1-1P(V, =0) =p,

avec 0 <p < 1.

— 1 Montrer que {X,,; n > 0} est une chaine de Markov irréductible &
valeurs dans IN, dont on précisera la matrice de transition.

— 2 Montrer que la chaine {X,; n > 0} est récurrente positive (on ne
cherchera pas ici de probabilité invariante, on utilisera un raisonne-
ment “probabiliste”).

— 3 Montrer que si « est la racine de I’équation p(1 + o?) = 2«
située dans I'intervalle |0, 1], alors la probabilité géométrique 7 sur IN
donnée par m; = (1 — a)a?, i € IN, est I'unique probablité invariante
de la chaine.

— B On considére maintenant un processus markovien de sauts en temps
continu {Xy; ¢ > 0} & valeurs dans IN, de générateur infinitésimal

-p/2 p/2 0 0 O
1-p/2 -1 p/2 0 O
Q=|1-» p/2 -1 p/2 0 ..

1-p 0 p/2 =1 p/2 0...

Préciser la matrice de transition de sa chaine incluse (comparer avec
la chaine de la partie A). Montrer que {X;; t > 0} est irréductible et
récurrent. Montrer que la probabilité de la question A 3 est invariante
pour X;. En déduire que {Xy; ¢ > 0} est récurrente positive.

11.4 Corrigé de ’examen du 4 janvier 2000

Exercice
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1 On détermine les termes diagonaux de la matrice P en écrivant
que la somme des termes de chaque ligne vaut 1. On trouve
5/12,1/6,1/2,1/6,0,5/12.

2 On remarque que 1 et 2 communiquent, ainsi que 1 et 3. Par ailleurs, 4
et 5 communiquent, ainsi qu 5 et 6, 6 et 4. Par contre, on peut aller de 2 vers
4 ou 5, mais pas en revenir. Donc on a une classe transiente, 7 = {1, 2, 3},
et une classe récurrente, R = {4,5,6}.

Probléeme 1
A On calcule d’abord E[uY /X = k], qui vaut la fonction génératrice de
la loi binomiale B(k, q), soit

EuY/X =kl = (qu+ 1 — q)¥,
donc

Y(u) = Efu’]
=Y E[u"/X =k|P(X = k)

=E [(qu+1-q)¥]
=¢(qu+1—gq).

B 1 Une fagon de construire la chaine {X,; n € IN} est la suivante.
Soit {Z,x; n,k € IN*} des v. a. de Bernoulli i.i.d., de loi commune t.q.
P(Zyy = 1) = 1 — IP(Zys = 0) = p. On définit

Xn
!
X'y = E Zn—|—1,k
k=1

et
Xn+1 = Xln + Yn—l—l-

On voit alors aisément que I'on peut appliquer le Lemme 2.2.2 pour montrer
que {X,; n € IN} est une chaine de Markov. Remarquons cependant que la
suite des Y;, du lemme est ici la suite des (Y},, Z,,.), qui prend ses valeurs dans
{0, 1} qui n’est pas dénombrable mais continu (le lemme est bien siir encore
vrai dans ce cas). Cette chaine est irréductible, sa matrice de transition P
ayant meme la propriété P ; > 0, pour tous ¢, j € IN, puisque

P> P(X'=0/X, =i)P(Ypy = 4) > 0.
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2 La seconde égalité ci-dessous résulte de I'indépendance entre Y, et le
couple (X, X}).

I [u¥+ /X, =] =T [u¥' et X, = ]
= [u] B [u¥" /X, =]
=" V(pu+1-p),
3 Il résulte du dernier calcul

Gpi1(u) = E ["“D(pu+1 - p)*~]
=" Vg, (pu+1-p),

dont on tire la formule de I’énoncé par récurrence.
4 Quand n — oo, 1 —p"+p"u — 1. En outre ¢, est continue et ¢o(1) = 1,

o= (1-p)7

dn(u) = P(u) = exp[0(1 — p) "(u —1)],

qui est la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre 6(1 — p) .

5 Il résulte des calculs précédents que si ¥ est la fonction génératrice de la
loi de X, alors c’est aussi celle de la loi de X, {1, donc la chaine {X,,; n € IN}
admet la loi de Poisson de parametre §(1—p) ! comme probabilité invariante.
Puisque cette chaine est irréductible, il résulte alors du théoreme 2.6.3 qu’elle
est récurrente positive.

Probléeme 2
A 1 1l est assez clair d’apres ’énoncé que le lemme 2.2.2 s’applique a
nouveau, donc on a bien une chaine de Markov. Sa matrice de transition est

1-p/2 p/2 0 0 O
1-p/2 0 p/2 0 0
p=|1-p p/2 0 p/2 0
1-p 0 p/2 0 p/2

OO OO

et puisque les deux diagonales inférieures et supérieure ne contiennent pas
de 0, on peut “avancer” et “reculer” d’'un pas a chaque instant, donc aller en
temps fini de 7 & j, pour tout couple d’états 7, j € IN, d’ou I'irréductibilité.
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2 Soit T le temps du premier retour en 0, partant de 0. P(T > k) < p*
pour tout £ > 1. Donc

E(T) = i]P(T > k) < 0.

k=0

Donc I’état 0 est récurrent positif, et donc la chaine a cette propriété, grace
a l'irréductibilité.

3 Les calculs permettent de vérifier que la probabilité © donnée dans
I’énoncé satisfait 7P = 7, donc ¢’est une probabilité invariante, qui est unique
par irréductibilité.

B La matrice de transition de la chaine incluse differe de la matrice P
de la partie A uniquement par sa premiere ligne, qui vaut (0100 ...). Donc
la chaine incluse est irréductible, et avec les notations de la question A 2
appliquées a la chaine incluse, on a IP(T > k) < pF~', et donc IP(T < o0) =
1, donc la chaine incluse est récurrente, et {X;} est récurrent irréductible.
Puisque Q@ = P — I, t que 7P = 7, 7@ = 0, et par le théoreme 4.6.1 {X,}
est récurrent positif.

11.5 Examen du 31 janvier 2001

Probleme 1. On considere une chaine de Markov en temps discret
{X,; n € IN} a valeurs dans l'espace fini £ = {1,2,3,4,5,6}, de matrice
de transition P, dont les termes hors—-diagonaux sont donnés par

1/4 1/3 0 0 0

1/4 - 0 1/4 1/3 0
p_|2 0 - 0 0 o0
“10o o o0 1/2 1/3
o 0 0 1/2 - 1/2

0 0 0 1/3 1/4

— 1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P.

— 2 Montrer que E est constitué de deux classes d’équivalence que 1’on
précisera, I'une R étant récurrente et ’autre 7 transiente.

— 3 On pose T := inf{n > 0; X,, € R}, et h; = IE;(T), pour i € E.
Montrer que h; = 0 pour i € R, et que 1 < h; < oo pour i € T.
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~ 4 Montrer que pour tout 7 € T,

hi =1+ Pyjh;.

JEE
En déduire les valeurs de h;, i € T.

Probléme 2.

Partie A Soit Xy, Ag, Dy, A1, D1, ... des v.a. indépendantes a valeurs
dans IN. Les D,, suivent la loi de Bernoulli de parameétre ¢, i. e. IP(D, = 1) =
1-IP(D, =0) = ¢, avec 0 < ¢ < 1. Les A,, suivent toutes la méme loi définie
par P(A, = k) =rp, k€ N, avec 0 <7, < 1,0 <7y <let ), m =1
On suppose que p =), kry < oo.

On consideére la suite de v.a. {X,; n € IN} définie par récurrence a partir
de X, par

Xnt1 = (Xn + A, — Dn)+,

avec la notation usuelle z* = sup(z, 0).

— 1 Montrer que {X,; n € IN} est une chaine de Markov, préciser sa
matrice de transition P, et montrer que cette chaine est irréductible.
On suppose dorénavant que Xy = 0. On note 7' = inf{n > 0; X, = 0},
et on définit S, = 3°p—;(Ax — Dy).

— 2 Montrer que X,, > Sy, et que X, .1 = Sp41 sur 'événement {T' > n}.

— 3 Montrer que S,/n — p — ¢ p-s., quand n — 0.

— 4 Montrer que si p < q, T < 00 p.s.

— 5 On suppose que p > ¢. Montrer que la chaine {X,,; n € IN} visite au
plus un nombre fini de fois 0.

— 6 En se limitant au cas p # ¢, préciser dans quel cas la chaine est
récurrente, et dans quel cas elle est transiente.

On suppose dorénavant que IP(4, = 1) =1 —1P(A4, = 0) = p, avec
0 < p <1 (p est encore 'espérance de A,,).

— 7 Préciser la matrice P dans ce cas.

— 8 Montrer que si p = ¢ la chaine est récurrente nulle (on utilisera le
résultat de la question ¢ de I’Exercice 2.10.4 sans le redémontrer, pour
montrer la récurrence, puis on cherchera une mesure invariante).

— 9 On suppose p < q. Montrer que la chaine admet une unique probabi-
lité invariante 7 sur IN, et que m = (1—a)a*, avec a = p(1—¢q)/q(1—p)
(on établira une relation de récurrence pour la suite Ay = 7 — T y1)-
Montrer que la chaine est récurrente positive.
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Partie B Soit {X;; ¢t > 0} une chaine de Markov en temps continu a
valeurs dans IN, de générateur infinitésimal

—l " 0 00
A —( A+ p) W 00
Q=1 g A —(A\+p p o
0 : ) o
avec A, u > 0.
— 1 Déterminer la chaine incluse. Montrer que {X;t > 0} est
irréductible.

— 2 Montrer que {X;; t > 0} est récurrente dans le cas A > p, transiente
dans le cas A < p.

— 3 Montrer que dans le cas A > p, il existe une unique mesure invariante
7 de la forme donnée a la question A 9, avec a que 'on déterminera
en fonction de X et p.

— 4 Montrer que {X;; ¢ > 0} est récurrente positive dans le cas A > p,
récurrente nulle dans le cas A\ = p.

11.6 Corrigé de ’examen du 31 janvier 2001

Probléeme 1

— 1 Les termes diagonaux sont (5/12,1/6,1/2,1/6,0,5/12).

— 2 ON vérifie aisément que 7 = {1,2,3} et R = {4, 5,6}.

- 3S511€R, T=0P; ps.,,donc h;=0.51:€T,T>11IP,; ps., et en
outre IP;(7" > 1) > 0, donc

IEi(T) > P;(T = 1) 4 2IP,(T > 1) > 1.

Pour montrer que h; < oo, on modifie la matrice P, en changeant par
exemple la derniére ligne en (5/12,0,0,1/3,1/4,0), se qui rend la chaine
irréductible, sans modifier la loi de T sous IP;, donc sans modifier A;.
On conclut en utilisant le Corollaire 2.5.5.

— 4 L’identité de I’énoncé s’obtient en écrivant que le temps mis pour
atteindre R, partant de 7 a l'instant 0, vaut 1 plus le temps mis a
atteindre R, partant du point X, soit

hi =1+ E[Ex, (T)].
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Tenant compte de ce que hy = hs = hg = 0, on obtient le systeme
linéaire

3 1 1
h1:1+ﬁh1+1h2+—h3

3
1 1
h2:1+1h1+6h2
1 1
—14= -
hs +2h1+2h3

On trouve la solution hy = 236/21, hy = 32/7, hy = 278/21.

Probléme 2
A
— 1 Silon pose Y41 = A, — D, et f(z,y) = (x — y)", la propriété de
Markov résulte du Lemme 2.1.2. On a
Pyo=P(A, — D, <0)=7¢+qn

Piivk =qris1 + (1 — )i, k€N,

Piioi=qry, 1€N*

Pii—lzoa 622712£

Puisque ry < 1, il existe & > 0 tel que r, > 0. En outre ¢ < 1. Donc
Piiyx > 0 et en outre P;;_; > 0, donc partant de %, la chaine peut
atteindre i +n k — £ en n + £ coups, n, £ € IN*. Or pour tout 7 # 7, il
existe n, £ € IN tel que j =i+ nk — ¢
-2
Xn+1 Z Xn + An - Dn

Donc si X,, > S, Xpy1 > Spa1. Or Xy = Sp = 0. L’'inégalité est donc
démontrée par récurrence.
siT>n, X;,>0,1<k<n,donc

Xk+1:Xk+Ak—Dk, 0<k<n

dou X, =S, >0,
c’est a dire X,, > 1, et puisque A, — D,, > —1,

X,+A,—D,>0

Xn+1 = Sn+1
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S 1 n—1 1 n—1
=== A — — D
—-EA—-EDy=p—gq
p.s. quand n — oo, par la loi des grands nombres.
4Sip<q, — —=p—q<0,donc S, = —o0.
n

Donc T < oo p.s., puisque sur {7 = +o0}, X, = 5,, Vn, et X,, > 0.
5Sip > q, S, = +oo. Puisque X,, > S,,, X;, = 00 p.s., d’ou le résultat.
6 Dans le cas p > ¢, on vient de voir que I’état 0 est transitoire (un état
récurrent est visité une infinité de fois), donc la chaine est transitoire.

Dans le cas p < ¢, P(T < o) = 1, ce qui veut dire exactement que 0
est récurrent, donc la chaine est récurrente.

7 On a
1—p+aqp (1—q)p 0 0
q1-p) e+ (1—-q(1—-p) (1-qp 0
p— 0 q(1 —p) gp+(1-q)(1—-p) (1-gp

8 Dans le cas p = ¢, tant qu’elle est dans IN*, la chaine se comporte
comme une marche aléatoire symétrique, sauf que IP(X,,; = X,,) > 0.
Si on définit 77 = inf{n > 0,X,, # Xo}, To = inf{n > T1; X, #
X1}, ... alors Z, = Xr,, n € N est une chaine de Markov de matrice
de transition

0 1 0 0 0

1/2 0 1/2 0 0
p=|0 1/2 0 1/2 0

0 0 1/2 0 1/2

o O OO

Sur IN*, {Z,,} se comporte comme la marche aléatoire symétrique des
exercices 2.10.4 et 2.10.6. Il est facile d’en déduire que I'état 1 est
récurrent. Il en est de méme pour la chaine initiale { X, }.
Sim=(1,1,1,...), on vérifie aisément que 7P = 7, donc il existe une
mesure invariante de masse infinie, et {X,,} est récurrente nulle.
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— 9 La chaine {X,,} étant irréductible, elle admet au plus une probabilité
invariante.
On remarque que

q(1—p)

p(1—q)

donc

(1—q)p+qp+(1—p)(l—Q)‘FQ(l_p)z(%

(WP)k:ﬂ'k, kzl

On vérifie que I'on a également (7 P)q = my. Donc m = {(1 — a)a, k €
IN} est une probabilité invariante, et la chaine est récurrente positive.
Partie B
— 1 La matrice de transition de la chaine incluse s’écrit

o 1 o0 0 0 o0

A
mgﬁgoo
P=| Y% s ¥ oxp U0
L

Ses diagonales supérieure et inférieure ont tous leurs coefficients non
nuls, donc la chaine incluse est irréductible, et il en est de méme de
{X:}.

— 2 Notons qu’une fagon de construire la chaine incluse {Z, = Xr, } est

de se donner des v.a. i.i.d. {Y,, n > 1} a valeurs dans {—1,1} t.q.

P(Y,=1) = ﬁuu =1—IP(Y; = —1), et de poser, pour n > 0,

1 siX,=0
Zn—i—l: .
Zn+Y, 81X, >0.

On peut alors établir le résultat demandé avec les mémes arguments
que dans la partie A pour {Z,}, donc aussi pour {X;}.

— 3 L’égalité (m Q)¢ = 0 entraine que a = p/A, et on vérifie aisément que
ce choix de a donne bien 7 Q) = 0.

— 4 D’apres ce que l'on vient de voir, {X;} est récurrente positive si
A > p. Si A= p, lamesure 7 = (1, 1, 1, ...) est invariante, c’est une
mesure de masse infinie, donc {X;} est récurrente nulle.
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11.7 Examen du 28 novembre 2001

Exercice

On considére une chaine de Markov en temps discret {X,; n € IN} a
valeurs dans I’espace fini £ = {1,2,3,4,5}, de matrice de transition P, dont
les termes hors—diagonaux sont donnés par

- 1/3 0 1/3 0
1/2 - 1/2 0 0

p=]l0 0 - 0 2/3
1/3 1/3 0 - 0

0 0 1/2 0
— 1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P.

— 2 Montrer que E est constitué de deux classes d’équivalence que 1’on
précisera, 'une R étant récurrente et ’autre 7 transiente.

— 3 Montrer que la chaine possede une unique probabilité invariante. La
préciser.

Probléme 1

Partie A

Etant donné un nombre 0 < p < 1, on considere une chaine de Markov en
temps discret {X,; n € IN} a valeurs dans 'espace fini F = {1,2,3,4}, de
matrice de transition P donnée par

p 1—p 0 0
0 0 p 1—p
p 1—p 0 0
0 0 p 1l-p

P =

— 1 Montrer que la chaine {X,,} est récurrente irréductible.

— 2Calculer son unique probabilité invariante 7.

— 3 Montrer que la chaine est apériodique. En déduire que P" tend, quand
n — 0o, vers la matrice

1 T2 T3 T4
Ty To T3 T4
Ty Mo T3 T4
Ty To T3 T4
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4 Calculer P2. Montrer que cette matrice coincide avec la limite calculée
ci—dessus. Préciser la loi de X5, ainsi que celle de X,,, n > 2.
— 5 On pose Ty = inf{n > 1, X,, = 4}. Calculer E4(T}).

Partie B
On pose () = P — I, et on considére une chaine de Markov en temps
continu {Xy, ¢ > 0} de générateur infinitésimal Q.

— 1 Déterminer la matrice de transition P’ de la chaine incluse.

— 2 Décrire les trajectoires de la chaine {X;}, en précisant les parametres
des lois exponentielles des temps de séjour dans les divers états.

— 3 Montrer que la chaine {X;} est irréductible, récurrente positive.
Déterminer sa probabilité invariante.

— 4 Déterminer la probabilité invariante de la chaine incluse.

Probleme 2

On désigne par {X,, n € IN} une chaine de Markov en temps discret
a valeurs dans l’espace E = {0,1,2, 3,4}, dont la matrice de transition est
donnée par :

| OrIm
S
| Ol
&S]

ol

— =
OM‘\ OI\J‘\%IH
S S
‘r—‘

— —
OI\D‘\ OM‘\%U—‘
S S

N ‘

| O

>

Il
RvRRRVRY ©
>‘—t —
iS]
iS]

N ‘

avec 0 < p < 1. On pose T :=inf{n > 1, X,, = 0}.
— 1 Montrer que la chaine {X,,} est récurrente irréductible. On notera 7
sa probabilité invariante.
— 2 Montrer que sous Py, la loi de 7" est une loi géométrique que l'on
précisera. Montrer que IEy(7T") = ’%1.
— 3 On note

No=) =0y, Ma=) Lixgo-
k=1 k=1

Calculer les limites quand n — oo de n ' N,, et de n~ 1 M,,.
— 4 Donner un argument intuitif a I’appui de 1'égalité

T = Tig = T3 = Ti4.

En déduire la probabilité 7.
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— 5 Montrer que I'on a le résultat général suivant. S’il existe une bijection
7 de E sur lui-méme telle que

PTi,Tj:P'ij7 ViajEE’

alors la probabilité invariante 7 possede la propriété suivante : 7,; = m;,
1 € E. En déduire une justification de 'argument intuitif de la question
précédente.

11.8 Corrigé de I’examen du 28 novembre
2001

Exercice

1 Les termes diagonaux de la matrice P s’obtiennent en remarquant que
la somme de chaque ligne doit faire 1. On obtient donc 1/3, 0, 1/3, 1/3, 1/2.

2 On remarque que 3 et 5 communiquent, et que ’on peut aller de 2
vers 3, mais que l'on peut pas quitter la classe R = {3,5}, qui est donc
récurrente, tandis que 7 = {1,2,4} forme une classe transiente, puisque ces
états communiquent, et on peut aller de 2 vers 3.

3 Une probabilité invariante ne peut charger que les classes récurrentes.
Comme il y a une seule classe récurrente, il y a une seule probabilité inva-
riante, qui s’obtient en résolvant I’équation 7 P’ = 7, ou 7 est une probabilité
sur R, P’ est la restriction de P & R. On trouve 73 = 3/7, m5 = 4/7. Donc
m=(0,0,3/7,0,4/7).

Probléme 1
Partie A

1 On peut aller de 1 vers 2, de 2 vers 4, de 4 vers 3 et de 3 vers 1, donc
tous les états communiquent, la chaine est irréductible, et récurrente positive
puisque ’espace d’état est fini.

2 On résout le systeme d’équations 7 = 7P, > .m = 1, et on touve
7= (p%,p(1 —p),p(1 —p), (1 — p)?).

3 On montre aisément que (P");; > (Py1)" = p" > 0, Vn. Donc (cf. 2.7.1
+ 2.7.2) la chaine est apériodique. Il résulte alors du théoréme 2.7.4 du cours
que (P");; — m; quand n — oo, d’ol le résultat.

4 Un calcul élémentaire donne bien P? = lim,,_,,, P". On a donc aussi
Pm = P2 pour tout n. Mais on sait que la loi de X,, vaut uP™, si u est la loi
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de Xy. Or pour tout n > 2, uP™ = 7w pour toute probabilité u, puisque tous
les termes de la 7—eme colonne de P" sont identiques, égaux a ;. Donc pour
tout n > 2, la loi de X, est la probabilité invariante 7. La loi limite est ici
atteinte deés le rang n = 2.

5 D’apres le théoreme 2.6.3 du cours, IE;(T;) = 1/m;, donc E4(Ty) =

(1-p)2
Partie B
10Ona
p—1 1—p O 0 0 1 0 0
_| O -1 p 1-p ({0 0 p 1-p
@= p 1l—p -1 0 » P = p 1—-p 0 0
0 0 p —p 0 0 1 0

2 Partant de I’état 1, {X;} attend un temps exponentiel de parameétre
1 — p, puis passe dans ’état 2. Partant de 'état 2, {X;} attend un temps
exponentiel de parametre 1, puis passe dans I’état 3 avec probabilité p, dans
I'état 4 avec probabilité 1 — p. Partant de 1’état 3, {X;} attend un temps
exponentiel de parametre 1, puis passe dans I’état 1 avec probabilité p, dans
I'état 2 avec probabilité 1 — p. Partant de 1’état 4, {X;} attend un temps
exponentiel de parametre p, puis passe dans 1’état 3.

3 La chaine incluse est clairement irréductible, par le méme argument
qu’'en A 1. Puisque l'espace d’état est fini, la chaine est alors récurrente
positive. L’équation pour la probabilité invariante est u@) = 0, soit encore
uP = u, donc la probabilité invariante est celle de la partie A, soit 7.

4 La probabilité invariante de la chaine incluse est la probabilité solution
de I’équation puP' = pu, soit (p/3,1/3,1/3,(1 — p)/3).

Probleme 2

1 Les états 1, 2, 3 et 4 communiquent avec I’état 0, donc la chaine est
irréductible, donc récurrente puisque ’espace d’état est fini.

2 Posons E' = {1,2,3,4}. Pour £k > 2, on a

{T: k} = {Xl € El,...,Xk_l € E,,Xk = 1},
]P()(T = I{J) = ]P()(X1 € El, o, X1 € E’,Xk = 1)
= (]‘ _p)k_Zp’

car sachant que X; € E', X, € E' avec la probabilité 1 —p, et X;; =0
avec la probabilité p, ceci indépendemment des valeurs de Xo, Xy, ..., X;_;.
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Donc
[e9) ~ p+ 1
Eo(T) = Zk(l —-p)p= T
k=2

3 En combinant les théoremes 2.6.4 et 2.6.3 du cours, on obtient que
N, — p/(p+1) quand n — oo. Donc, puisque M,,+N,, =1, M,, — 1/(p+1).
4 Les états 1, 2, 3, 4 jouent des roles symétriques dans ce probleme.
D’apres le théoreme 2.6.3, my = p/(1 + p). Alors m = my = w3 = my =

[4(1+p)] 7"
5 Posons 7’ = 7,.. On a

= E m;Pji = E TrkPris
j k

donc si i = 74,

' ' !
Ty = E WkPTk,TZ = E Wkpké-
k k

Donc 7' est invariante, et par unicité de la probabilité invariante, 7’ = 7.
Revenons a notre probleme. Pour toute permutation 7 des points 1, 2, 3,
4, Py i = P;j. Dot I'égalité m = my = 13 = 4.

11.9 Examen du 4 décembre 2002

Exercice On considére une chaine de Markov en temps discret {X,,; n €
IN} & valeurs dans l’espace fini £ = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de transition
P, dont les termes hors-diagonaux sont donnés par

2/3 1/3 0 0 0

1/4 - 0 0 1/5 2/5
p_| 0 0 - 12 0 0
“lo o0 23 - 0 o0

o 0 0 0 - 1/2

o 0 0 0 1/2 -

1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P.

2 Montrer que F est constitué de trois classes d’équivalence que 1’on
précisera, I'une 7 étant transiente, les deux autres R, Ro récurrentes.
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3 Déterminer une probabilité invariante admettant R; comme support, et
une probabilité invariante admettant Ry comme support. En déduire
toutes les probabilités invariantes.

Probléeme

Partie A Soit { Xy, Yo, Y1, Y2, ...} des v.a. indépendantes, a valeurs dans
IN\{0}, les {Y},} étant identiquement distribuées. On suppose que la loi com-
mune des Y, est telle que IP(Y; = 1) > 0 et P(Y; > k) > 0 pour tout
k € IN. On notera F(k) = IP(Y; < k). On considérera par moments le cas
particulier ou la loi des Y,, est la loi géométrique de parametre a €]0, 1], i.e.
P(Yi=k)=(1—-a)d* et F(k)=1—a* k>1.

On définit par récurrence la suite {X,,} par la formule

Xpo1 =max(X,,Y,)—1, nelN.

1 Montrer que {X,,, n € IN} est une chaine de Markov irréductible a valeurs
dans IN. Préciser sa matrice de transition P en fonction de la loi de Y;.
Montrer que dans le cas particulier de la loi géométrique, P;; = 0 si
j<i—1,=1-a'sij=i—1,=(1—a)d sij>1.

2 Etablir la formule

P(X,1 <k)=PX, <k+1)F(k+1),

en déduire la valeur de IP(X,, < k) en fonction de IP(X, < k+n) et de

la fonction F'. Montrer que limy, 0 IP(Xn < k) = [[52,,, F(j)-

3 On rappelle que [[T°F(j) = 0 & Y °[1 = F(j)] = oo. Montrer que
E(Y:) =1+ 7"IP(Y: > j), et en déduire que Vk € IN,

E(Y) =00 & HF(j)zO.

4 Montrer que si IE(Y}) = oo, alors {X,,} est transiente.

5 Montrer que si IE(Y;) < oo, il existe une probabilité {p;, j € IN} sur IN
indépendante de la loi de X, telle que Z?:o p; = lim, . IP(X, < k),
que cette probabilité est invariante pour la chaine, et qu’alors celle—ci
est récurrente positive. Montrer que dans le cas de la loi géométrique

pj = ad Hzij+1(1 —a).
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Partie B On reprend la matrice de transition P de la partie A, dans le
cas de la loi géométrique, et on considere le processus markovien de sauts
{X, t > 0} a valeurs dans IN, de générateur infinitésimal () défini par

Qij = ¢ [Py — 6ij] 5
avec 0;; = 1 si ¢ = j, = 0 sinon, et les ¢; > 0 seront précisés ci—dessous.
1 Montrer que le processus markovien de sauts {X;, ¢ > 0} est irréductible

a valeurs dans IN.

2 On choisit dans cette question ¢; = [[;—,,,(1 — a*). Montrer que la pro-
babilité m sur IN définie par m; = (1 — a)a’ est invariante. En déduire
que {Xy, t > 0} est récurrent positif.

3 On choisit dans cette question ¢; = a’[];2, (1 — a*). Montrer que la
mesure 7 sur IN définie par m; = 1 est invariante. En déduire que
{X, t > 0} est récurrent nul.
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