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Lecon 1

Introduction

Le but de ces quelques lecons est de tenter d’expliquer le “pourquoi” et le “comment”
des algorithmes basés sur les chaines de Markov cachées pour 'annotation du génome. On
parlera aussi des chaines semi-markoviennes cachées, et on effleurera d’autres applications.

1 Comment lire PADN ?

On considére un fragment d’ADN, sous la forme d’un simple brin constitué d’une suc-
cession de lettres dans I’alphabet a, ¢, g, t, par exemple

accgtaattcgga---ttgc

“Lire” ou “annoter” cette séquence consiste essentiellement a la décomposer en régions co-
dantes a l’endroit ou a [’envers, et régions non codantes; dans le cas des génomes eukaryotes
il faut en outre découper les régions codantes en introns et exons.

On est aidé dans cette démarche par la présence d’un codon START (resp. STOP) au
début (resp. a la fin) de chaque région codante. Mais tout START ou STOP potentiel n’en est
pas forcément un effectivement. Et il n’y a pas de signaux aussi nets marquant la transition
entre iniron et exon.

Une premiere possibilité est que les proportions respectives de a, de c, de g et de t soient
nettement différentes entre plage codante et non codante. Une seconde possibilité est que
ces proportions ne sont pas vraiment nettement différentes, et qu’il faut compter les di ou
trinucléotides.

Dans le premier cas, on va distinguer entre région codante et non codante en comparant
les proportions de a, de ¢, de g et de t. Dans le second cas, il faudra compter les paires ou



les triplets. Et quelque soit le critere adopté, le plus difficile est de localiser correctement les
ruptures (ou changements de plage).

Les méthodes que nous venons d’évoquer pour décomposer une séquence d’ADN en
ses différentes plages — dans le but de détecter les génes — peuvent étre vues comme des
procédures statistiques associées a une modélisation probabiliste. Cette modélisation n’est
pas la méme suivant que l'on regarde des fréquences de nucléotides, de bi- ou de tri-
nucléotides.

Nous allons maintenant faire un détour par les modeles probabilistes possibles pour une
séquence d’ADN.

2 Le modele i.i.d

i.i.d. veut dire “indépendants et identiquement distribués”. Ici on suppose que les nuclé-
otides d’une sous—séquence donnée sont tirés indépendemment les uns des autres, tous avec
la méme loi de probabilité. La sous—séquence en question est une “plage homogene” (région
codante, région intergénique, ...).

Définissons tout d’abord la notion d’espace de probabilité (2, F,IP).

e () est I’ensemble de toutes les réalisations possibles de I’expérience aléatoire, ou ensemble de
tous les états du monde possibles, ou ensemble de toutes les suites possibles de nucléotides.
e F est la tribu des événements. En premiere approximation, on peut ici choisir 7 = ensemble
des toutes les parties de (2.

Ezxemples d’événement :

“Le ler nucléotide est une purine”

“le triplet en position 7-8-9 est un codon START”.

e IP est la probabilité, qui a chaque événement F' € F associe un nombre réel IP(F') de
lintervalle [0,1], et qui vérifie les deux axiomes :

HIP(Q) =1
ii) Si {Fp,n>1} C F,F,NF, =0des que n#m, P(U, F,) = Z]P(Fn)
1

Une wvariable aléatoire & valeurs dans E (par exemple E = {a,c,g,t}, ou £ = IN,...) est
une application
X=Q—-F

qui 3 w € 2 associe X (w) (qui doit vérifier la condition {w; X(w) = z} € F pour tout
z € FE).

Ezemples de variable aléatoire

“le 5eme nucléotide de la séquence”

“le rang du ler codon START dans la séquence”

“le nombre le t a t a dans la séquence”



Définition 2.1 Une suite (X1, ..., X,) dev.a. est dite indépendante si pour tout 1, ..., T, €
E,

]P(X1 = l‘l,XQ = .Tz,...,Xn = .Tn) = H]P(XZ = LEZ)
i=1

Exemple particulier avec k =5 :

P(X;=a,X,=c,Xs=2a,X,=1%,X;=g)
=IP(X; = a)P(Xs = ¢)IP(X;3 = a)P(X, = t)[P(X;5 = g)
= ]P(Xl = a)IP(Xl = C)IP(Xl = a)IP(Xl = t)]P(Xl = g)

Soit X le premier nucléotide de notre séquence. Sa loi de probabilité est définie par le
vecteur p = (Pa, e, Pg, Pr) donné par

Pa = IP(XI = a)7 Dc = ]P(Xl = b)7 bg = ]P(Xl = g): by = IP(XI = t)

Notons que pa, pc, Pg, Pr > 0 €t pa +pc + pg +ps = 1.

On dit que les v.a. (X7, ..., X,) sont i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées) si
elles sont indépendantes et toutes de méme loi. On dit aussi (dans le langage des statisticiens)
que la suite (Xq,...,X,) est un échantillon de taille n de la loi commune des X;. A cet
échantillon, on associe la loi de probabilité empirique

p: = ﬁ Z l{Xi:a}’ p? - ﬁ Z l{X,'ZC}’ pg = ﬁ Z l{Xi:g}a pg = 5 Z l{Xi:t}-
=1 i=1 i=1 i=1

p" = (p3, D¢, g, p}) est une probabilité sur E.

En pratique, la loi commune p = (pa, pc, Pg, ps) des X; est inconnue. Du moins si n est
suffisamment grand, p™ est une bonne approximation de p. En effet, il résulte de la loi des
grands nombres que

1 n
P = 23 1 — B(Lix,eay) = P(X, =
pa ”?:1: (X;=a) (1x,=a}) (X1 =a)

quand n — oo (méme résultat pour c,g,t), et en outre d’apres le théoréme de la limite
centrale,

Vi(pa — pl) = N(0,pa(1 — pa)),

c’est a dire pour tout § > 0,

a1_ a a]-_ a ]- o 7ﬁ
P(_é‘/wgpa_pgg Pa( P>)ﬁ s
n n Vor J_s
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et donc puisque \/pa(1l — pa) < >

P (lpa—pl > =2 <\/§/ooem22d:v
Pa pa 2\/ﬁ o T™Js

On peut donc estimer la loi inconnue p, sous I’hypotheése que les nucléotides sont i.i.d.,
donc en particulier que la plage considérée est homogene.

L’hypothese d’indépendance n’est pas forcément vérifiée, mais en réalité elle n’est pas
absolument nécessaire pour que la démarche ci—dessus puisse étre justifiée.

3 Le modele de Markov

Supposer que les nucléotides sont indépendants les uns des autres n’est pas tres raison-
nable. On peut penser par exemple que, dans une région codante, la loi du 2éme nucléotide
d’un codon dépend de quel en est le premier nucléotide.

D’oti Iidée de supposer que la suite (X3, ..., X,) forme une chaine de Markov.
IP(AN B)

Rappelons la notion de probabilité conditionnelle IP(A|B) = P(B)

Définition 3.1 Une suite de v.a. (X1,...,X,) d valeurs dans l’ensemble E est une chaine
de Markov d’ordre 1 (modeéle M1) si pour tout 1 < k <n, x1,%s,...,2x € E,
]P(Xk = xk‘Xl = T1y--- ,Xk,1 = kafl) = ]P(Xk = xk|Xk71 = xk,l).

Plus généralement, la suite (X7, ..., X)) est une chaine de Markov d’ordre ¢ (> 1) (Modele
MP) siVk > ¢,

P(Xy =z X1 =21, .., Xpo1 = xp-1) = P(Xg = 04| Xp—o = Tty - - -, X1 = T—1)
&

Notons qu’une suite indépendante constitue un modele M0. On va maintenant étudier le
modele M1, qui constitue le modele de référence.

4 Chaines de Markov homogenes d’ordre 1

Méme si notre but ultime est précisément d’étudier des situations non homogenes, il est
essentiel de comprendre d’abord le cas homogene.

Définition 4.1 Une chaine de Markov (X1,...,X,) d valeurs dans ’ensemble fini E est
dite homogene si pour tous ,y € E, la quantité

P(Xyt1 = y| Xy = 2)

ne dépend pas del1 < k <n



Notons P = (Pyy)syer la matrice de transition de la chaine définie par
P.’Ey = IP(Xk+1 = y|Xk = x): xz,y € E7
et p, = P(X; =x), z € E la loi initiale.

Lemme 4.2 Soit F' un autre ensemble fini, f = E x FF — E, {Y,,Ys,...Y,} une suite de
v.a. t.1.d. @ valeurs dans F, indépendante de X1, avec X1 = v.a. a valeurs dans E, de loi p.
Alors la suite { X1, ..., X, } définie par la formule de récurrence

Xk - f(kalaY;C)) 2 S k S n
définit une chaine de Markov de loi initiale 11 et de matrice de transition
Poy = P(f(z,Y2) = ).

Proposition 4.3 La suite (X1,...,X,) est une chaine de Markov de loi initiale p et de
matrice de transition P ssi pour tout 1 < k <n, la loi de (X1,..., X)) est donnée par

IP(Xl:xl,XQZ.TQ,...,Xk:g;k):'uxlpzlm XX P

Tp—1Tf "
Preuve : La CN s’établit en utilisant £ — 1 fois la formule
IP(An B) =P(A|B)IP(B),
et k — 2 fois la propriété de Markov. &

Corollaire 4.4 Si (X,...,X,) est une chaine de Markov de loi initiale p, et de matrice de
transition P, alors pour k > 1, P(X114 = y| X1 = x) = (P¥)yy et la loi de Xi (1 < k < n)
est la probabilité

p(k) = pP*,
i.e. Vo € F,

k) =D 1y (P¥)ye



