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Chapttre 1

Fonctions aléatoires et
Mouvement brownien



1.0. Introduction.

Les fonctions aléatoires, notamment les fonctions aléatoires gaussiennes et leurs
développements orthogonaux sont introduits dans les deux premiers paragraphes en prélude
3 la définition du mouvement brownien donnée au paragraphe 3.

Ce mouvement brownien joue un rdle central dans la théorie des processus aléa-
toires, notamment parce que dans de nombreux problémes théoriques ou appliqués, le
mouvement brownien ou les diffusions que ’on en déduit, fournissent des modeles limites
simples, sur lesquels de nombreux calculs peuvent étre faits.

Les trajectoires d’'un mouvement brownien bien que continues sont trés irréguliéres,
comme il est expliqué au paragraphe 4. Le paragraphe suivant relie le mouvement brownien
et le processus d’Ornstein Uhlenbeck qui s’en déduit par une intégrale stochastique, &
’équation de I'oscillateur harmonique soumis & une force aléatoire (équation de Langevin).

Le paragraphe 6 est consacré a un probléme de changement de probabilités, tout
4 fait fondamental en Statistique des processus, qui conduit & la formule de Girsanov.

Un bref historique sur le mouvement brownien termine ce chapitre introductif.

1.1. Généralités sur les processus aléatoires.

Par définition une fonction aléatoire réelle (f.a.r. en abrégé) définie sur un intervalle
réel T est une fonction de T dans R (ou R?) qui dépend du hasard, c’est-a-dire qui dépend
d’'un @ («petit oméga ») variant dans un espace de probabilité donné (2,8,P). C'est donc
une fonction de deux arguments que nous écrirons

t,ow— X(t,w) (teT c R,we Q)
Processus aléatoire, signal aléatoire sont des synonymes.

EXEMPLE. Si 4,, ... A,, ¢, ... ®, sont n v.a.r. positives et n angles aléatoires définis sur 2, la formule
St,0) = X1 An (@) sin[20fnt + &u(0) ]

définit un signal aléatoire réel dépendant du temps réel ¢t € R, qui est une superposition de sinusoides de
fréquences f, fizes (f, € R,), mais de phases et d’amplitudes aléatoires. Les signaux aléatoires de ce type
(éventuellement un peu généralisés) servent & étudier par exemple les phénoménes de bruit dans la transmission
de données, ou en Economie des phénoménes oscillatoires de consommation, etc.

L’observation d’une fonction aléatoire revient & choisir @ dans ©, donc revient
dans I'exemple précédent a se fixer les valeurs des A,, et @,. On appelle alors réalisation
ou plutdt trajectoire d’une fonction aléatoire X , toute fonction

t— X, w)

obtenue en fixant @ et que 'on est donc susceptible d’observer. Il est évidemment naturel
de supposer que les trajectoires d’une f.a.r. sont des fonctions « régulieres » ; nous ne
considérerons ainsi dans ce cours que des f.a.r. @ trajectoires continues. (Par contre la
fonction aléatoire de comptage du processus de Poisson [Cours de probabilités, §2.5] pos-
sedait des « trajectoires en escaliers » discontinues).



La valeur & I'instant ¢ (¢t € T) de la fonction aléatoire X est I’application de Q
dans R ou R®

o — X(t, o) (t e T fixé)
que l'on notera simplement X(t) ; c’est une variable aléatoire pourvu que cette application
soit mesurable, ce que I'on supposera toujours. Les lois de probabilité des variables aléatoires
X(t) et plus généralement celles des vecteurs aléatoires

(X(t) , ... X(&.)) t; < .. < & dans 7))

vont jouer un role primordial ; leur donnée permettra en effet de calculer les espérances de
la forme ’

| FIX(-,@)] dP (@)

ou F désigne une application de I'espace des trajectoires dans R (F [x(+)] = sup x(¢) ou
T

JT x(t)? dt par exemple) en approchant ces fonctionnelles F par des fonctionnelles ne

dépendant que d’un nombre fini de x(t) (sup x(t;) ou Z (tes1 — t) x(£,)? pour des suites
k k

(tx) bien choisies, par exemple).
Résumons ce qui précéde en la
Définition 1.1.1.

Une fonction aléatoire réelle continue, définie sur Uintervalle réel T et Pespace
de probabilité (Q,8,P) est une application

(t,0) >X(t,0) de TxQ dans R (ouR?
telle que :
a) ses trajectoires t — X(t, w) soient continues sur T (v € Q) ,
b) ses valeurs w — X(t, w) soient des v.a. sur Q (t € T).

La loi temporelle de cette f.a.r. est définie pour la donnée des lois de probabilité de
tous les vecteurs aléatoires

(X(t), ... X(tr) ti < ... <t dans T) .

1.2. Espaces gaussiens.

Une v.a.r. X est dite gaussienne (= normale) si elle suit une densité de la forme

g,s(%) = —— exp [~ (x - w)¥/20%] (x € R) WeR, o> 0)
o \/Zn



n

auquel cas E(X) = pu, Var(X)
auquel cas E(X) = u et Var(X)

o2 > 0 ou si elle est p.s. constante soit X = 4 p.s,
0. Pour une telle v.a., quel que soit @ € (85

i

E[exp (a X)] = exp[a EX) + %a2 Var(X)]

inversement il suffit déja que cette dernitre formule soit exacte pour tout a réel, resp. pour
tout a imaginaire pour que X soit gaussienne (Dans le 2° cas, cela résulte de l'injectivité de
la transformation de Fourier ; dans le 1° cas, on étend le domaine de validité de la formule
3 tout a € C par prolongement analytique et on est alors ramené au 2°¢ cas).

Un vecteur aléatoire d-dimensionnel X est dit gaussien si toute combinaison
d

linéaire E ¢; X; de ses coordonnées X; (1 < 1 < d) est une v.ar. gaussienne au sens de
7

I’alinéa précédent ou, ce qui est équivalent, si et seulement si pour tout a € Be

(1.2.1) Efexp (. X)] = exp [a . E(X) + %a‘ K(X) a]

d d
ou a.X = z a; X;,a.EX) = E a; E(X;) etou af K(X) a désigne la forme quadra-
1 1
tique Z z a; a; Kij(X) associée a la matrice de covariance (Ky(X) = Cov(X;, X)) ;
i J

1<1i,j <d) duvecteur X. En particulier un vecteur aléatoire X dont les coordonnées
X; sont des v.a.r. gaussiennes réelles, indépendantes entre elles est un vecteur gaussien de
covariance diagonale et réciproquement.

Exercice. Si X1, ... X* sont k(k > 2) vecteurs gaussiens indépendants entre eux, montrer que le vecteur aléatoire
X formé par les coordonnées des Xi (dim(X) = dim(X") +...+ dim(X*)) est encore gaussien et caractériser les
vecteurs gaussiens ainsi obtenus par la forme particuliére de leur covariance.

Une fonction aléatoire réelle (X (), t € T) est dite gaussienne si tout vecteur fini-

dimensionnel (X(ty) yo., X(ta)) qui en est extrait est gaussien, donc si toute v.a.r.
d

Y a; X(t;) de l'espace vectoriel H, engendré par les X (t) (t € T) est gaussienne. Puisque
1

les v.a.r gaussiennes sont de carrés intégrables, il est naturel de se placer dans I'espace
L2(Q) de toutes les v.a.r. de carrés intégrables définies sur I'espace de probabilité (2,4,P)
sous-jacent ; cet espace est muni du produit scalaire

<XY> = EXY)
qui en fait un espace de Hilbert.

Ensuite pour utiliser les théoremes de géométrie hilbertienne (bases orthonormales,
projections orthogonales, etc.), il convient de fermer I’espace H, introduit ci-dessus. Comme
toute limite L2 de v.a.r. gaussiennes est encore gaussienne [démonstration facile par les
fonctions caractéristiques), les v.a.r. de la fermeture de H, seront encore gaussiennes. Nous
sommes ainsi conduits & poser la définition suivante, en ne considérant toutefois que des
v.a.r. centrées.



Définition 1.2.1.

Un sous-espace (= sous-vectoriel fermé) H de l'espace L*(Q) construit sur un espace
de probabilité (©,8,P) donné, est appelé espace gaussien s’il est formé de v.a.r gaussiennes
centrées.

L’espace gaussien H [X] associé a une f.a.r. gaussienne (X(t) , t € T) est le sous-
espace de L2(Q) engendré par les v.a.r. centrées X(t) — E [X(#)] (teT), cest-a-direle
sous-espace de L2(Q) formé par les combinaisons linéaires de ces v.a.r centrées et leurs
limites en moyenne quadratique.

Une f.a.r. gaussienne (X(t) , t € T) définie sur un intervalle réel T est dite continue
en moyenne quadratique si I'application t — X(t) de T dans L*(Q) est continue, c’est-a-
dire si E(X(t) = X(s)F) — 0 lorsque t — s et s € T'. On ne considére jamais d’autres
fonctions gaussiennes sur 7. [ Remarque. Une f.a.r. & trajectoires continues est continue en
moyenne quadratique lorsqu’elle est gaussienne ; *la réciproque est fausse*. ] o

Formule de Lo&ve-Karhunen. Etant donné une f.a.r. gaussienne (X(t) ,t € T)
définie sur Dintervalle réel T et continue en moyenne quadratique, choisissons une base
orthonormale (£, , n € N) arbitrairement dans 'espace gaussien H[X] associé et développons
les v.ar. X(¢) — E [(X(t)] de H(X) suivant cette base. La formule de Logve-Karhunen

ainsi obtenue :

(1.2.2) X(t,w) = E[X(1)] + ; ealt) Eney

avec
(1.2.3) elt) = < X(t) - E[XO®)], & > n = E[X(2) & (car E(5x) = 0),

fournit une représentation de la fa.r. X comme série de produits d’une fonction de ¢
seulement et d'une v.a.r. (fonction de w seulement).

En tant que suite orthonormale dans H[X], la suite (&, , n € N) est ici simplement
une suite de v.a.r. gaussiennes réduites (E(¢,) =0, Var(é,) = E(%) = 1), orthogonales
(E(Ené,) = 0sim # n) et donc indépendantes. D’autre part la continuité en moyenne
quadratique de la f.ar. X entraine la continuité des fonctions réelles ¢, sur T (par la
continuité du produit scalaire et la formule (1.2.3)).

Les convergences des séries de Loéve-Karhunen doivent, par définition des déve-
loppements orthonormaux, étre prises de la maniére suivante : pour tout ¢t € T fixé, les

approximations finies
q

Xa(t) = E[X(@®)] + 2, ea(t) &,

0

convergent vers X(t) dans L? lorsque ¢ ~ oo, soit

(1.2.4) E(X(t) - X(OP) — 0 (q ~ - teT).

Mais ce second moment décroit avec g et est une fonction continue de ¢ ; le lemme de Dini
entraine alors que la convergence précédente est uniforme en ¢ sur tout compact de T' (donc
sur T si cet intervalle est lui-méme compact). *En outre lorsque la f.a. est & trajectoires
continues, un théoréme de martingales vectorielles permet d’établir que X%(¢) converge p.s.
vers X (t) uniformément sur tout compact de T .*



Les résultats précédents sont indépendants de la base (£,,n € N) choisie dans
H[X]; par contre la rapidité de la convergence vers 0 dans (1.2.4) dépend de ce choix.
D’autre part en prenant une base orthonormale infinie (§,, n € N) dans H[X], nous avons
supposé implicitement que ’espace H[X] était de dimension infinie ; dans le cas inverse, le
développement de Loéve-Karhunen se réduirait a une somme finie (ce cas ne se présente
pratiquement jamais dans les applications !). On pourra noter aussi que H[X] est nécessai-
rement séparable car la continuité de X entraine qu’il est engendré par la famille dénom-

brable de v.ar. (X(¢t) - E[X(®#)],te @ n T).

1.3. Mouvement brownien et Intégrale de Wie-
ner. :

Définition 1.3.1.

On appelle mouvement brownien réel (sur R,) une fa.r. (B(t),t e R,) a trajec-
toires continues telle que:

a) B(0) = 0; tout accroissement B(t) - B(s) (0 < s < t) suive une loi gaussienne
centrée de variance t — s (loi notée N(0, t — s));

b) quels que soient d = 2et 0=t < {; < .. < tg dans R, , les accroissements
B(t;y) — B(t;) (0 < i < d) soient indépendants.

Le mouvement brownien tire son importance fondamentale et son caractere uni-
versel du théoreme de la limite centrale (Cours de probabilités : théoréme 4.6.1). En effet,
d’apres ce théoréme, si (X,,, m > 1) désigne une suite de v.a.r. indépendantes et équidis-
tribuées, de variance commune ¢? finie et pour simplifier d’espérances nulles, les sommes

n
S, = Z X, renormalisées: S,/ a\/ n sont approximativement gaussiennes réduites
1

lorsque n — oo. En fait plus généralement, la promenade aléatoire toute entiere
(S,,n > 0) renormalisée en posant pour tout n (grand)

BO(t) = Spy/ 04/n 0<t< o)

tend en loi vers un mouvement brownien au sens ol la loi de (B™(t;) , ... B™(t4)) tend
vers celle de (B(t;), ... B(ty)) quels que soientd > 2et0 < ¢; <. < fg;on le voit en
remarquant que des accroissements de la f.a.r. B®

B®(t,) ~BP()= ) Xn [oyn

[ntl< m <nti+1]

sont indépendants et asymptotiquement de lois gaussiennes centrées de variances ti,; —
lorsque n — oo, par le théoréme de la limite centrale. Il est remarquable que ce résultat
ne dépende pas de la loi initiale des X,,, pourvu que celle-ci ait un second moment fini et

soit centrée.

REMARQUE. I existence d’un mouvement brownien au sens de la définition précédente n’est
pas évidente méme si la convergence en loi des f.a.r. B ci-dessus rend cette existence
vraisemblable (2 la propriété de continuité des trajectoires prés). Nous reviendrons sur cette
existence ultérieurement. o



Proposition 1.3.2.

a) Un mouvement brownien est une f.a.r. gaussie.nne centrée de covariance
E [B(s) B(t)] = min (s,t) s,t e R,
dont les trajectoires sont continues, et réciproquement.

b) Si (B(¢t), t = 0) est un mouvement brownien, il en est de méme de
1 5
(EB(czt) ,t = 0)

pour tout réel ¢ # 0, ainsi que de
(t B(/t) ,t = 0)

DEMONSTRATION. Toute combinaison linéaire de B(f;) (0 €< t; < &, <...< t;) est une
combinaison linéaire de B(t;) — B(t;.;) (avec £, = 0) et est donc gaussienne centrée en
tant que combinaison linéaire de v.a.r. gaussiennes centrées indépendantes. La covariance
de la f.a. B s’obtient en écrivant que sis < ¢:

E [B(s) B(t)] = E [B(s)?] + E[B(s) [B(t) — B(s)]] = E [B(s)’] = s

On vérifie alors facilement la réciproque. La deuxiéme partie de la proposition se déduit
également facilement de la premiere partie. (Exercices /) o

Les accroissements B(t) — B(s) (0 € s < t) d’un mouvement brownien ont des
propriétés plus simples que les v.a. B(t). D’une part en effet la définition du mouvement
brownien entraine que les accroissements B(v;) — B(y;) (u; < v;) sont indépendants dés
que les intervalles Ju;,v;] sont 2 & 2 disjoints. D’autre part la loi de B(t + h) — B(t) ne
dépend pas de t mais seulement de h. En outre si s < t, laccroissement B(t) — B(s) est
indépendant de (B(u), 0 < u < s) de sorte que la position B(t) du mouvement brownien
a l'instant ¢ ne dépend de (B(u), u < s) que par B(s) et s’obtient en ajoutant & B(s) une
v.a. indépendante de loi N(0,t — s).

Les accroissements infinitésimaux du mouvement brownien
dB(t) = B(t + dt) — B(t)

sont heuristiquement des variables gaussiennes centrées de variances dt, donc d’ordre de
grandeur \/ dt... Ceci laisse prévoir que les trajectoires ¢ — B(f,w) ne peuvent pas étre
différentiables ; si les limites

dB(t) im B(t + h) — B(t)
dt ho0 h

existaient, elles devraient &tre gaussiennes centrées de variances lim (h/h?) = co... Nous
h—s0

démontrerons des résultats plus précis au paragraphe suivant ; dans le méme ordre d’idées,
le résultat que voici s’avérera fondamental bien que relativement simple, dans I'étude de
I'intégration stochastique.
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Proposition 1.3.3.

Soit T un réel > 0 fixé. Alors les variations quadratiques du mouvement brownien
(Bt), t = 0):

Vi ({Eg s tn}) = ; [B(t;) — B(tj-)P

associées & toute suite finieto= < t; < ..tp=Teta la partition correspondante de ]0,T’]
en intervalles Jt;-; , t;] , convergent en moyenne quadratique vers T, soit

E([VT ({tO! ey tn}) - T]2) ‘ s & 0

lorsque les pas max (t; — ti-1) de ces partitions tendent vers zéro.
J

1l convient de noter qu’a 'opposé de ce résultat, les variations quadratiques d'une
fonction continment différentiable f: R, — R

n

vp({tos s ta}) = 21: [f(¢;) — f(t,-1) valent encore ; [f (t*) (¢ — ti)P

par le théoreme des accroissements finis et tendent donc vers O lorsque

max (tj - fj_]_) — 0.
J

DEMONSTRATION. Le carré X? d’une v.ar. gaussienne centrée X de variance a? est tel que
E(X?) = ¢ et que Var(X?) = 2 ¢*. Ceci appliqué aux v.a. B(t;) — B(t;-;) entraine d’une part
que

E[Vi{to, . ta})] = 2 (= ) = T
et d’autre part que

Var [VT({t{): seey tn})] =2 ; (t] - tj"l}z

compte tenu aussi de I'indépendance des accroissements‘B(tj) — B(t;-;) et donc de leurs
" carrés. Il s’en suit que :

E (Vr ({tgy s tn}) = TP) = Var [V({Zo, ..., tn})]
< 2T max (; — tiy)
—» 0 lorsque max (¢; — ti-)) — 0 .0
Ainsi la fonction aléatoire B(t) = dB(t)/dt, dérivée du mouvement brownien
n’existe pas. Néanmoins pour les fonctions £ de carrés sommables sur R,, nous réussirons a
définir 'intégrale L+ f(t) B(t) dt que nous noterons d’ailleurs plutdt Jm f(t) dB(t) ; cette

«intégrale stochastique » (f(t) dB(t) est une v.a. comme les dB(t)) jouera un rdle primordial
dans la suite.
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Dans la proposition suivante, nous notons comme d’habitude L2(R,) I'espace des
fonctions boréliennes f: B, — R telles que Le f(t)? dt < oo, deux fonctions égales p-p.

étant identifiées ; cet espace est hilbertien pour le produit scalaire

< fl sz = = Lh fl(t) fg(t) dt .

Il convient évidemment de ne pas confondre cet espace avec ’espace L2(Q) des v.a.r. de
carrés intégrables !

Théoreme 1.3.4. (Intégrale de Wiener).

Etant donné un mouvement brownien (B(t), t € R,), on peut associer & toute
fonction f € L*(R,) une v.a.r. de carré intégrable notée jR f(t) dB(t), unique & une équivalence

pres, de telle maniére que

a)pour f=1,,000 < u < v < 0o, on ait J;? f(t) dB(t) = B(v) — B(u)

b) lapplication f — Lz f(t) dB(t) soit linéaire et isométrique de L*(R,) dans L%(R).
(La propriété d’isométrie s’écrit :

El], 1) dB® |, £®)dBOI=[ 1O RO A () fre IAR).

En outre le sous-espace de L*(Q) formé par les v.a.r. Lu- f(t) dB(t) (f e L3(R,)) coincide avec

Uespuce gaussien H[B] associé au mouvement brownien.

Enfin la v.a.r. J.R f(t) dB(t) est caractérisée par la double propriété d’appartenir
HIB] et de vérifier pour tout s € R, 'égalité

Ef, fe) dB) . Bs)] = [ f(e) de

DEMONSTRATION. Notons A le sous-vectoriel de L2(R,) formé des fonctions f s’écrivant sous
la forme

d
f= Z a; Ly e
1

avecd > 1,0=t; < t; < ... < tgetay, ... agz € R. A chacune de ces fonctions f associons
la v.a.r. notée B(f) définie par

d

B(f) = 2. o [B(t) — B(ti-y)]

1
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(bien que toute fonction f € A ait plusieurs représentations de la forme ci-dessus résultant
de l'identité 1y, ,; = Ly + Ly siu < w < v, lava. B(f) ne dépend manifestement que de
f e mnon de la représentation de f choisie pour la définir, car
Bu - Bu = (-Bw - -Bu) + (Bu - -Bw))

1l est immédiat de vérifier que f — B(f) est linéaire sur 4 ; en outre
d

EB(Y = Yt i~ t) = [, f0de (e

Comme A est dense dans L2(R,), I'application f — B(f) peut ensuite s’étendre par continuité
3 tout L3(R,). En effet tout f € L%(R,) est la limite d’au moins une suite (f,, n € N) dans
A les v.a. B(f,) (n € N) correspondantes forment alors une suite de Cauchy car

E (B(f,) = B(f)P) = E[B(fy = fn)] = Lh (o = fm)? dt — 0

lorsque m, n — oo ; la limite lim B(f;) qui existe dans 'espace complet L*(Q) peut alors
servir de définition a B(f) car toute autre suite (f',, n € N) dans A convergent vers f
donnerait la méme limite lim B(f,) puisque E(B(f,) - B(f )P) = jR (. — F)2dt —0

lorsque n — oo si f, et f', tendent asymptotiquement vers f.

L’application f — B(f) (que l'on a notée plutdt J f(t) dB(t) dans 1’énoncé du

théoréme) étant ainsi définie, la vérification de ses propriétés peut étre laissée au lecteur. o

La proposition utile suivante montre que I'intégrale stochastique du théoréme
précédent vérifie la formule d’intégration par parties usuelles (celle qui serait immédiate si

B(t) existait). Rappelons que B(0) = 0.
Proposition 1.3.5.

Pour toute fonction réelle continiment différentiable f sur R, et pour tout T > 0:

T T
|, f© dB® + | £ B dt = 1) B)

En outre si f(t) — 0 lorsque t — co et si L | (0] \/ tdt < oo, la formule précédente est

valable pour T' = co sous la forme
| iy dBo© = - [ £ Bo) dt

DEMONSTRATION. Notons d’abord que pour tout T', la fonction f(£) 1<) est bornée, a support
compact et appartient donc & L%*(R,), ce qui permet de définir V'intégrale stochastique

T
IR f(t) 1y<m dB(t) que l'on conviendra de noter jo f(t) dB(t). Quant a lintégrale

S
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T
L f'(t) B(t) dt elle ne pose pas de probleme de définition, puisqu’elle peut &tre définie o

par o, les fonctions t — f'(¢) B(t,w) étant continues.

D’aprés la caractérisation de 'intégrale stochastique de la fin du théoréme précé-
dent, tout revient a établir que pour tout s € R, :

T

E ([f(T) BT) = | £/0) B®) de] B(s)) = [ ft) Loary dt

0

Or, en utilisant le théoréme de Fubini et la formule E[B(t) B(s)] = min (,s) , cette formule
équivaut a

AT) s - j: £/(¢) min (t,) dt = [ f(2) dt 0O<s<T.

Puisque cette égalité se réduit 4 0 = 0 pour s = 0, elle équivaut encore par différentiation
a

T
A0 - FOdt=f) O <s<T)

et cette derniére formule est claire !

Sous les hypothéses de la seconde partie on a
i oo
[ =fO) + [ f@ds=-[ F)ds  (teR)
et la fonction f est alors de carré intégrable sur tout R, car
fofwrde=["det ([ r© dor < [ [ min @) |F @) | )] du dv

<[ Vwlr @ [Fo) dudo =[] Julf@]dup .

Il s’en suit que jR f(t) dB(¢) est définie. D’autre part comme E (|B(t)|) = \/ 2t/ , car pour

une v.a.r. gaussienne réduite E(|¢]) = \/ 2/, ona

Bl [FO| BOld= Y2 [ |F©)] JEdt < oo

et lava. | f(t)B(t)dt est donc bien définie. Légalité de la fin de la proposition se

démontre alors comme dans lecas T < co.n
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1.4. Construction et régularité du mouvement
brownien.

N.B. : Les résultats de ce paragraphe sont plus difficiles ; ils ne seront pas utilisés ultérieurement.

D’aprés le théoreme 1.3.4, si (¢,,n e N) désigne une base orthonormale de l’espace
L2%(R,), les v.a.

& = [, on(t) dB(®) (neN)

construites dans ce théoréme 2 partir d’'un mouvement brownien B, forment une base orthonormale
de Despace gaussien H [B] associé et sont donc des v.a.r. gaussiennes réduites indépendantes. En

outre comme B(s) = J.R 1y4(t) dB(t) pour tout s € R,, aux développements orthonormaux des
fonctions 1y, dans L{R,]
~ g ~ ) £
1]{),5] = ; (;0,1(8) [ ou (Pn(s) =g 1]0,3] » @n >L2(R+) = J; (Pn(t) dit
correspondent par isométrie les développements orthonormaux des v.a. B(s) dans H[B] c L%*Q)
B(s) = L onls) & (s € R.)

Cela suggdre, pour construire un mouvement brownien, de se donner :

a) Une base orthonormale (£,,n € N) de I'espace L*(R,),

b) Une suite (£,, n € N) de v.a.r. gaussiennes réduites indépendantes, sur un espace de
probabilité convenable, puis de définir une fonction aléatoire (B(s), s € R,) par les formules

~ ~ d
BO=Z @& o e@=|ewd , GeR)

La convergence de ces séries est assurée car Z @.(s)2 < oo pour tout s € R, , puisque ¢,(s) est le
e :

coefficient du développement de la fonction 1y dans la base (g, n e N) de L*R,); plus
précisément

EB6I =Y, oulo = [, Tpadt = (s € Ry)

et de méme pour deux s et s’ différents:

E(B6) B = 2, 9u(5) 9a(s") = [ Tp Tpsydt = min (55)

Ainsi (B(s), s € R,) est une fonction aléatoire gaussienne centrée car toute combinaison linéaire des
B(s) est une série convergente de £, , et sa covariance vaut min (s,t).
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Pour établir que la f.a.r. est un mouvement brownien, il ne reste donc qu’a établir que
ses trajectoires sont continues. Ceci s’établit facilement pour une base particuliere de L%(R.), la base
de Haar, que nous supposerons donc avoir choisie au début et que I'on définit comme suit. Si ¢
désigne la fonction réelle définie sur K par ,

1 sur 10,1/2] ,
ot) = { -1  surli/21],
0 ailleurs
les fonctions de Haar @, (n,k € N) se déduisent de ¢ par les transformations affines :
Pna(t)= 2" @(2" t — k) (teR) ;
notons que @, = 0 hors de Jk 27", (k + 1) 27"]. Avec les fonctions
Yy, = 1]k,k+1] (k e N)

ces fonctions forment une base orthonormale de L2(R,), le «systtme de Haar»

(W (k € N), @, (k,n € N)). Si (:J désigne la primitive de ¢ égale a
t sur 10,1/2] ,
ot)= {1-t surl1/2,1],
0 ailleurs ,

les primitives @, des ¢, valent

Gnalt) = 272 9 (27t — R)
et sont nulles comme les ¢, hors de Jk 27", (k + 1) 27"] respectivement.

En correspondance avec le systéme de Haar, nous nous sommes donnés des v.a.r. gaus-
siennes réduites indépendantes n,(k € N) et &,,(n,k € N). Posons alors sur R,

Bs) = 3 Uns) me et Bs) = 3 0nls) Euk (n e N)
keN keN

puis

B(s) = fs) + 2, B'(s) ;

neN

nous savons d’aprés ce qui précéde que B est une f.a. gaussienne centrée de covariance min(s,t) et
nous voulons montrer que ses trajectoires sont continues. Or les trajectoires des f.a. § et B, sont

continues ; en effet les fonctions i, et ¢, , sont continues et comme pour un intervalle borné [0,v] de

R, (ve N) on a @, resp. @, = Osur[0,y]si kB > v, resp.sik = 2", les restrictions de ff et B* &

[0,8] sont des combinaisons linéaires finies de fonctions ¥, et ¢. . Ainsi il nous suffira de montrer par

une application du lemme de Borel-Cantelli que la série Z B*(s,w) converge uniformément en s sur
n

tout [0,v], pour presque tout w, pour qu’il s’en suive que presque toutes les trajectoires de B sont
continues. '
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Or pour tout n e N

B's) = up(s) &y si RZT<s< (k+1)2"  (keN,seR,)

et par conséquent, pour tout v e N fixé

max ([B*(s)|;0 < 5 < ) =%2"‘/2 max (|&,.];0 < kB < v2Y)

puisque 1/2 est la valeur maximum de la fonction positive ¢ . Il s’en suit que, pour tout ¢ € R, :

P[max (|B*s)| ;0 < s <) > a2

=P max (&4 ;0 < kB < v2") > 2q] < v2"P[|¢| > 2a]
par sous-additivité des probabilités. Mais pour la loi de Gauss réduite
Pll¢| > 2a] < exp (-2a?) désque a > 1
car par un calcul explicite sur cette loi
P(|¢] > 2a) < E[|€] 1)4-21/2a = exp (-2 a?)/a(2n)V2.
En prenant a = \/ n dans I'inégalité précédente, nous trouvons finalement que

Z Pmax (|[B*(s)|;0 < s < v) > \/ﬁ 2-n2]
nx1l

< 2 v[2exp (-2)F < oo ;

n=l
le lemme de Borel-Cantelli montre alors que p.s. les termes de la série

Y max (|B*s)] ;0 < s < v
nx1

sont majorés a partir d’'un certain rang aléatoire par ceux de la série convergente

Z _\/; 9-nl2 O

nzl

Proposition 1.4.1.
Presque toute trajectoire du mouvement brownien n’est dérivable en aucun point de R,.

Pour tout a < 1/2, presque toute trajectoire du mouvement brownien est holderienne
d’ordre o sur tout intervalle borné, ce qui signifie que pour tout ve N*:

sup (|B(t) — B(s)|/|[t = s|*;0 < st < v, |t —s| < h) —0pas.

lorsque h v 0.

DEMONSTRATION. a) Si la fonction réelle f: R, — R est dérivable en un point de [0,v] au moins,
alors

If((k +1)27") = f(k2™™) < a2
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pour un entier ¢ > 0 au moins, pour tout entier n assez grand et pour trois valeurs entidres
consécutives de k dans [0,v 27 au moins... Or pour le mouvement brownien, I’événement

Fop= N {|Bltk +1) 2]~ Bk2™]| < a2™")

0<f=on h=t=1pp+1
a une probabilité
P(F,,) < v2* P(¢| < a2 ™2
puisquelesv.a. B((k +1)2™7) — B(k2™) (k =0 - 1,0, 0 + 1) sont indépendantes et suivent la méme
loi que & 272 si & est gaussienne réduite ; mais alors, lorsque n — oo
P(F,,) < oo 22

et grice au lemme de Borel-Cantelli, un nombre fini de F,,(n € N) est réalisé, quel que soit I’entier
a > 0. La premiere partie de la proposition en résulte immédiatement.

b) On reprend la démonstration de la continuité des trajectoires du mouvement brownien

en commengant par remarquer que les fonctions y; et ¢, ont des pentes maximum égales & 1 et
272 regpectivement de sorte que pour tous s,¢ dans [0,V] :

|B(t) — B(s)| < |t —s| max (|m];0 <k <)
et
|Br(t) = B*(s)| < 2*2 |t — s| max (|&,4] ;0 < kB < v27)
pour tout n € N. Nous tiendrons compte aussi de ce que
|B*(t) — BMs)| < 2max (|B"u)|;0 <u <)
=22 max (|§,4| ;0 < B < v27)
cette inégalité étant meilleure que la précédente lorsque [t — s| > 2™

D’autre part nous avons vu précédemment que p.s. si n est assez grand, c’est-a-dire si n
> N(w) ol N est un entier aléatoire p.s. fini,

max (|&,] ;0 < k < v2?) < 2n
Il §’en suit finalement que si 0 < st < v:

|B(t) - B(s)| < |p®) - Bis)| + 2 |B(t) — B(s)|
< B0 - o) + L |B©) = BX6)] + £t - s])

4 condition de poser °

fw) = X, 2 /nmin (22, u 22) (ueR,)

Or il est facile de montrer que f(u) = 0(u®) pour tout @ < 1/2 [par contre f(u) \/:L—r oo lorsque
u — 0] et la seconde partie de la proposition est ainsi démontrée. O
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1.5. Equation de Langevin et
Processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

L’oscillateur harmonique classique sur R obéit a ’équation différentielle

(15.1) x(t) = b x(t) + ¢ x(t) = f(£)
ot f(t) représente la force extérieure a laquelle il est soumis et b, ¢ > 0 sont des constantes

> 0. Si la force extérieure est due a des chocs aléatoires multiples se produisant aux
instants k/n (k € Z), la fonction f(t) sera une fonction aléatoire telle que

[fwdu= ¥ x,

s<kinst

et donc si n est grand et le passage 4 la limite du §1.3 justifié, la fonction f sera donnée
par

J:: f(w) du = ¢ [B(t) — B(s)] (s < t)

pour une constante ¢ > 0 et un mouvement brownien B; autrement dit f(t) sera égal a
¢ B(t)...

De maniére plus rigoureuse, I’équation stochastique de Langevin de l'oscillateur
harmonique soumis & une force aléatoire brownienne s’écrit

X(t) - X(s) = b[X(®) — X(s)] + ¢ j t X(u) du = ¢(B(t) - B(s)) (s < t)

ce que 1’on note plus brieévement mais formellement
d X(t) - b X(t) dt + ¢ X(t) dt = o dB(2)

Pour résoudre cette équation, on procéde en fait comme dans le cas d’une force
f(t) déterministe. Limitons nous pour simplifier au cas oli'c = 0 et rappelons qu’alors la

solution de 1.5.1 pour des données initiales x(0) et :::(0) est donnée par
. . t
x(t) = e 2(0) + [ et fls) ds

x(t) = x(0) + j: J-C(S) ds

La premiere partie de la proposition suivante est donc naturelle.

Proposition 1.5.1.
La solution de ’éguation de Langevin

(1.5.2) dV(t) + b V(t) dt = 6% dB(t) (t € R,)
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pour une valeur initiale V(0) donnée, vaut
t
(1.5.3) V(t) = e V(0) + | et ¢ dB(s) (te R

Si V(0) est une v.a.r gaussienne (éventuellement dégénérée) indépendante du mou-
vement brownien B, la f.a.r (V(t), t € R,) est gaussienne d’espérance et de covariance

E[V@)]=e®E[V()] ,

Cov [V(s),V(t)] =g peth 4+ Jo e~ (= 52 o=t-ub dy,

(s < t) si v désigne la variance de V(0).

En particulier si la v.a. V(0) est centrée et si sa variance v vérifie 'égalité 2 bv =
a?, la fonction aléatoire V est centrée et de covariance stationnaire (= ne dépendant que

det — s) égale a
(1.5.4) Cov [V(s),V(t)] = vexp (—(t — 5)b) 0D<s<t)

En général lorsque T — oo, l'espérance et la covariance de la fa. (V(T + 1), t €
R,) tendent vers celles du cas stationnaire.

La fonction aléatoire (V(t), t € R,) est appelée processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

DEMONSTRATION. La fonction aléatoire V définie par (1.5.2) peut encore s’écrire par la
formule d’intégration par parties (proposition 1.3.5) :

V(t) = et 1l:/(O) + ¢ B(t) - J: b e 9% g B(s) ds
En intégrant les deux membres de 0 & u, il vient alors apreés un calcul facile
b V) dt = (1~ ) V©O) + [ beeb o Bs) ds
de sorte que |
Viw) - V) +b [ V(o) de

= V(w) - e V(0) + | bet-% 6 B(s) ds

= o B(u)
pour tout u € R,. La formule ainsi obtenue

V(w) - V) +b || V(©) dt = o Bw) (ue R,)
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est I’équation de Langevin que 'on a écrit formellement dans la proposition sous forme
différentielle

dV(w) + b V(i) du = ¢ dB(u)

La deuxiéme partie de la proposition se démontre par des calculs élémentaires et
I'application du théoréeme 1.3.4 . o

Les processus d’Ornstein-Uhlenbeck multi-dimensionnels jouent un grand role dans
les applications et sont les solutions de I'équation de Langevin multidimensionnelle

(1.5.5) dV(t) + b V(t) dt = o dB(t) (t e R,)

N\

ou :

a) (B(t), t € R,) désigne un mouvement brownien dans R¢, c’est-a-dire une fonction
aléatoire 4 valeurs dans R (B(t,w) € R% dont les coordonnées (Bj(t),t € R,) sont des
mouvements browniens scalaires indépendants entre eux (j = 1, ... d)

b)b = (by;1 <ij <d) et ¢=1(65;1 < ij < d) sont deux matrices réelles
dxd

¢) (V(t), t € R,) désigne une fonction aléatoire a valeurs dans R¢. La solution de
cette équation est encore donnée par (1.5.3), étant entendu que e~* désigne une matrice d
X d.

[Rappel. Si a désigne une matrice d X d, par définition :

1 . . . i % "
o= —a® ol a” est la n® puissance de la matrice a (a° = matrice identité) ; donc
n;ﬂ n.

@=L = @) 1 <ij < d)

nz0

1l est évidemment faux que (e%); = exp (a;) sauf si a est une matrice diagonale. D’autre
part

. ev =gt gt = ettt siaa’ = a’a

et donc en particulier (e"®, t > 0) est un semi-groupe

oth gt = g=(t+1')b t,t'eR)) .

Enfin la deuxiéme partie de la proposition 1.5.1 reste exacte dans le cas multidi-
mensionnel, & condition de définir v comme la matrice de covariance de V(0), de remplacer

62 par o’ (o1 o* désigne la matrice transposée de o) et d’écrire P’équation scalaire 2 bv =
¢ sous la forme matricielle

bv+ovbt =ga |,



21

1.6. Formule de Cameron-Martin.

(I1 s’agit du cas particulier de la formule de Girsanov correspondant au cas d’une
intégrande de déterministe, le cas général étant traité dans le chapitre 2).

Si & est une v.a.r. gaussienne réduite, donc si € suit la densité
g(x) = (2m)"2 exp (—x%/2) (xeR) ,

la v.a. translatée { + a suit pour tout réel a fixé, la densité g(x — a) [noter le changement
de signe !] qui s’écrit encore

g(x — a) = g(x) exp (ax — a2/2)
De maniere plus probabiliste, nous pourrons alors écrire que
(1.6.1) E[f(¢ + a)] = E[f(§) exp (a — a?/2)]

au moins pour toute fonction f positive ou bornée, puisque les deux membres de cette
formule valent respectivement

[ f0) e —a)dy et | fx) exp (ax - a?/2) g(x) dx

La formule (1.6.1) raméne le calcul de toute espérance relative 2 la via. £ + a 2
celui d’une espérance relative a la v.a. £; il est remarquable que cette formule se généralise
a une fonction aléatoire gaussienne quelconque (pour simplifier nous nous restreindrons au
cas d’une f.a. centrée).

Théoréme 1.6.1.

Soit (X(t), t € R,) une fonction aléatoire gaussienne centrée et soit m: R, — R
une fonction réelle qui puisse s’écrire

m(t) = E[X(t) Y]
pour une v.a.r. Y de l'espace gaussien associé a X. Alors

E[f(X(t) + m(ty) , ... X(£n) + m(2a))]

(1.6.2)
= E[f(X(t) , ... X(t),) exp (Y - E(Y?)/2) ]

quels que soient 0 < t; < ... < t, dans R, et quelle que soit la fonction borélienne, positive
ou bornée f: R* — R.

Plus généralement pour toute fonctionnelle borélienne F définie sur I'espace C(R,)
des trajectoires de la f.a. X et & valeurs réelles positives ou bornées :

(1.6.3) E[F(X(-) + m(:))] = E[F(X(-)) exp (Y - E(Y?)/2) ]

T
(pour fonctionnelle F on pourra considérer par exemple J;} x(t)? dt ou max x(t)) .
t
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DEMONSTRATION. Pour une fonction f de forme exponentielle, soit
n
f(1 5 e %n) = €XP ( ; a; %) (@€ R) .

nous avons en effet
E [f(X(tl) + m(tl): X(tn) & m(tn))]
= Efexp (X7 a; X(t))] exp [ 2.7 a; m(z)]

= exp 3 E (X5 o XG)P) + X7 0 m(t)]

puisque Z'{ a; X(t;) est une v.a. gaussienne centrée, et de méme

E[fX(t), ... X(t,) exp (Y - E(¥)/2) ]
- Elexp (X1 0 X&) + V)] exp[ o E(Y)]
- 55 [%E (Cra; X(t) + V)] - %E(Y"’)]
= exp (3 E (X7 4 XG)P + Xf 0 EX() Y)
puisque 2.7 a; X(t;) + Y est une v.a. gaussienne centrée. Ce calcul établit la formule de la

proposition pour une fonction exponentielle, puisque m(t) = E[X(?) Y].

La validité de la proposition pour une fonction f quelconque et plus généralement
pour une fonctionnelle F s’obtient par une technique de prolongement que nous de détail-
lerons pas. 0

La formule du théoréeme précédent, outre son importance dans les calculs, est
fondamentale pour les applications statistiques. Pour 'expliquer, nous supposerons que
nous travaillons sur I'espace de probabilité @ = C(R,) formé par toutes les fonctions
continues @: R, — R et que la fonction aléatoire X(-) sur Q est la f.a. dite canonique

X(t,w) = o(t) (*Si ce n’était pas le cas, il conviendrait de projeter I'espace 2 sur C(R,)
par 'application @ — X(+ ,0)*).

La formule (1.6.2) affirme qu’en remplacant sur 'espace €, la probabilité P et
I'espérance (ou intégrale)

E(Z) := | Z() P(do) (Z var)
qui est lui est associée, pour la nouvelle probabilité @ définie sur Q par

(1.6.4) Q) = |, exp[Y(0) - E(Y)/2] P(dw) Aea)
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et par 'espérance E, correspondante, soit
Eq(2) = | Z(0) Q(dw)
= |, Z() exp [Y(@) - E(Y?)/2] P(dw) |

on passe en fait de la loi de la fonction aléatoire X(-) & celle de la fonction aléatoire
translatée X(-) + m(+); en effet, (1.6.2) montre par exemple que

P(X(t,) + m(t), ... X(t,) + m(t,) € F]
= Q [(X(tl)’ wes X(tn)) € ﬂ

pour tousn.> 1, ¢;, ... t, € R, et F dans R
Ainsi au lieu de considérer les deux fonctions aléatoires
(X(t),te R,) et (X(t) + m(t),t e R,)

sur  muni de la seule probabilité P, il est équivalent de considérer la seule fonction aléatoire
(X(¢), t € R,) pour les deux probabilités P et @ sur Q. Or ces deux points de vue
correspondent & deux situations pratiques différentes.

Supposons que m(-) représente un signal temporel (déterministe) intéressant,
susceptible d’étre présent ou absent, tandis que X(-) représente un bruit additif. La
modélisation de cette situation conduit évidemment & considérer les deux fonctions aléa-
toires X(+) correspondant & un bruit pur, et m(+) + X(+) correspondant & un « signal utile »
plongé dans un bruit, la probabilité P donnant la loi du bruit. Mais ’observateur de son
cdté n’a acces qu’a 'une de ces deux fonctions aléatoires dont il observe une trajectoire @
= (w(f), t € R,) et généralement il ignore laquelle des deux fonctions est en jeu, son
probleme étant précisément de le détecter. Or, d’apres les résultats précédents la trajectoire
observée w possédait une probabilité a priori d’étre observée égale & P(dw) ou & Q(dw) selon
le cas ; comme on a ici

%%%amww—mmm],

on voit Que si la valeur du second membre pour le w observé est voisine de +oo, resp. de 0
il est tres vraisemblable que le signal utile m(-) était présent dans I’observation, resp. qu'il
en était gbsent.

En extrapolant I'idée précédente, on aboutit a la régle ou stratégie du maximum
de vraisemblance : en possession de 'observation w, on décide que le signal était présent
si

Y(w) > E(Y?)/2 ,

c’est-a-dire si Q(dw)/P(dw) > 1. Cette reégle n’est pas infaillible! Si le signal m est
réellement absent, la probabilité de prendre une mauvaise décision vaut

p:=P[Y > E(Y?/2]



24

tandis que si le signal m est réellement présent, la probabilité d’erreur vaut
q:=Q[Y < E(Y?)/2] ,
puisque suivant le cas, la probabilité P ou la probabilité @ régit 'expérience aléatoire.

Ces deux probabilités d’erreur p,q s’expriment ici simplement en fonction de ¢ :=
E(Y?). En effet, Y suit la loi gaussienne centrée N(0,0%) sous P et par conséquent, si ¢
désigne une v.a.r. gaussienne réduite auxiliaire

p = Proba. (¢ £ > ¢%/2) = Proba. (¢ > ¢/2)

D’autre part, sous @ la v.a.r. Y suit la loi N(a?%0?) car

[exp u¥)d@ = [exp (u+1) V) dP  exp (—o?/2)
= exp ([(w + 1)? - 1] 6%/2)
= exp (uo? + u20?/2)
pour tout u € R. Par suite
g = Proba. (62 + ¢¢ < ¢%/2) = Proba. (& < -a/2)

Finalement, si g désigne la densité gaussienne réduite
p=gq= -[,/2 g(x) dx

et la régle de décision du maximum de vraisemblance peut étre considérée comme satisfai-
sante si

o> 4

(c’est-a-dire si p = ¢ est inférieure & 5%). On peut montrer d’autre part que la régle du
maximum de vraisemblance est optimale au sens ol elle minimise la somme D + g des
probabilités d’erreur parmi toutes les regles de décision possibles.

1.7. Bref historique du mouvement brownien.

R. Brown, botaniste anglais, décrivit dés 1827 ce mouvement comme celui de fines
particules organiques en suspension dans un gaz ou un fluide. Au 19° siécle, aprés lui
plusieurs physiciens reconnaissent que ce mouvement est trés irrégulier et ne semble pas
admettre de tangente ; on ne pourrait donc pas parler de sa vitesse ni a fortiori lui appliquer
les lois de la Mécanique !

En 1905, A. Einstein construit un modale probabiliste de diffusion pour décrire ce
mouvement brownien ; il trouve que la densité de probabilité de B(t) pour un état initial
B(0) = x donné vérifie ’équation de la chaleur et de ce fait est gaussienne. Sa théorie sera
rapidement confortée par des mesures expérimentales de constantes de diffusion satisfai-
santes.
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La méme année qu’Einstein, le physicien polonais Smoluchowski décrit le mouve-
ment brownien comme limite en loi de promenades aléatoires.

En 1923, N. Wiener construit rigoureusement la fonction aléatoire du mouvement
brownien ; il établit que ses trajectoires sont continues en introduisant la méthode du §1.4.
pour la base trigonométrique de L?0,1]. P. Lévy découvre ensuite, avec d’autres mathéma-
ticiens, de nombreuses propriétés du mouvement brownien et introduit une premiére forme
des équations différentielles stochastiques ; ses travaux sont rassemblés dans un traité paru
en 1948 devenu célébre.

Deés 1930, en suivant une idée de P. Langevin, Ornstein et Uhlenbeck étudient la
fonction aléatoire qui porte leurs noms.

Pour de plus amples informations, on pourra consulter :

o A. Einstein, Investigations on the theory of the brownian motion, (Dover, réédi-
tion, 1956).

o P. Nelson, Dynamical theories of brownian motion.

o P. Lévy, Le mouvement brownien, Gauthier Villers, 1948.
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Chapitre II

Le calcul stochastique d’It6
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2.0. Introduction.

Pour toute fonction réelle ¢ — f(¢) de carré intégrable définie sur R, , nous avons
défini au chapitre 1 I'intégrale L? f(t) dB(t) de f par rapport & un mouvement brownien B

bien que les trajectoires de ce mouvement ne soient pas dérivables. Le but de ce chapitre
est de généraliser cette intégrale au cas ou f est remplacée par une fonction aléatoire
t,w — o@(t,w) vérifiant une condition d’adaptation précisée ci-dessous et une condition
d’intégrabilité appropriée.

L’intégrale stochastique d’It6

J,. o®) dB@)

qui sera ainsi définie conduira & un calcul différentiel stochastique basé sur la célébre
formule d’It6 ; cela permettra de résoudre des équations différentielles stochastiques géné-
ralisant I’équation de Langevin du premier chapitre. Il conviendra d’ailleurs pour ces
applications de définir I'intégrale stochastique pour des processus ¢ et B vectoriels et non
seulement scalaires. La formule de Girsanov qui généralise aux intégrales aléatoires la
formule de Cameron-Martin du 1¢° chapitre, sera ensuite établie ; elle joue un réle fonda-
mental dans les applications, notamment dans les applications statistiques. En outre nous
présenterons brievement I'intégrale stochastique de Stratonovitch, qui est un peu différente
de celle d’Ito.

2.1. Préliminaires.

Pour tout mouvement brownien B sur R,, par définition, la fonction aléatoire
(B(s),0 < s < t) arrétée a t (t € R, fixé) est indépendante des accroissements ultérieurs

(B(u) — B(t), u = t). Pour définir I'intégrale stochastique L: o(t) dB(t) et en obtenir des

propriétés intéressantes, nous verrons qu’il conviendra d’imposer a la fonction aléatoire ¢
une condition d’indépendance analogue : pour tout ¢t € R,, la fonction aléatoire (¢p(s), 0 <
s < t) arrétée a t et le mouvement brownien arrété a ¢ sont conjointement indépendants
de (B(u) — B(t), u = t). Pour donner une formulation mathématique précise de cette
condition, nous sommes obligés de revenir sur la notion de tribu et sur la définition de
I'indépendance.

A.
Rappelons qu’un espace de probabilité est un triplet (2,&,P) dans lequel & désigne
une tribu de parties de @Q et P une fonction d’ensembles g-additive définie sur 4, & valeurs

dans [0,1] telle que P(Q) = 1 (voir le § 1.5 du cours de Probabilités). Pour toute v.a. réelle
vectorielle X : Q — RY, par définition (définition 3.2.4) les parties de

{w: X(w) e F} = XUF)
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ot F parcourt les boréliens de R¢, sont des événements (= appartiennent & &) ; ce sont les
évenements qui ne dépendent que de X, ceux dont on sait quils sont réalisés ou non
lorsqu’on connait X(w), mais pas @ lui-méme. De plus la classe

7(X): = ({ X € F} , F borélien de R?)

est une sous-tribu de @ ; cette sous-tribu représente 'information apportée par X. On a
d’ailleurs le résultat suivant.

Lemme 2.11.

Etant donné deux v.a.r. vectorielles X: Q@ — Riet Y = Q — R¥ sur l'espace de
probabilités (2,8,P), les conditions suivantes sont équivalentes : -

a) Y = f(X) pour une fonction borélienne f: R¢ — R% au moins,

b) (YY) = ©(X)

Ces deux conditions expriment chacune & leur fagon que Y est moins informative
que X.

DEMONSTRATION. (a) = (b). En effet si & (resp. #’) désigne la tribu des boréliens de R¢
(resp. R¥) :

(V) = YU&') = X1 o fIB) < X7HB) = t(X)

(b) = (a). On se ramene au cas o d’ = L. Alors ’hypothése (b) entraine que pour tout
ae Q:{Y < a} = {X e F,} pour un borélien F, de R?; il suffit alors de définir la fonction
f: R > R par f(x) = inf (a: a € @, x € F,) pour voir que

f(X(w)) = inf (@:a € Q, X(w) eF)=inf(a:aeQ, Y(w) < a) = Y(o)

Enfin f est borélienne car {f < b} = | (Fasa e Q, a < b) est un borélien comme réunion
dénombrable de boréliens. o

La définition de l'indépendance de n v.ar. X;, .. X, (définition 4.1.1. du cours)
ne fait intervenir que les tribus t(X;) associées a ces v.a.r. et on peut donc plus généralement
définir I'indépendance de n sous-tribus ®y , ... By de @ dans 'espace (2,8,P) par la propriété

@.1.1) P(B, A .. n B,) = P(B) ... P(B,) VBe®(1<i<n)

On dira aussi qu’une v.ar. X et une sous-tribu & sont indépendantes dans (£2,8,P) si

P({XeF} nB)=PXeF) P(B) quels que soient le borélien F et 'événement B e &B.

Enfin dans la théorie des processus aléatoires, il est utile d’associer a une famille
quelconque (infinie notamment) de v.a., soit (X, i € I), la tribu ©(X;, i € I) dite engendrée
par ces variables et qui est la plus petite sous-tribu de & contenant tous les évenements
(X;eF} (ielLF borélien), c’est-a-dire toutes les sous-tribus (X)) (i € I). Par exemple
pour un mouvement brownien (B(t), t € R.), la tribu du passé a Uinstant t (t > 0) que
I'on notera &8 dans la suite, sera définie par

(2.1.2) B = 1t(B(s),s < t)
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Nous admettrons le résultat suivant
Lemme 2.1.2.

Pour qu’une v.a.r. Y soit indépendante de la tribu 1(X; , 1 € I) associée a une famille
arbitraire de v.a.r. X;, il suffit qu’elle soit indépendante de toutes les sous-familles finies
(Xil gi s Xin) de v.a.r. Xi-

B.

Revenons au mouvement brownien (B(t), t € R,). Les tribus du passé & (t € R,)
introduites ci-dessus, croissent manifestement avec ¢: elles forment la filtration propre
(5B, t € R,) du brownien B (une filtration se définit comme une famille croissante de sous-

tribus de @ dans un espace de probabilité (Q,4,P)).

Mais dans les applications faisant intervenir un mouvement brownien, il est fré-
quent que d’autres variables ou fonctions aléatoires interviennent qui ne dépendent pas du
mouvement brownien. Alors pour de tels modeles, le passé 4 I'instant t est plus riche que
celui donné par &2 (¢t € R,) et on est ainsi amené a définir les mouvements browniens de la

maniére suivante.
Définition 2.1.3.

Etant donné une filtration (8,,t € R,) dans 'espace de probabilité (Q,8,P) repré-
sentant le passé a chaque instant, on appelle §-mouvement brownien toute fonction aléatoire
(B(t), t € R,) @ trajectoires continues telle que

a) {B(t) € F} € &, pour tout borélien F et tout ¢t € R, (on dit alors que B(t) est
§,-mesurable ¥V t € R, ou plus brievement que B(-) est adapté a la filtration &).

b) pour tous t < u, 'accroissement B(u) — B(t) est indépendant de §, et suit la loi
N0, u — t).

Cette définition est équivalente &4 celle du chapitre 1 lorsque & est la filtration
propre §2 du mouvement brownien (pour le voir on utilisera le lemme ci-dessus ainsi que
I’équivalence des deux définitions suivantes: a) X;, X, ,... X, sont indépendants, b) pour
tout m (1 € m < n), X,,.; est indépendant du vecteur (X;, ... X,,)).

2.2. L’intégrale stochastique d’It6.

Dans toute la suite, on supposera donnés une filtration & = (§,,t € R,) et un
F-mouvement brownien (B(t), t € R,) [Déf. 2.1.3]. Voici alors la classe des fonctions aléa-
toires que nous prendrons pour intégrandes dans I'intégrale d’Ité.

Deéfinition 2.2.1.

Une fonction aléatoire ¢ (t,w) définie sur R, X Q, resp. sur [0,T] X Q(T < o)
sera dite progressivement mesurable si pour tout t € R, resp. t € [0,T], U'application

(2.2.1) (s,0) — @(s,0) de [0,t] X Q dans R
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est B ([0,t]) ® §, mesurable, oz B([0,t]) désigne la tribu des parties boréliennes de [0,t] et ol
B([0,t]) ® &, désigne la tribu produit de parties de [0,t] X Q qui par définition est engendrée
par les rectangles B X F(B € &([0,t]), F € §,).

On notera MX(R.), resp. M*([0,t]) Uespace des fonctions aléatoires progressivement
mesurables (t,w) sur R, resp. [0,T] telles que

@(t,-) dt] < co

2.2.1) B(, resp. [0

(on convient d’identifier deux f.a. ¢ et ¢’ qui ne different que sur un sous-ensemble de
R, x Q de mesure dt dP(w) égale & zéro). Cet espace est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

<o, ¥>=E[] olt,+) Wit,+) dt ]

R+ resp. [0,T]
Enfin on désignera encore par M? l'espace des f.a. progressivement mesuradles ¢

r
sur R, x Q telles que pour tout T < co: E (L @*(t,+) dt) < oo.

Notons qu’une f.a. progressivement mesurable est adaptée a la filtration § au sens
ou pour tout t € R, resp. [0,7], la v.a. ¢(t,) est §-mesurable.

Nous définirons I'intégrale d’Ité6 d’une fonction aléatoire ¢ progressivement mesu-

rable par rapport au mouvement brownien B en considérant pour commencer le cas des
« fonctions en escalier », ¢’est-a-dire des fonctions de la forme

n-1

(2.2.3) o(t,w) = ;0 Xi(®) Ly (@)

ouneN,0< t; < t; <..<t,etouX;est, -mesurable et de carré intégrable (ce que
Pon note X; € L(§,)). L’intégrale stochastique de ¢ est égale par définition a la variable
aléatoire

1

(2:24) Ja, #) dB@) = X X, [Bltiws) = Bt))

Lemme 2.2.2.

Sous les hypothéses précédentes, on a

2.2.5) E[| o®)dB®1=0

2.2.6) E([, o)dBOP) =E[| ot} dt]

DEMONSTRATION. La premiére affirmation résulte de ce que X;(B(t;4;) — B(t;)) est de carré
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intégrable, comme produit de deux variables aléatoires de carré intégrable et indépendantes,
et d’espérance nulle car un des deux termes du produit I’est. De nouveau par 'indépendance,

E {[Xi(B(tir1) — BtE)P} = E(XP) El(B(tiv1) — B(t))* 1= E(X?) (tisy - )

Il reste & calculer, pour: < j:

E[X; X; (B(tis1) — B(t) (B(t+1) — B(t) ]

Mais B(tj;;) — B(t;) et X; X; (B(tis1) — B(¢t;)) sont indépendantes car la seconde v.a.r. est &
mesurable, et B(t;,;) — B(t;) ést d’espérance nulle, donc la quantité ci-dessus est nulle. Le
lemme est démontré. o

Le lemme précédent va permettre de prolonger Iintégrale stochastique

J o(t) dB() a toutes les fonctions ¢ € M?(R,) grice au résultat suivant.
R

Lemme 2.2.3.

Les fonctions ¢ en escaliers de la forme (2.2.3) forment un sous-ensemble dense de
Uespace hilbertien M*(R,).

DEMONSTRATION. a) Pour tout entier n > 1, considérons 'opérateur linéaire P, défini sur
I'espace L?(R,) par

iln

P =nY |

& i um f(s) ds  Lym, Ganym (2)

Sur chaque intervalle Ji/n, (¢ + 1)/n] (1 < i < n?), la fonction P,f est donc égale a sa
moyenne sur lintervalle précédent ](i—1)/n, i/n] tandis qu’en dehors de ]i/n,
(n + 1)/n?] elle vaut zéro. L’'inégalité de Schwarz montre alors que '

iln

[P, f(O)F < fs)2ds si  telin,((+1/m] (1 <i<n?

n
(i-1)/n

et s’il s’en suit que

Jo PafFd < | fo2de (eI*R)

Popérateur P, contracte donc la norme L2,
P n



34

En outre il est facile de voir que lorsque n — co
| Pnf = fllz2ey — O

pour toute fonction continue a support compact et comme Pespace €, de ces fonctions est
dense dans L2(R,), la convergence précédente est encore valable pour toute fonction f de
L2(R,).

b) Soit maintenant ¢ une fonction aléatoire dans M2(R,). Alors pour tout entier
n = 1, la fonction

P, ¢(t,w) := P, [o(-,0)] (t)

iln

est du type (2.1.3), avec t; = i/n, notamment parce que L_ o o(t,*) dt est &, mesurable de
= n

par la propriété (2.2.1) de progressive mesurabilité de ¢. Mais P, ¢ converge vers ¢ dans
M2(R.) lorsque n — oo car

1P, ¢ = @lliacy = E ([, [Palo(-,0)] ¢) = o(t.0)F db)
et comme pour presque tout o, ¢(+,w) € L2(R,) et donc d’apres (a)
J[Pn [p(-,@)] (¢) — p(t,w)P dt - 0 lorsquen — oo ,

I’espérance ci-dessus tend aussi vers zéro lorsque n — oo par convergence dominée puisque
P

[ [P, [o(-,0)] (©) = @t dt
< ( "Pn [q)(' !CO)]HLE(RH + li GD(' ,CO) ”L2(R+))2
< 4 |o(+ ©)lixg.

et E (|o(c @)tz < 0.0

Revenons alors a la définition de 'intégrale stochastique. L’application
= fm o(t) dB(¢)

que nous avons définie sur le sous-espace des fonctions en escaliers de la forme (2.1.3),
sous-espace qui est dense dans M*(R,), prend ses valeurs dans I'espace L*(Q) des v.a. de
carrés intégrables et est isométrique d’apres (2.2.6). Cette application se prolonge alors par
continuité a tout espace M2(R,) de maniére unique, par exemple en posant pour toute
fonction aléatoire ¢ € M*(R,)

J. o(t) dB@) = lim | P, o(t) dB()
2.2.7) - psco "B

=1imn§J

naw =1 “i-D/n

i/n

@(s) ds [B((i+1)/n) — B(i/n)] ,
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aprés avoir remarqué que le second membre est le n° terme d’une suite de Cauchy dans
L2(Q) puisque d’apres (2.2.6)

El[ P. () dB@®) - [, P.o(t) dBO) P

=E (| [(Pn o=~ P.o)®F dt) =0

lorsque n, n’ — oo. La limite dans la formule (2.2.7) ci-dessus est donc une limite en
moyenne quadratique sur €.

Résumons-nous.
Proposition 2.2.4. (Intégrale stochastique)

A toute fonction aléatoire o(t,w) dans M*(R,) est associée de manieére unique une

v.a. de carré intégrale notée _[R @(t) dB(t) telle que

B[, o) dB®I=0 , El(, o) dBO=E[] o@rde] ,

&

de telle maniere que si @ est de la forme (2.2.3), JR @(t) dB(¢) soit donnée par (2.2.4).

2.3. L’intégrale stochastique de Itd comme
Martingale.

Si (- ,w) est progressivement mesurable, il en est de méme de ¢ 1 pour chaque
teR,, ol

@ Ly (5,0) = o(5,0) Lip<s<ry seR,,we Q) ;

il est alors naturel de poser
; .
J, o) dB6s) = [ @ loae) dBGs)  (teR.)

pourvu que ¢ 1o, € M%(R,) pour tout ¢ e R, , c’est-a-dire pourvu que ¢ € M? (voir la
définition 2.2.1). Quelles sont les propriétés de la fonction aléatoire

t
([, 0 dBG6) , teR)
ainsi construite ?

t
Il est d’abord facile de vérifier que 'application ¢ — _[0 @(s) dB(s) est continue en
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moyenne quadratique sur R, ; nous admettrons que de plus les trajectoires de cette fonction

aléatoire sont continues.

Désignons ensuite par
L2(§t) (t 1= R_,_)

I'espace des v.a.r. de carrés intégrales, mesurables par rapport a &, et par
B (-)

le projecteur orthogonal de L? sur ce sous-espace. Alors 4 condition de poser

u u i
[ ots) dB) = [[ o(s) dBs) = [ o) dBl) (0 <t <w)
onala

Proposition 2.3.1.

Soit ¢ € M2 Pour tout t € R,

| ots) dBs) e 126)

tandis que pour tous t < u dans R.

B[ ¢ls) dBs)1=0

ou ce qui est équivalent
u t '
B L] o) dB@)1= [ ol dBE) (¢t <w)
t
On dit alors que (-fo @(s) dB(s), t € R,) est une martingale par rapport & (5,,t € R,).
De plus si ¢, ¥ € M? on a, quels que sotent t < u:

([ ols) dBGs) [ () dBs) 1= B | o) vis) ds ]
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DEMONSTRATION. Nous nous contenterons de démontrer cette proposition lorsque ¢ et v
sont des fonctions en escaliers, le cas général s’obtenant ensuite par un passage a la limite.

t
D’abord, d’apres (2.2.3) et (2.2.4), 'intégrale L ¢(s) dB(s) est une somme de termes
de la forme X;[ B(tis;) = B(t}) 1 avec 0 < t; < t;41 < t et X; € L%(§,), donc appartient a
L*(&,). De méme L @(s) dB(s) est une somme de termes de la forme précédente avec cette

foist < t; < ti; < uet X; e L*§,) ; comme B(t);s; — B(t;) est une v.a.r. centrée indépen-
dante de &, , on a alors

E¥ (X; [ B(tivn) = B(t]) = X; B [Bltin) = B(t)] = 0

et par suite comme L%(§,) < L*§,) puisque ¢t < t;, en projetant I'égalité précédente sur
L*(5,), on obtient que

E*(X; [B(tis1) — B(t)] =0
La démonstration de la derniére égalité est analogue, mais utilise cette fois que

EFu ([B(ti-a-l) - B(ti)]z) =t —t .0

2.4. Le cas vectoriel.

Soit maintenant un mouvement brownien k-dimensionnel {B(t)}, et une f.a. a
valeurs matrices & X d {¢(t)} . Supposons que pour tout 1 < i < detl < j < &,
{@,(t)} soit un élément de M*(R,) alors on peut définir

J. 05 ) dB ®
pour ]l < i <d,1 <j < keton définit

J,. o) dB@®)

comme le vecteur aléatoire de dimension d dont la i-éme coordonnée est donnée par :

k
> [}, o0 dB(0)

j=1
Lorsque chaque {¢;(t)} appartient 8 M? on définit de méme la f.a. de dimension d :

f: @(s)dB(s) ;t =0

qui posséde les propriétés suivantes :
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Proposition 2.4.1.

Soit ¢, ¢ € (M?2)d%k. Alors pour tout t > 0,

(1) f: ©(s) dB(s) est un v.a. § mesurable de dimension d
(i) E ([, ols) dB(s)) = 0
t t L
(i) EL(], 9) dB). (|, ols) dBE)] = E [ ¢(s) y(s)* ds
t t t
(iv) E ([ 9() dBGs)) [ () dBGs) = E [ Tr [o(s) w(s)] ds

Preuve. C’est une conséquence de la Proposition 2.3.1. (avec ¢ = 0). o

2.5. La formule d’Ité.

Considérons une fonction x € C1(R,), et & € CX(R) . Alors:
@ (x(t) = & (x(s) + J: @ (x(s)) x’(s) ds
cette formule élémentaire peut se réécrire (au moins de fagon symbolique) :
@ (x(t) = @ (x(s)) + [ & (x(6)) dx(s)

Puisque I'on sait définit des intégrales par rapport au mouvement brownien scalaire {B(t)},
on peut se demander si I'on a une formule analogue 2 celle que nous venons d’écrire pour
une fonction de classe C'. Considérons tout d’abord le cas de la fonction f(x) = x%. On a

BXt) = ), (BXtr) - BA(thy) -
i1=1
=2 ; B(tey) (B(t?) — B(tr-y) + (B(tF) — B(t~,))?
En combinant la Remarque 3.4 et la Proposition 1.3.3, on obtient :

Bt) = 2 j; B(s) dB(s) + ¢

Plus généralement, on a ({B(t)} désigne toujours un mouvement brownien scalaire) :
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Proposition 2.5.1.

Si @ € C¢(R), pour tout ¢t > 0,

®(B(t)) = ®(B(s)) + j: &' (B(s)) dB(s) + % j: @ (B(s)) ds

DEMONSTRATION. On pose t? = ti/n. Il résulte de la formule de Taylor que pour des

& e Jtry, 7]
mmm—éwon Z@umm—éwuop
—éwm+2wwumww B(tz,))

+ @" (B(&)) (B(tr) — B(t-1))?

L1}

b=
™=

1=1

t 1 t
=2 (BO) + [ @ (B)dB, + | " (B) ds

En effet, la convergence dans la derniére somme ci-dessus résulte de la continuité de B(t)

et des deux convergences :

|§mwm@%¢wm)»wm—mmm

~wawm%wwan2®w—umw

—+ 0 en moyenne quadratique

.mgémmmmmm—mmw—w—mmﬂ

s

E {(2"(B(tr1) [(B(er) — B(t))® — (88 — t2)D* }

1

-
Il

wmngmmm—mmn tr - t21))7

< sup
= sup |[@" (x)[25 . (87 — t2)?— 0
x i=1
et du fait que:

s t
2 0"(By) (8 ~ ) — [ 0" (B) dsc
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Remarquons que le calcul différentiel d’It6 différe du calcul différentiel usuel par
le terme complémentaire faisant intervenir la dérivée seconde. L’apparition de ce terme est

n

die au fait que z (B(tr) — B(t%4))> — t >0, contrairement & ce qui se passe avec une
i=1 i

fonction de classe C1.

Nous allons maintenant énoncer une formule plus générale (toujours dans le cas
scalaire!). Nous appellerons fonction aléatoire d’Ité6 une fonction aléatoire {X(t)} qui se
met sous la forme :

() X(t) = X(©) + | w(s) ds + | os) dBGs)

ol @, e M?.

Théoréme 2.5.2.

Si @ € C¥R) et la f.a.r. de Itd {X(¢)} est donnée par (*), alors pour tout t > 0,
t
B(X (1) = B(X(0) + | &' (X(s)) yls) ds +
t 1 t
% jo ¥ (X(s)) 9ls) dB(s) + 5 L @ (X(s)) ¢*(s) ds.

DEMONSTRATION. Admettons que 'on s’est ramené & établir la formule dans le cas ou les

t
variables aléatoires fo |¢(s)| ds et sup ¢?(s) sont bornées et {¢(s)} est continu.
O<s<t

On fait le méme calcul que dans la preuve précédente (. = ti/n):

(X () = B(X(0)) + Z; [ $(X (7)) — BX(EEL)) ]

ti/n

L /
= OX(O) + X /(X)) [ () ds +

t(i

n z/n n
+ L @ (X () Jyi 9 dB(S) + % 2, & (X)X (#) - X(¢-0)

le passage & la limite dans les deux premiers termes est assez facile. Explicitons le second :

tifn

t n
E (| [ #(X6) ols) dB6) = X &' (X(e0) [, 0(s) dBG) |2

(i-1)/n

qui tend vers zéro par convergence dominée, et par la continuité de { X(¢)}.



41

En ce qui concerne le dernier terme,

ti/n

D/n

ti/n ti/n

X(tn) - X@0P = wedsr+2[  o@ds] o) dB

t(i-1)/n t(i-1)/n

ti/n
+ ([, o) dBG)

Les sommes par rapport & i des deux premiers termes du membre de droite sont majorées
par:

ti/n i/n

sup | i u,b(s) ds + 2] o(s) dB(s) | x [ [(s)] ds

tG-1)/n

et le premier terme de ce produit tend vers zéro, par continuité uniforme d’une fonction
continue sur le compact [0,t].

Il est maintenant facile de voir que la preuve se termine comme a la Proposition
2.5, & condition d’établir la généralisation suivante de la Proposition 1.3.3:

Lemme 2.5.3.
Si le processus {@(t)} est continu et borné

ti/n

Z[(f ols) B - [ %) ds]

t(i-1)/n

tend vers 0 dans L(Q) quand n — 0.

Preuve : Soit { @,(s) } nen une suite de f.a.r. qui convergent vers {¢(s)} dans M>(0,?).

ti/n ti/n

) (ygoaye @6 dBE)* = 2 I

t(i-1)/n

—Z[(J
Z[(J

@*(s) ds

t(i-1)/n

tifn
0(s) dB@Y ~ ([ 0uls) dBE)?]

ti/n

0u(s) dBE)? - |

t(i~1)/n
ti/n

(% %)
@3(s) ds ]

t@-1)/n (i-1)/n

+ [ 166 - 2(6) 1ds

Etudions successivement le dernier, le premier et le second terme dans le membre de droite
de (#+). On va utiliser de facon répétée I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

B[ 1626) - ¢ ds| < (& [ (@u(s) ~ 0l6)? s}

x (E [ (pals) + pls))? ds
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qui tend vers 0 quand n — co.

tifn tifn
E| Y f @6 = 0 dB6) ([, (0(6) + @ul6)) dBO)) |
[EZdﬁy 9(5) = 0u(s) dB(s)? 1

(p(s) + @a(s)) dB(s))2 ]2

% [EZ;“ (L( ~1)/n

= E [ (p(s) ~ 9u(&)) 512 (B [ (pls) + 9,(s))? ds)1

qui 4 nouveau tend vers 0 quand n — oo. On choisit maintenant

(Pn(s) = Z]_ Q’(t?-l) 1]”—1:5?] (S)
Il nous reste alors a étudier la différence :
¥ @(tm) [ (B(tR) — B(tro))? — (87 = ) ]

dont on sait déja (cf. Preuve de la Proposition 2.5.1) qu’elle tend vers 0 en moyenne
quadratique. o

Il nous reste a4 énoncer la formule d’Ité6 dans le cas vectoriel, qui se démontre
exactement comme dans le cas scalaire. On appellera f.a. d’Itd de dimension d une f.a.
{X(¢)} a valeurs dans R? qui s’écrit :

tisd) X(@t) = X(0) + j W(s) ds +j W(s) ds + j o(s) dB(s), t >

ot {B(f)} est un mouvement brownien de dimension k (k entier quelconque),
w(t) = Wy(t), .., Ya(t))’ et chaque {y;(f)} appartient a M?, o(t) = (¢;())1<i<d,1<j< €
chaque {(pl}(t)} appartient & M?. L’égalité ci-dessus s’écrit donc composante par compo-
sante :

X(t) = X,(0) + fwwﬁ+ifaﬁdMM

: P
Etant donné ® € C%(RY), on notera &' (x) le vecteur ligne (E (x),..., g (x) ) et ®"(x) la
1 d

)]
tri .
matrice ( 75 7%, (x) )
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Théoréme 2.5.4.

Etant donné {X(t)} une f.a. d’It6 de la forme (x*+), et # € C§(R%), on a:
t
B(X,) = B(X,) + jo &' (X,) ¥(s) ds +

b ] 0%, ols) dBG) + 5 || Tr1#"(X) 9l6) ¢(s) 1ds o

2.6. Remarque sur un autre type d’lntegrale
stochasthue.

Dans cette section, toutes les f.a. seront scalaires. On vérifie aisément que dans le cas d’un intégrand
continu {@(t)} I'intégrale d'Itd peut se définir comme :

[; o(s) dB(s) = tim S gez) (B - B(&)

R i=1

N i G
avec a nouveau £* = — ¢t . En particulier,
n

[ Bo) dB(s) = tim Y. Bleg.) (B(ep) - Btz

n—oo i=1

Remarquons que l'on approche l'intégrale d’Itd par des «sommes de Darboux » un peu particuliéres, o I'on
doit évaluer l'intégrand A I’extrémité gauche de I'intervalle [t;, t7]. Au vu du calcul fait au début de la section
2.5, il est assez clair qu’un autre choix conduit & une autre limite. En particulier, la limite suivante existe en
moyenne quadratique :

lim i B(t!,) + B(t?)

e i=1 2

(B(trq) — B(P)
Elle est appelée intégrale de Stratonovitch, et notée :
£
jﬂ B(s) - dB(s)
1l est alors immédiat que
t
Bi(t) = 2 [ B(s) - dB(s)
Plus généralement, si F € C(R), on pose (la limite étant une limite en probabilité) :

[ FBe) - dB(o) = tim 3, TEUE) + FEG)

n—oo i=1 2

(B(t7) = B(t1)

t 1 t
= jo F(B(s)) dB(s) + EL F'(B(s)) ds
et en outre, si @ € C*(R),

B(B(1) = 00) + [ 9/ (Bs)) « dBS)
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La question qui se pose naturellement est de savoir quelles sont les f.a. dont on peut définir l'intégrale
au sens de Stratonovich. Essentiellement, ce sont les f.a. qui se mettent sous la forme {F(X(¢))} , avec {X(¢)}
f.a. d’Itd et F e C'(R).

Soit done {X(t)} un processus d’Itd de la forme

t
0

X(®) = X(0) + [ wls) ds + || ols) dBLs)

et F e CY(R). Alors

i P(X(tr1) + FOXER)

L F(X(s)) » dB(s) = %, 5

(B() - Btry)

= [ FOK(e) dBG) + 3 [ P (X() ol6) ds

le dernier terme de la formule ci-dessus, qui est le terme de « correction » entre I'intégrale de Stratonovitch et
celle d’Itd, s'obtient par un calcul analogue & celui fait dans la démonstration de la formule d’Itd.

En outre, si
X(t) = X(0) + [[ (s) ds + [ ots) = dBGs)

ou ¢(s) = G(Y(s)), {Y(¢)} f.a. dTté et G € C'(R), et D € C2(R), alors on a la formule d’It6-Stratonovitch :

PX(©) = FXO) + || P/(X(s)) wls) ds +
+ J: F'(X(s)) @(s)  dB(s)

formule que 1’on écrit souvent sous la forme condensée

FX(®) = FXO) + [ F/(X(6))  dX(6)

On voit donc que contrairement au calcul d’Itd, le calcul de Stratonovich obéit aux régles usuelles
du calcul différentiel. D’un autre ¢bté, l'intégrale d'Itd posséde d’autres propriétés trés intéressantes, d’une part
le fait que ’on peut calculer ses deux premiers moments et d’autre part le fait que la classe de processus que
I’on peut intégrer au sens d’Itd est beaucoup plus vaste. B

2.7. Généralisation de I'intégrale d’Ito.

Nous aurons besoin, en particulier & la section suivante, d’utiliser la formule d’Itd
avec des fonctions @ de classe C? mais non nécessairement C§ (par exemple
®(x) = x2, &(x) = e). L’extension de la formule d’It6 & de telles fonctions est une consé-
quence immédiate d’une extension de I'intégrale d’It6 & la classe suivante d’intégrands.

Définition 2.7.1.

On notera M2.(0,T) P'espace des f.ar. {¢(t); 0 < ¢t < T} qui vérifient:
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(1) @ est progressivement mesurable
T
(i) jo P(t)? dt < oo p.s.
On notera en outre M, = Iﬂ M. (0,T).o
T>0

La généralisation correspondante de I'intégrale d’It6 s’appuie sur un outil technique qui est
par ailleurs treés utile :

Deéfinition 2.7.2.

On appelle temps d’arrét (par rapport a la filtration § = (5,)) toute v.a. 7 & valeurs
dans R, U {+oco} qui vérifie:

Vi>20,{w;7w) <t} ed o

Les temps d’arrét dont nous aurons besoin sont de la forme suivante :

Proposition 2.7.3.

Soit (X(t),t = 0) une f.a. progressivement mesurable et continue a valeurs dans
R?, et F un sous-ensemble fermé de R?. Alors la v.a. T définie par :

inf {¢; X(t,w) € F} siun tel ¢ existe
t(w) =
+00 sinon

est un temps d’arrét.
Preuve : 11 suffit de remarquer que

{o;t@) <t} =) | {o;Xsw) ekFy,)
peN seQn[0,t]

ou Fy, désigne Uouvert {x; d(x,F) < 1/p}, et de se rappeler qu’une tribu est fermée pour
les réunions et intersections dénombrables. o :

Etant donné (p(t)) € M., et n € N, on pose:

t
mf {£3 L o(s,w)*ds = n} siun tel t existe
Ta(w) =
+co sinon

Alors 1, est un temps d’arrét pour tout n, 7, 1 +co quand n — +oco et on vérifie aisément
que

(o () 0@®) € M2, Y n
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On peut donc définir :
t
Jo 1102 (8) @(s) dB(s) , t = 0
Il reste & montrer que quand n — ©o,
t
_{0 Loy (8) @(s) dB(s) converge p.s.

La limite de cette suite est par définition

£

| () dB(s)

Nous ne détaillons pas le raisonnement. Contentons-nous d’énoncer le résultat technique
qui est la clé de la construction (et qui est trés intuitif!) :

Lemme 2.7.4.

Si (¢(t)) € M? et  est un temps d’arrét, alors (1, (t) ¢(t)) € M? et

t it
,[0 L0, (s) @(s) dB(s) = J.O o(s) dB(s),t = 0 o

t
Remarquons enfin que si ¢ € Mg, , {_[0 ¢(s) dB(s),t = 0} est une f.a.r. a trajec-

toires continues, mais la v.a.r.
t
J, o(s) dBGs)

n’est pas nécessairement intégrable !

2.8. Le théoreme de Girsanov.

Le but de cette section est de généraliser la formule de Cameron-Martin de la
section 1.6. Nous allons tout d’abord réécrire la formule de Cameron-Martin sous la forme
sous laquelle nous la généraliserons. i

Soit (£2,8,P) un espace de probabilité muni d’une filtration § = (5,,t € R,) telle
que & = §_, et (B(t), t € R,) un §-mouvement brownien. Compte tenu de ce qui va suivre,
il vaudrait mieux préciser que (B(t), t € R,) est un P-§-mouvement brownien. Soit enfin f

e L*R,). On pose:

B() = B) - | fls) ds, t e B,

20) = exp ([, f6) B&) =5 || Fs) ds) 1 B,

Z = Z(c0)
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En notant que Z(t) est 'exponentielle d’une v.a.r. gaussienne, on constate par un calcul
explicite que E(Z(t)) = E(Z) = 1. Définissons alors une nouvelle probabilité @ sur (Q,a)
par:

dQ _
5=
ie. Q) = | Z() dPw), Aca

Si F est une fonctionnelle positive ou bornée définie sur C(R.), on déduit de la définition

de Q et du théoreme 16.1. (avec X = B, Y = | /(t) dB(®) :

Eo(F(B)) = Ep [ F(B - | f(s) ds) Z]
= Ep[F(B) ]

C’est-a-dire que la loi deh_la far. (B(t),t € R.) sous @ coincide avec la loi de la fa.r.
(B(t), t € R,) sous P, i.e. (B(t), t € R,) est un @-F-mouvement brownien.

Z
Remarquons que Z est indépendant de &, donc
t

E(Z/Z(t)) = E(Z/Z(t))
=1

ce qui entraine immédiatement :
e (Z) = 2,

d’ot 'on déduit que si A € &, ,
QW) = | 2(t) dP
Autrement dit, ’si Q. est définie par:
Q@ =] z®dP,Aca

Q et @, coincident sur §,.

Supposons maintenant que f € L}, (R,), mais f ¢ L*R,) (c’est le cas dans beau-
coup d’applications). On ne peut plus définir Z, mais on peut définir
Zt),VteR,,et® . On montre comme ci-dessus que pour tout f{ € R,
(B(s),0 < s < t) est un @, — § mouvement brownien. La question naturelle est alors de
savoir s'il existe une probabilité @ sur (2,8) dont la restriction & §, coincide avec celle de
Q, pour tout ¢t € R,, et donc telle que (B(t), t € R.) soit encore un @-§-mouvement brownien
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(mais cette fois @ n’est plus nécessairement absolument continue par rapport & P sur d).
La réponse a cette question est oui et nous 'admettrons; cela résulte d’'un théoréme de

base de théorie de la mesure.

Nous pouvons enfin passer au théoréme de Girsanov. Nous remplagons f € LA(R,)
de la formule de Cameron-Martin par ¢ € M?, et posons:

2(0) = exp ([, o) dBs) - 5 || ¢25) do), ¢ > 0

Il résulte de la formule d’Ité :

Z() =1+ jﬂt Z(s) o(s) dB(s)

Si I'intégrale stochastique ci-dessus est d’intégrale nulle, alors E(Z(t)) = 1, et on peut définir
Q; par

Q)= z.dP,teR,

Ceci est en particulier le cas sous ’hypotheése du:

Lemme 2.8.1.

Supposons qu’il existe une constante c telle que

t
-[o p(s)?ds < ¢ p.s.

Alors E(Z(t)?) < coet E(Z(t)) =1.

Preuve : a) Supposons tout d’abord que le processus (¢(s), 0 < s < t) est borné en valeur
absolue par une constante k. Alors:

E(Z(t)?) =1+E j; Z(s)? pls)? ds < 1+ k2 L: E(Z(s)" ds,

d’ou par le lemme de Gronwall (cf. Lemme 3.2.2. ci-dessous) :
E(Z(t)?) < exp (k%)
et Z(+) o(+) e M%(0,t), ce qui entraine que

E(Z(1)) =
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b) Supposons maintenant que (- ) satisfait I’hypothése du lemme, et posons

@.(s) = sup (inf (p(s), n), — n)

Z,(6) = exp ([, ¢,(5) dB) = 5 || 962 ds)

E(Z®) = E (exp (2 [, ¢,(9) dB(s) - |, 9u(s)?ds )
< {Eexp[4] 0.) dB(s) - 8 || gu(0) ds) }1

(E Gxpl6 [] pu(s)? ds]) 2
< eBc

On a utilisé le résultat de la partie @ pour conclure que :
t t
E(exp[4 ] ¢.(5) dB(s) -8 | 9u(s) ds]) =1

Il est facile de vérifier que
Z.(t) - Z(t) p.s.

la borne que nous venons d’établir sur E(Z2(t)) entraine d’aprés le lemme 2.8.2 ci-dessous
que cette convergence a lieu dans L'(£), donc:

E Z(t) = lim E(Z,(t))

n—co

=1
et par le lemme de Fatou:
E(ZAt)) < € O
Il nous reste a établir le :

Lemme 2.8.2.

Soit (X,, n € N) et X des v.a.r., telles que X,, - X p.s., quand n — co. Chacune
des deux conditions suivantes entraine que la convergence a lieu dans L'(Q) :

(i) sup E(X2) < o©

neiN
(i) X, = 0ps., E(X,) » E(X) et E(X) < co.
Preuve : (i) Par Fatou, I’hypothese entraine que

E(X?) < oo
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donc qu’il existe ¢ > 0 t.q.
E(|X,-X]») <c, VYneN
Soit M > 0
E (X, - X]) = E(|X5 - X] Lgx,-x1<m) + E (| X = X| 1(1x,-x> 1))
<E(X, - X| A M)+ 52 E (X, - X])

Par le théoréme de convergence dominée,

lim sup E (|X, ~ X|) < B
Il reste a faire tendre M vers +oco.
(ii) Par convergence dominée,
E[(X-X,)"]-0 quandn - o
et par ’hypothése
EX-X,)—-0, n-o
Il reste & remarquer que
| X=X, =B X = X} = (X=X} o
Nous utiliserons aussi ci-dessous le fait que le produit d’une suite qui converge
dans LY(Q) et d’une suite qui converge p.s. et est bornée, converge dans L(Q) ; cela résulte
du théoréme de convergence dominée.
Nous pouvons maintenant établir le :

Théoréme 2.8.3. (Girsanov).

Supposons que E(Z;) = 1, pour tout t > 1. Alors il existe une unique probabilité
Q sur (@, Q) telle que pour tout t € R,, A € §,,

Q) = | z,dp
et la f.a.r. (B(t), t € R,) définie par

B(t) = B(t) - jo o(s)ds
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est un Q-5-mouvement brownien.

Preuve. Nous allons nous contenter de montrer que ¢ étant fixé tel que E(Z,) =1, si l'on
définit @ sur (Q,§,) par

Q) =] z,dP,Acs,

(B(s), 0 < s < t) est un §-F-mouvement brownien.

Notre démonstration sera proche de celle du théoreme 1.6.1, mais nous ferons
appel a la transformée de Fourier plutét qu’a la transformée de Laplace. Nous allons
démontrer que pour tout p e N; 0 < ¢ < t; <--<t, < L ;u;e R, 1 <J < p,

(s) E(Z, exp [ 2 4; Bl&)) = Elewpli  u; B&))

ce qui prouve que la loi de (E(tl),...,ﬁ(tp)) sous @ est celle de (B(ty),...,B(t,)) sous P.

Nous allons procédér en deux étapes.

t
a) Preuve de (x) sous '’hypothése supplémentaire Jo @*(s)ds < ¢ p.s.

P t _
Posons ¥(s) = @(s) + i T u; Lipg(s). Alors JO |y (s)|?ds < C p.s. et il résulte d’une
j=1

extension du Lemme 2.8.1 au cas d’un intégrand & valeurs complexes:
t 1 t
(++) Blexpl), w(s) dBGs) - 5 | w(s)*ds) =1
soit
- 1P
E (Z,exp i Z u; B(t))) = exp (-—5 Z oyl b A tk)
1 k=1

On conclut en calculant le second membre de (), sachant que (B(t,),...,.B(t,)) est
un v.a. gaussien d’espérance nulle et de matrice de covariance @ t.q. Qp = t; A t;.

b) Le cas général.

11 suffit de montrer que (* *) est encore vraie. Soit {¢@,, n € N} = M?(0,t) t.q.

i
L o, (8)2ds < ¢, p.s.

@, — ¢ dans M? (0,t)
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Posons
t 1 t
Z, @) = exp[ [ on (5) dB(s) = [ 0u(6)* ds]

Z,— Z(t) en probabilité, et quitte a extraire une sous-suite on peut supposer que la
convergence a lieu p.s. En outre Z,(t) > P p.s. et

E(Z,(t)) = E(Z(¢))
donc d’apres le lemme 2.8.2 (ii),
Z.(t) — Z(t) dans L' (Q)

Comme en outre

D tj D
exp[i Z u;(B(t;) — j ©n(s) ds) + 'kzl ujug by Aty ]
Jole=

bO | =

est une suite de v.a. complexes bornée en module, et qui converge en probabilité (donc p.s.,
aprés extraction d’une sous-suite) vers

P
z Uj Uy tj A tk]
jh=1

L\Dli—‘

exp[i Z ui(B(t;) - J @(s) ds) +

J=1 Js

On en déduit que la suite de v.a. complexes

t t
exp ([, W(s) dB(s) = [ ynlo)? s

D
(avec ¥, = @, + 1 > u; 1,7 converge dans L'(€), donc les espérances convergent, ce qui
j=1

établit (* *) dans le cas général.p

Il nous reste & donner des conditions plus faibles que celle du Lemme 9.1, qui
entrainent que E(Z(t)) = 1.

En approchant (¢(s) ; 0 < s <t) par des processus bornés, on déduit du lemme de

Fatou que E(Z(t)) < 1, des que ¢ € My, (0,¢t). En fait on a méme, par le méme raisonne-
ment,

E""“(%) < 1ps.,0<s<t.

Donc la fonction t — E(Z(t)) est décroissante et si E(Z(t)) = 1, E(Z(s)) = 1 pour tout
0<s<t.

Nous admettrons le premier résultat.
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Lemme 2.8.4. (critere de Novikov). Si
t
E(exp [% _[0 p(s)?ds]) < co
alors

E(Zt) =1 O

Le résultat suivant s’applique en particulier dans le cas ou (p(s),0 < s < t) est
un processus gaussien.

Lemme 2.8.5.

Supposons qu'il existe ¢ et @ > 0 tels que

E(explegs)]) <c , 0 <s <
Alors E(Z(t)) = 1.

Preuve :
3
Soit {@,,n e N} < MAOp)t. q J‘u p.(s)?ds < ¢, ps.
@, — @ dans M?(0,t)

etsoit 0<s<r<ttg. r-s <

(=22 R

On associe Z, & ¢, comme dans la preuve du Théoréme 2.8.3.

9 9 , r
(?8) — exp [ 2f ouw) dBw - 4 [ guu)? du]exp [3 ] b du)

1/2

E[ (%g_;)z] < { E ( exp [ 4 _[: @, () dB(u) - BJ: 0.2 du ] )}

. 12
{E(exp[ﬁ_‘; qoﬁ(u)du])}

i )
< { L E ( exp [ 6(r—s) ¢ilu) D i—t}

< cl."?.

O . ey, QU
on a utilisé I'inégalité de Jensen avec la fonction convexe ¥ — exp x et la mesure de probabilité — sur
r—s

Pintervalle [s,r].

Z z
On déduit de cette estimation, par le lemme 2.8.2 (i), que Z—"g—% - % dans L1(£), et donc que

5 () - i 2 )

=1

.6t kt
Soit n le plus petit entier plus grand ou égal a " On pose £, = o 0<k<n.

® o Z(ty)
Zt)y =M ———=
® k=1 Z(ty-1)
3 . Z(t
Pour tout 1<k <n, Z(t) est §,, mesurable, et d’aprés la premiére partie Eu- (&) =1ps.
Z(tp-1) Z(tg-1)

On en déduit aisément que E(Z(t)) = 1. O
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Chapitre III

Equations différentielles
stochastiques
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3.1. Introduction.

Au chapitre 1, on a déja résolu I'équation différentielle stochastique (que nous
abrégerons dorénavant par e.d.s.) de Langevin :

{ dX(t) = aX(t) dt + dB(t)

X(0) donnée

Maintenant que nous disposons de 'intégrale stochastique d’It6, nous allons pouvoir résoudre
beaucoup d’autres e.d.s. Par exemple, il résulte de la formule d’It6 que la f.a.r.

X(t) = exp (B(t))

est solution de l'e.d.s.:

{ dX(t) = %X(t) dt + X(t) dB(t)

X0)=1

Cette équation admet-elle d’autres solutions que celle que nous avons trouvée ? La réponse
a cette question est donnée par un théoreme d’existence et d’unicité assez général, qui bien
stir concerne beaucoup d’équations pour lesquelles on n’a pas de solution explicite.

3.2. Un théoreme d’existence et d’unicité.

Dans cette section, nous allons étudier I'E.D.S. :

{ dX(t) = f(X(t)) dt + g(X(¢)) dB(t)

(E)
X(0) =X,

qui est une écriture formelle pour:

X(t) = X, + j: A(X(s)) ds + J: g(X(s) dB(s), t>0

On supposera que X(t) est d-dimensionel et que B(t) est k-dimensionel. Donc f est une
application de R? dans R¢, g une application de R dans R%**. Si gi(x) (1 <j <k) désigne la
j-idme colonne de la matrice g, I'intégrale stochastique ci-dessus peut se réécrire ;

L k t
J, ex) dB® = £ [ 4(X()) dB(s)

Le coefficient f(X(t)) de «dt» s’appelle la dérive, et g(X(¢)) - celui de «dB(t)» - s’appelle le
coefficient de diffusion.

Onale:
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Théoréme 3.2.1.

Etant donné un vecteur aléatoire d-dimensionnel X, &, -mesurable (i.e. indépendant de
{B(t), t > 0}) et de carré intégrable, si les applications f et g sont lipschitziennes, i.e. s'il
existe une constante K telle que:

If(x) = )] + |g(x) — )| < K|x-y]|

pour tout x,y € R%, alors l'équation (E) admet une unique solution {X(t)} ¢ M~

REMARQUE. g(x) étant une matrice d X k, on prendra comme norme de g(x) :

lg(x)] = / Tr(glx) g(x))

Avant de démontrer le théoréme, établissons tout d’abord le :

Lemme 3.2.2. («Lemme de Gronwally).

Soit t — x(t) une application de R, dans R, telle qu’il existe un réel b > 0 avec:

t
x2(t) <a+bd fo x(s)ds, t=>0
Alors

x(t) € aexp(bt), t =0

Preuve. Aprés multiplication par e™, I'inégalité qui nous sert d’hypothése peut se réécrire :
d t -
— (g L x(s)ds) < ae™®

dit

d’ol apres intégration :

t
e bt J:) x(s)ds < % (1~ =)

t
a+ bjﬁ x(s)ds < a e

11 suffit de réutiliser I’hypothése pour conclure. [J

A AN BIFLIFIIAMREA S AA AR AR am A an
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Preuve du théoréme .
Unicité: Soit {X(¢)}, {Y(t)} € M* deux solutions de I’équation (E). Alors :
X() - Y(O)= [ (X)) - (V)] ds + [ @X(s)) = £(Y(s)) dBs)

2

B(X@) - Y0 < 28 [([ rexe) - fvenas) ] +
v2 ([ 106 - 56 dBG)
< %E[, |[{X() - A(¥(s)] ds
428 [ eX) - 8V ds

< 2 (t+DK j: E(|X(s) - Y(5)|9)ds

On a utilisé ’hypothese de Lipschitz sur les coefficients & la derniére ligne. Il résulte alors

du Lemme de Gronwall :

E(X@®) - Y(@®)|» =0, ¢t >0

Existence.On va utiliser la méthode itérative de Picard pour construire une suite qui

converge vers la solution. Posons X,(t) = 0, et pourn > 0:
t t
Xnna() = Xo + [ fX,(5))ds + [} e(Xn(s)dB(s)

Alors, pourn = 1,
Xpa ) = Xol®) = [} Xnls) = [(Kpa(s)) s +
# [ BX6) - 8% (9)IB()
d’ol1 P'on tire, par les mémes calculs que pour 'unicité :
E(Xun(®) - X0 < 2641 K[, E(X,(6) = Xpua(5)[)ds
Par ailleurs,

E(|X:(t)]?) < 4E(|Xo|?) + 4¢% f(0) + 4t %(0)

Choisissons T > 0 arbitraire, et posons

Cr = sup (2(T+1)K, 4E(| X,|?) + 4% £2(0) + 4t g%(0))

Alors E|X,(t)]* < Cret
E(|Xpr(®) = X)) < Cr | B(Xa(s) = Xpea(®)])ds 0<t<Tyn

>

1
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De ces deux inégalités, on déduit par récurrence sur n :

nlt"

E| Xpn(t) = Xa(0)]? < 5 0<t<T,n>0

Donc

(CrT)™*1
| Xne1 = Xl s < A1) !

et pour tout n,p € N,
oo (CT T)n+2

- 2 < i Ml A
Ian+p Xﬂ”M (O,T) = b (n+e) ! ’

donc {X,} est une suite de Cauchy dans M%(0,T). Les hypotheses faites sur les coefficients
permettent alors de passer a la limite quand n — oo dans I’égalité :

t t
Xoua(t) = Xo + [ X0 ds + | 8(X,() d6),0 < £ < T,

d’ot1 on déduit que {X(t)} est solution de ’équation (E) sur [0,T]. Comme T est arbitraire,
le théoréme est démontré. [

REMARQUE 3.2.3. EDS au sens de Stratonovich.

Remarquons que si g est de classe C, et (X(¢))la solution de I'EDS (E), alors on peut définir I'intégrale

de Stratonovich :

[} 806 « aB(s) = [} aiX(6)) dBts) + 5 [} % (X(6)) g (X)) d

d
ol —(x) gi(x) = E E‘g (x) gji(x), et on note

[ a(x - [ gx(s) dBs) + L £ [ % (X(e)) g (X(s)d
, 8( (s) o dB(s) = 0g( () (S)+2i=1 oa( (s)) & (X(s))ds

On dira alors que la f.a. (X(t)) est solution de 'EDS au sens de Stratonovich :
t t

(ES) X(r) = X(0) + _[) f(X(s)) ds + _L &(X(s)) » dB(s)

si elle est solution de PEDS au sens de It6:

. t
X = XO) + [ (X6 +3 Z % (X(6)) & (XN ds + [ g(X(6)) dBG)

Supposons dans la suite que les coefficients de cette derniére équation au sens de Itd sont globalement

lipschitziens. Alors (ES) posséde une solution unique.

Les EDS au sens de Stratonovich sont importantes pour au moins deux raisons.
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La premiére est que si M est une variété différentiable de classe C* plongée dans R?, si X(0) € M p.s.,
f, B1.-r £ sont des champs de vecteurs sur M (ie. ¥ x € M, f(x), g1(x),..., gr(x) sont des vecteurs tangents en x
4 M), alors la solution de ES vérifie :

PX()eM, ¥Vt =0)=1.

Cette propriété serait fausse pour la solution de (E).

La seconde est la propriété d’approximation suivante. Soit t;}=;dt, (txB,

t > 0) la f.a. dont les trajectoires ont pour courbes représentatives les lignes brisées joignant les points
{(tz, B(tf), k € N}. Alors les trajectoires de B*(t) sont p.p. de classe C!, et on peut considérer ’EDS
«approchée » : -

dB,
dt

PO 1,0 + 8%,0) S @

(En)
}QAO)=‘XB

qui posséde une solution unique. Le résultat important est que si (X (t)) désigne la solution de (ES), pour tout
T>0,

sup |X,.(t) - X(t)| - 0
O0<tgT
en probabilité, quand n—co. Il y a beaucoup d’autres fagons d’approcher le mouvement brownien, et on peut

démontrer beaucoup de théorémes de convergence sur les e.d.s. approchées. Les approximations les plus
«naturelles » du brownien conduisent en général 4 ce que la solution de (ES) soit la limite des solutions

approchées.

3.3. Deux exemples.

EXEMPLE 3.3.1. Mouvement brownien géométrique.

Nous allons considérer le cas ou la dérive et le coefficient de diffusion sont tous
deux linéaires, en nous limitant au cas scalaire (d = & = 1), i.e.:

dX(t) = a X(t) dt + b X(t) dB(¢)
X(O) &= X@
Il résulte aisément de la formule d’Itd que la solution est donnée explicitement par:
X(t) = X, exp(a t + bB(t))

- b? ; ;
otla = a — — . Cette f.a.r. est appelée « mouvement brownien géométrique ». Rappelons que

le mouvement brownien est un processus continu & accroissements indépendants et station-
naires, (i.e.) pour tout n eN, 0 < &, < t; <..< iy, h = 0, les variables aléatoires

Bty + k) — Blty + h) , B(ty + h) = B(t, + h) , .o, B(t, + h) = B(t,y + h)
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sont indépendantes et de lois indépendantes de h. Il en est de méme pour le « mouvement
brownien avec dérive » :

Y(t) = at + bB(t)
Quand au processus
X(¢) = exp(Y(2))
ses « accroissements multiplicatifs » sont indépendants et stationnaires, i.e.
X(t; + h)/X(ty + h) , X(ty + h)/X(t; + h)), ..., X(t, + h)/X(t,-1 + h)
sont indépendantes et de lois indépendantes de h.

Notons en outre une propriété fondamentale du mouvement brownien géomé-
trique :

PX(t)/X, > 0,¥Vt >0)=1

Donc pourvu que X, > 0, X(¢) > 0 V¢t > 0. Il en résulte que le mouvement brownien
géométrique est trés utilisé pour modéliser des quantités qui ne changent pas de signe, par
exemple les cours d’actions en bourse.

On pourrait plus généralement considérer 1’équation :

dX(t) = (a X(t) + ¢) dt + (b X(t) + d) dB(t)
X(O) = Xg
dont la solution est une f.a.r. d’Ornstein-Uhlenbeck dans le cas particulier b = 0. La solution

de cette derniére équation n’a plus la propriété de conserver un signe constant, sauf si
d = 0 et C XO 2 0.

EXEMPLE 3.3.2. Modeéle « CIR » de fluctuation des taux d’intérét.

Un des modeles les plus utilisés pour représenter les fluctuations des taux d’intérét,
appelé modele de Cox-Ingersoll-Ross, est :

dX(t) = ¢(0 - X(t)) dt + o X dB(t)
X(0)=x

avec x > 0, et & nouveau (X(t), B(t)) sont des processus scalaires ; c, 8, ¢ sont trois parametres
strictement positifs.

_Bien que cette équation ne rentre pas dans le cadre du Théoréme 2.1. (la fonction
X — \/ |x| n’est pas lipschitzienne), on sait montrer que cette équation posséde une unique
solution positive.

Dans le cas ¢ = 0, la solution tend vers 6 quand t— oo, et ceci d’autant plus vite
que c est grand. Dans le cas ¢ > 0, le mouvement est perturbé par des fluctuations propor-

tionnelles a \/X(t) ;
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On n’a pas de formule explicite pour la solution de notre e.d.s. Cependant, on peut
écrire des équations pour les deux premiers moments. En effet (la deuxiéme égalité résulte

de la formule d’Itd) :

X(t) = x + ¢ j:[a - X(s)]ds + & jﬂt JX() dB(s)
X2t) =22 + 2¢ E [0 - X(s)] X(s) ds + 20 j: (X(s))¥ dB(s) + o j: X(s) ds
=22+ (2¢ 0+ 0?) L: X(s)ds — 2 ¢ j: Xs)ds + 20 [{: (X(s))¥* dB(s)

Nous admettrons que les deux intégrales stochastiques qui apparaissent dans les égalités
ci-dessus sont d’espérances nulles. On obtient alors :

EX(t)=x+c[9t—j:EX(s)ds]

t t
EXt)=2+@2c0+0?) [ EX(s)ds - 2¢ | EX¥s)ds

Posons
) =0+ (x — 6) e o, t =0

alors
E X(t) = u(t) t>0.

Soit maintenant (Y(t¢), ¢ = 0) la f.a.r. d’Ornstein-Uhlenbeck solution de :

dY(t) = ¢ (0 - Y(t)) dt + o \/pu(t) dB(¢)
Y(0) =x

On vérifie alors aisément-que

EY(t) = ut)
= E X(t)
EY(t) = EX?(t),t > 0.

(Y(t), t = 0) est également utilisé pour modéliser les fluctuations des cours de taux
d’intérét, avec éventuellement u(t) remplacé par sa valeur asymptotique 6. Certes, la f.a.
(Y(t)) n’a pas la propriété de garder un signe constant. Cependant, si 0 est suffisamment
grand par rapport a g, Y(¢) est rarement négatif, et les deux premiers moments de Y(¢)
coincident avec ceux de X(t), pour tout ¢t > 0. L’équation de (Y(¢)) a ’'avantage d’étre plus
simple que le modele C.I.R.
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3.4. Propriété de Markov de la solution d’une
E.D.S.

Commencons par quelques généralités sur les processus de Markov. Soit (2,&,P)
un espace de probabilité muni d’une filtration (F,,t > 0), et (X(¢),t > 0) une f.a. a valeurs
dans R? (X(t),t = 0) adaptée a (§,) (i.e. t.q. X(t) est & mesurable pour tout ¢ = 0).

Définition 3.4.1.

La fa. (X(¢)) est une &-fonction aléatoire de Markov si pour tout t, h > 0,
Ae &d;

P(X(t+h)e AfS)=PX(E+h)e A/X (1))

Si en outre la quantité P(X,,, € A/X; = x) ne dépend que de h,x et A (et pas de t), la f.a.
de Markov (X(¢)) est dite homogéne.o

Cette définition généralise au cas du temps continu la notion de dépendance
markovienne pour une suite aléatoire en temps discret (X (t), t € N), cf. cours de Probabilités
de 1% année, section 1.9.

Une f.a. de Markov est I’analogue aléatoire de la solution d’une EDO du type :

dX(t)
e f(t,X(t))

par opposition & une EDO ol I'évolution dépend du passé, par exemple :

dX(t)

- [6X(0),X(E - h)

Une f.a. de Markov homogeéne est ’analogue de la solution d’'une EDO autonome, i-e. du
type

dxX(t)
= X @)

ol I’évolution ne dépend que de la position, et pas du temps.

Pour simplifier les notations, nous ne considérerons ci-dessous que des f.a. de
Markov homogénes. Dans ce cas, le role joué en temps et espace discret par la matrice de
transition et ses itérées est joué ici par la probabilité de transition :

Q(t,x,A} = P (X.H-t € A/Xs = x)

o @: Ry X R X &, — [0,1] vérifie les propriétés suivantes :

(1) VA € Ry, (t,x) — Q(t,x,A) est B, ® By m_es'.urable
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(i) ¥ (t,x) € R, X R%, A — Q(t,x,A) est une mesure de probabilité
et surtout @ satisfait I’équation de Chapman - Kolmogorov: V s,t > 0,x € R%, A € &y,

(iii) Q (s + t,x,A) = Ld Q(s,x,dy) Q(t,y,A)

Preuve de (iil).
Q(s+t,x,4) = P(X(s+t) € A/X(0) = x)
E(E(14[X(s+1))/8,) /X(0) = x)
Mais d’aprés la propriété de Markov
E (LiX(s+8))/5,) = P (X(s+t) € A/5))
= P (X(s+t) € A/X,)
= Q (t,.X,,A)
11 reste & calculer E (Q(¢,X,,A)/X(0) = x) . Notons que pour tout B € &y,
E (15(X,)/X(0) = x) = Q (s,x,B)

= [ 150) Q(s,x.dy)

Il résulte des propriétés élémentaires de espérance conditionnelle et de I'intégrale
par rapporte & la mesure @ (s,x,.) que cette derniére égalité est encore vraie avec 1lp (.)
remplacée par n’importe quelle fonction ¢ mesurable bornée de R¢ dans R. On peut en
particulier choisir

oly) =Q (ty,A) o

Nous allons maintenant montrer que le mouvement brownien est une f.a. de
Markov, ce qui résulte de la propriété du mouvement brownien d’étre a accroissements
indépendants. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.4.2. Soit ¢:R*x R™ — R une application mesurable et bornée. Soit X un
vecteur aléatoire de dimension n, Y un vecteur aléatoire de dimension m, définis sur un
espace de probabilité (24,P), et ¢ une sous tribu de Q. Si X est € mesurable et si Y et §

sont indépendants, alors
E [¢(X,Y)/8] = E [0(X,Y)/X]

Preuve (esquisse) : Il suffit de montrer que chacun des deux membres de 1’égalité est égal
a:

J.., #(X.5) Py (@)

ot Py désigne la loi de probabilité de Y. Ce résultat est assez facile a établir lorsque
o(x,y) = h(x) g(y). Le cas général s’en déduit par un passage a la limite. o



66

Proposition 3.4.3. Un §-mouvement brownien (B(f)) est une §-f.a de Markov.

Preuve : Reprenant les notations de la Définition 3.4.1, on calcule :

P(B(t + h) € A/§,) = E(1,(B(t) + B(t + h) = B(1))/§,)

II reste & appliquer le Lemme 34.2. avec n=m=d, h(zy)=1x+y),
X = B(),Y = B(t + h) — B(t), ¢ = §,, pour conclure. O

Notons que

P(B(t + h) € A/B(t) = x) = P(B(t + h) = B(t) + x € A)

_— |2
- y2 hx ) dy

1
(2 7 )2 .[A exp (-

i.e., le mouvement brownien est une f.a. de Markov homogéne, dont la probabilité de
transition est donnée par :

Q(t.x,dy) = q(t,x,y) dy

avec

- i 2
21 t)—d/? exp (_ljlszL)

q(t,x,y) = (

Il n'est pas difficile de vérifier que la densité de transition q(t,x,y) satisfait ’équation
progressive (ou « en avant »).

d

atl _ly#a
ot (tsx:y) - 2 :—Z‘l f?y;z (t!xsy)

et I’équation rétrograde (ou « en arriere »)
q

d

dq 1y Fgq
7 659 =5 & oy ()

la variable y est la variable « de ’avant » : elle correspond a la position de la f.a. & I'instant
courant t. La variable x est la variable « de I’arrieére » (ou du passé) : elle correspond a la
position de la f.a. a 'instant initial ¢ = 0.

Considérons maintenant ’EDS :

{ dX(t) = (X(0) dt + g(X(¢)) dB(t) , t >0
X(0) = X,

Nous supposons satisfaites les hypothéses du Théoréme 3.2.1. (§,) désigne une filtration t.q.
X, est § mesurable et B(t)) est un F-mouvement brownien. On a alors le:
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Théoréeme 3.4.4. L’unique solution (X(t)) de 'EDS ci-dessus est une §-f.a. de Markov
homogene.

Preuve (esquisse) : Nous allons nous contenter d’indiquer I'idée de la démonstration, sans
rentrer dans les détails techniques. Fixons t,h > 0. Posons

B(s) =B(t+s) —B(t) , s> 0

et considérons 'EDS :

dY(s) = f(Y(s) ds + g(Y(s)) dB(s) , s20
{Y@=Xm
Notons que dB(s) = dB(t + s), s = 0, et donc par le théoréme d’unicité de la solufion d’une
EDS, on vérifie aisément que :
Xt+s)=Y(s) , s=0
En particulier, X (¢ + h) = Y(h).

On remarque d’autre part que, par la construction de la solution d’une EDS (preuve
de la partie « Existence » du Théoréme 3.2.1.), Y(h) est une fonction mesurable de X(¢) et
de (B(s), 0 € s < h).Mais B (.) est indépendant de &,. On en déduit par un raisonnement

analogue & celui du Lemme 3.4.2:

P(Y(h) € A/3;) = P(Y(h) € A/X))
P(X(t+h) € A/5,) = P(X(t+h) € A/X,)

c.e.

L’homogénéité résulte de ce que ni la loi de B(.), ni les coefficients de I’équation ne
dépendent de t. 0

Un processus de Markov solution d’une EDS est appelé procesus de diffusion.

REMARQUE 3.4.5. On aurait pu faire dépendre les coefficients f et g de notre EDS du temps,
i.e. considérer 'EDS :

dX(t) = f(t, X(@¢) dt + g (¢, X(t)) dB(t)

Pourvu que f et g soient des fonctions boréliennes de (¢, x), que la constante de Lipschitz
K du Théoreme 3.2.1. soit indépendante de t, et que |f(t, 0)| + |g(¢, 0)| soit borné, on
aurait encore existence et unicité d’une solution dans M2 Cette solution serait encore une

f.a. de Markov, mais évidemment non homogeéne. o

La probabilité de transition (¢, x, .) de la solution est caractérisée par le fait
que Q(t, x, .) est la loi de probabilité du v. a. X(¢), si X(.) désigne la solution de 'EDS :

dX(t) = f(X(¢) dt + g(X(t)) d B(t)
X(0) =«
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L’équation progressive satisfaite par @ se réduit aisément de la formule d’Ttd, Soit en effet
¢ € C2(R) (i.e. une fonction de classe C & support compact de R? dans R). Par la formule

d’Tt6 :

t LB ‘
P(X(t)) = p(x) + Jo Lo(X(s)) ds + e=21 fo M, (X (s)) dBy(s)

1 i 2 9
3 o i + f. .
ou = 2 ij=1 ay(x) 5x,‘ a”xj ft(x) ﬂxi
d
M= 2 gidx)
i=1 X

avec a(x) = g(x) g'(x). Les processus (Mp(X(¢)))yy.. » étant bornés, les intégrales stochas-
tiques ci-dessus sont d’espérance nulle, d’ot :

t
EoX®) = 9() + | ELo(X()ds, 30
ce qui s’écrit encore :

Q. %, 9) =0 +[ Q6,z,L o) ds

o Qt,x¥) = [, QE,x,dy) i)

£

ou encore, (Q(t, x,.), t > 0) satisfait I'équation aux dérivées partielles parabolique suivante
au sens des distributions :

h_(tyx:-)=L*yQ(t:x;')

Qt,x,.) > 5, quandt | |0

ou L*'y désigne I’adjoint de I'opérateur L, agissant sur la variable y, i.e.:

d

& b
iél Eyl—c?yj (a;(y) ) = Ei(f(y) )

On peut alors déduire de I’équation de Chapman-Kolmogbrov I’équation rétrograde satis-
faite par (Q(t, x, ¢) ;¢ >0,x € R?) [supposant & nouveau @ € C2(RY)]:

L*, =

B | =

Bt,x,0)=1,Q,%,9
0, x, @) = p(x)

REMARQUE 8.4.6. Supposons que ’on ait & notre disposition un théoréme d’unicité pour cette
derniere EDP. Alors le résultat que nous venons d’énoncer peut s’interpréter comme don-
nant une formule probabiliste pour la solution (v(¢, x)) de PEDP -

ov
E(tsx) - Lx U(tsx)

v(0,x, @) = p(x)
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4 savoir :
u(t ,x) = E o(X*(t))

o (X*(t)) désigne la solution de notre EDS avec x comme condition initiale & I'instant
0. o

Remarquons que le raisonnement qui a conduit & ’équation progressive démontre
aussi le fait suivant : si pour tout £ > 0, u(t) désigne la loi de probabilité de X(¢), on a:

i o
c?t(t) = L* u(t)
w(0) = loi de X,

Cette équation est appelée équation de Fokker-Planck. En particulier, si u est une mesure
invariante (i.e. une probabilité telle que loi de X, = p = loi de X(t) = u, ¥V t > 0), alors

L*u=0
Cette équation est appelée équation de Fokker-Planck stationnaire.

Réciproquement, sous des hypotheéses treés faibles sur les coefficients, si u est une
mesure sur R¢ t. q. L* p = 0, i.e.

fw, L f(x) p(dx) = 0, V f e C2(RY)

alors p est une mesure invariante. On montre que si a(x) = g(x) g(x) > 0, V x € R?, il
existe au plus une mesure invariante, et celle-ci posséde nécessairement une densité. Nous
allons calculer cette densité dans deux cas particuliers.

EXEMPLE 3.4.7 : Mesure invariante d’une diffusion scalaire.

On suppose ici que d=k=1, et que g(x) # 0, ¥ x € R. On a alors le résultat
suivant :
Si la fonction

1 )
= 2| =d
x-»a(x)exp( JOa(y) y)
est intégrable sur R, alors le processus de Markov scalaire solution de 'EDS

dX(t) = f(X(t)) dt + g(X(¢)) dB(t)
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posséde 'unique mesure invariante u de densité (p(x), x € R) par rapport & la mesure de
Lebesgue sur R, avec :

p) =z emp[2 [ (8 ay]

+oco
ou la constante ¢ est déterminée par la condition J-_ p(x) dx = 1. On vérifie en effet

aisément que

L* p(x) = = (ap)"(x) — (fp)' (x)

(=T A

EXEMPLE 3.4.8 : Mesure invariante d’une classe de diffusions sur R?,

Soit V = RY —» R une fonction de classe C?, & dérivées secondes bornées, telle
que :

[ expl(M )] dx =1
Alors la diffusion dans R? solution de 'EDS :
dX(t) = % V V(X(t)) dt + dB(t),

_ v V.
ol VVix) = (6x1(x)’"" dxd(x)) , posséde

I'unique mesure invariante y de densité (p(x) , x € RY) par rapport 4 la mesure de Lebesgue
sur R¢, avec :

p(x) = exp [V(x)]
on vérifie en effet aisément que

L) _%aix,. (ﬂfp)(x)

* =
L* p(x) o,

IIMn.

#p
1 0x

o b | =
"“N!

Notons que si V(x) est une forme quadratique homogéne :
V(x) = — |Ax[?

o é VV(x) = — A* A x
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et on retrouve le cas particulier d’une équation de Langevin, auquel cas la mesure invariante
est gaussienne N(0, (2 A* A)™") (notons que la condition d’intégrabilité de eV® impose
A*A > 0). 0o
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