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INTRODUCTION

Le but de ce travail est d'@tablir des théordmes d'existence et d'uni-

cité de processus solutions de certaines &quations aux dérivées partielles

stochastiques, qui sont 1l'analogue en dimension infinie, avec des opérateurs

non bornés, des &quations différentielles stochastiques de ITO.

> Plus précisément, on &tudie :

a)

(1

des Equations paraboliques du type :

il

flt)dt + aM(t)

u
0

du(t) + A(u(t))dt + B(u(t))dw(t)
u(o)

ot A(.) et B(.) sont des opérateurs non bornés dans des espaces de

b)

(2)

Hilbert, é&ventuellement non linaires, mais vérifiant une hypothése
de monotonie ; W(t) est un processus de Wiener hilbertien et M(t)

une martingale hilbertienne continue.

-
B

des &quations du second ordre en t :

I

du'(t) + Ault)dt + B(u'(t))dt + C(u(t),u'(t))dw(t) f(t)dt + aM(t)

u(o)

u
(o]

|

u'(o) = u

ot A, B(.), C(.) sont des opérateurs non born&€s dans des espaces de
Hilbert, A est linéaire, et B, C vérifient une hypoth&se de monoto-

nie.




donc pas une semi martingale & valeurs dans H. On montre cependant que les

L'équation (1) a d&ja &té étudiée : dans le cas B = 0, avec A linéaire
par BENSOUSSAN [1] et CURTAIN [},] , et avec certains types d'opérateurs A
non lingaires par BENSOUSSAN - TEMAM [17]et[ 2 1, verIvIER - PISTONE[]] et 2
MARCUS [ 1 ]; dans le cas B # 0, avec A et B lindaires par BALAKRISHNAN [lj s
avec A linaire et B non linéaire par DAWSON[:I‘]. L'équation (2) a &té &tu—
dide dans le cas oit A et B sont lindaires par ‘CABANA[]]et YAVIN [1] . Nos
hypoth&ses de monotonie sont en particulier vérifiges dans les différentes
situations envisagées par ces. auteurs (& 1'exception de 1'équation &tudide

par BENSOUSSAN - TEMAM [2])-

Notre travail consiste 3@ adapter au cas stochastique une des deux prin-

b
S . ~ . P . . .t
cipales méthodes de résolution des €quations aux dérivées partielles non liné-

aires (cf. J.L. LIONS {1:}),'13 méthode de monotonie. L'utilisation dans le

3
H

cas stochastique de 1'autre méthode (dite de compacité) reldve de méthodes ‘
trés différentes des ndtres, qui consistent 3 étudier 1'existence et 1'unici- ;
té de solutions "en loi" , appelées aussi "solutions faibles". Cette approche,

dans le cas des équations aux dérivées partielles, avec utilisation de la mé- ,

‘thode de compacité, est diie a VIOT [_l ] et[Z] . Par contre, nous suivrons

quant 3 nous la démarche classique utilisée dans ITO [1 pour les Equations

. P . n . . -~ <. .
différentielles dans R, qui consiste & construire un processus solution de

[

1'équation étudiée, ou encore une "solution forte'".

La mise en oeuvre de la méthode de monotonie utilise 1'"égalité de 1'&-
nergie". La principale difficulté pour nous est d'établir 1'égalité de 1'éner-
M

gie stochastique, ce qui revient 3 &tablir une régle de calcul différentiel |

i

stochastique adaptée 3 la classe de processus dans laquelle nous cherchons

s v

une solution & notre &quation.

P

Or la méthode variationnelle que nous utilisons, en suivant LIONS[Z]] R
nous oblige 3 travailler avec un triplet d'espaces V H H' V', ofi chaque
espace est -dense dans le suivant. Et - par exmple dans le cas de 1'&quation
(1) - une solution u(t) apparalt comme la somme d'une martingale a valeurs

dans H et d'un processus i variations bornées 3 valeurs dans V'. Ce n'est

processus solution de 1'8quation (1) sont continus et optionnels (i.e. bien-

mesurables) 3 valeurs dans H, et que si ¢ est une fonctionnelle sur H suffi-

samment régulidre, la différentielle d ¢(u(t)) est donnée par la "formule de

ITO".




On peut alors étudier 1l'existence et 1'unicité d'une solution de 1'équa-

ot e PRSI DA

tion (2). Le résultat fondamental est obtenu par approximation en dimension

finie (méthode de Galerkin). On &tablit par ailleurs les Equations que véri-

. fient la moyenne et la covariance de la solution, dans le cas ol les opéra-

‘teurs A et B sont lindaires, et un résultat du type "principe du maximum".

L'étude de 1'équation (3) est mende par des méthodes similaires.

ST ST

- Les premisdres applications de nos ré@sultats concernent le filtrage non
linéaire, et un modéle de biologie des populations proposé par W.H. FLEMING

(cf. Exemples 5.1 et 5.4 du Chapitre 2, II° Partie).

o ——— = R 3 L AT AN gt T

Le texte est divisé en trois grandes parties :

e

La I° Partie est un résumé de résultats déja connus de la théorie de
1'intégrale stochastique hilbertienne, et du calcul différentiel stochasti-

qué dans un espace de Hilbert.

N T, e N T

- ~ La II° Partie Etudie les équations paraboliques, type équation (1).

La III° Partie étudie les équations du second ordre en t (8quation (2)).
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§0. INTRODUCTION.

Nous allons rappeler les notafions, définitions et principaux résultats
concernant les martingales & valeurs dans un espace de Banach et les intégrales-

stochastiques & valeurs hilbertiennes.

t

Les principaux résultats concernant les martingales 2 valeurs dans un
Banach sont diis notamment 3 SCALORA [1], NEVEU [1] et METIVIER [ 1] .L'intégrale
stochastique par rapport & une martingale hilbertienne a été étudiée par
KUNITA [1], et surtout par METIVIER [ 2] . En ce .qui concerne 1'intégrale par

rapport & un processus de Wiener, citons les travaux de CURTAIN (1], kuo [1],

NEVEU [2], YOR [1], GAVEAU [1] et LEPINGLE-OUVRARD [1].

L'exposé qui suit est un résumé de PARDOUX [1], oli 1'on trouvera toutes

les démonstrations.

§1. MARTINGALES A VALEUR DANS UN ESPACE DE BANACH.

§1.1. VARTABLES ALEATOIRES VECTORIELLES.

Soit (Q,F,P) un espace de probabilité.
Soit X un espace de Banach, X' son dual. Nous noterons ll+ I la norme

dans X, Il Il, la norme dans X', et (.,.) le produit de dualité X, X',

Définition 1.1. On appelle variable aldatoire (v.a.) & valeurs dans X une

application :
x 1 Q=X
qui est F mesurable, i.e. qui est limite presque sfire d'une suite de fonctions
étagées de lé forme : A
) - ) _
izixi‘lFi’ ol x; & X, F; &
on a le résultat suivant, 4d & PEITIS [1].

THEOREME 1.1. X : Q — X est TF-mesurable si et seulement si :

B g o St

(i) Vxf €X', w— (x(w),x?) est F-mesurable
(ii) av € 7, P(NW) = 0, tel que x(Q-N)
soit séparable. o 5
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Donc, lorsque X est séparable - ce qui sera quasiment toujours le cas par
la suite — toute application faiblement mesurable de Q@ dans X est une variable

aléatoire.

On peut définir la classe des v.a. P-intégrables, et 1l'espérance de
telles v.a., en utilisant la théorie de 1l'intégrale de Bochner. Rappelons
qu'une v.a. ¥ est P-intégrable (au sens de Bochner) si et seulement si la v.a.

réelle llx || est intégrable (au sens usuel).

On notera L!(9;X) l'espéce des classes d'équivalence de v.a. & valeurs
dans X, P-intégrables. C'est un espace de Banach pour la norme :
J fxlldaPp = ElxI
Q ' -
Etant donnés x € L'(Q;X) et § une sous o-algdbre de &, on peut définir

1'espérance conditionnelle de x par rapport & G:
B9(x) e L' (2,8,P5X)

on construit Egkx) de la fagon suivante (cf. SCALORA [1]) : si X est une v.a.
étagée, on définit E9(x) grice & la définition de 1'espérance conditionnelle
d'une v.a. réelle; on obtient ensuite le cas général par passage & la limite.
Cette espérance conditionnelle jouit de propriétés similaires & celle que l'on
définit pour les v.a. réelles. On a en particulier 1'inégalité suivante - du

type inégalité de Jensen :
(1.1) o iES(x) 1 < ESUx )

§1.2. MARTINGALES VECTORIELLES.

Soit T un intervalle gquelcongue de §+'.

Définition 1.2. Un processus stochastique & valeurs dans X est une famille

(x%)teT de V.a. & valeurs dans X.
Un processus (x%)teT sera dit mesurable si 1l'spplication :

(+,0) —%-x%(m)

est F © 5 —mesuravle (of 6 désigne la tribu des boréliens de T). ©

On ne distinguera pas deux processus "indistinguables", i.e. qui
vérifient

e
P(§Z£ Ix,-xi 1l =0} =1




- L

Soit (3%)téﬁ une famille croissante de sous-tribus de F, telle que 5y

contienne tous lesfPenégligeables de F. Cette famille sera supposée donnée

dans toute la suite.

3 valeurs dans X est appelé

Définition 1.3. Un processus stochastique (xt)teT

une martingasle si :

< (1) (Xt)teT est adapté & la famille F (i.e. Vte T, %, est F mesurable)

(ii) %, € L'(Q,X), vt €T
(iii) E'S(x,) = x, VUs,t € Tavec s <t 5
t s ) _

TI1 résulte de 1'inégalité (1.1) que si (xt)tET est une martingale a valeurs

dans X, alors Hxi | est une sous-martingale réelle positive (& laquelle on peut

donc appliquer les inégalités de Doob).

Définition 1.L4. On appelle temps d'arr&t (relatif & la famille 3%) une variable

aléatoire 2 valeurs dans ﬁ+, T, qui vérifie :

{T<t}€ &, VteR,
On désignera alors par T la tribu des événements "antérieurs a T", i.e. l'en-
semble des A € F_ tels que A {T < t}€ Ty » vVt eR,. s

BY )
Le Théordme d'arrét se généralise sisément au cas des martingeles vectorielles.

une martingale & valeurs dans X, p.s. continue 4

THEOREME 1.2. S0t (x ) .q
droite, et soient S et T deux temps d'arrét qui vérifient :

(2) S(w) € T et T(w) €T p.s.
(b) s<T p.s. ‘ o
Supposons que l'une des deux conditions suivantes est réalisée :
(i) Fty €.T tuqe T<ty p.s.
(ii) la famille {x_, t € T} est équi intégrable.
Alors\kT est intégrable, et :

E‘TS(XT) = Xg

" §1.3. MARTTINGALES DE CARRE INTEGRABLE ET MARTINGALES LOCALES.

On supposera dans toute la suite que X est un espace de Hilbert séparable,

dont le produit scalaire sera noté ({-,+)).




Posons la :

Définition 1.5. On notera JL&(X) l'espace des martingales (M

- t)teﬁ-'-p,s. conti-
nues & valeurs dans X, qui vérifient :
(i) My =0
(ii) sup E(IM, 112) < += A | B

t

On peut montrer (cf. METIVIER [1]) que la condition (ii) ci-dessus implique
1'existence d'une v.a. M_ ¢ L2(Q3X) telle que :
(1.2) M, — M dans L2(0;X) quand t =

et de plus (Mt tcB est une martingale.
On montre alors aisément que, muni du produit scalaire

CB((M_,N))

JLi(X) est un espace de Hilbert.

Définition 1.6. On notera M:2(X) 1l'espace des martingales (Mt)teF% D.S.
continues & valeurs dans X, qui vérifient : *
(i) MO = 0

(1i) EM, 12 < += , VtE R,

M2(X) peut Stre muni.@'une structure d'espace de Fréchet, définie par la

famille de semi~normes

1
(ElM #2)2, neN

0
Définition 1.7. On notera Jﬂioc(x) l'espace des processus & valeurs dauns X,

(M,) qui sont tels qu'il existe une suite de temps d'arrét T 7 « p.s.
T tER . n
tels que Vn,
M = M e M2(x)
. . ATﬁ

On dira que la suite de temps d'arrét Tn réduit la martingale locale Mt
8

. P A 2 . 2 ‘. v
si T€ R,, on définit de méme y (Q,T :X) et ngoc(_o ,T3X), en remplagant R,
par [0,7] dans les définitions 1.6 et 1.T.
Les intégrales stochastiques que nous allons définir ci-dessous seront
des martingales locales. Enongons quelques propriétés importanies de ces

processus, qui généralisent au cas vectoriel des résultats &tablis dans NEVEU {21,
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LEMME 1.1. 57 ME;Maioc(X), et st T est un temps d'arrét tel que :

E{ sup "Mt I} < 4=,
_ . t<U,t<e .
algrs My pp = Mp dans L ‘Q;X) quand t — = et (MtAT)teFi_est une martingale.

B8
simaeuﬂﬂ(x),,thHZ est.une sous-martingale réelle continue, & laquelle
est associde par la décomposition de Doob-Meyer un processus croissant continu
unique D, tel que :

t

“Mt 2 - Dt soit une martingale

De méme, si Mé%ﬂbioc(x), i1 existe un processus réel croissant continu unique
Dt tel que :
. -
M, I D

On montre alors le : .

& soit une martingale locale.

LEME 1.2. S MG&AL%OC(X), et T est un temps d'arrét tel que E(DT) <o, glors

A2
M, yp € HE(X) | : "

Les lemmes 1.1 et 1.2 permettent de démontrer le :

THEORBME 1.3. ST MEMZ (X) et si T est un temps d'arrét tel que E(VD,) <+,

alors :

1.3) E(sup IIMt 1) <3 E(vﬁ&)
et (MtAT)tE F§+ est une martzﬁgale. : B

-

La démonstration du Théoréme 1.3 est basée sur la démonstration et 1l'utili-

sation de 1l'inégalité :

(1.4) p(sup M, 12 > €2) < B(D,, > C2) + =, Efmin(c2,D,))
e T G ’ |
Cette indgalité est vraie sous la seule hypothése M Edtioc(x). S

On déduit des indgalités (1.3) et (1.4) les corcllaires :

COROLLAIRE 1. Soit M'€ JL%OC(X), Vne N, Dz les processus croissants réels

associés, et T un temps 4'arrét tel que :
E(xfﬁg) - 0

Mors sup HM: l— 0 dans L}(Q). ' =
+<r
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n

COROLIAIRE 2. Soit M€ A2 (X), ¥ne N, D

associés, et T un temps d'arrét tel que :

les processus croissants réels

| ~D,§_,‘ — 0 en probabilité
Alors

n
sup llMt .

+<T

I — 0 en pi'oba.bilité =

§2. PROCESSUS CROISSANT ASSOCIE A UNE MARTINGALE HILBERTIENNE.

Si MeM2(R), il existe un et un seul processus croissant continu <M >t
tel que M% w <M >t soit une martingale (cf. MEYER [1]).
si M N eM2R),

_1. :
<M’N>t_2[ <.M+N>t -<M>t-<1\1>t]

définit 1'unique processus continu a4 variations bornées tel que MtNt - <M,N >‘c
soit une martingale.

Dans le cas de martingales hilberﬁiennes, nous allons définir les analogues
de <M >t et <M,N >t comme pProcessus 3 valeurs dans des espaces d'opérateurs

nucléaires.

§o.1. OPERATEURS NUCLFAIRES ET DE HILBERT SCHMIDT.

Soient X et Y deux espaces de Hilbert séparables, dont les normes et

prodﬁi’c scalaire seront notés I« et ((,+)). On notera (+,) le produit de
dualité X,X'. ou Y,¥*. On évitera d'identifier chaque espace de Hilbert 4 son
dual. ‘

On désignera par L (X,Y) 1l'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus
de X dans Y, muni de la norme des opérateurs Il [

Etant domné x'e X' et Y& Y, on notera y ® x! 1'élément de L (X;Y) défini
par : ¥ & x (x) = (x',x)y, ¥Vx € X. ‘
.. <’
Définition 2.1. A& L (X;Y) est nucléaire s'il existe une suite {kn} de réels,

une suite {e‘n} d'é1éments de la boule\unité de X' et une suite {fn} da'élément
de la boule unité de Y tels que :
. =7 a .
(i) A 12; 0 fn@ e'

(i1) } lxn] < 4oo . |
n .
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L'ensemble des opérateurs nucléaires de’X dans Y forme un espace vectoriel
noté £1(X;Y), qui est un espace de Banach pour la norme-trace :
1Al =ing [ [2 |, od
n

1'infimum est pris sur toutes les décompositions de A du type énoncé dans la
Définition 2.1.

. De plus, ﬁl(X;Y)c:f:w(X;Y),‘espace des opérateurs compacts, muni de la -

" norme des opérateurs ll* I, et - £1(X;Y) est séparable.

si A € LY(x;X), alors :
et < '
iZl(Ae 58 1) o, Vie 1}
base orthonormée de X', De plus la somme de la série ne dépend pas de la base

orthonormée choisie. On posera :

(2.1) Tr A= ] (Ae',,e';)
i=1

Fxemple 2.1. §5i x€ X, ye ¥, x @ y& e1(Y',X), et x 6y Il = Hxll lyl.

D W s S - o 4 WD s

Sixp, X0 € X, X1 © %6 LL(X'X) et : Tr[x; © x5] = ((x7,%3)), on remarque

que :

Trixex] =lx 8xl, | 8

Tr(+) est une forme linéaire continue qui vérifie :
(2.2) A |Tr A] <A,

On a de plus :

THEOREME 2,1, S7 A € £1(X';X), et si A est autoadjoint et semi défini positif,

alors :
Tr A= Al e
| B <
COROLLAIRE. Si + — A(t) est une application de [0,T] & vﬁleurs dans £!(X',X),

—

telle que :

(i) A(t) = A% (%), Vt € [0,T]
(ii) A(t) - A(s) =0, Vs <%

Alors t —> A(t) est 3 variations bornées & valeurs dans £1(X'";X). B
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Soit J l'isomorphisme canonique de X sur x (ou de Y'! sur Y) défini par :

axt,y) = (x'y) Vx'e *,ye X

Définition 2.2. A & £(X;Y) sera dit Hilbert-Schmidt gi AJAXE gl(Yf,Y), et

" alors sa norme Hilbert-Schmidt est définie par :

1A, = (Tr [AJA%])2 a

On notera (£2(X;Y) l'espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt
de X dans Y, muni du produit scalaire :
((A,B)), = Tr[AJBX]

THEOREME 2.2. Soient X,Y,2 et W quatre espaces de Hilbert.
57 A€ .L2(X;Y) et BE £2(Y;2), alors BAE £1(X;7).
st Ae £l(X;Y), B € p2(X;Y), C& L(WsX) et De £(Y32), alors :
DAC & v1(W3Z) et IDAC Iy <UD e 1A iy~ HiC
DBC & £2(W,Z) et UDBC I, <UD W » AB e IiC &

On a le résultat suivant (e¢f. GOHBERG-KREIN [1})

THEOREME 2.3. Soit A € £1(X;Y) [resp. C£2(X;¥)1.

5% P est une suite d'opérateurs de L (X) qui converge fortement vers
A zdentzté [.e. B, x — x dans X, ‘Vx.ﬁ-X], alors AP ~ A dans C (X ;Y)
[resp. dans £2(X; Y)] ‘ B

On montre aisément, en vérifiant les inégalités correspondantes entre.
les normes, que : _
| CEN(xY) € £2(x;Y) € L7 (x5Y)
£1(X;Y) et - £ (X3Y)
sont des espaces de Banach non réflexifs..Le Théoréme suivant, dl aﬁDIXMIER et
SCHATTEN (cf. SCHWARTZ [1]), établit les relations de duallte entre ces éépaces:

THEORFME 2.4, Le dual de ﬁ (X3Y) s’zdent%fie a El(V sY'). Le dual de EI(X' ')
s'identifie & L(X3Y). '

52 €& C7(X3Y) [ou £ (X3Y)], et A€ LH(X ;Y'), le produit de dualité
s'éerit :

<cA>=mr 37N _ =

~s
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§2.2. PROCESSUS CROISSANT ASSOCIE A UNE MARTINGALE HILBERTIENNE.

On & le :

THEOREME 2.5. Etant donnd M€ M2(X), 3 un et un seul processus d valeurs
dans €M(X';X), continu et & variations bormées sur tout intervalle compact
de R+s A ’ ‘

. : , <K M >

t
tel que
(1) Vi'p,x'p e X', (KM>> x',xty) =< (,x"), (M,xt5) >
t -
(ii1) Ml 2 - Tr KM >> est une martingale réelle. 8

(ii) Mt e Mt - << M >>, est une martingale & valeurs dans L(xrsx)

On construit le processus <<.M >>Jc en utilisant la relation (i).
Remarquons que t — << M >>t est une spplication p.s. croissante pour la
relation d'ordre définie par les opérateurs semi définis positifs, et que A

Tr << M >>t est le processus D introduit au §1.3.

THEOREME 2.6. Etant donnd ME M2(X) et NeMA(Y), IZun et un seul processus
& valeurs dans (£}(Y';X), continu et variations borndes sur tout intervalle
compact de R, ‘

<K M,
tel que
(i) V‘X' g X' s y' € Y', (<< M,N >>t y',x‘) = < (M,X'), (N,y') > N

(ii) M, ON, - KM,N >>, est une martingale d valeurs dans L£1(Y';X)

t
(iii) 87 de plus Y = X, 7
((Mt’Nt)) - Tr K< M,N 3>, est une martingale réelle, 8

L'application M,N — < M,N >>t est bilinéaire, et sa continuité s'exp/rime

par des inégalités du type Cauchy-Schwartz :

COROLIAIRE 1. o ,
(2.3) I<<u,u>> 1y < (<M >> )2 (Il < m>>, )2

1 1
(2.h) Ell <<M,N>> I < (Ely, [2)2 (ln, | 2)2 |
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COROLLAIRE 2. Vs,t& R,»

(2.5) I KM,E>>, S<KMN> ) < KM - <<U>> e

1
I << N> - <> )2

COROLLAIRE 3. Si M et N e M2(X),

(2.6) $ 2 <KMW S KM + KN >
(2.7) L 2T KMED> <Tr KM> 4 Tr KN > G

Dans (2.6), " = " est & prendre au sens de la relation d'ordre définie
dans £}(X';X) par les opérateurs semi-définis positifs. -

Nous avons défini <K M,N >> avec M eM2(X) et NEMZ(Y). I1 nous reste

3 étudier les cas ol les espaces M2 sont remplacés par JK,OZO, ou ‘M’ioc'

THEORRME 2.7. 57 M eM2(X) et NeM2(Y), alors

<< M,N >>‘b — K M,N >>_ quand t —» ,

dans L}(Q;01(Y'3X)) et p.s. dans Ll(y'x). ‘ u

LEMME 2.1. S M e M2(X), NeM2(Y), T est un temps d'arrét, notons M,f =M 10
et NT =N Alors :
t taT® . oo
= 7]
KM LN > = KM >

Le Lemme 2.1 découle du Théordme 1.2. I1 permet de démontrer :

THEOREME 2.8. St MGJICJZ_OC(X) et N&JK:%OC(Y), 3 un processus et un seul 4
valeurs dans £1(Y':X), continu et & variations bornées sur tout compact de R 4
KM, >>, ‘

tel que M, § 'Nt - K M,N>> soit une martingale locale. u

§3. INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UN PROCESSUS HILBERTIEN,

- §3.1, PREMIER TYPE D'INTEGRALE STOCHASTIQUE.

Nous résumons ici une partie des résultats de METIVIER [2], dont on

trouvera &galement 1'exposé dans PARDOUX [1].
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Définition 3.1. On appellera tribu des ensembles bien mesurables, et on

notera 35, la ‘Grib_u des 'pa.rties de H+x$2 engendrée par les ensembles de la
forme : {(s,u) | we A, s 2 T(w)}, o} T est un temps d'arrét, et A& STT;

Un processus (X ) 8 valeurs dans un espace de Banach E sera dit

t'teR,
bien mesurable sil' appllca,tlon (t,w) — X (w) est P -mesursble. B

On a le théordme (cf. MEYER [1})

THEORFME 3.1. Soit (X )

tteR, un processus & valeurs dans un espace de Banach E,

quil vérifie :

(i) Vt&R s w = X (w) est T mesurable.

(ii) p.s., t — X, (w) est continue & droite et pourvue de limites a gauche.

Alors le processus (Xt)tCR est bien-mesurable.

Soient X,Y et H trois espaces de Hilbert séparables.

THEORRME 3.2. 57 VEJLZ (X) et st (¢t t"R est un processus bien mesurable &
valeurs dans C(X;H), te?,s que p.s. @

fo Ild)s 2 a{Tr <M >>S} <+, VEER,,
alors A un et un seul élément de ‘M’:?[oc(H) ,
_{t
(¢'M)t = IO ¢, a4 M
tel que VN (:‘M‘l (Y) [on Y est n'importe quel espace de Hilbert séparablel,

K ¢eM,N D>, = J ¢ & << M,N >>
0

En particulier :

(3.1) K poM > = Jo b & KM ¢ |
I1 résulte de la relation (3.1) que : o
(3.2) << oM > 1l < ﬁ e 12 a{Tr KM >>}

Les corollaires suivants se déduisent de 1'indgalité (3.2), du Lemme 1.2
et du Théoréme 1.3 :

COROLLAIRE 1. Si, out’r'e les hypothéses du theoreme 3.2, est vérifiée :
VteR,, E{(j ¢ li2 A{Tr <M > }),.} < 4
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alors ¢°M est une martingale a valeurs dans H, &

' COROLIAIRE 2. Si 1'on suppose en outre :

‘Vté R+, Efo Il(f;S i d{Tr.<<M>>s} < 4w,
alors B : :

¢°M € M2(R) | ' a

COROLLAIRE 3 : Si 1l'on suppose en outre que

o 2
E[o o, 12 &fTr <<U > ) < 4o,

alors
oM EM2(H). ‘ 8

Un cas particulier important est celui oi, H étant identifié & son dual,
M'é‘/'(’szoc(H) et ¢, est un processus adapté 3 trajectoires continues & valeurs
,dans H. ,

Mors les hypothdses du Théorme 3.2 sont vérifiées, car en particulier :

t 2 < 2).
(3.3) VtER,, [0 o 12 afTr <M >> } < ((suplig I JeTr << M >

Oss<t
d'oll 1'on peut définir ¢-M E'M’:%oc(a)‘

Soit T un temps d'arrét, on pose :

T —

0 = % lit<n)
T _
_Mt =¥ e

On a alors 1le .

LEMME 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2,

(67, = (oo™), = (60),

(4)'M)tAT &

Scit Te& R*_; 8i MG.,K,%OC (0,23E), et si (‘bt)te[O,T]

N

est un processus bien mesursble & valeurs dans H & trajectoires dans

¢(0,T3H), on peut définir L(¢=M)]

P 2
t|tef 0 oy SOMme €lément de 7., (0,T.R).
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Remarquons que A,2(0,T;H) est un espace de Hilbert pour le produit séa.laire
E((MT’NT))' e ,

Nous aurons besoin du résultat suivant :
THEOREME 3.3. S M € M2(0,T;H) et ¢ € L2(Q;C(0,T3H)), ¢ étant un processus bien

mesurable, alors [j(d»'M) té[ O,T]‘est une martingale.

© 5L M® — M dans M2(0,T;H), ¢ — ¢ dans 12(2;C(0,T;H)), alors

sup Il(¢°M)t - (¢1:’Mn)tll — 0 dans L1(Q)
- <7

Démonstration : D'aprés le Théoréme 1.3,

E(sup I (gem)y ) <3E /[T e, I 2 d{Trﬂ KM >}
- 0 t

J
< 3E [sup fe, e Tr <M >> !
t<r  © 7}

3 2 . 3 2
< 5 E(sup !l¢t Il ] * 3 E IIMT it
Denc : <7
onc :

E(sup I (o), 1) < 4=
<

D'oli, d'aprés le Lemme 1.1, B(P.M)‘b]té{o 7] -est une martingale.

ﬁontrons la seconde partie du Théordme .
nn, _ n, n
(6e11), - (o%M"), = (Lo-4"1 ) + (o [M7]),
I << ($em)=(™M™) D> Wy < 21 << ([o=0714) >, I, +

+ 21 << (%[ M) > 1

Donc, en appliquant le Théoréme 3.1 :

E[ sup " | (¢=M)t—(¢9Mn)tl!] < 6E \/[To n¢t-¢2 12 afTr <M >} +

Ot
: <
+ 6F \/{T oD 112 a{Tr << M >> 3
Jjo 't t
< 6(13 {Sup M e 2} E|M |2‘}°— +
i Vs £
+ 6[E(sup el I 2] E|M —MDIZw%-
L t@. t J Tt B
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THEOREME 3.h.‘Si Mcijbioc (0,T3H) et ¢$(t) est un processus bien mesurable
a valeurs danslﬁf;tg} que ¢ & c(0,T;H) p.s., alors : [(¢°M)t]te[0,T] est
une martingale locale. -

Sz Mnérjr()ioc (0,T3H), MY(T) — M(T) dons H en probabilité.

I n Y ’ - .
5% ¢ € ¢(0,T;H) pes., oi ¢" est.une suite de processus bien mesurables,

avee sup lo(t)=6"(t) | = O en probabilité.
' t€[ 0,T]
Alors : .
sup H(¢-M)t=(¢I°]M.n)t l—» O en probabilité.
te[ 0,T]

Démonstration :

I << (¢+M)=(¢"M") ol <2l << ([ 6~¢"1 M) >, 0y + oIl << (71 MM > 0

< 2.(sup o (t)=4"(t) I 2] Tr << M >, +

+<T
+ 2( sup e () I 2] Tr << M-M" >>T
te[0,T]
Done :
I << (¢eM)=(¢oM) >>. I} = 0 en probabilité.

Et le Théoréme résulte du Corollaire 2 du Théoréme 1.3, 2

§3.2. SECOND TYPE D'INTEGRALE STOCHASTIQUE.

Nous allons maintenant présenter un second type d'intégrale stochastique,
qui différe du premier en ce que nous n'intégrons gque par rapport d un processus
de Wiener (au lieu d'une martingale continue quelconque), mais un Wiener qui
n'est pas nécessairement un "vrai processus", mais un "processus F.A.L.". Ce qui
suit va dans le sens de 1l'intégrale stochastique hilbertienne présentée dans
NEVEU [ 2] .

§3.2.1. Fonctionnelles aléatoires linéaires.

-~

On se reportera & BENSOUSSAN [1] pour un exposé plus complet. .
Soit LY(Q,F,P) 1'espace vectoriel des [classes de] variables aldastoires

réelles F-mesurables.
: S/

Définition 3.3. On appelle Fonctionnelle Aléatoire Lindaire (F.A.L.) sur X' une

spplication linéaire x' — u(x') de X' dans Lo, 5,P). 8
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Si 1'application x! — u(x') est de plus p.s. continue de X' dansR
glors 3 une variable.aléstoire u & valeurs dans X, telle que :
i u(x') = (u,x') p.s., yvx'e X!
on dira salors que la F.A.L. u(*) est décomposable, et que la v.a. u décompose
cette F.A,L, Dans ce cas, nous identifierons la F.A.L. et la variable aléatoire

qui la décompose.

Définition 3.4. Une F.A.L. sera dite de type 2 si 1'application x! — u(x') est .
continue de X' dans L2(,%,P). ]

Si u(e) est une F.A.L. de type 2, alors Ju € X et Q € £(X"3X) tels que :
E[u(x")] = (u,x') Vx'e&xt
. E[ [ulx")-(wx)Huly)=(u,y")1]| = (axt '), Vx',y' e X',

W sera appelée l'espérance de la F.A.L. u(*) et Q son opérateur de covariance.

On remarque aisément que Q = QF et Q > 0.

Définition 3.5. Une F.A.L. gaussienne est une F,A.L. de type 2 telle que

Vx'e X', u(x') est une v.a. gaussienne. : @

THEOREME 3.5. Soit u(e) une F.A.L. gaussienne, d'opérateur de covariance Q.

u(+) est décomposable si et seulement si Q est nucléaire. &

Définition 3.6. On appelle image par A ¢ £(X,Y) de la F.A.L. u(e) sur X'

la F.A.L. v(+) sur ¥' définie par
v(y') = u(A*y'), vy'e 1! 8

On remarque que si u, v.a. & valeurs dans X, décompose la F.A.L. u(=),
alors Au, v.a. & valeurs dans Y, décompose la F.A.L. v(¢) = A{u(+)) s ce qui
justifie la Défirnition 3.6. ' '

, S

THEORRME 3.6. 57 ul+) est une F.A.L. gaussiemne sur X', d'espérance W et

d'cpérateur de covariance Q, /
alors A{u(+)) est une F.A.L. gaussienne sur Y', d'espérance M et d'opé-

. pateur de covariance MK &

Le Théordme suivant résulte des Théorémes 3.5 et 3.6, :
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THEOREME 3.'(..~'So7lt u(+) une F.A.L. gaussienne sur X'. S¢ A & £2(X,Y), alors
la F.AL, Afu()} sur Y' est décomposable. : 8

§3.2.2, Processus de Wiener sur un espace de Hilbert.

La famille 5 de sous~tribus de F &tant donnée connue précédemment,

o

on appellera J-t

une F martingale, et on adoptera la :

processus de Wiener (réel) un processus de Wiener qui est

Définition 3.7. On appellera F, processus de Wiener sur X' une famille

o AL, ! :
(. € ))teR+ de F.A.L, sur X', telle que

(i) vVx'e X', wt(x') est un §, Processus de Wiener réel.
(ii) Joe £(X'3X) avec @ = @, Q > 0 tel que :

vx! ,Y'E._X'; Vs <t3
Ef [w;c(X')-ws(x')]i’[wt(y')—ws_(y')]} = (t-s)(Qx',y") "

Si et seulement si Tr Q < +», Fun proceésus Wy a valeurs dans X tel que :

(v, x') = w (%), Vx'e X', te R,
On vérifie alors que w & M2(X).

Dans le cas général, on peut montrer qu'il existe un espace de Hilbert
séparable Z contenant X tel que Wt(°), en tant que processus de Wiener sur 2',
soit décomposable. D'aprds le Théor&me 3.T, il suffit de construire Z tel que
1'injection de X dans Z soit un élément de £2(X;2).

Soit J 1'isomorphisme canonique de X' sur X 4éfini par :

(@x',y)) = (x',y), ¥Vx'e X',y €X
81 Q EL(X'3X) et Q = Q*, Q> 0, JCE £(X) unique tel que :

' Q = CIC*
' 4 cl=J¢ >0
De plus, C(X) et Ker C sont des sous-espaces orthogonaux de X tels que :
X = C(X) e Ker C U
Notons Y = C(X), Cy la restriction de C & Y et JY‘ 1'isomorphisme cancnigue

de Y' sur Y. On a alors le : /

THEOREME 3.8. Etant donné w, un 5 processus de Wiener sur X' d'opérateur

de covariance Q, I un et un seul F, processus de Wiener W, sur Y'!, d'opéra-

teur de covariance :}Y tel que :
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§3.2.3. Intégrale stochastique par rapport & un processus de Wiener hilbertien.
Soit Q€ L(Xx'3X), @=qd >0

Notons QH(Q) 1'espace des opérateurs ¢ linéaires de X dans H (éventuel-

lement non bornés), tels que :

$Q¢™ € ¢l (H';H)

Définition 3.8. On notera QZ(Q) le quotient de. ﬁ (Q) par la relation d'équi-

valence :
¢ =¥ <> ¢Q" = pQy*
Muni du produit scalaire :
((6,9)) = Tr oqp*,
ﬁﬁ(Q) est un espace de Hilbert. : ' 8

Considérons LO(Q loc(E%+ EH(Q))), espace des (classes de) v.a. & valeurs
dans l'espace de Fréchet Ll oo Q% QZ(Q)).

0
¢ € LO(a;12 2 e
valeurs dans EZ(Q) Soient Y ¢ deux representants de la méme classe d'équi~

G% QH(Q))) est une classe d'equlvalence de processus &

valence, i.e. deux processus mesurables a valeurs dans QZ(Q) et & trajectoires

Lo

localement de carré 1ntegrable, tels que INEF avec P(N) et :

Vo & ¥, 3(t,0) = o(t,0) D.Db.
Si §(t) est Jf mesurable p.p.t alors il en est de mé€me de ¢(t) [on le
vérifie en utilisant le fait que §% contlent tous les P-négligeables de F].

On peut donc poser la définition suivante :

Définition 3.9. On dira que ¢ € LO(q; L2 (E% QH(Q))) est non anticipatif si

tout processus ¢ de la classe ¢ est tel que ¢(t) est F, mesurable pour presque

tout t. _ &

Si w,  est un processus de Wiener sur X' d'opérateur de covariance Q, et si ¢ U

T
$eL0(e;L2_ (R ,QH(Q))) est non anticipatif, alors on peut

loc
‘@éfinir :

t 2 .
f0¢3 dw_ E'ﬁbloc(ﬂ)’ tel que :

° . _ It *
<< fo o, iy >, = [0 o as, Iy ds




o

9 -
. t * ]
Si de plus E [0 U.%—‘Q‘?S i85 < 4=, ¢té& R, alors
v. . ) ) ‘ 2
[0 by av_ e MA(H).
Lorsque TrQ < o et ¢ est bien mesurable, cette nouvelle définition
redonne la méme intégrale stochastique que celle définie au §3.1.

*
. . - . 2 2
Notons de plus que si A € £(X;Y), et si ¢.& LO(Q’Lloc(R-i-’EH( AQA ))) est

non anticipatif, alors ¢A € LO(Q 3L§oc(R+;L§(Q)_)) , et

)

b [+
(3.4) | (ocbsd(!\ws) = focbsA aw_

Remarque 3.1. On aimerait présenter une théorie unique qui inclue les intégrales

définies aux §3.1 et 3.2, Il faudrait pour cels définir une notion de’
"martingale F.A.L.", avec un processus < M >>’c d valeurs dans L(X';X). Mais
alors <M >>t ne serait plus & variations bornées, et on aurait des difficultés
pour définir K ¢sd <M >>s ¢‘: . Pour une généralisation dans ce sens, cf,

METIVIER [ 3] o | .

§4. FORMULE DE ITO.

Soient E un espace de Banach, H et K deux espaces de Hilbert séparables.
Soit ¢ une application de ExH & valeurs dans K, qﬁi posséde des dérivées
9120, ¢0s1 et ¢022 en tout point (e,h) € ExH.
Remarquons que : ¢}°0(e,h)e L(E:K)
$9°1(e,n)e& £ (H;K)
$9°2(e,h) est une application bilindaire continue de
HxH dans K, et peut donc &tre considéré comme un élément de £(£1(H' ,H);K)

on a le :

THEOREME 4.1, Soit ¢ : ExH — K qui vérifie les conditions suivantes :

(i) ¢, ¢150, $0s1 et ¢052 sont borndes sur tout borné de ExH
(ii) &, ¢1s0 et ¢0slsont continues de ExH dans K, CL(E,K) et C(H,K)
respectivement.
(iii) Vk'e k', Q € £1(H';H), L'application (e,n) — (k', 69>2(e,h)Q)

est continue de ExH dans R.
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Sotent V, un processus adapté, continu et & variations borndes a valeurs
_ 2 ’
dans E, et Me M3 (H),
On a alors :

(B.1) e m) = 4(vog) + [* 610w e dav, +

t 1 [t ' ‘
+ 0:1 = 0s2
Io ¢ (Vs ,Ms)cms *3 [0 $0s (Vs’Ms)d << M >>S 8

Nous allons donner deux exemples d'application du Théoréme 4.1, Dans ces
exemples, on a X =-F%, E =H, et on identifie H & son dual H'.
Alers V(v,h) € BExH, ¢1,%v,h) et $0,1(v,h) s'identifient & des éléments
de Ho ¢9:2(v h), qui est une forme bilinfaire continue symétrique sur H,
s'identifie 3 un élément mutoadjoint de £(H). La forme lin8aire continue

sur (1(H) que @éfinit ¢9s2(v,h) s'écrit alors, d'aprds le Théoréme 2.4 :
Q— Tr [$%°2(v,h) o Q]
La relation (L4.1) s'éerit alors
t
¢(vt$Mt) = ¢(V0!M0) + f0(¢150(VS’MS)’dVS) +
(h,2)

+

tr.0s1 1 b 0,2 >
f0(¢ (VS,MS),GMS) 3| ¢ $2(V M )d <M >

Exemple L.l : Soient M € JKioc(H)’ et V, un processus adapté continu et &

varistions bornées a valeurs dans H.

Notons Il I| la norme dans H, et posons :

q)(v';h) = flv+h 112

Alors :
6190(v,h) = ¢9s1(v,h)
= 2(v+h)
$0*2(v,h) = 21
(4.2) s'écrit alors : .
2 = 12 Ty U
v+, I vy 12 + 2 IO("S"“s’d"s) + :
+ 2 ft(v M ) 4 Tr << M D> =
) p S S S 1
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Exemple 4.2, Soient H = L2(d), oll O est un ouvert de R, et 1p(Vt ’Mt) = ‘@(Vt+Mt),

avec : | . ‘
o(u) = { ¢ (u(x)}ax, u e 12(®)
. e}
ol ¢ € C2(R), et vérifie :

lo(r)] <L{e+r?)  Vre€R
(4.3) lot(x)| <L(e+|r]) . - VreR
l¢"(x)| <L vr ¢ R

0 si mes & = 4o
avec L € R,» et 8 = .
: 1 si mes &< +=
s classe de fonctionnelles que nous venons de définir est trés importante
dans les applications. Nous allons maintenant montrer qulelle vérifie les
hypoth&ses du Théordme L.1l.
On montre aisément, en utilisant les résultats de KRASNOSELSKII [1],

que les hypothdses faites sur ¢(¢) entrafnent que :

(4.4) u =+ &(u) est continue de 1.2(€) dans R
(4.5) uw = ¢*(u) estcontinue de L2(9) dans L2(O)

Montrons en outre le :.

I1EME b.1. L'application w — ¢"(u) est continue de 12(9) dans L (O) faible.

Démonstration : Soit {L. } une suite de L2(U) telle que u —u dans L2(©).
D'aprés (4.3), cb"(u } reste dans un borné de L 7(€). Il nous reste &
montrer que toute sous-suite de {¢"(u )} *faiblement convergente, admet
$"(u) comme limite. Soit {¢"(u )} une telle suite.

De la suite {u }, on peut extralre une sous-suite {uu } telle que

k
u, (x) = u(x) p. pa
K puisque ¢" est continue, ¢"(u (x)) — 6" (u(x)) p.p.
. Mk
Mais : .
6"(n, J- -  dans L (Sf# faible ?
. ;
Le Lemme 4.1 résulte alors du : ~

LEMME 4.2, 57 "Erfx) — g(x) p.p. dans get £ — ¢ dans L (SH=faible.
Alors : ' '
g{x) = ¢(x) p.p.
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Démonstration. Nous allons nous inspirer dé la démonstration d'un résultat
similaire, faite dans LIONS [1]. :
Soit T = fxeo; lg (x)£(x)] <1, Vn> N}

ILa suite d'ensembles dN est croissante et Y @’N = -Q, oi Q est un
‘ N
sous=ensemble de & de mesure nulle.
Si B = {0 € L1(0); support (p) < dn}, alors | E est dense dans LH(e).

» U - .
Soit alors p& NEI\T’ dNgt=q : p\éENO. Donp

[&ptx) [E;-(X)—F_a-n(x)]dx -> 0

grice au Théordme de convergence dominée de Lebesgue. Mais :

f o() £ (x)mg(x)] dx = O
- &J n .
Done :

[dp(x)g(X)dx = [ép(x)c(x?dx Vpé% by d'oll :

g(x) = g(x) p.p. a

o' (u) stidentifie avec ¢'(u) € L2(J). ¢"(u). s'identifie avec 1'opérateur
lindaire continu dans L2(®) de multiplication par ¢" (u(»)) &1 ().

Gréce & (4.3), (b.4) et (4.5), la fonctionnelle ¥(v,h) = ¢(v+h) vérifie
les hypothéses (i) et (ii) du Théordme 4,1. Il nous reste & vérifier 1'hypo-
thdse (iii). |

Notons A(u) & I‘.(Lz(i’f)) l'dpéra‘beur de multiplication par ¢" (u(»)) , défini
par : : '

Vh €12(9), [ Mu)hl(x) = ¢"(u(x))n(x) p.p.

Pour montrer que la fonctionnelle  vérifie l'hypothdse (iii) du

Théoréme 4.1, il nous suffit de montrer :

LBMME 4.3, L'application u — Au) est continue de H = 12(C dans L(H)*faible
[£.e. muni de la topologie o(L(H),L1(H)}].

-~

Démonstration : Soit u = u dans L2(0J).

Alors, gréce au Lemme b1,
’¢"(un) — ¢"(u) dans L (O faible,
dioll il résulte que : '
(4.6) ‘ ] A(un) —» A(u) au sens de la convergence faible des
opérateurs, i.e, :

~

’
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(Mu h k) — (Muwn,K), ik € 12(d)

De plus, gréce & (4.3),. -
) it A(un) I <
I1 nous reste m;n.trex‘-v que Vaeg!(n),

| Tr [Alu ) + Q1 — Tr [A(u) * Q]

" Soit {el, coos € s} une base orthonormée de H, et Pk la projection

orthogonale dans H sur Sp {el .os ek}

Tef [ Mw-p(u )] + 0} = Tr{ [ACw)-p()] » @ [T-R 0}
| | + Tr{ [ Au)=A(u )] - Q - Pk}
Tr{ [A(u)-A(Un)j Q- [;:-Pk]} < [AMu)-MU )] < Q¢ [I-P 1,
< A({z)—A(Un) fellq « (I-—Pk) Iy
< opliee (T-R) I

Cette derniére quantité tend vers zéro qﬁand k — =, uniformément en n,
grace su Théoréme 2.3. 7
Mais, & k fixé&,
k
Tr{ [Au)-n(w )] - Q « B} = '-2-1( [ACw)=ACu )] Qe e;)

Cette dernidre quantité tend vers zéro quand n —+ o, grice & (L.6).  ®©

On peut donc appliquer le Théordme 4,1 & la fonctionnelle ¥, d'od,

avec les notations que nous venons d'introduire :
. t A
= ( (Vv 4M ), av ) +
Q(vtf-mt) #(vy) + JO(. (v e ),av )

t

MY +M )a <M >
0 5] S s

t : 1
+ fo(i?'“ (v ) ,am ) + 5 Ir [

U
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ITéme PARTIE

EQUATIONS PARABOLIQUES MONOTONES STOCHASTIQUES

Chapitre 1 : Premidre extension des résultats
déterministes.

Chapitre 2 : Calcul différentiel stochastique et
égalité de l'énergie,

Chapitre 3  Equations paraboliques stochastiques.

o
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Orientation

~ On cherche i résoudre des &quations du type :

au(t) + A(u(tj)dt + Blu(t))aw(t) = £(t)at + aM(t)

(1) | a(0)

U

ol A et B sont des opérateurs non bornés dans des espaces de Hilbert; qui
vérifient une hypothdse de type monotonie - dans les applications, A et B
seront des opérateurs aux dérivées partielles; w(t) est un processus de

Wiener hilbertien, et M(t) une martingale.

Le premier chapitre sera consacré au rappel des résultats déterministes,

et 8 leur extension, qui nous permettra d'étudier l'équation :

Lult) + A{uls)

. £(t)

Uy

I

dans le cas oll T et ug sont aléatoires.

Le but du deuxidme chapitre est d'établir la régle de calcul différentiel

stochasthue, ou "formule de Ito", adaptée & la situation des problémes varia-
tionnels paVabollques. Nous établirons dans un premier temps cette régle de
caleul dans le cas d'une fonctionnelle particuliére, que, appliquée & la
solution des équations d‘ évolution, nous appellerons 1t'énergie. Ce résultat
nous permettra d'établir "1'égalité de 1'énergie", qui sera un outil fondamen»
tal dans le chapitre suivant.
. o o
Cette démonstration se fera simultanément avec 1'étude de 1l'&quation :
du(t) + Alu(t))et = £(t)at + am(t)

(3) o 11(0/ = ug

Cette équation a déja €té étudiée par BENSOUSSAN-TEMAM [1], et METTIVIER~
PISTONE [1] . Notre méthode de démonstration nous permettra d'établir la régle

de calcul différentiel stochastique. -
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Dans le troisidme chapitre, nous &tudierons 1'équation (1). Puis nous

donnerons des exemPIESb'l’expression de la moyenne et de la covariance de
la solution dans le cas ol les opérateurs A et B sont linéaires, et un résul-

tat du type "principe du maximum".

U
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Chapitre 1

PREMIERES EXTENSIONS DES RESULTATS DETERMINISTES

§o
§1
§o
§3

Introduétion.

Hypothéses et Notations.

Résultats déterministes.

Mesurabilité de la solution par rapport

aux données. Un premier type d'‘'équations
paraboliques stochastiques.

v

i
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§0, INTRODUCTION.

Aprds avoir présenté le cadre d'hypothéses, nous allons rappeler le
-résultat général de LIONS [1] concernant les équations monotones paraboli=-
ques., Nous montrerons ens{lite que l'application qui aux données ug et f
associe la solution est mesurable, et nous en déduirons un résultat d'exis-

tence et d'unicité d'un processus solution, lorsque up et f sont aléatoires.

§1. HYPOTHESES ET' NOTATIONS.

Soit V un espace de Banach sur le corps des réels, réflexif et séparable,
dense dans un espace de Hilbert sur le corps des réels H. On identifie H &

son dual. Alors H s'identifie & un sous-espace du dual V' de V :
VCHCV!,
les injections étent continues, et chaque espé.ce dense dans le suivant.

On notera i« I, <] et el les normes dans V,H et V' respectivement,

(+,+) le produit scalaire dans H, et < o, > le produit de dualité V,V'.

Soit p un nombre réel, p > 1.
Soit A(t,*) une famille d'opérateurs de V dans V', définis pour presque
tout t € 10,T [, o0 TER, [ dans la suite, nous écrirons "p.p.t"], qui

vérifient :

(3.1) A(t,*) est hémicontinu de V dans V' p.p.t, i.e. :
A — < A(t,utAv) ,w > est continue de Rdans R, Vu,v,#v € V, p.p.t

(1.2) A(t,*) est borné : 8 tel que : | o
iACe,) I, < Blul®t, yu€v, pot ~
(1.3)  A(t,°) est coercif : da > 0 tel que :
<Alt,w),u>> alu i, yu€ v, p.p.t

(1.%) A(t,*) est monotone :
< A(t ,u)-A(t,v) ,u=v> >0, Vu,v €V, p.p.t

(1.5) Yu €V, t — A(t,u) est Lebesgue-mesursble & valeurs dans V'
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Remarque 1.1. On montre (cf. LIONS [1]) que gréce & (1.1), (1.2) et (1.1), p.p.t,

u —> A(t,u) est continué de V fort dans V' faible. =

Si X est un espace de Banach séparable, p € [1,+ [ on &ésignera par
LP(O,T;X) 1l'espace des classes de fonctions Lebesgue mesurables de [0,T] &

valeurs dans X, telles que :

fT Hect) 12 at < o
0 X

“
, LP(O,T;X) est un espace de Banach pour la norme :

UT I£(s) 1® dt)l/P
0 X

Si®(0,T) désigne la tribu des ensembles boréliens de [0,T] et B(0,T) sa

tribu complétée,
1P(0,7;x) = I2([ 0,71, $5(0,T) ,dt ;X)

Deux fonctions f; et f, appartiennent & la méme classe d'équivalence si

et si seulement si 1l'ensemble :
{t €0,11; £1(¢) # £2(¢)}
est un ensemble de mesure nulle de la tribufE(O,T)°

On identifiera couramment, par abus de langage, une fonction et la

classe d'équivalence 3 laquelle elle appartient,

Remarque 1.2, Si u(+) € IP(0,T3V), alors, si =+ =, = 1L,A(e,u(:))e P (0,75v1).
En effet, grice a (1.2), il suffit de‘montrerpquep: |

t — A(t,u(t)) est Lebesgue mesurable & valeurs dans V'. Mais puisque V'
est un espace de Banach séparable, d'aprés le Théoréme de PETTIS [ Théoréme 1.1
de la ISme Partie] , il suffit pour cela que Vv E€ YV,

t — <.A(t,u(t)),V“>-soit Lebesgue mesurable., ~

p
Or ceci est une conséquence de 1'Hypothdse (1.5) et du fait que

u — < A{t,u),v > est continue de V dans R[cf. Remargue 1.1], d'aprds un
Théoréme de SCORZA-DRAGONI [ cf. par exemple CASTAING [ 1] page 81.

I1 découle alors de (1.2) que si u est une suite bornée dans IX(0,T;V),

'
A(un) est une suite bornée dans IF (0,T;V'). @
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X étant un espace de Banach, on notera dans toute la suite C(0,T;X)
1'espace de Banach des applications f(+) continues de [0,T] & valeurs dans X,

muni de la norme :

sup He(e)l
tgo,7] . X

On se donne en outre un espace de probabilité (Q,F,P) et une famille

t

croissante (J')ﬂEF% de-sous o=-algSbres de J, telle que JF; contienne tous
les ensembles,P-negllgeables de F.

Si X est un espace de Banach, on notera L°(9;X) 1'espace des [classes de]

variables aléatoires a valeurs dans X.

§2. LES RESULTATS DETERMINISTES.

Nous allons présenter les quelques résultats sur les équations aux
dérivées partielles paraboliques monotones dont nous aurons besoin: dans la
suite. Pour une &tude plus compléte de cette question, et plus généralement
des 8quations aux dérivées partielles non linéaires, on consultera LIOKS [1],

ol 1'on trouvera en particulier les trois résultats suivants

LEMME 2.1. Soit u(+) une application absolument continue de [ 0,T] dans V',
telle que :
(i) w € P(0,T3V)

(ii) ~——€ P’ (0,m3v?")
Alors u € C(0,T;H) et de plus :

lu(t)|2 2 <u(t),u'(t) >, p.p.t B

LEMME 2.2. Soit u(e) une application absolument continue de [0,T] dans V',
telle que : |
(1)u€:Lp(OTV\ﬂL(OTH)

(11) e P (o V') + L1(0,T;H)
Alors u € C(O,T;H) et :

Slu(®)[2 = 2 <ult) u'(8) >, pupat
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THEORFEME 2.1. Sous les hypothéses (1.1) ... (1.5), étant donmmé : uy € H
- : ' ' . i L *
et £ € L}(0,T3H) + 1 (0,75V"), 71 existe une solution wnique :
. u € 1P(0,7;v)
de 1'équation : |

W 4 Aft,ult))

(2.1) at
_u(0) = ug
de plus u € C(0,T3H) et : —
%_E—Iu(t)lz = 2<u(t),%—f;ﬁ> » D.D.T "

Remarque 2.1. Pour démontrer le Théor&me 2.1, on construit une solution
4 € tP(o0,T;v) N L (0,T;H). Cette solution vérifie donc les hypoth&ses du

Lemme 2.2, et ses conclusions. Il reste alors & montrer que tout v &€ P(0,1;V)
solution de 1féquation (2.1) cofncide avec u, ce qui se fait en utilisant
le Lemme 2.1 et 1'hypothdse de monotonie (1.k). , 2

Remarque 2.2. Le Lemme 2.2 est nécessaire pour construire, dans le Théordme 2.1

la solution u. Les Lemmes 2.1 et 2.2 se démontrent indépendamment de tout

résultat sur les équations d'évolution (type équation (2.1)). 8
On peut déduire du Théoréme 2.1 :

THEOREME 2.2. Supposons que le triplet (V,V',p), avec p > 1, soit tel qu'il

existe un opérateur A de V dans V' qui vérifie les hypothéses (1.1), (1.2), .
(1.3) et (1.b). \
o
Alors si u € LP(O,T;V) vérifie :
u(t) = up + jt v(s)as Vt €{0,T]
avec ug € H, 0 -
' v € L1(0,T3H) + ' (o,75v1),

les conelusions du Lemme 2.1 sont encore vrates.

Démonstration : On vérifie aisément que u est solution de 1l'équation :

]

du
E»—-—(t) + Alu(t)}
(2.2) | & (0)

£f(t) p.p.t

ug

od £(t) = v(t) + Afu(t)).
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Or, d'aprés le Théordme 2.1, 1'équation (2.2) a une solution unique

qui vérifie les conclusions du Lemme 2.1, : &

Nous aurons besoin d'un résultat un peu plus général que le Théoréme 2.1.

si g(+) € 1P(0,T;V); soit s (t,e) la famille d'opérateurs de V dans V',
définie pour presque tout t€’] O,T [, par :

(2.3) oA (tu) = Aft,g(t)+u)

‘On a8 alors :

THEOREME 2.3. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, A (t,+) étant défini par
(2. 3) il existe une solution unique :

u € 1P(0,T;v) N ¢(0,T ;H)
de l'équation :

ault) 4, J(eu())

(2.4) u(0)

£(t)

Qg B .

1

~ On trouvera dans BENSOUSSAN-TEMAM [1] une démonstration du Théoréme 2.3,
qui utilise une méthode de semi-discrétisation en temps. On peut aussi
remarquer que Ag(t,c) vérifie les hypothdses (1.1), (1.4) et (1.5). Les hypo-
théses (1.2) et (1.3) sont remplacées par : ’

(2.5) lag(t i, <-glig(t) I + la )Pt
(2.6) <A(t,u)u >+ AMglt) P 292«3 u 1P

oll A est une constante qui dépend de a,8 et p. (2.5) est immédiat 2 a partir _
>
de (1.2). (2.6) se démontre 3 partir de (1.3), en utilisant quelques inéga-

lités classiques.

I1 résulte alors de (2. 5)‘que la Remarque 1.2 est encore vraie, et de P
(2.6) que si <A ( R (o )),u (¢) > est une suite bornée dans L!(0,T), u est
bornée dans 1?(0 T V)

On peut alors vérifier aisément que la méthode de démonstration du

Théoréme 2.1 dans LIONS [1] permet de démontrer le Théordme 2.3.
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§3. MESURABILITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNEES. UN PREMIER TYPE

D'EQUATIONS PARABOLIQUES STOCHASTIQUES.

Revenons & 1'équation (2.4).
Posons

, - £(t) = £1(t) + £2(%)

f; € 11(0,T3H)
1
£, € I (0,73v")
Le Théordme 2.3 définit une application :
’ : (u03 1, £2, g) - u
' N
de BXL}(0,T3E)xIP (0,7;v*)xLP(0,T;V) & valeurs dens LP(0,T;¥) N C(0,T3H).

On & le théoréme :

THEOREME 3.1l. L'application définie par le Théoréme 2.3, qui 4 (uy,fy,fs,g)

associe u , solution de 1l'équation (2.h) est continue de :
’ N
axL! (0,7 ;H)xIP (0,7 3v")xLP(0,7;v)

& valeurs dans :
1P(0,7;V) faible 0 C(0,T;H) fort

Démonstration : Il suffit de montrer la continuité pour des suites. Soient

donc :

u% — ug dans H
(3.1) £l — £, dans L!(0,T;H)
£3 — £, dans 1P (0,23V)
& — g dans TP(0,T;V)

On désignera psr u la solution de 1'équation (2.4) avec les données
(3, 1, fg, g") et par u la solution de 1'8quation (2.k) avec les données

(uOs 1, T2, g)' '

Montrons tout d'abord le :

LEMME 3.1. u" reste dans un borné de 1¥(0,T;V) N c(0,T;H).




- (3.6) C

u-3h -

Démonstration., Gréce au Lemme 2.2, on a :

‘[uP(t)[2<+h2f§'<ZA n(s,u?(s)), uw?(s) > ds = |uj|2 +
(3.2) g
’ + é[ﬁ(f?(s),ﬁn(s))ds + 2fz<< fZ(s),un(s) > ds

Gréce & (2.6), on tire de (3.2) :

[u"(£)]2 + = f’“ ha(s) HPas < |ufy|2 + exftug"(s) i® as +
(3.3) | 2P I °

+ 2It(fn(s),un(s))ds + Efz < f?(s),un(s) > ds
(U
On déduit des indgalités de HSlder et de Young :

(3.4) 2{2(3?‘1’(5.) i (s))ds <%_-

n 2 T/ n 2
i:glu (t)l’ + h([o[fl(s)ldsl .

' v p! C
(3.5) zft < B(s) u™s) > as < -2 f.t lu®(s)Pas + 2= ft uf’g(s)ng'
0 pcP 10 pt Jo s

ol 1l'on choisit C tel que :

2 -
ocP 2P
Grace & (3.1),

" 2 p' .
laB|2 + 24‘2 g™ lat + uU’iulldtl + —2%7 ﬁ" & P dt]

sup
n

est une quantité finie.

On déduit de (3.3), (3.4), (3.5) et (3.6) :

(3.7) le®(63]2 + &{FIu(s) 1Pas < ¢ + = sup [u(2)]2
2
‘ 2Pl 0 , Tt

De (3.7), on déduit :

sup Ju(t)]|2 < 20y
<7

~Dtl
[To HuP(t) 1Pat < £ C1

On tire du Lemme 3.1, de 1'Hypothdse {1.2) et de (3.1) :

t
(3.8) Agn(un) reste dans un borné de L¥ (0,T;V')

4
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Ttablissons maintenant le :

LBME 3.2, v = u dans C(0,T3H)- .

Démonstration :

() - £2(t)

d n ) ' n
: Siult)u(£)] + A (tu(t)) - A (tu(+)
(3.9) | e e

u(0) - u™(0) = up-uy

Apﬁliquons le Lemme 2.2 & u(t)nun(t) :
n t n n
w(t)=u ()2 + 2] <A ()= u Ve > ds =
|u(t)=u (t)] fo g( ) gn( ),

= Iuo—u%|2 + 2[2 < f«fn, u-u" > ds

Grice & 1'Hypothdse (1.h) :

sup|u(t)-u(t)]2 < |ug-up|2 + :2['? | <A (u)-a_ (u™),g~g" > |at
(3.10) +<1 : . 0 g g

+ EIil(fl—f?,u-un)ldt + 2[i| < fz-fg, weu” > |at

Gridce .4 (3.1), au Iemme 3.1 et & (3.8), chague terme du second membre

de (3.10) tend vers zéro, quand n — « : 5

£in de la démonstration du Théoréme 3.1.
On & le résultat suivant (cf. YOSIDA [1]).

LEMME 3.3. Soit X un espace de Banach, X' ' son dual. Tout borné de X' fort est
relativement compact pour la topologie *faible [ 1.e. la topologie o(X';X)] -

En particulier, st X est réflexif, tout borné de X est relativement
compact pour la topologie faible [Z.e. la topologie o(X;X')1. B
On peut donc, gréce au Lemme 3.1, extraire de la suite v, une sous-suite
qui converge dans 12(0,T;V) faible. Grice au Lemme 3.2, la limite de cette
sous-suite est nécessairement u. Donc toutes les sous-suite convergentes dans

12(0,T;V) faible de la suite u” ont méme limite. Donc
(3.11) u® — u dans IP(0,T;V) faible.

Le Théordme résulte de (3,11) et du Lemme (3.2). 8

¢ ¥
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COROLLAIRE : -L'application définie par le Théoréme 2.3, qui & (uo,fl, fz,g)

associe u, solution de-1'équation (2.4), est mesurable de :
) t
Bxp} (0,T3H)xIP (0,T;v")xIP(0,T;V)

a valeurs dans : o o
' L(0,T5v) N c(0,T:H),

t

tous les espaces étant munis de leur tribu borélienne.

Démonstration : Cette application est, grdce au Théordme 3.1, continue 3
valeurs dans : LP(0,T;V) faible N C(0,T;H) fort et donc puisque LF(0,T;V)
est séparable, elle est mesurable & veleurs dans LP(0,T;V) N C(0,T;H), gréce
au Théordme de PEFTIS (Théoréme 1l.l. de la I8re Partie). s

Nous pouvons maintenant résoudre 1l'éguation :

£,(t) + £,(¢t), p.p.t

Ug

Ss) + 1t u(t))
u(0)

(3.12)

avec des domnées ug, f1, £ et g stochastiques.

THEOREME 3.2. Sotent ugy € L°(Q;H),
£, € 1°(9;L!(0,T;H))
£, € 1°(;31P (0,05v"))
g € 1°(e;P(0,T;v))

Alors il existe une et une seule solution u € L°(9;LP(O,T;V) n c(0,T7;R))
de 1l'équation (3.12).

Démonstration : L'existence résulte de la mesurabilité de la composée des

deux applications mesurables :
. w = {uple),f1(w),fo(w) ,g(u;)) ~
et (ug,f1,f9,8) — u.

L'unicité découle de la monotonie de 1'opérateurAg(e)e Soient en effet
deux solutions u; et u,. Alors :
;' d N - .
( 1‘) Splw(t)-ua(t)) +Ag(t,u1(t))—Ag(t,}12(t)) = 0 p.p.t, DP.S.
3.13 " 9;(0) - u,(0) = 0 p.s.

Appliquons le Lemme 2.2, & uj-ug:
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' t ;
(3.14)  Juy(t)-uy(t)]2 + 2(0 < Ag(‘ul)«Ag'(uz), uj=u, > =0 Vt, p.s.

Done : _
u (t) = u,(t) Vi, p.s.

Et les deux processus étant continus & valeurs dans H, ils sont indistinguables.

On peut compléter le résultat du Théoréme 3.2 grice au résultet suivant :

LBME 3.4, 52 u € 1°(2;1°(0,T3V)), alors

Alu) € L°(Q;LP'(0,T;V'))

Démonstration : Il nous faut montrer que 1'application

u — Au)

t 1
est mesurable de LP(0,T3V) dans I (0,T;V'). Mais l'espace P (0,T4V') étant
séparable, il nous suffit, gréce au Théoréme de Pettis de montrer que cette
i !
application est mesurable de IP(0,T3V) dans IP (0,T;V') faible.

Le résultat se déduit donc du :

' ' 1
LEMME 3.5. L'application u -+ A(u) est continue de 1P(0,T;V) dons P (0,7;v?)
faible. '

Démonstration : Soit u —> u dans P(o,r; V) Alors, grice & l'hypothése (1.2),

la suite A(u ) reste dans un borné de IF (O T;V!). On peut donc, d'aprés le

Lemme 3.2, extraire de A(un) une sous-suite telle que :

!
A(w,) — x dans i (0,75V") faible -
- Mais :
u, —u dans LP(O,T;V)

SdtvEQWﬂNLPwms: ‘ ,
o -
= < Alu )-A u v > dt
%, = [0 < A)Alw) o
Grice & 1'Hypothdse de monotonie (1.k4),
X 20
Mais :

lin X = ("2 <X =A(V) u=v > dt

Donc :
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(3015) . ﬁ <yx-A(v),u-v > dt > 0, Vv € LP(O,‘I' 3V)
Posons .
v = u=dw, 2> 0, w € IP(0,T;V),
et divisons l'lnegallte (3 15) par A
(3.16) fT < x»A\u-xw) N> dt >0

Grice & 1'Hypothdse (1.1), on peut faire tendre A vers zéro dans
(3.16), dtol :

(3.17) ﬁ <yx=-A(u),w>dt >0
L'inégalité (3.17) étant vraie Vv € LP(0,TV),
= A(u)

Mais alors toutes les sous-suites convergentes extraites de la suite {A(t_zn)}

ont meme limite, et donc :

. P' A .
A(un) — A(u) dans L" (0,T;Vf) faible o

Remarque 3.1. le résultst énoncé dans la Remarque 1.1 se démontre de fagon

analogue au Lemme 3.5, ‘ _ : a

Nous allons montrer maintenant que si, dans le Théoréme 3.2, les données

sont non anticipatives, la solution l'est aussi.

Ftablissons tout d'abord le :

LEMME 3.6. Soit X un espace ‘de Banach sépamble et qa €[1 .

si v € 1°(2;1%0,T3X)), et st v est non cmthpamf [au sens de la
Définition 3.9 de la I&re Partie }, alors ¥t € [0,T];

[ q
Vi § 4] € 1°(,7; 1 sPsL (0,8 :X)) .

Démonstration : D'aprds le Théoréme de PETTIS [ Théordme 1l.l. de la Iére

Partie] , il sufflt de montrer que Vt € [O I, Vo' € LQL (0,t.,X")

[ou;- -'1 =1], la v.a. @
a q' "
IO <v(s), 6(s) > as
est J-t mesurable.
On est donc ramené & démontrer la propri&té suivante :

4 - ¥
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"siu € L° (Q;LI(O,T)) , et si u est non anticipatif, alors le processus

U(t) = ﬁu(‘s)ds, qui est défini a 1'indistinguabilité prés, est
adapté".
Remarquons tout d'abord qu'il existe nécessairement un représentant u
de u, qui soit F @ N(0,T) mesurable, et .‘T;t mesurable p.p.t. L'ensemble
S
négligeable des t pour lesquels u(t) n'est pas F, mesurable peut &ire inclu

t
dans un borélien négligeable N,

Donc le processus E(t) défini par :

u(t) = ult)ly,

est un représentant de u qui est F6 %(0,T) mesurable, et adapté [i.e. a(t)

est 330 mesurable, Vt € [0,T]].

Mais alors, d'aprés MEYER [1], Elg, modification de u [ donc autre repré-

sentant de la classe u], qui soit progressivement mesurable, i.e. tel que :

vVt € [ 0,T], i1 est ?ﬁ@ﬂS(O,t) mesurable

[0,t]
Donc :
vt €[0,T], [: a(s)ds est §, mesurable 8

On déduit alors du Théordme 3.2 le :

COROLLAIRE : Supposons, outre les hypothéses du Théoréme 3.2, que up, f, f2

et g sont non-anticipatifs.

Alors le solution u de 1l'équation (3.12) est un processus bien-mesurable

- & valeurs dans H, o~

Démonstration : Etant donné t € [0,T], considérons les restrictions 2

10,t[ de f;, f, et g [ que nous noterons encore f}, f, et gl, et étudions
1'équation (3.12) sur 1'intervalle [0,t]. ‘

D'aprds le Lemme 3.6,

u € L°(sz,5~;c,P;H)
r € L°(n,5hjc,P;L1(o,t;H))
t
£ € 10,5, PP (0,t5V"))
g € L°(Q,T;G,P;Lp(o,t )

Le raisonnement fait au Théordme 3.2 permet d'affirmer que :

S : u € L°(9,3“~t,P;c(o,t;H)). » m

«
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Chapitre 2

CALCUL DIFFERENTIEL STOCHASTIQUE ET EGALITE DE LfENERGIEA

§o
§1
§2
§3
§u
§5

Introduction,

Cas d'une martingale i valeurs dans V.

Etude d'une éQuation dtévolution stochastique.
Fgalité de 1'énergie stochastiaque.

Formule de Ito,

Somme d'opérateurs.
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§0. INTRODUCTION.

~ L'étude des €quations aux dérivées partielles stochastiques -~ dans la
formulation abstraite variationnelle que nous avons choisie - fait apparaitre

des processus u{t) du type suivant.

(0.1) u(-) € L°)(9;LP(O,T V)

(0.2) - u(t) = u5 + (zv(s)ds + M(%)

ou |

(0.3) ug € 1°(2,%,P;H)

(0.4) v € 1°(;L!(0,T;H)) + L°(9;LP'(0,T;V!))

non anticipatif
) ' ELM)Z ' -
(005) M loc (OSTSH)

Remarquons qu'un tel processus u(t) n'est pas une semimartingale &

t < . s
valeurs dans H. En effet, le processus v(s)ds est & variations bornées

3 valeurs dans V' (et non H).

Le but principal de ce Chapitre est de montrer qu'un tel processus u

est continu 3 valeurs dans H, et qu'il se préte & une formule de Ito pour

certaines fonctionnelles ¢, en particulier pour la fonctionnelle ¢(u) = |u|%.

Nous aurons besoin, pour établir ces résultats = contrairement au cas

déterministe - dfétudier 1l'équation

au(t) + A(t,u(t))at

f(t)at + aM(t), p.p.t
u(0) o

o

1]

(6. 6)

§1. CAS D'UNE MARTINGALE A VALEURS DANS V.

Nous allons supposer ici que la martingale locale M E‘M’ioc (0,T3H) vérifie

en outre :
(1.1) M € 1°{2;LP(0,7;v))
Alors M est non anticipatif 3 valeurs dans V., En effet, p.p.t, l'application:

w — M(%,u)



C_ho

est & valeurs dans V, et S'-t mesurable & valeurs dans H. Elle est donc

mesurable a valeurs dans V, d'apr@s’ le résultat suivant (cf. VIOT [2]).

LIMME 1.1. La tribu borélienne de V [resp. H] cofneide avec la trace sur V
[resp. Hl de la tribu borélienne de H [resp. V'].

N

Re‘maz"g ue : La démonstration du Lemme 1.1 utilise le fait que V [resp. H]

est un espace polonais, donc en particulier qu'il est séparable.

Nous allons maintenant établir un premier résultat.

LEMME 1.2. 57 le triplet (V,V',p) est tel qu'il existe un opérateur A de 'a
 dans V' satisfaisant les Hypothéses (1.1) ...(1.k) du Chapitre 1, alors
sous les Hypothéses (0.1), (0.2), (0.3), (0.4), (0.5) et (1.1);

(1.3) u € c(0,T;H) p.s., et u(t) est bien mesurable 4 valeurs dans H.

(1.1) %[u(t)lz = Jug|? + ef‘“o <v(s),uls) > as + zf’g(u(s),amm) R

+ Tr < M >>t’ vVt € [0,T], p.s.

Démonstration. On pose : w(t) = u(t)-M(t) € 1P(0,T;V) p.s. alors :

au ' '
-&%(t) = v(%) € L1(0,T3H) + 1P (0,257 ")p.s.

On peut donc appliquer le Théordme 2.2. du Chapitre 1, dfol :

(1.5) u(t) € c(0,T;H) p.s.

(1.6) ]Z(t)l2 = |ugl? + 2[1; < u(s),’v(s_) > ds, VYt € [0,T]
On déduit de (1.5) :

(1.7) - u € c(o,T;Hj_p_.s.

En effet :

ult) = u(t) + M(t)

Gréce 3 (0.2), VYt €[0,T] u(t) est §,, mesurable a valeurs dans V', donc
aussi & valeurs dans H, gréce i (1.7) et au Lemme 1.1l. D'ol u est bien mesu-

rable & valeurs dans H.

T1 nous reste 3 &teblir (1.k). Pour gela, nous utilisercns le :
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LEMME 1.3. Sott M € M2 (0,T3H), qui vérifie (1.1).
-Soit u un processus bien mesurable-d valeurs dans H, qui vérifie :
(i) w€c(o,7;H) p.s.

(ii) gteLP (0,75v') + L1(0,T3H) p.s.
Alors _Vt €[0,T],

(1.8)  (u(t) M(6)} = f’;(u(s)ﬁam(s))‘+ [‘; <m(s) 2(s) > as ‘

*dt

Admetténs provisoirement le Lemme 1.3. Alors, on tire de (1.6)

(1.9)  Ju(®)]2 - (alt) M(t)) - IM(«c)l2 [ugl2 + zft < u(s)-M(s),v(s) > ds
D'aprds le Lemme 1.3,

(1.10) (a(+) (%)) ﬁ(u(s)-m(s),dm(s)] + f’Z< M(s),v(s) > ds

D'aprés 1'Exemple 4.1l de la I&re Partie :

ft

(1.11) [M(t) |2 sz(M(s),dM(s)) + Tr <M > A

Bt (1.4) déeoule aisément de (1.9), (1,10) et (1.11). &

Démonstration du Lemme 1.3.

On pose
t
(1.12) un(t) =.nf .lu(s)ds, t€f0,71,
L A—
n

ot u(s) = 0 si s <0,

u, € cl(o,T;H) p.s., donc en particulier u  est 3 varistions bornées
i valeurs dans H, et on déduit de la formule de Ito [Théoréme 4.1 de la
Iére Partie ]:

0

(1.13) (w, (£) M(¢)) —

(z(un(S),dM(s')) ‘+ r; < M(s) -—-——(s) > ds

Or :

dun' du
a—t—- f l——-f(S)ds,'tE[O,T],

- av

-~ du _ .
ol st(s) =0 sis <0,
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On a les convergences :

(1.14) = -u_ = udans C(O,I;H) p.s.
du du
(1.15) dtn —» = dans Ll(o TH) + LP (0,7:V') p.s.

(1.14) est trivial. (1.15) résulte du :
TEME 1.k, Soit X un espace de Ban&ch, et q un réel tel que
1< >q < 4w, -

Alors la suite d'opérateurs P définis par (1.12) converge fortement
vers 1'identité. dans £(1P(0,7;X)), Z.e. :

vv € 1P(0,T X), B v — v dans P(0,7;%). ®

Admettons provisoirement le Lemme 1.4, (1.1%) et (1.15) permettent de

passer 4 la limite dans la relation (1.13). En particulier

,[z(un,dM) - fz(u,dM) en probabilité,

grice au Théoréme 3.4 de la I&re Partie, - B

Démonstration du Lemme 1.h,

L'opérateur P défini par (1.12) est évidemment linfaire. Montrons qu ti1

est continu, de norme 1, de Lq(O T;X) dans lui-méme.

”P£V nzq(gngx) = ( dtu [ v(s)ds .
< nq( dt[(lxq/q f:_%“ ()| qa;_\

T (0 a
< ,
n !0 I;l“\(t+c)“ dt do
n
< IT jv(t) | %o
¢
De plus, Vv € C(0,T;X), sous ensemble dense de L3(0,T;X),

P v — v dans L%(0,T;X)

n .

Ie Lemme 1.4 découle alors du Théoréme diAscoli. &
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Remarque 1.1 : L'Hypothdse concernant le triplet (V,V',p) faite au Lemme 1.2

était nécessaire pour pouvoir appl*quer le Théoréme 2.2 du Chapitre 1. On
auralt pu s'en passer en faisant des hypotheses un peu plus restrlctlves sur
u ou v, pour pouvoir appliquer le Lemme 2,1 ou 2.2 du Chapitre l Pour une

discussion de cette hypothése, voir plus 101n au §3.

§2. ETUDE DL'UNE EQUATION D'EVOLUTION STOCHASTIQUE.

Pour étendre le Lemme 1.2 au cas ou 1'hypoth&se (1.l) n'est plus vérifiée,

nous aurons besoin de résultats sur l'&quation :

f(t)dt + amM(t), t € [ 0,T]
Uy ,

Soit A(t,-j, t € 10,7 [ , une famille d'opérateurs de V dans V', définis
p.p.t , qui vérifie les hypothdses (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5) du
Chapitre 1.

(2.1) ¢ au(t) + A(t,u(t))at
{ u(0)

Soient
£(t) = £1(¢t) + £,(¢)
ol
(2.2) £, € L2{@;L1(0,T;H)), non anticipatif |
(2.3) £, € LP'(Qx}o,m [ ;v'), non anticipatif
(2.4) M EMR2(0,T;H)
(2.5) ug € 1.2(,%,P;H)

Etablissons tout d'abord le :

LEMME. 2.1. Supposons, outre les hypothéses ci-dessus, que l'hypothése (1.1)
est vérifiée.
Alors 1'équation (2.1) posséde une solution unique :
ue P(ax1o,r [ ) n 12(a;c(0,73H)),

processus bien mesurable 4 valeurs dans H.
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Démonstration. D'aprés le corollaire du Théoréme 3.2 du Chapitre 1, 1'équation:

£(t)

ug

(2.6)

i

{-&ﬂ(t) + A(t ,E(t)mit))
_ u(0)
a unersolution wnigue :
% e 1o {a;tP(0,T3v) N c(0,T ;)
ol u est bien mesurable & valeurs dans H.
I1 en résulte que :
u(t) = ult) + M(t)

@éfinit 1l'unique solution de 1'équation (2.,1) dans 1l'espace
L°(Q;LP(O,T;V) n ¢(0,T;H)). De plus, u est bien-mesurable & valeurs dans H.

Pour pouvoir appliquer le Lemme 1.2 & u(t), montrons le :

LBME 2.2. ¢ u € 1°(2;1F(0,75V) 0 C(0,T3H)) est bien mesurable & valeurs

dans B, alors A(u) est non anticipatif comme élément de 1°(9; P (0,m3v?))e

~

Démonstration. Par un raisonnement identique & celul que nous avons fait

au §1 pour la martingale M, on déduit des hypothdses que u est non anticipatif

comme &lément de 1°(;IP(0,T;V)).

Done, u(t) est 5% mesureble & valeurs dans V, p.p.t. Mais [cf. Remarque 1.1
owﬁWeH,p@x,VQAWJ)%tmﬁhmdeV@mV'mﬁh,%dmc
(puisque V' est séparable), mesurable de V dans V', dteprés le théoréme de

Pettis. D'ol A ?su(t)) est 5% mesurable & valeurs dans V', D.Dete B

Appliquons donc le Lemme 1.2 & u(t)

(2.7) {]u(t)lz + 2{2 < afs,uls)) uls) > as = [ugl? + 2(: < £(s),uls) > ds

+ 2Jt < uls),@(s) > ds + Tr <M >,
0 _

Diold :
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qu>DMtH2+2?”<A@gﬂﬂ)mw)>é%}<EHud2)+
<7 L S0 '

4+ 2(ju(n) [2)

+ ?_EJTO] < f(t),ﬁ(t) >l at + 2E{supm(u(3) ,(s))
<

-
(2.8) %E{suplu(t)[z} + Ef < Aft,u(t)) ult) > at < B(|uel?) +
+<r 0

+ 2Eﬁ‘| < £(t) u(t) >| at + éE{sup ﬁ(u(s),cﬂd(s))

b+ B(Ju(r)]?)
$<T '

Utilisant la coercivité de A, on tire de (2.8) :
‘ , L
(2.9) §'E{sup[u(t)i2} + 0 E fi lu(t) 1Pat < E([ug|?) +
< '

+ éE(Tl < £(t),u(t) >| at + 2B{sup
0 Rasii

[z(u(s),dm(s))f} + E(|M(T)|?)

¢
On déduit des inégalités de Hblder et de Young :

(2.10) ZEF;I < £(4),ult) >| at < 2Eﬁ[(f1(t),u(t))ldt + 2Eﬁ| < £,(t) ,ult) >| at

P
1 C T
+ 7 E(sup|u(+)|2 +———E[ lu(t) 1Pat +
g(zgu 12) + 5| v

1

[T 2 1 . _fm D' .
+ 6El (folf(t)ldt) +P'Cp‘.A.ES Ollfz(t) I, at

Par ailleurs, on déduit du Théoreéme 1.3 de la Idre Partie :

(2.11) %(suﬁl(t(u(s),m(s)) ) < 6E](ﬁ|u(t)12 a(Tr <M >>,G))£]

4t 7tJo

< 6E

: 2
sup|u(t)| x(Tr < >>T) l
£<T -

< %E(suplu(t)|2) + suE(|u(T)|2)
<7

oy

En regroupant (2.9), (2.10) [ol 1l'on choisit C tel que
t
1'on note 6 = (p'Cp )=11, et (2.11), on obtient :

. 2
(2.12) %E(zg!p(t)lz] + %E[ouu(t_) 1Pat < BE(Jugl?) + GE{(ﬁlfl(t)ldt] ] +

+ 6 E(Tou 7o(t) llf'dt\-!‘ 55E( [M(T) |2)
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I1 decoule de (2.12) et de ce qui precede que :

“u€e tP(ax]o, T{ V) n 12(0; ,C(0,75H))
Nous pouvons maiﬁtenant montrer le

THEOREME 2.1. Sous les hypothéses (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5), et étant
donné une famille d'opérateurs de V dans V' A(t,=), t € 10,T [;‘Qui vérifie
les hypothéses (1.1), (1.2), (1.3), (1.1) et (1.5) du Chapitre 1, 1'équation
(2.1) a une solution unique :

u € P(ax]0,T [ 5V)

telle que en outre u € LZ(Q;C(O,T;H)I, et u(t) est un processus bien mesurable

d valeurs dans H, qui vérifie : v
(2.13) |u(t)|? + 2[ <‘A(s,u(s)),u(s) >ds = |ugl? +
+ zfz < f(s),u(s) > ds + 2[0(u(s),dM(s)) + Tr << M >>£

Vvt € [0,T], p.s.

Démonstration :

a/ Unicité : Solent u et v deux é1éments de IP(ax]0,T [ V), solutions de
1'équation (2.1). Alors :

{d(u(t)—v(t)} + [A(t,u(t))-At,v(t))1at

0
O .

fl

u(0) - v(0)
On peut alors appliquer le Lemme 2.1 du Chapitre 1 & u(t)-v(t), a'old :
]u(t)-v(t)|2 + 2{ < A(s u(s)) - A[s v(s)} a(s) - v(s) > as =0
Donc, gréce & 1l'hypothése de monotonie sur A,
| lu(t)=v(t)|2 <0, Vt €[0,T], p.s.

et u et v, en tant que processus & valeurs dans H, sont indistinguables.

b/ Existence : Soit MT une suite de martingales qui vérifie :
(22%) - u e k2(o,sm) n o (a;5TP(0,137))

(2.15) _ ~ M® — M dans H2(0,T;H)

rs
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-

Une telle suite existe, on peut en particulier choisir :

- n
n _
M (%) = izl(M(t),ei}ei

ol {ei} est une base orthonormée de H formée d‘'éléments de V.

t

D'aprds le Lemme 2.1, il existe u" € LP(2x]10,T ;v) N 12(2;C(0,T;H))
processus bien mesurasble 3 valeurs dans H, solution de :

(2.16) gdun(t) + Aft,u(8))at = £(t)at + aM" (%)
un(Ql up

: . . . n . .
Nous allons maintenant extraire de la suite u  une sous-sulite u? qui

tende vers une limite u, et nous montrerons que u est solution de 1'équation (2.1)
. PO « e, . n
(on pourra alors en déduire, grice a4 l'unicité, que toute la sulte u converge

vers u).

Montrons tout d'abord le :

LEME 2.3. La suite W reste dans un borné de 1P (ax]0,1( V). A(u") reste dans
]
un borné de 1P (x10,T[ 3V*).

Démonstration. On tire de 1l'indgalité (2.12), appliquée & o

_ | i
(2.17) %Eﬁ o (t) 1Pat < E(|ugl2) + 6E((ﬁ|f1(t)ldt) ) +
| + eEﬁllfz(t) 12'at + 555(|M7 (1) | 2)

(2.17), joint & (2.15), démontre la premiére partie du Lemme. La deuxiéme

partie s'en déduit gréice 3 1'hypothdse (1.2) du Chapitre 1 :

HACe22(6)) 0, < 8 Hu(e) 2 @

On peut donc, en utilisant le Lemme 3.3 du Chapitre 1, extraire de la

suite u” une sous-suite W telle que-
(2.18) W — u dans IP(ax]0,T [ ;V) faible

1
(2.19) A(u*) — x dans TP (9x]0,T [ ;V') faible
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IRME 2.4, v — u dans 1L.2(2;C{0,T;H)).

Démonstration : Il nous suffit de prouver que la suite u" est de Cauchy

dans L2(@;c(0,T3H)). -

a(u(£)u’(s)) + [A(t,u“(t)]_A(t',u"(t))]dt = a(M"(£)A"(%))
w'(0) - u’(0) =0
Appliquons le Lemme 1.2 & uM-u’ :
(2.20) | | (6)-u¥(t)]2 + z{’z < A(u")-a(u”) Pu” > as =

= 2ft(u”.u“,d(M”.MV)) * Tr <M >,
0

Utilisant 1'hypothdse de monotonie faite sur A, on tire de (2.20) :

E(sup{ﬁp(t)-uy(t)lzl < QE[sup f [uunuv,d(Muan)) } + E(]MH(T)uMV(T)lz)
+<r <40

D'oll, en utilisant une variante de (2.11) :

(2.21) —];E{supluu(t)auv(t)[zl < 19e(|MM(T) " (T)]2)
2 g

Le résultat se déduit de (2.15) et (2.21). Cl

On peut alors passer i la limite dans (2.16) :

£(t)dat + aM(t)

ug

u(0)

]

(2.22) { au(t) + x(t)at

Pour montrer que u est solution de 1%équation (2.1), il nous reste

donc a montrer -le :
LEMME 2.5. - x = A(u).

Démonstration : Etant donné v € LP(QX]O,T [ ;V), posons :

X, = E(i < At " (£))-a(t ,w(8)) u (£)=v(t) > at
J
L'hypothdse de monotonie faite sur A nous assure que Xu > 0.
Admettons provisoirement le :
' t
Mv‘b € [0,T}, ( <A(U-u),uu > ds —» {t < x,u > ds dans () faible
Jo .

8 JO
quand Y —+ © B
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Nous pouvons passer & la limite dans Xu, en utilisant: (2,18), (2.19)
et le Lemme 2.6 : - - ' '

(2.23) Eﬁ,<x(t)-A(t (t)), ult)=v(t) > at >0

Dans (2.23), on peut choisir en particulier

' ' v(t) = u(t) - aw(t)

A> 0, w € IP(ax10,T V).

(2.24) . Eﬁ <X G)-A(t a(t)=x(t)), w(t) > at >0

‘Gréce & 1l'hypothdse (1.1) du Chapitre 1,
< Aftult)- w(t)) wlt) > — Alt,ult)) w(t) > , at © aP p.p.

quand A — 0, et 1'hypothése (1.2) du Chapitre 1 nous permet d'utiliser le

théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour passer & la limite dans (2.24) :
(2.25) Eﬁ <y (t)-At,u(t)),w(t) > at >0
L'inégalité (2.25) étant vraie Vv € IP(ax]0,T V),

x(t) = Aft,u(t)) pooot, pus.

Démonstration du Lemme 2.6 : Nous suivrons une variante d'une méthode

utilisée dans BENSOUSSAN-TEMAN [1]. | y
Fixons.t e€[0,7] .
I1 résulte de (2,20), (2.11), (2.15) et (2.21) que

(2.26) o Eﬁ < A()-A(wY), M’ > ds — 0O

Mais : _ .
ft < A(d")-A(u"), uM=u’ > as > 0 p.s.
0

Donc :

[t.< A(u")-A(uY) ,u*u” > ds — 0 dans L1(Q)
0 :

Soit ¢ € L (Q). Alors, Ve > 0, Ful(e) et v(e) tels que, Wu > ul(e), v > v(e)
(2.27) 0 < E(‘bf: <A™ -a@Y) ,uu-auv >ds) < e
Fixons pu > ui{e), et faisons tendre v — e, on tire de (2.27) , en

utilisant (2.18) et>(2.19) :

-

4
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(2.28) E(q&fz( < A(uu) au>+ <xu '>)ds] <
< E[«#ﬁ < A(uu),un > dsI + lim inf E(cbﬁ <a(’),w’ >} as

< E(¢f§ < A(u*) oM > ds] + lim sup E{¢fz <.A(uv),uv > dSI <

<e + E(d)(i( < A(uu) u~> + < X’uu >)ds}

‘Faispns tendre cette fois y — « dans (2.28) :
(2.29) 2E(q&ﬁ < x,u> ds) < 2lim inf E(cpf: < A(u") " > as) <
.< 21im sup E[¢f2 <A@M) oM > as) <
e+ 2E(¢fz <x.u> ds)

Le lemme 2.6 découle de ce que (2.29) est vraie e > 0. =

Tin de la démonstration du Théoréme 2.1.

Fn reportant la valeur de y dans (2.22),'on vérifie que u est solution
de 1'équation (2.1). De plus, le sous-ensemble de Lz(Q;C(O,T;H)) formé des
processus bien mesurables, est un sous-espace vectoriel fermé de LZ(Q;C(O,T;H))oﬁh

Donc, grace au Lemme 2.4, u est bien mesurasble & valeurs dans H.
I1 nous reste & montrer que u vérifie la relation (2.13).
I1 résulte du Lemme 2.3 :
qu(t)[é — |u(t)|?2 dans L!(2)

Grace aux Lemmes 2.4 et 2.5,

fi <ZA(s,uu(s)],uP(s) > as —»-{z < A(s,u(s)),uls) > as

-dans L1(Q) faible.

On déduit de (2.18) et du Lemme 2.3 :

Yz < £(s) ,u"(s) > ds — [0 < f(s),u(s) > ds

dans L(Q) faible.

s
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Le lemme 2.k et (2,15) permettent d‘'utiliser le Théoréme 3.3 de la

I&re Partie, d'ou :

IZ(UP(S),QMH(S)) —> fz(u(s),dM(s)), dans L}(Q)

Et enfin, gréice & (2.15) :

t

Ty << MY > - Tr KM >> dans Li(q).

Ia relation (2.13) est démontrée par passage d la limte sur la relation

(1.4), appliquée & W, ' A 8

Remarque 2.1. Noﬁs avons redémontré le résultat de BENSOUSSAN-TEMAM [ 1].

Cependant notre méthode, basée sur l'utilisation de 1'"égalité de 1l'€nergie
stochastique" (égalité du type (2.13)) nous permet d'obtenir une meilleure

régularité du processus solution :
u € L2(2;C(0,T;H))

Un résultat similaire ahété établi par METIVIER-PISTONE [1] . La seconde
partie de notre démonstration est trés semblable & la leur. Cependent, ils
obtiennent 1'équivalent de notre Lemme 2.1 par une méthode de discrétisation
en espace (méthode de Galerkin), et passage & la limite sur des résultats en
dimension finie. Notre démonstration du Lemme 2.1 est au contraire basée sur
une extension des résultats sur les équations d'évolution déterministes (en

dimension infinie). =

Remarque 2.2. Dans le Lemme 2.1, on aurait pu remplacer la martingale M(t)

par un processus d'un type plus général, & valeurs dans V. Par contre, dans
le Théordme 2.1, le fait que le processus M(t) & valeurs dans H Soit une martin-

gale joue un rdle essentiel. . 8

Nous allons maintenant déduire du Théordme 2.1 un autre résultat d'exis-
tence, dans le cas ol l'on n'a aucune estimation sur les moments des données.

Soient :
(2.30) ug € 1°(Q,5,P:H)

() = £1(t) + £5(t), tels que

(2.31) - " £, € 1°(q;L1(0,T3H)), non anticipatif
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{
(2.32) - £, € L°(Q;Lp (0,T3v!)}, non anticipatif
. - I 2 . '
(2.33) : M€ Jtloc(o,T,g?.
On a alors le :
THEOREME 2.2. Sous les hglpothe‘ées (2.30), (2.31), (2.32) et (2.33), et étant

donnée une famille d'opérateurs de V dans V' A(t,+),t € 10,T[ , qui vérifie
les hypothéses (1.1), (1.2), (1.3), (L.b)et (1.5) du Chapitre 1, 1 '8quation :

f(t)at + aM(t), t €[ 0,T]

Up

(2.34) dqu(t) + Aft,ult))at
¢ u(0)

a une solution unique :

u € 1°(2;1°(0,1;V))
qui vérifie en outre : '

u € 1°(2,c(0,T;H)},

u(t) est bien mesurable a valeurs dans H, et :

(2.35) [ |u(t)]? + 2[2 < A(s,u(s)) ul(s) > as = lugl? +

+ 2[2 < f(s),uls) > as + QIt u(s),aM(s) + Tr <L M >>£
0

Démonstration : L'unicité se démontre exactement comme pour le Thécrdme 2.1.

Montrons l'existence : Soient :

{u; luol <n}

Q =
n
. " t t p' < 1
T = inf{t < T3[M(t)| > n, OIfl(s)lds > n, ou . I £5(s) #¥ ds > n}
Posons
n
ug = lQ ug
n
£(t) si t € [0,Tn]
7 (t) =
0 sit>Tn
n .
M (t) = M(£ATn)
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Alors :

up € L2(Q;H) 7. A

.
€ 12(a;11(0,7;8)) + IP (@x]0,T[ ;V') non enticipatif
M” EMP(0,T3H)

Done, d'aprds le Théordme 2.1,

Y Zu™ e tP(ex10,T V) unique solution de :

()at + aM (), t€[0,T]
n

(2.36) au(t) + A(t,u"(t))at

.u?(o)

n

Remarquons gque :

4
o l(t,m) = u(t,w), V(t,n) tel que :

we 9 et t €[0T (u)]
Donc on peut définir u(t,w) par :
(2.37) vn, u(t,w) = Wt,0), ¥ (t,0) tels que :
w€ et t € [O,Tn(@)]
u(t,w) est alors défini pour (t,w) tels que :

€ €
w€EUQ et t u [O,Tn(m)]

P(ue ) =1
nn
et g [O,Tn(w)] =[0,T] p.s.
Fixons « en dehors de l'ensemble de mesure nulle {Q—g Qn} U {g [0,T (w)] #[0,71}
n

Pour n assez grand, w € @ et [O,Tn(m)] =[0,T]. D'ol :

ule w) = uP(e,0) € IP(0,73V)
Donc finalement :

W — u dans IP(0,T;V) p.s.
d'ol :

u € 1°(2;1P(0,T5V))

Ft i1 résulte d'un passage i la limite élémentaire sur (2.36) que u

est solution de 1l'dquation (2.34).

De méme, ‘
u? — u dans C(O,T3H) DPeSe, -
et (2.35) s'obtient en passant & la limite sur 1'égalité :

7
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Ju® (t)l2 + 2( <.A(s o) (s)} u (s) > ds = ju%|2 +

2[2 < fn(s),un(s) > ds + Q[Z(up(s),dMn(s)) + Ty <K:Mn'>>£ B

Exemple 2.1. Soit & un ouvert borné de R". On notera :

o G D 2 S D T

W) = {u € P() teq. gu. € P(7), i=1, «eu, n},

‘ i
ol p > 2. Soit alors Wl’P(@) la fermeture de D(T) dans Wl’p(€0

Posons V = W%’p(ﬁﬁ, C'est un espace de Banach pour la norme :

- 5 au 1/p
latl = (i__g_l f 5}-{-;(::) dx}

Soit alors A 1l'opérateur de Wl’p(Cﬁ dans son dual, défini par

<Al),v>= % ( —{x) ~—-(x)dx

i=1

(Ax)l I
Ltopérateur A vérifie les hypothéses du Théoréme 2.2, d'aprés LIONS [1].
Soient H = L2(J), u, et M donnés comme en (2.30), (2.33).
Soit par exemple :
fe LP'(]O,T[x @) p.s., £ non antic_ipatif,
Alors le Théoréme 2.2 s’interprété de la facon suivante :
Ju € P[0, P () n c(0,7;14(0)) p.s.,

processus bien mesurable & valeurs dans L2((7), solution unique de :

p=2
du(f,x) - Z 5%, ( ?’ugzj") 5 -"3-‘3-,;()-;%9—‘—2— ]at = £(t,x)at + aM(t,x)

i=1 i i

(2.38

0

u(O,x) = U.Q(X) u(t 3“\1 53{7 g

§3. EGALITE DE L'ENERGIE STOCHASTIQUE.

Nous allons maintenant déduire des résultats précédents la formule de
Ito pour la fonctionnelle qui joue le r8le de 1'"énergie" dans les équations

paraboliqués : ¢(u) = lulH .
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'Soit u(t) un processus qui vérifie

(3.1) - uwere(eaP(o,rv))

(3.2) u(t) = up +v[§v<s;'+ M(t)

o | |

(3.3) , ug € 1°(9,%,P;H)

(3. 1) v € 1°(a;Ll(0,T;H)) + I° (Q;;JP‘(O,T ;V')), non anticipatif.
(3.5) Me2, (0,731) |

Nous supposerons en outre que le triplef; (st' ,p) vérifie :

(3.6) Ja> 0t.g. <AW,u>> alul®?, Vaev
(3.7) 38 t.q. DA I, < @uli®l, vaev
(3.8) < A(u)-A(v) ,u=v > >0, Vu,v €V

(3.9) A —» < A(u+xrv),w > est-continue Vu,v,w €V

Remarque 3.1. L'Hypothdse I peut paraftre artificielle. Remarquons cependant

que dans les exemples, lorsque nous utiliserons 1'Egalité de l'Energie,
1'opérateur A sera en fait la donnée (qui apparaitra dans 1téquation que
nous chercherons i résoudre) et on choisira l'zspace V et le nombre p, tels

que A vérifie les conditions (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9).

On verra cependant au Théordme 3.3. un critére simple qui permet de

vérifier 1'Hypothése I. B
On a le Théoréme :

THEOREME 3.1. Ftant domné un processus u(t) qui vérifie (3.1), (3.2),(3.3), (3.4)
et (3.5), si de plus L'Hypothése I est vérifiée, alors (

u € 1°(a;c(o,T;H)),

le processus u(t) est bien mesurable a valeurs dans H , et il vérifie

(3.10) mgnz:pdz+42<ﬂ@¢@>>&+

& i(s) X
1 S zfo(u(s),dm(s)) + Tr KM >
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Démonstration. Remarquons que grice & (3.2), Vt € [0,T], u(t) est F_ mesurable

& valeurs dans V'.[le fait que Yy(s)as est f, mesurable & valeurs dans
V' résulte du Lemme 3.6 du Chapitre 1].

Mais, d'aprds (3.1) et le Théor&me de Fubini, p.p.t, u(t) est une
variable aléatoire & valeurs dans V, et donc d'aprds le Lemme 1.1, u(t) est
p.p-t F mesurable i valeurs dans V. Donc u est non anticipatif comme &lément
de 1°(0;1P(0,T;V)) . ‘

On déduit du raisonnement fait au Lemme 2.2 que, si A est un opérateur
1
vérifiant (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9), A(u) € 1°(a;IP (0,T;V')) et est non

anticipatif.

On déduit alors du Théoréme 2,2 que u est l'unique £lément de

L°(Q;ﬁp(O,T;V)) solution de 1l'équation :
{d’u(t).+ Alu(t))at = [v(t) + Alu(t)}lat+ au(t), t € [0,1]
u(0) = u,

et donc, toujours d'aprés le Théoréme 2.2, u € 1°(2;C(0,T;H)Jet u(t) est

un processus bien mesurable & valeurs dans H qui vérifie :

lu(t)]|2 + zﬁ < Afu(s)),ul(s) > as = |ug|? +
+ 2[2 <v(s) + Afu(s)), uls) 5 ds + EfZ(u(s),dM(s)) +Tr KM >

ce qui démontre (3.10). ’ g 8
On & aussi le Théordme :

THEOREME 3.2, Supposons, outre les hypothéses du Théoréme 3.1, que l'on a :

(3.11) v € IP(ax]0,T V)
(3.12)  wg € L(Q3H)
(3.13) v e 12(e;nl(0,TH) + LPi(gx]o,T[svv)

(3.14%) M €#M3(0,T;H)

u € 12(2;c(0,T;H))
et vérifie, en outre {3.10),

(3.15)  E(|ul(s)|?) = E(luoli) + EE[Z < v(s),uls) > as + B(|M(z)]?)

I




- 50 ~

Démonstration : Posons @

VEVTR V) , ol
vy € 12(a;0}(0,1;8)}
v, € LP'(nxjo LUEVAD!
On tire alors de (3.10) :
E(:glu(t)[ﬂ < B(|ug|2) + 2EIT0[ < v(t)uls) > |at +

+ 2ELS;2}E)‘ ﬁ( (s),a(s)) {]+ E(|M(T)]?)

T
%—E(suplu(t)lz) < E(ugl?) + 3E([ Ivl(t)ldt)z +
+ QEﬁIlvz(t)H* flu(s) lat + 6B(suplu(t)| vV Tr <M >>T) +

' t<T

+ B(|M(T) ]2} .

(3.16) 3%(suplu(t)]i) < Elugl? + BE([Tlvl(t)!d:b)z +
< 0

2 _[T 2 _fr J
+ 5 Efo hu(t) 1Pat + 5, Efo lvo(t) 12 at +28 E(|M(T)]2)
I1 résulte de (3.16), et des hypothdses (3.11), (3.12), (3.13) et
(3.1k) que : -
u € L2(g;c(0,T;H)

On peut alors prendre 1'espérance mathématique dans (3.10), ce qui donné

(3.15). [ En particulier, ((Z(u,dM)) est une martingale d'aprés le

théoréme 3.3 de la Iére Partie]

Nous sllons maintenant donner une condition suffisante pour que

l'prothése I soit vérifiée.

THEOREME 3.3. 5% I‘espace de Banach V' est strictement convexe, alors

1'Hypothése I est vérifiée, Vp > 1

Avent de démontrer le Théoréme 3.3, introduisons la notion d'application

de dualité :
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Soit r —+ ¢(r) une fonction continue monotone strictement croissante

de R, dans R, , qui vérifie :

(3.17) $(0) = 0

(3.18) ¢(r) — += quand r — +»

On.a alors la :
. (

Définition 3.1. Une application J : V — V' est dite application de dualité

relative & ¢ si les conditions suivantes sont réalisées :

(3.19) <gwu>=03u i, lul, Vuev

o

(3.20)  haw) U, = ofivil), Vuev

. . s <1 y
Ici, nous nous intéresserons au cas ou ¢(r) = rP , avec p > 1. Cette

fonction ¢(+) particulidre vérifie (3.17) et (3.18).

Donnons deux exemples d'application de dualité relatives & cette fone-

tion ¢ :

Exemple 3.1 : Soit ¢ un ouvert de F#l, et V=1IF0O), p> 1, espace de Banach

U R D s S TP 0

muni de la norme : , ,
full = (f lu(x) |Pax)/?
Alors 1'application J : IF(€) — 1P (@) aétinie par :
(3] (x) = |ulx) [P ulx)
vérifie (3.19) et (3.20). o

: borné
Exemple 3.2 : & désignant un ouvert/de fqn, soit 1l'espace de Sobolev

e

. - 1 '
W%’p(@7 défini dans 1'Exemple 2.1. Le dual de W%’p(Uj est W 1P (C) [cf.
LIONS [2]] .

) ' g
L'application J : W%’P(Cﬂ -y LoP () définie par
J‘(u) - % ...-?i-:.( i‘&.—-‘pnz-a.g.
~. i=laxi Bxi 3xi
vérifie (3.19) et (3.20). ' | - ®

Démonstration du Théoréme 3.3. Supposoﬁs qu'il existe une application de

dualité J, de V, dans V', associée & 1l'application ¢(r) = 2L Alors :

‘ ¥
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< Ju),u>=lu §P
Hﬂu)ﬂf=ﬂuﬂpd
et donc J vérifie (3.6) et (3.7).

Le Theoreme resulte alors du Lemme suivant (cf. LIONS [l])
LERMME 3.1. VF espace de Banach, et V¢ fonction de R, dans R . continue
strictement croissante qui vérifie (3.17) et (3.18). 71 existe une application
de dualité de F dans F', relative & ¢. Cette application est monotone ( i.e.
vérifie (3.8)).

Si F' est strictement convexe, alors cette application est unique, et
elle vérifie la propriété d'hémi-continuité (3.9) si F est de plus réflexif.

Le fait de supposer 1l'espace V' strictement convexe est une restriction
nouvelle. Cependant, cette restriction n'est pas trés forte. On a en effet
le Théordme (cf. BREZIS-CRANDALL-PAZY [1])

. PHEOREME 3.4. Soit F un espace de Banach réflexif de norme |l i . Pour tout

a>1, il extiste une norme |l e "a sur F telle que :

(i) F soit strictement convexe ainsi que son dual F' (muni de la norme
duale |l “a,* de li e "a)"

A}

A Enen <1< atel
a a 8
1
Euw%f<mu*<ﬂ-h

On peut remplacer 1'hypoth@se de stricte convexité de V! par une hypothése

sur V, qui peut &tre plus facile & vérifier, 1tespace V &tant en général

plus "concret" que V',

Définition 3.2. On dit qu'un convexe K d'un espace vectoriel F est lisse

(en anglais "smooth") si en tout point de 1la frontiére K il passe au plus

un hyperplan d‘'appui au convexe K,

On dit qu'un espace de Banach F est lisse si sa boule unité est lisse.

B8
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Or on a le résultat (cf. KUTHE [1]) :

LEMME 3.2. Un espace de Banach réflexif est lisse si et seulement st son

dual est strictement conveze. i B

Le Théordme 3.3 nous perniet donc d'affirmer que .fL'Hypothése I est véri-

fiée pourvu que 1l'espace de Banach réflexif V soit lisse.

§h. FORMULE DE ITO.

"'Le Théoréme 3.1 établit la formule de Ito pour l'application ¢ : H—R

définie par :
¢(u) = |u|Z

Nous allons maintenant généraliser cette formule de calcul différentiel

stochastique & une classe plus générale de fonctionnelles.

Soit ¢ une application de H dans R. Soit u & H. 5i les dérivées au
sens de Fréchet ¢"(u) et ¢"(u) existent, on a :
¢'(u) € L(ER) = B 7
¢"(u) est une forme bilindaire continue symétrique sur H,
que nous pouvons identifier & un €lément autoadjoint de £(H). La forme
1inéaire continue sur C}(H) que définit ¢"(u) s'écrit alors [cf. Théoréme 2.l

de la Ié&re Partie] :
0— Tr [¢"(u) o Q1.
On fait les hypothéses suivantes sur ¢ :
(i) ¢ est deux fois dérivable en gout point uw € H
(ii) ¢(u), ¢'(u) et ¢"(u) sont bornés sur les bornés de H

(4.1) 1ii) u ~+¢(u) et u — ¢'(u) sont continues de H dans Ret H respectivement .

(iv) VQq € S;l(H), u— Tr [¢"(u) ¢ Q] est continue de E dans R.

[i.e. u — 6"(u) est continue de H dans £ (H)*faible]
La restriction & V de l'application
(k.2) ' u— ¢'(u)
est continue de V fort dans V faible.
(4,3) Jx >0 t.q. Mot ()l <k (L+lull), VueEV

r




- (4.8)
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Montrons tout d'abord que (k.2) et (4.3) entrainent :

LBME 4.1, S u € TP(0,T3V), alors ¢'(u) € 12(0,T;V). L'application u —> ¢!(u)
est continue de 1F(0,T;V) dans Lp(o,,T;V) fatible. '

Il en est de méme en ‘pemplagant 1P(0,T;V) par IP(ax10,T ;V).

Démonstration : V étant séparable, il résulte de (h.2) et du Théoréme de

Pettis que u — ¢(u) est une application mesurable de V dans V, et donc
si u(+) € IP(0,7;V), t — ¢(u(t)} est mesurable & valeurs dans V, donc
6(u) € LP(O,T;V) gréace & (L.3). ~

Soit u - u dans 1°(0,7;V). Daprés (4.3) cb(un) reste dans un borné
de 1P(0,T;V). Donc I une sous-suite cb(uu) telle que :
¢(u ) — v dans 1P(0,T;V) faible
Mais de la suite u, on peut extraire une sous suite u telle que :
k

u (t) — u(t) dans V, pup.to

Pk
Dfou gréce & (k4.2),

d)(uu (;t)) — ¢(u(t)) dans V faible, p.p.t.
k

Donc nécessairement v = ¢(u), et toutes les sous-suites convergentes

de q;(un) ont la méme limite, d'ol finalement :

¢(un) —> ¢(u) dans LP(O,T’;V) faible 8

Nous allons remplacer l'Hypothése I du paragraphe précédent par une

Hypoth&se un peu plus restrictive.

Hypothdse II : Il existe un opérateur A de V dans V' tel que :

(L.4) Jo> 0 t.g. <Aw)u>>dul®, Vuev

(4.5) 3B t.a. 1a(w) I, < 8lul®t, wvaev
(k.6) < A(u)=A{v),u=v > 20, Vu,vEYV
(k7)) A = < Alutav), ¥ est continue Yu,v,wEV

§i : (i) u — u dens IP(ax]10,T[ ;V) faible
t
(ii) Afu_ ) = A(u) dens IP (ax]0,T[ ;V!) faible
(iii) EF < A(un) u > dt — EfT < A(u),u > dt
0 0
] Alors : gun —~» u dans LP(ax}0,T ;V) fort

lA(un,) —+ A(u) dans LP!(QX]O,T[ Vi) fort ]
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Rappelons la :

Définition 4.1l. On dit qu'un espace de Banach E est uniformément lisse si et

seulement si Ve, Hole) tel que x,y € E avec. | x I =1et Iyl <o

entrainent :

hxty I+ lxy I <2+ elyll =
On 2 le Lemme (ef. KUTHE [1]) :
LEMME 4.2, Un espace de Banach est uniformément lisse (resp. unt formément

convexe) si et seulement si som dual fort est uniformément convexe (resp.

uniformément lisse). 8

THEOREME Lh.1. S7 V est uniformément lisse et uniformément convexe, alors
1'Hypothése 11 est vérifide. A

Démonstration: D'aprds la démonstration du Théorsme 3.3. 1l'opérateur de

dualité J de V dans V', associé & la fonction Pt , véririe (h.k), (4.5),

(4.6) et (4.7). Montrons qu'il vérifie de plus (L.8), sous les hypothéses du

Théoréme.
Siu€v,
<Juw),u> =lul?
- \ uP!
= Ha(u) 13
Done : .
' T i "
(4.9) E{ < J(un) u > at — EJG < J(u),u > at
: 0

s'éerit des deux fagons suivantes :

(4.10) “un' Hip(QX]O,T[ Y )_’* “u “ip(gxw;r[ V)
.10

: tA ¢
. H»J(un) nII),P'(szx]o,T{ AAD] )»“ip’(QX]O,T[ V)

-
’ ' 1
Or V et V' étant uniformément convexe, P(ax10,T[ ;V) et P (x]0,T[ V')
le sont aussi [ce résultat s'obtient en généralisant la démonstration de

1l'uniforme convexité des espaces LP, p>1, ef. KOTHE [1]].
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Mais, dans un espace de Banach uniformément convexe, la convergence
faible et la convergence des normes entrafnent la convergence forte.

Done J vérifie (4.8). - ‘ 8
Etablissons maintenant le :

THEOREME 4.2, Soit ¢ une application de V dans R Qui vérifie (L.1), (k.2)
et (4.3). Soit u(t) un processus qui vérifie (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) et (3.5).
Alors si l'Hypothése II est vérifiée, on a, VYt € [0,T]:

¢ (u(t)) = ¢(ug) + JE < ¢*{u(s)),v(s) >-ds.+ fz(¢'(u(s)),dM(s)) +

(k,11)

Bonfuls))a < M >

1
+ =
> Tr IO

Démonstration: La démonstration du Théordme L4.2 va se faire en quatre &tapes.

Rappelons que : ,
u(t) = ug + Itv(s)ds + M(t)
0

On posera :

u(t) = up + Izv(s)ds

Etablissons tout dlabord le :

LEMME 4.3, Si 1'on suppose, outre les hypothéses du Théoréme 4.2, que :
(Lk.12) v € L}(0,T;H) p.s.

Alors (4.11) est vérifide.

; o~ . .
Démonstration : u(t) étant alors un processus 3 variations bornées a valeurs

dans H, on peut zppliquer le Théordme 4,1 de la I&re Partie & la fonctionnelle
p(ale) M1)) = s(mls)aie)),

d'Oﬁ (hell). ’ . .

LBMME 4.k, : Supposons, outre les hypothéses du Théoréme 4.2, que :
(4.13) M € LP(0,T3V) p.s.

Alors (b.,11) est vérifiée.



Demonstratlon : Grace a (4.13), e IP(0,T;V) p.s., et u(t) = ug +-[ v(s)ds,

J O
avec Uy € Het v € LP (o TV') + Ll(o T3H), peS. Donc, d'taprds le Theoreme 2.2
du Chapltre 1, ’

2 € 1P(0,73v) n ¢(0,T;H) p.s.
‘ . - . .
Soit u_€ C}(0,T3H) N 1P(0,T5V) p.s. tel que
'En — U p.s. dans LP(0,T3v) N ¢(0,T;H)

un(O) = ug p.S.

~

du
—2 s v p.s. dans P (0,75v') + L1(0,T;H)

at
"Alors, si :
u (t) = w (£) +M(t)
on déduit du Lemme 4.3 que :

o - &
(5.18) {6 (u (£)) = ¢(uo) + r; <gzHs), o' (u (s)) > ds +

+ IZ(tb" (u (s)),04(s)) + %— Trﬁcb"(un(s))d KU >

Mais on a les convergences :
(4.15)  w - u dans 1?(0,T;v) N C(0,T3H) p.s.

du

(4.16) -a%—ll-——)-vdans 11(0,T;H) +Lp (0,73V') Dp.s.

11 résulte alors de 1l'hypothdse (4.1) et du Lemme L.1 :
(327)  ¢'(u ) = ¢'(u) dans I?(0,7;V) faible N C(0,T;H) p.s.
De plus, grice & (4.1) (iv), on tire de (k.15)
(4.18) ¢"(un(t)) — ¢"(u(t)) dans L(H)*faible uniformément en
t€[0,T], p.s.
Nous allons maintenant pouvoir passer & la limite dans (koak).
Grace a (L4.15), |
$(u,(£)) — ¢ (w(t)) pes., Vi €[0,T]

D'aprés (4.16) et (4.17),

v Wy t
f <"”‘s o' (un) > ds —» [0 <v,0'(u) >ds p.s.
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I1 résulte de (4,16) et du Théordme 3.4t de la I&re Partie que :

| “ﬁ'(“"'(A“n)’dM) #[Z(é,s(u)’m) en provabilité

I1 nous reste maintenant, pour terminer la démonstration du Lemme k.l
& passer 4 la limite dans le dernier terme de 1'égalité (4.1k), en utilisant

(4,18). Ceci est possible en utilisant le :

e

LEMME 4.5 : Soit t — An(t) . n € N, une suite d 'applications continues de
[0,T1 dans L(H)*faible, telles que : '

A (t) — At) dans £ (H)* faible,
uniformément en t € [0,T]; et de plus A _(£) Il <C, HA(s) | <c,Vt€(0,T].

Alors :

Tr[tlxr'l(s)d KU > - Trft!\(s)d KM > p.s., V& €[0T
0 0

Démonstration : Soit {ei} une base orthonormée de H, et Pu 1'opérateur

ieN
de projection orthogonale sur Sp [ey, oo, eu] .
-

Trfto(A(s)-An(s))a <M= Trfto(/\(s)An(s))d(Pu <> P+

+ Trfz(ﬁ(s)ﬁAn(s})d < (I.,PU)M>>S

or

Trﬁ(!x(s)-z\n(s))d << (I;Pu)M >>Sl < x| < (I..Pu)M > | :

Ve, p.s. dAn(e,w) t.q. siu=>n

£
2Cc u < (-I--Pu M >>t “ . < 5

Fixons ¢ = 1

Trjz(A(s)-An(s))d(Pn KM >>SP7!) = Tr!ZPn(A(S)_An(S))Pn @ KM >

Or l'application A — Pﬁ A Pn est une application compacte de £(")

dans lui-méme. On déduit donc de l'hypothése du Lemme que :

PH(A(S)“A*(S))PW —+ O dans C{(H) uniformément en s € [0,T].
11 I
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Donc p.S; IN(e,0) tel que si n > N

Trﬁ()\(s)-)\n(s))sl(ﬁPu < M >>Spu)l é%

D'ol finalement sin > N :

Trfz(l\(_s)-l\n(s))d <M >}Sl <e ' B

1

" Passons maintenant au

LEMME 4.6, Supposons, outre les hypothéses du Théoréme k4.2, que l'on a :
u € IP(0x]0,1[ V) | |
ug € L2(Q3H)
v € 12{a;L1(0,T;H)) + LP'(Qxlo,T{ V1)
M EMR(0,T ;H) "

Alors la relation (L.11) est vérifiée.

Démonstration : Soit une suite M* €M2(0,T;H) telle que :

.

M" € 1P(0,T5V) p.s.
M® — M dans H2(0,T;H)

Soit A un opérateur de V dans V', qui vérifie (b.4), (L5), (h.6), (L.T)
et (4.8).

Soit alors u® € 1P(ax10,T ;v) N 12(2;C(0,T;H)) la solution de 1'équation
(cf. Lerme 2.1) :

an(t) + A(uR(6))at = (v(t)+a(ult)))at + a’(t)

- {4.19)

U.n(O) = 110
On peut appiiquer le Lemme h4.4 2 un, et done :
(4.20) [ ¢ (u™(£)) = olug) + fto < v(s)+A{u(s))-a(u"(s)), s (W (s)) > ds +
+ ﬁ(d"(un(s)) L, (s)) + %Trﬁ(b"(un(s)}d <M >

Or, d'aprds la démonstration du Théoréme 2.1, quand n —> +2 ,
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u® =+ u dans L2(2;C(0,T;H))
W' — u dans IP(0x]0,TLsV) faible

(bo2n) ¢ e
: A(u®) = A(u) dans IP (ax10,T[ svt) faible

T - )
E!o < A(un),un > dt = Efz < A(u),u > dt

Donc, grice & (4.8),
w_ — u dans LP(ax]0,T{ ;V)

(b, 22) n .
' Au ) — A(u) dans P (ax]0,T[ V')

Et, d'aprés le Lemme 4.1 :
(h.23)  6'(u®) = ¢'(u) dans IP(ax 0,T V) faible

Mais on tire de (k4.21) et (h;l) :
(L.2k4) ¢ (u®) — ¢'(u) dans C(0,T;H) en probabilitéd

(k.25) ¢"(un(t)) +-¢"(u(t)) dans C(H)*faible uniformément
en t € [0,T], en probabilité

Grice & (4.22), (L.23), (L.24) et (4.25) on peut passer & la limite
dans chacun des termes de (4.20) en probabilité, par des raisonnements

similaires & ceux faits au Lemme 4,3, sauf pour le terme :

Jz <v(s) + Alu(s)) - A(un(s)), ¢‘(up(s)) > ds
qui converge vers f% < v(s),¢‘(u(s)) > ds dans L!(Q) faible [i.e. pour 1la
topologie o(L!,17)]. '

I1 nous reste donc, pour établir le Lemme 4,6, & démontrer le :

LEMME L4.7. Soit g une suite de L(Q).
St : (i) g = r dans 1}(Q) faible
n
(ii) g, — £ en probabilité

Alors :

Démonstration : Nous allons nous inspirer dfune démonstration d'un résultat

gnalogue, faite dans LIONS (1], comme dans le Lemme 4.2 de la I8re Partie.
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Remarquons tout d'abord que l'on peut, en extrayant une sous-suite
(que nous noterons encore ¢ ) remplacer (ii) par :
, n s
(ii)* ¢ —¢ p.s.
n . .
On pose : .
oy = {w/ | -£] <1, ¥a> 1}
n
Q € &, la suite @ est croissante, et

N

lim P(QN) =1
e

. ' ' . = N U
Soit Fn 1'ensemble des fonctions de L (Q) & support dans QN. Alors NFN

©
est dense dans L (Q).

Hoit p € %FN. Alors 3N, tel que p € FNO et grice au Théoreéme de convergence

dominée de Lebesgue :
E [p(En°€)] — 0
Mais on a aussi :
E [p(En—C)] -+ 0
Donec :
E[p(g-g)] =0, Vp € Yy
Dfou :
£ =17 PeSe B

Le Théoréme k4.2 est maintenant une conséquence facile du Lemme k.6 :

Démonstration du ThéorSme 4.2, Soit v = vi+v, une décomposition de v telle

que :
vi € 1°(a;11(0,T;H))
'
et v, € 1° ;1P (0,T5v")),
v; et v, étant tous deux non anticipatifs.

Soieht :

Q
n

T

{ws [wol <n}

ot
inf{t <T; M(t)| >, [ﬂlvl(s)lds >,

n
t ' t 5 '
Joﬂvz(s) I, ds > n, Joﬂu(s) Il Pas > n}
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On vérifie aiééﬁeﬂt’que :

(L.26) Pl ) =1.

(L”-QT) ’ g[o,Tn(w)] = [O,T] 'P-sa o

On pose d'autre part :

u% = lQ uo

n .
vi(t) =15
N n

]v(t)

A% (u(s)) = i O’T;]A(u(t))

M2 (%) = M(t A T)
Alors : »
Wy € L2(q;H)

’ 1
©¥™ 4 2%(w) € 12(a;1(0,T;H))+ 1P (2x]10,T];V'), non anticipatif

M EMZ(0,T;H)
Donc, d'sprés le Théoréme 2.1, 1'équation :
au(t) + A(P(6))at = [v7(s)+a" (u(t))1at + @ (¢)
(L.28) ' n n
u (O) = Uy
a une solution unigue :
W € P(ax]o,T ;v) n 12(;c(0,T;H))
On peut donc appliquer & u? le Lemme 4.6, d'oll :

(h-29); ¢(un(t)] + (§‘< A(un(s))~~ An(u(s)), ¢'(un(s)) > ds = ¢(u%) +

i ﬁ; <v(s), o' (u(s)) > as fz(fb'(un(s)) A (s) +

1 tonrn n oo
+ 3 Tr foqb [u (s))d KM > .

. .
Fn particulier. si w € 0, et + < T _{w), {%.29) s'éerit :
. s n’ n 3




- 72 -
(45.30)] ¢(u(£)) + r; <A[un(s.)}—A(u(S)}, o' (u"(s)}) > ds = dlug) +

| ﬁ <v(s), ¢'(u(s)) > ds + ﬁ(d:' (W™(s)) ,au(s)} + %Trﬁq)"(un(s)]d S3ed

Mais, siw € et £.<T (o),

‘ (A (e)-u(t)) + Al (t))-ault))at = 0
: { ' | u*(0)-u(0) = 0
Done :
FOROIER zf‘; < A2 (s))-Afu(5)) , u(s)-uls) > ds = O
Dtod, grace & (L4.6),
(L.31) |u®(t)-ult)|2 - 0 p.s. dans @ , sit €[0,T].

En reportant (4.31) dans (4.30), on obtient que (L.11) est vérifiée
p.s. dans Q , et Vt € [O,Tn] . Mais ceci est vrai .V:n. Donc, gréce &
(4.26) et (4.27), (b.11) est vérifiée p.s., Vt €[0,T]. I

Nous sllons maintenant reprendre 1'Exemple 4.2 de la I&re Partie,

Exemple 4.1. Soit ¢ un ouvert de RY, € = L&), v = 5 (O)
[= Wl’g(@'), ef. Exemple 2.1].

Soit ¢ € C2(R), telle que :

(4.32) lo(x)] < x(6+|r|2)
(4.33) e < xle+|x])
(4.34) le™(r)] <K

1 simes <4«
. 6 —
0 simes( = 4=
4
Soit alors ¢ la fonctionmnelle sur L2({) définie par :
ou) = [ ¢(u(x))dx
o] ,
D'aprés les résultats de la I&re Partie, un tel ¢ vérifie 1'hypothése (L4.1).
Montrons maintenant que o vérifie (4.2) et (4.3).

o' (u) s'identifie avec 1'€1lément ¢!(u(-)) de L2(&).
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Montrons que si u € HI(H), ¢*(u) € H1(6);

Soit w e n1(®) n cl(O) tel que u - u dans g (o).

Alors

A . o au
.é;{ ¢'(un(}:)) = ¢"(un(X)) -é.;i-n;(x)’ Vx € @/

.' Or, grice & (L.34),

o" (v (<)) € L7 ()

2gt(u () €12, i=1, .oy n

axi
On sait d'aprés les résultats de la premiére‘partie que
u -** $'(u) est continue de L2(&) dans L?(J)
u —+ ¢"(u) est continue de LZ(O)- dans L (O)*faible
Donc; quand n —2,
(h.35)  $'(a) = ¢'(u) dans L2(OF

su au
(4,36) ¢"(un) ?flf — ¢"(u) ;5;1 dans L2(9) faible
Mais il résulte de (k4.35)

(4.37) 'aii‘¢‘<“n)f‘*s%;¢'(?) dens  D'(O)

Donc, en comparant (4.36) et (L.37) :

2 - ey 2
T ¢ (u) = ¢"(u) e
A i i
Or —g% € 1.2(c) et ¢"™(u) € Lm(@’), donc :

i .

9
F}‘{’;‘b'(u) € LZ(U?, et :
¢'(u) € BH(O)
De plus si u —+ u dans A}(0), on a les convergences (4.35) et (L4.36)
Donc & véfii;ie 1'hypothdse (L.2).
De plus :
: ' . n 2
g tlu) 12 = ( lot(ulx))|2ax + } f lo" (u(x)) ?l;%l- | ax
R v 1 i=1' i

- < 26K2 + 2 K2 flult?
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mes ¢/ si mes T < 4
0‘ sinonf
Done Hk > 0 tel que':

o' (w) Il < x(1#iu i)

Et ¢ vérifie (4.3), donc on peut lui appliquer le Théordme 4.1, B

Remargue 4.1, . On -peut montrer de la m@me facon que la fonctionnelle ¢ de
1
‘-,P(

1'Exemple 4.1 vérifie les hypoth&ses du Théoréme k.1 si V =y €) ou bien
v = 161, B

Remarque 4.2. Si 1'on rajoute aux hypothdses (L.32), (4.33) et (L.3k4)
1'hypothése : ‘
(4.38) ¢'(0) = 0

alors la fonctionnelle & de 1l'Exemple 4.1 vérifie les hypothéses du

Théoréme 4.1 avec V = W%’p(@’) , pourvu que la frontiZre 30 soit.de classe ct,
En effet, dans ce cas W]d’p(O), fermeture de D(O) dans Wl’p(O’), se définit
aussi par : Wlo’p(m = {u € W P@)  t.a. u‘ s = o}.

Donc, grice & (4.38), si u€ WJ(;’P(CT), o' (u) € W%sp(@'). o

Remarque 4.3. On verra au Chapitre 3 une application de la formule de Ito

pour une fonctionnelle ¢ du type déerit dans 1'Exemple 4.1. On pourra trouver

une autre application, & un résultat d'unicité, dans VIOT [1].

§5., SOMME D!OPFRATEURS.

Dans beaucoup d'applications, l'opérateur A dont il a été gquestion aux
para graphes précédents, est une somme de q opérateurs A qui correspondent &

des espaces Vi’ avec des b; différents.

On ne peut plus alors appliquer les résultats des paragraphes précédents.
Nous allons maintenant indiquer la généralisation de ces résultats 2 la

nouvelle situation.
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Soient Vi, i=1, ..., q, q espaces de Banach séparables et réflexifs,
inclus [ avec densité et. injection continue] dans un espace de Hilbert H.
On identifie H & son dual. Alors -
. C ¥
Vl HCV 5

Q —
Soit V = .N. V.., Muni de la norme :
1=1 1 '

: q -
vl = Ylviy

i=1

V est un espace de Banach.

On suppose que V est dense dans H, et séparable, Alors :

AV cHcCyvt
Soient P;» i=1, «oo, q, q nombre réels tels que s > 1; on définit
1 1 : ’
t — e =
p'; par = ¥ pt. 1.
i i
Soit u(t) un processus du type suivant :
q D3
) e . . .8,
(5.1) ule) e (O,T,Vl) DS
(5.2) u(t) = ug + Izv(s)ds + M(t)
ol ‘
(5.3) ug € 1°(2,%;,P3H)
q te - . .
(5.4) v € 1°(;11(0,T;H)) + ) L°(9;Lp 1(O,T;V‘i)) non anticipatif
i=1
Y 2 -
(5.5) M€ M] o (0,T5H)

Alors on vérifie aisément que le Lerme 1.2 se généralise en :

LEMME 5.1. Supposons vérifiées (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) et (5.5), et en

outre que :
(5.6) - . M€ ¢(0,T;V) pe.s.
Alors :
(5.7) u € c(0,T;H) p.s. et u est bien mesurable a - valeurs dans H.
(5.8) [lu(t)]|? = |ugl? + zﬁ) <v(s)uls) > as +

+ 2£z(u(s),dM(s)) * Tr K M>> , Vi €[0T p.s.
. B
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Soient maintenant A, i=1, «v., @, q opérateurs, Ai opérant de v,

dans Vi‘ , tels que :.

, " P
(5.9) Ja >0 t.q. < Ai(u) u>2a llull iJ; Vu €V,
( e ( i €
5.10) a8 t.q. M4 (u) l§*-’i < Bllull,”, Vue€v,
(5.11) < A;(w)-p; (V) u=v > >0, Vu,v €V,
(5.12) A= < Ai(u+)\v) v > est continue, Wu,v,w €V,

On Géfinit alors l'opérateur A : V — vt par :

: q
(5.13) Aw) = } A(w)
| i=1

On peut alors démontrer, par la méthode du Théoréme 2.1, le :

THEOREME 5.1 : S 1'opérateur A est donné par (5.13), ol chaque A; vérifie
(5. 9), (5.10), (5.11) et (5.12), é&tant donnés :

(5.14) vy € 12(Q,5,P:H)
P
(5.15) £ € 12(a;01(0,T;H)) + % L *(2x10,M 3V';), non anticipatif,
1=
(5.16) M € M2(0,T;H)

L'équation ;

du(t) + Au(t))at = £(t)at + am(t)

(5.17) v
u(0) = ug
admet une solution unique :

o
u€ .0 Liex1o,® ;v,)

de plus, u € 12 (Q;C(O,T;H)) , uest bien mesurable & valeurs dans H, et vérifie :

(5.18) \ |u(s)|? + 2[1; <afuls)),uls) >ds = |ugl? + 2[1; < f(s),uls) > ds +

4

+ éﬁ(u(s) ,dM(s)) Tr << M >>t

E(|uo|?)

(5.19) (E(lult)]2) + 2E[’§ < a(ul)} yals) > as

+ OF ﬁ < £(s),uls) > ds + B(|M(+)]2) =
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Donnons un exemple d'application du Théoréme 5.1 :

: . . . 1
Exemple 5.1 : Soit @ un ouvert borné de R ; soient V; = Hg(O) (ef. Exemple L.1)

-y R ML I -

p; = 2, A défini par :

’ - R du’  av

< = e e
A u,v > f Z e By OF

1=l 1 1

Soient V, = IP(0) (p ® 2), p, = p, A, défini par :

<h, u,v>= f Iu(x)lp'e u(x)v(x)ax

Alors, si u , £ et M sont donnés par (5.14), (5.15) et (5.16), le Théoréme 5.1

assure lfexistence et 1'unicité d'une solution :
u € 12(0x] 0,70 3H(OF) N IP(ax10,T x0) N 12(e;c(0,T;12(2))
a 1'équatio;1 :

du(t) - Au(t)at + lu(t)lp'"eu(t)dt = f£(t)dat + aM(t)
(5.20)

u(‘t,x)lxeag =0, u(0) = uy

On a 1'égalité de 1'énergie stochastique :

THEOREME 5.2 : Soit u(t) un processus qut vérifi_e (5.1), (5.2), (5.3),

(5.4) et (5.5). Supposons que chacun des triplets V., V'i, P; vérifie
1'Hypothése I,

alors u € L°(;0(0,T3H)), u(t) est bien mesurable & valeurs dans H,
et vérifie.

(5.21) Iu(‘l;)lz = |ugl? + 2(1; ‘< v(s),u(s) > ds + 2[2(11(5),61&(5)) + Tr << M‘ >

B
Soit enfin ¢ une application de H dens R qui vérifie 1'Hypothése (h.1)

et en outre :

(5.22) Vi€ {1, ..., q}, la restriction & V, de 1'application u — ¢'(u)

est continue de Vi fort dans 'Vi faible

(5.23) Fx >0 t.q. lot(uw) ll-i < k(14w “i)’ Yu € Vi, ie. {1, oo, a}

On a alors le :
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THEOREME 5,.3. Soit u(t) un processus qui vérifie (5.1) ... (5.5). Supposons

que chacun des triplets (V., V',, ?i) vérifie L'Hypothése II.

Alors si ¢ : H— R vérifie (L.1), (5.22) et (5.23), on a :

¢@@U=¢ma+f§<w@un,ﬂg>a5+

+ ﬁ(d"(u(s)) ,au(s)) + % Tr [Z¢"(ﬁ(s)}a <M >

i

Bxemple 5.2: a=2 Vi

[}
n
-»

) Hl (@/) » P1
(09, Py

Vo P, (p > 2)

Dans ce cadre la fonctionnelle ¢ introduite dans 1'Exemple L,1 vérifie
les Hypothéses du Théoréme 5.3. B
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CHAPITRE 3

EQUATIONS PARABOLIQUES STOCHASTIQUES

§0

51

§2
§3
§4
§5
§6
§7

Introduction

Méthode de Picard

Extension des résultats de la méthode de Picard
Méthode de Galerkin

Somme d'opérateurs

Exemples

Equations pour la moyenne et la covariance

Principe du maximum
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§0. INTRODUCTION

Nous allons maintenant &tudier 1'équation :

du(t) + A(u(t)) dt + B(u(tr)) dW(t)
u(o)

f(t) .dt + aM(t)

u
(o}

(0. 1)

ol W(t) sera un processus de Wiener sur un espace de Hilbert K, et B un opéra-

teur linaire ou non de V dans éf(K<; H) (ouéfz(K ; H)).

Soit J 1'isomorphisme de K' sur K. On peut toujours supposer — et c'est ce
que nous ferons dans la majeure partie de ce chapitre — que J est l'opérateur
de covariance du Wiener W(t). Cette hypoth&se n'implique aucune restriction
quant a la classe d'équations &tudiée. En effet, d'apfés le théoréme 3.8. de
la I8re partie , si W(t) est un Wiener sur K, d'opérateur de covariance
Q = cJc¥, 11 existe un wiener W(t) sur un espace de HllbertK d'opérateur de

covariance J (isomorphisme de K' sur K), tels que :
W(t) CﬂW(t)
MY
ol 7 € éfv(K ; K). Donc si 1l'on pose :
Y
B(u(t)) = B(u(t)) Cm,
n, n
alors : B(u(t)) dWw(t) = B(u(t)) dW(t),
d'aprés la relation (3.4) de la l&re partie.
Nous chercherons donc & résoudre 1'équation (0.1) lorsque B applique V
danséfz(K ; H), et vérifie certaines hypoth&ses que l'on précisera. A, quant

i lui, sera, comme au chapitre précédent, un opérateur monotone, hémicontinu,

borné et coercif de V dans V'.

Nous allons d'abord é&tablir un premier résultat, par une méthode, du type
"méthode itérative de Picard", dans le cas ol B est Lipschitzienne de H dans

2 . . P . . .
& (K ; H). Puis nous traiterons le cas général par une approximation en dimen-

sion .finie (méthode de Gélerkin).
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Nous donnerons enfin des exemples, et un résultat du type 'principe du

maximum'.

§1. METHODE DE PICARD

Les espaces VcHeV' étant définis comme au chapitre 1, on se donne une
famille A(t,.) d'opérateurs de V dans V', définis pour presque tout tE]O,T[ s

et un nombre p > 1, qui vérifient :

(1.1) Coercivité :3 o >0, A et v tels que :

<A(jt,u), u >+ A lu[z + Vv 2o HuHP, Vu €V, p.p-t.

. 2 |
(1.2) Monotonie : <A(t,u) — A(t,v), u— v>+ ) lu—-v‘ >0, Vu,vev,p.p.t.

. p~1
(1.3) Bornitude :3dB t.q HA(t,u)H* < B HuH ,VYu €V, p.p.t.

(1.4) Hémicontinuité& :6 +<A(t,u+pv), W >est continue de R dans R,V u,

v €V, p.p.t.

(1.5) Mesurabilité :Vu € V, 1l'application :
" t - A(t,u)

est Lebesgue mesurable de ]O,T[ a valeurs dans V'.

On se donne, comme aux chapitres précédents, un espace de probabilité
(9,9, P), et une famille croissante ‘31 de sous-tribus de T, telle que ‘f-):

contienne tous les P-négligeables de F.

Soit K un espace de Hilbert s&parable, W(t) un processus de Wiener défini
sur K, d'opérateur de covariance J (= 1'isomorphisme canonique de K' sur K),
adapté 3 la famille & .

. . _ 2 e . T

Soit B(t,,) une famille. d'opérateurs de H dans &7(X, H) définis p.p.tE}O,T

qui vérifie : :
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(1.6) B(t,0) = 0

(1.7) 3k t.q. 1|B(t w - B[] , <k V|u -v|
Vu vEH, p.p.t, oli H H2 de31gne la norme deé’ (K,H).

(1.8) Vu€H, t > B(t,u) est Lebesque-mesurable de ]O,T[ i valeurs dans
& 2(K ; H).

Remarque 1.1.

. I1 résulte de (1.6), (1.7) et (1.8) que si uEL2 (0,T ; H),
B(uw) € L2(O,T ;iz(K, H)) [_cf. Remarque 1.2. du chapitre 1] . Mais, grace
a (1.7), u~» B(ﬁ) est une application continue de LZ(O,T ; H) dans ‘
L2(O,'I_‘ ;éfz(K, H)). Cette application est donc mesurable.

Donc, si u € 12 (ax Jo,7[; m, B@) € LZ(QX]O,T[ 2k, 1)) .

De plus, si & reste dans un borné de LZ(S)X ]O,T[ ; H),

B(u") reste dans un borné de LZ(fx ] 0,T [ s L2(K,H).

En outre, p.p. t.,v u + B(t,u) est continue de H dans iz(K H). Donc si u(t)
est non anticipatif & valeurs dans H B(t,u(t)) est non ant1c1pat1f a valeurs

dans ‘g (K,H) .

o
S

On se donne en outre :
: 2
(1.9) u €1(e, F,? ;8
o . o
2 1 p' ' .. .
(1.10) £ €L°(Q 3 L (O,T 5 H)) + L (Ox ]O,T[ ;V'), non anticipatif.

(1.1 Mem?‘ (0,T 3 H).

Et on cherche i résoudre l'équation :

du(t) + A(t,u(t)) dt + B(t,u(t)) aw(t)

f(t) dt + dM(t)
(1.12)

il

u(o) u .

o
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Théoréme 1.1. : Sous les hypbthéses (1.1)...(1.11); Z’équaﬁion‘(l.lZ)
a une solution unique : ‘

wetP x]o,r[ 5w ntf@ ; co,1; W),

processus bien mesurable d valeurs dans H.-

Démonstration

a) Unicité : Soient u et v deux processus bien mesurables & valeurs dans H,

gléments de Lp(Qg.]O,T{ ;) N L2 (9; C(0,T;H)), solutions de 1'équation (1.12).
Alors :

d(a(t)-v(t)) + (ACt,u(t)) - A(t,v(t)) dt +[(B(t,u(t)) =

- B(t,v(t))] aW(e)
u(o) - v(o0)

i

On déduit alors du théoréme 3.2. du chapitre 2 que :

; t
E(|u(D-v(0) %) + 2E/ < A(s,u(s)) - A(s,v(s)), u(s) - v(s)> ds =

o
t 2
=E/ |B(s,u(s)) - B(s,v(s) |[; ds.
o
D'oli, grdce aux hypothéses (1.2) et (1.7),
' - 2 t 2
(1.13) EClu(e)-v(t)|%) < (A+k)./. E (Ju(s) = v(s)|7) ds.
) 0
On déduit de (1.13), en utilisant le lemme de Gronwall, que :

B(lu(e) = v(]? = o.

b) Existence : Considérons les &quations.

(1.14) du](t) + A(t,ul(t)) dt + Au](t) dt = f(t) dt + dM(t)
' ul(o) =u
. (1.15) a1 o) + aCe, ™ 1 (e) de + aw™ () dt + B(e,u(R) dW(E) =
' ' = a(t) dt + £(r) dt + dM(t)
) - nt+l
u (o) = uo
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. o m *
L'opérateur A(t,u) = A(t,u) + Au vérifie les hypothéses du Théoréme 2.1.

du Chapitre 2, donc (1.14) a une solution unique
! 2
u' € 1P (ox Jo,T[ sv) N Lo(asc(0,T 5 H)),

processus bien mesurable & valeurs dans H.

Il en ré&sulte, d'aprés la Remarque 1.1, que B(u?) € L2(Qx ]O,T[ ;g?(K,H))

et est non anticipatif. Donc :

/ ' B(ul) dw € mz(o_,'r ; H).
[}

Et donc, d'aprés le Théoréme 2.1. du Chapitre 2, (1.15) (avec n = D]

définit :

2 ) 2
w” e tP(ax Jo,T[ ;W N 17(a; c(o,T 5 W),
processus bien mesurable & valeurs dans H.

P . s . n . n
On définit ainsi de suite u, n > 1. Nous allons montrer que la suite u

converge vers la solution de 1'équation &tudige.
Montrons tout d'abord le :

. . . 2
Lemme 1.1. : La suite U est une suite de Cauchy dans L™ (Q; C(0,T ; H)).

Démonstration : On tire de (1.15) que si n > 1,

A (e) - wme) + AW - a@® +a@™! - W ae +

X(un—unal) dt

+ BWYH - 3™ ) aw(e)

un+1(o) _ un(O)

i
O

On peut donc appliquer le Théordme 3.2. du Chapitre 2 & un+](t) - un(t),

d'od :




...8.5_

. ' t
[l" ey - o (o) 2, 2/ @™y -a®, - s as +
a .

- t 2 t
(1.16) { - + 2;/ [ B gs 2/ @1, B™-B™ YY) aw(s) =
) -7o0 o
t rt
= 21/’ (ﬁn+1—un, -t l)ds +./ [lB(un) - B(un ]) ll; ds
o o
- ~ L. e GZ’Z P
oii (v, B(v)) désigne 1'élément de®” (K ;R) défini par :
n, 4y
(v, B(v)) k = (v, B(v) k), Vk € K.
‘En utilisant 1'hypothése (1.2), on tire de (1.16)
2 t _ ot o
[ () - o] < 2x/ W, P as +/ [ [B@™ -3 D[ a
o : o
t ntl n n - n-1
- 2 / (u "=u, B(u) - B(u )) dW(s).
o
Donc, a fortiori :
su n+l1 ' t n+tl n n
(eéi ! (8) ~ u (e)l < 2)ME /’ | (@ -u, u —u )l ds +
o
‘ t n n-1 2
aan { +E/ || BG™ =B D[] ds +.
0
.sup 0 n+l n n n-1
+2F ‘o<t -u , B(u) = B(u )) dW(s)
Or :
t t 2 .
veefo,r] , 228 / | ™ e, l)l ds s—é—T—E/ [P ™ |Tas +
o o

t .
+3x2ﬂ3/ lﬁhfrllzd&
o]
(8) - u(e) %) +

A { t — 2
+ BAZTE j lun-—un ]]
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sup

2ECp et

. .
/' @, B = B an(s)
o]

t
)< 6 E | ( Iun+l~unl2.
L],
LIBED - B2 a0 '/? ]

1 sup
< 3 Goee

3 uIH‘l(e) _ un(e)l 2) +4

' t n n-1,12
+9E/]mm)—3m )HZ@.

o

En reportant ces majorations dams (1.17), et en utilisant 1'hypothé&se (1.7

on obtient :

’ t
- 2
(1.18) E(::i Seey - WPe) |2) <C /' B [uPs) - v e)|” as
. . O
od C = 3.(10 k2 + BXZT).

Posons

p AT

sup lun+1

) 2
o<t ORETONIDE

i

E (
On déduit de (1.18) que :
‘ t n-1
(1.19) ? o) < c/ ® " (s) ds.
.. o

En itérant 1'inégalité (1.19), on obtient :
n,.n

(a0 Pt o S,

Donc :

n,.n

) -] H <« & L.

n!

sup | n+l

E(tST

Le lemme découle de cette majoration.
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Etablissons maintenantile :
Lemme 1.2. : u veste dans un borné de 1P (0x ]O,T[ V).

' Démonstration : Appliquons le Théoréme 2.1. du Chapitre 2 & up(t)

) T T 2
[u"(T)| © + 2 / <A (WM, o > dt + 2)\/ o™ de +
. o - o
T n n-1 2 T n-1
(1.21) + z/ (u”, B ) ai(e) = fu |7+ 2x/ (u", u© ) dt +
[0} . (o]

T
n T . i ’ n—1
+ 2 / <f, u >dt+2/ (u ,dM) +Tr<<M—/B(u ) dW >>¢
(o] . [o] (o}

D'oli
T oL T a2 2
2E / A(UYY, uo > dt + 2)E / o] ©at < B (Ju |
o} ‘ o . o
(1.22) ’
T T
+ 2)E / W, Hae + 28 / <f, o > at +
o o '
: T 2
+ E(|M(T) -/ B(™ Hyaw| ).
(]

Posons

f = f] + fz, ol :

£ € 12ce; 1Y0,1,m)

£, € 1P (ax Jo,T[ 5 V1)

2

I1 résulte du Lemme 1.1. que u" reste dans un borné de LZ(Q; c(o,T ; H)).

2 T.nn—] T n
E |ul +2%E/ (u™,u )dt+2E/ (£, ™) de

(o] o

. n-1 2
+ E |M(T) —-/ B(u" ) aW|” < ¢’
- . (o]
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Et on tire de (1.22) et (1.23), en utilisant 1'hypothdse de coercivité (1.1

: T _ T
(1.24) 20E / 11u®]] Pat < ¢' + vT + 2 E / <t,, u" > de
o ) o
or @ )
T n 20. T 2 - B T !
(1.25) - ZE/ <f,, u > dt$—-E/ [Pt + S o P E/Hf]]p dt
o P o P } 0 *

I1 résulte finalement de (1.24) et (1.25) :

T ar P v
e[ [RP] e <o
)
I1 résulte du Lemme 1.1 et de 1'hypothé&se (1.7) que :
(1.26) @ > u dans 12 (8 C(0,T ; H))

(1.27) B(u") + B(u) dams L2(; L (0,T ;X2 (XK,M))

Par ailleufs, il résulte du Lemme 1.2 et de (1.26)
(1.28) & ~ u dans 1P (2% ]O,T[ ;V) faible.

De plus, d'aprés le Lemme 1.2 et 1l'hypothé&se (1.2), A(un) reste dans un
1
borné de TP (Qx.]O,T[ ;V'). Donc de toute sous—suite de A(un), on peut extraire
1
une sous—suite qui converge dans P (Qx:]O,T[';V') faible. Mais toutes les

limites sont nécessairement &gales.

Soient en effet X, et X, des limites correspondant & des sous-suites

différentes. En reportant (1.26) et (1.27) dans 1l'équation (1.15), on s'aper—.
N .

coit que toute la suite./ 2 A(s,un(s)) ds converge dans-Ll Q, vh,

Dlof I
Vi, et tZE[O,T] . D'odl !
t <
/2 X_(s) ds=/t2X (s) ds ,Yt,, t_€[o,T],
t 1 t 2 2
1 1

’ 1
1'égalité ayant lieu dans l'espace P (9; V'). Et ceci entraine que X, = X,

dans Lp' (QX]O,T[ AN
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Et finalement :
1
(1.29) ~A@™ ~ x dans LP (ex Jo,T[ ;v') faible

. En utilisant (1.26), (1.27), (1.28) et k1.29), on peut passer 4 la limite

dans 1'équation (1.15), d'oi :

du(t) + x(t) dt + B(t,u(t)) dW(t)

Cf(t) dt + dM(t)
(1.30)
u(o)

]
ot

I1 nous reste donc, pour terminer la démonstration du Théoréme 1.1, &

montrer que X = A(u).

En prenant 1'espérance mathématique dans (1.21), on obtient :

T n n 2 n 2 T n
2E /’ <A(u), u > dt = E([u0| ) - E(iu (T)f ) + 2E /’ <f,u >dt
‘o ' o
T -1 T a1 2
+ 2)E / (T - dhde + E(]M(T)~/ B(u" ) dw|“)
o r ' o

Et grice 3 (1.26), (1.27) et (1.28)

T n n 1 c 2 1 2 T
lim E /P <A(u), u > dt = E-E (Idol ) - E-E (Iu(T)I ) + E /- <f,u >dt

. - O o]

| ' T 2
5 BT - / B(u) dW|
o

Et donc, d'aprés‘(l.BO) et le Théoréme 2.1. du Chapitre 2,

T : T
(1.31) lim E / AWM, vt > dt = E / <X u > dt
nm
o] (o}

Or, d'aprds 1'hypoth&se de monotonie (1.1),

, ) vverP(exJo,of ;mn 1 (ox Jo,r{;m,
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“r T ) T
(1.32) E /’ <A(un)—A(V), u-v > dt + AE /. |un-vl dt > 0
o o '

Passons 3 la limite dans (1.32), en utilisant (1.26), (1.28), (1.29)-
et (1.31). Il vient :

T . T
(1.33) E / <x=A(v), u-v > dt + AE / ]u—v]z dt > O
(o] o

On peut maintenant, comme dans la démonstration du Lemme 2.5 du Chapitre 2,
poser v = u ~0w [e> 0, V € LP (Qx] O,T{ sV) an(Qx]O,T[ H)} > diviser (1.33)

par O et faire tendre 6+ 0. D'ol :

T
E / C<xA(w), W > dt » 0, VWELP(SZX]O,T[ sV) N LZ(QX jo.T[:m
(o]

Donec X = A(u).

Remarque 1.2. @

On a un résultat analogue en remplacant A par une somme d'opérateurs,

comme au §5 du chapitre 2.

Sous les hypothéses énoncées dans ce paragraphe quant aux espaces V.,
q 3
si A = i§1 Ai5 oli chaque Ai vérifie les hypothéses (1.1) ... (1.5) [oﬁ v,v!
et p‘sont remplacés par Vi’ V{, P (pi > ])] , alors 1l'équation (1.12) a une
solution unique :
Pi

q
ue. N L
l:

2
T ax]or[ v nifca, cor s )

Donnons un exemple qui rentre dans le cadre

Exemple 1.1. : Soit & un ouvert delqn, W(t) un mouvement brownien scalaire.

On étudie 1l'équation :

A du(t,x) - Au(t,x) dt + u>(t,x) dt + u(t,x) di(t) = 0
(1.34) ’ -

u(t,X)lZ =0, u(o,xs = uO(X)

ot I = wg]o,T [, uo(.)EL?(é‘)




_9]_

Posons :

it
i

- Au

_E 2 1 '
k=R, H=17©, v, }10(9'),1>1 2, Al(u)

L
v, =L , P,

I
1

|
[

4 Az(u) =
Alors 1'équation (1.34) s'écrit :

du(t) + A]u(t) dt + Az(u(t)) dt + u(t) dwW(t)

1l
o

(1.35)

I
[

u(o)

Et cette &quation a une solution unique :

1

syt x Jo, o[ =) n 1’ @5 co, 1507 (@)))

nes? (ex Jo,T[ ; &

§2. EXTENSION DES RESULTATS DE LA METHODE DE_PICARD

Nous allons maintenant généraliser le Théoréme 1.1, en remplacant 1'hypo-—
thése de Lipschitz sur la famille d'opérateurs B,(1.7), par une hypothése de
Lipschitz locale. Le résultat que nous allons &tablir nous sera utile dans le

paragraphe suivant.

Le cadre général &tant le méme que ci-dessus, on fait les mémes hvpothéses
(1.1), (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5) sur la famille d'opérateurs A(t,.), et on
se donne le méme processus de Wienmer W(t).

. s 2 e

On suppose que la famille d'opérateurs B(t,.) de H dans £°(K3;H) vérifie

(2.1 B(t,0) =0

(2.2) Y C sous~ensemble borné de H, 3 kc tel que :

IIB(t, u) - B(t,v) {Iz < kC Iu—v[ ,"Yu, v€C, p.p.t.

(2.3) Yu € H, t -+ B(t,u) est Lebesgue mesurable de ]O,I?[ 3 valeurs dans
2 (K;H). .
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On fait de plus 1'hypothése suivante sur A et B : Ja >0 et A,v tels que :

2.8 2 < ACc,w,u >+ Al ? v sal o [P r []Be0 |1
Remarque 2.1.
On vérifie aisément que (2.4)=>(1.1). Par ailleurs,
(1.1) + (1.6) + (1.7) => (2.4).

Remarque 2.2.

Grice 3 (2.2), p.p.t u > B(t,u) est continue de H dans<f2(K;H). Donc
si u(t) est non ant1c1pat1f a valeurs dans V B(t,u(t)) est non anticipatif

a valeurs dans Ji (X;H) .

Lem@§v2.l. :
Sous les hypothéses (1.3), (2.2), (2.3) et (2.4),
st u e tP(ax o, sm n t2x] o, [;m), ators :

B(w) € Li(ox Jo,7[ 5 £ixsm).

Demonstratlon :

I1 résulte de (1.3) et (2 4)

(2.5) 1B (t,w < 28 |]ul|P.+ xiulz +v, Yu€vV, p.p.t.

Ik
2
Donc, d'aprés (2.3) et (2.5),

si, u € LP(0,T;v) N LZ(Q,T;H), B(u) € LZ(O,T;ZZ(K,H)).

I1 nous reste & montrer que B est mesurable de LP(O,T;V) n LZ(O,T;H) dans
L2(0,T;2Z2(K,H)). Pour cela, LZ(O,T;Efz(K,H)) tant séparable, il nous suffit
de montrer que B est continue de LP(O,T;V) n L2(O,T;H) dans L2(O,T;252(K,H))
faible.

Soit {u } une suite convergente de LP(O T;V) N L (0,T; H), et u sa limite.
Alors, griace & (2.5), - B(u ). reste dans un borné de L (0,T; Jﬁ (K,H)).
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Donc, de toute sous—su1te de la suite {B(u )}, on peut extraire une sous-—
suite qui converge dans L (0,T; ;f (K,H)) falble Si nous montrons que toutes
les limites de ces sous—suites convergentes sont égales 3 B(u), cela suffira

& prouver que :

B(u ) ~ B(u) dans 12(0,1; 2%(x,H0)) faible.
Soit donc une sous-—suite {B(uu)} telle que :

B(uu) ~ X dans Lz(o,T;xz(K,H)) faible.

Alors, de la suite {uu}g on peut extraire une sous—suite {u ' } telle que :

uu (¢) - u(t) dans H, p.p.t, et donc, grace a (2.2),
k

B(t,u (t)) ~» B(t,u(i)) dans H, p.p.t.
Hx

D'olli nécessalrement :

= B(u).

Théoréme 2.1.

Sous les hypothéses (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (2.1), (2.2), (2.3)
(2.4), si u est donnée par(1.9), M par (1.11) et :

1 . .
(2.6) £ et? (Qx:lO,T[ V') non anticipatif, alors l'équation :

du(t) + A(t,u(t)) dt + i;(t,u(t)) dw(t) £f(t) dt + aM(t)

(2.7)

u(o) = u

a une solution unique.
u etP(ex]o,7[ ;v n 12(a; ¢(0,T,H)),

processus bien mesurable d valeurs dans H.

-~
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Démonstration :

(2.8) Bn(t,-) vérifie les hypothéses de Lipschitz (1.7) et de

(2.11)

a) Existence

Nous allons “approximer" la famille d'opérateurs B(t,.) par des familles
d'opérateurs Bn(t,-) qui vérifient :
mesurabilité (1.8).
(2.9 Bn(t,u) = B(t,u) si Iul < n, p.p.t.

Vu € H, p.p.t.

(2.10) B ew ], <[ [BCe,w]], z

On a le :

Lemme 2:23 :

Il existe une suite Bn(t,-) qui vérifie (2.8), (2.9), (2.10).

Admettons pour 1l'instant ce lemme, que nous démontrerons aprés le Théoréme.
i

On peut\appliquer le théoreme 1.1 & 1'équation.

au(t) + A(t,u"(t)) dt + BU(t,u(t)) dwW(r) = £(r) dt + dM(t)

[

u

w’(0) = u_

n P . o
u est donc défini de facon unique comme élément de

2 n .
Lp(QXf]O,Tf[;V) n 1"(Q; C(0,T;H)), u (t) &tant bien mesurable & valeurs dans H.
Définissons la suite de temps d'arrét :
(2.12) To=dnf {t<T; |u(©)]>n}.

" Sur l'intervalle stochastique [O’Tn] s u vérifie 1'équation (2.7).

De plus, on vérifie aisément que la suite des temps d'arrét Tn est crois-—

sante, et que :

2

:

¢
i
t
i
i
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]

(2.13)  sim>mn, u(t) = u(t), VtE[O,Tn]
La relation :

(2.14) . u(e) = () , veel[or]

définit donc un processus & valeurs dans H sur l'intervalle g [O,Tn] , qui

est solution de (2.7) sur ce méme intervalle E [O’Tn]'
I1 nous reste a montrer que :

(2.15) tfo,r ] =Jor] s,

(2.16) | u etPeax Jo,7[ ;v n1ice; c(o,1;m)
Pdur cela, nous allons é&tablir le :

Lemme 2.3. :

n 2
u - reste dans un borné de :

Px Jo,7[ s n 1X@; c0,T;m).

Admettons un instant ce Lemme, que nous démontreronsaprés la fin du

Théoreéme 2.1.

Alors, d'aprés 1'inégalité de Biénaymé-Tchebicheff)

sup n 2
p(SUP lun(t)l> 3 < E(FgT u ()9
t<T D 'nz
(2.17)
c
< 7
n

Donc la suite décroissante d'événements {Tn <FT} vérifie :
P( g {Tn < T}) =0, ce qui signifie que :

(2.18) P(Y{T=1h =1
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(2.15) est démontré, et de plus :

(2.19) p.s., ‘un(t) » u(t) dans H, uniformément en t.

Mais alors, d'aprés le Lemme 2.3,

. . 2 o
(2.20) u® =~ u dans LP(9x ]0,1[ ;V) faible et damns L7(2; L (0,T3H))
% faible.

(2.16) résulte alors de (2.19) et (2.20).
b) Unicité
Tntroduisons la suite croissante de temps d'arr@t :
Sn= inf {t £ T ‘u(t)l > n} .

Alors u(t) = un(t), vVté€ [O’Sn] , od " est 1'unique solution de

1'équation (2.11).

or U [o,sn] = [o,T] »p.s.

Donc u est unigue & 1'indistinguabilité prés.
; q g P .

Démonstration du Lemme 2.73.

11 résulte de (2.4), (2.5) et (2.10)
(2.21H) 2 < A(t,u),u > - HBn.(t,u)H; + Xlu[z + v > a Hqu

(2.22) |8 (t,u) ] lé s 2B ‘1 ]u'| |'P + )\lulz + v

Appliquons le Théoréme 2.1. du Chapitre 2 a Tl

n 2 t n n t honon | 2
lu (t)] +2/<A(u),u>ds+2/ (v ,B (u)) dW(s)=Iuol +
0 o
(2.23)

t t «
+ 2/ <f, u" > ds + 2/ (o, dM) + Tr << M—/ B (u") dW >>_
(o] B (o] (o]
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I1 résulte de ce que s
u" € tP@xJo,o[ 5w n 12(2; c(0,T;H)) -

que les intégrales stochastiques dans (2.23) sont des martingales, car la

. . . . L o] :
racine carrée de leur processus croissant appartient & L (). On peut donc

prendre 1'espérance math&matique dans (2.23) :

. t
RO E/ [2 <A@ ,u™> - |3 W™ H;] ds =
(2.24) ' © :

t t
= E(]uolz) + ZE/ £, o > ds + E|MCD) |% - 2E(M(t),/ B (u") aw)
. o] - ’ o]

On tire de (2.21) et (2.24) :

: t t
E(lun(t)lz) + ocE/ Hun(s)des < E(Iuolz) + vt + )LE/ lun(s)lzdsx
: o

(2.25) + zE[</t‘ If;]z' ds>1/P'</tHunHPds>]/P] + E |M(p)| 2,

o

: t 1/2
+ 2.<E{1M(t)[2} E/ |8™ (™) H; ds>
A ,

Mais :

(2.2'6) .‘ZE[(J/OtlIf}[z‘ds>1/p'</()t]iunHPds>1/p]s %E /OtHun(S)HPds +‘

t ° :
, 1/2 o t
(2.27) 2<E{|M(t)]2} E/ HBn(un)H; ds) < —gB-E/ HBn(un)H'; ds +
(0] ) o]
2
+ ¢, E (M)
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Or, grice & (2.22)

t t
(2.28) 9—‘-!—3- E/ HBn(un)Hz.ds < %E/ Hun(s)des +
: o ) o

t
oA n 2 aVv
+-é°é-E/o ‘11 (S) i ds ‘*‘"6‘8“12

D'aprés (2.25), (2.26) et (2.28)

t
(| u™(e) |2 +93-E_/0 e | [Pas < BClu 1P + (1 e g v

| T o : ,
(2.29) *CE /o [1£]] P ras + ey B(uem | +

t
+ A1+ %ﬁ? -/ E(]un(S)lz) ds
o

De (2.29), on tire, en utilisant le Lemme de Gromwall

(2.30) sup E(lun(t)!
t<T

< k-

2
.) 1

Et donc, en reportant (2.30) dans (2.29)

. |
(2.31) E/ [1e®(e) | |Pat < &

2
o

Par ailleurs, on tire de (2.23)
n 2 t n 2 t n 2
|6y |2 + cx/ [[o2(s) | [Pds < |u|? + vt + x/ sy |2 as +
o © o
o

t t t
+ 2 / < £,00 > ds + 2 / (u",dM) - 2 / (", B (u)) dw(s) -
- o

-2 Tr << .M, / BU(u") aw >> + Tr << M >>
v

t
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. ) t
E(sup lun(t)lz) § E(sup {lun(t)lz + oc/ I [un(s)l !pds}> <
( t£T CowkT : o : /

<E(Iu0|)+wr+m/ lu™(6) | dt+5E/ [ [P ae +

(o} o

'Y ji £ ||, at + 2E(|M(£)|7) + E |37 (u") , dt+

(e}

t t
+ 2E<_supl/ (un,dM)l> + 2E<sup! / (un,Bn(un)) dW]>

t<T ‘o tgT o

Or, d'aprés le Théoréme 1.3 de la lére partie :

t . T n 9 1/2
(2.33) 2E<supl[ (un,dM)l> < 6E </ [a"(e)|* a {Tr <<M>>t}‘>
o}

t<T ‘o

1 2 2
s,EE(§EWWQ{>+C5mm@H)

; t n._n,n T n;2 n, n 2 1/2
(2.34) 2E<sup|/ (v ,B (u ))dwl> < 6E (/ |7 1B ) 5 dt>
t<T ‘o o]

T
1 n 2 n, n 2
< 5 E(sup [u (0)] +CE/ 187w | [5ae
3 <t<T ) 3 o 2

I1 résulte de (2.22), (2.30), (2.31), (2.32), (2.33) et (2.34) que :

(2.35) . E(sup lﬁn<t)12) s kg
T
Le Lemme découle de (2.31) et (2.35).

v

VDémonstrai:ion du Lemme 2.2.

Soit kn la constante de Lipschitz des B(t,.) sur la boule {[uls n} .
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On pose :
p=mn+ %—-sup ess (TUP llB(t’u)!|2)'
n t u|<n

Soit k 1la constante de Lipschitz des B(t,.) sur la boule {|u] < o}
Si u € H, on note [u]n la projection de u sur la boule-ﬂul < nl .

*-
Si xe R, on note x = sup (%,0).

On définit alors Bn(t,u) par :

n ~ kp_. |u —_[u]nl +
(2.36) BU(t,w = (1~ e, IO, > B(rt,[u]n) ;

avec la convention Bn(t,u) = 0 si I]B(t,[u]n)llz = 0

Nous allons montrer que la suite Bn(t,.), définie par (2.36), vérifie

(2.8), (2.9) et (2.10).

Pour alléger les notations nous &criromns Bn(u) et B(u) au lieu de Bn(t,u)

et B(t,u). Toutes les indgalités ci-dessous seront vraies p.p.t.
(2.9) est immédiat.

Remarquons que grdce 4 la définition de p, Bn(t,u) = 0 si ]u[ >p « En

effet, si Iul > P, lu—[u]nl > p — D

Mais par définition de p,

k -

(1 _ kp IP- u P] f g
SIS P

.

I1 suffit donc de vérifier (2‘10) pour les u tels que [u] < p. Or, si iu <p,

IN
-

130 = B[l 11, <k, lu = [u],]
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D'oii :
o les]) s HBll, +xg le[u] ]

Mais :
B @) 1, s dIBCu] DI, -k lu-[a] DT

Donc .:

ll, < 1B,
Montrons maintenant éu; Yu, v € H,
(2.37) |18 () - gncv)H?_ \< éan + 1) [u-v]
Considérons trois cas :
texr cas : |[B"w|], =|[B* (], = 0. (2.37) est vérifiz.
2eme cas : |[B"(w]]|, =0, |[B"W™]|], >0
Alors nécessairement :
(2.38) [scfu] )11, < k) Jue[u], |

NG RIS i W

Donc :

(2.39) " - "], = [[B"w ],

-

B, =%, e[,

il

BRI, =, T[], ]+

ri ol ] = v=E,D
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Or on Vérif-ié' aisément que :
RO [ (I W IR T
T1 résulte de (2.38), (2.39) et (2.40) :
I an(u) - Bn(v) i lz < ! I‘B([V]n) ! [2 - HB([u]n)I !2 +
+kp [u—vl

< B - B[] 1, + i lumv]

< | .(kn + kp) Iu-—vl
3eme Cas ¢ |[B(w]], > 0, [[B"W][, >0

Alors :

i lu - o]l ]
l(l' HB(EQQYH2V> B([u]

S 1=,
" ( 5T, >HZ>B<["1 )

[18%(w) - 8", =

k lu—[u] l kp [v— v 0
llB({ﬁ] 2IPRRIEN N NP

+ [[B([u] ) - B([V]H)HZ

< kp lu—-[u]nl—l v ~[v]n[‘

A
RIEGRIF

13l 1, ~TBCI L)

flIB([u]n> - s([v] )11,
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S e[, |
or || 8" ||, >0 = T, <!

Donc :
8% - @], < G+ 2k fu-v] |

Remarque 2.2.:

Nous avons &té obligé de remplacer :

1'h =5 R .2 . 1 . P' A .
ypothése : £ € L°(2; L' (0,T;8)) + LP (ax Jo,T[ ;v") ;

par : -+ fetP (ax Jo,r[ v
Avec la premiére hypothésg, nous n'aurions pas pu &tablir (2.31):.
En fait, nous aurions pu nous donner :
feLZ(Qx]O,T[ JH) + LP'(Qx]o,T[ V)
Or, dans la plupart des apﬁlications, p »2, donc p'< 2, auquel cas cette

derniére hypothdése est identique & celle que nous avons faite, que nous avons

choisie pour simplifier les &critures.

§3. METHODE DE GALERKIN

Les hypoth&ses concernant les espaces V, H et K, 1l'espace de probabilité
(2, %, P), et la famille de g—algébres 97t, sont les mémes que dans les para-—

graphes précédents.

Soit A(t,.) une famille d'opérateurs de V dans V' définis pour presque

tout t € ]O,T[ , et un nombre p > 1, qui vérifient :

(3.1 Bornitude : 3 B t.q.

I[A(t,u)]l* < B llul‘P_l , Yu €V, p.p.t.
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(3.2) Hémicontinuité :- -

8 > < A(t,u + 8v), W. > est continue de R dans R, vu,v, ¥ E'V,ﬁ).p.t."

(3.3 Mesurabilité : Vu € V, t > A(t,u) est Lebesgue mesurable,
de ]O,T[a valeurs dans V'.

. . 2 P
Soit B(t,.) une famille d'opérateurs de V dans £ (K,H), définis pour

presque tout te]O,T[ , qui vérifie :
(3.4) VheH,Vkex;VNeH+,3Lt4L;

| (h, B(t,u) k) - (h, B(t,v) k)| « L ||uv]]

Vuv €V tug. |lul], [[v]] < ¥
(3.5) VYu €V, t - B(t,u) est Lebesgue mesurable, de ]O,T[. a valeurs
da nsi,2 (X;H) . '

On fait d'autre part les deux hypothéses fondamentales suivantes sur les
P yp

opérateurs A(t,.) et B(t,.)

(3.6) Coercivité : Ja >0, A, v tels qﬁe :

2 <aCew, u>+ 2 ul? s v za [u]]? ] [Be,w]]F,

3.7 Monotonie :
: 2 2
2 < A(t,w) = ACE, ), u—v > + A |uv|® 3| |B(t,0) - B(t,m ][],

Yu, v€V, p.p.t.

Remarqpe 3.1.

 L'hypoth&se de coercivité (3.6) implique que A(t,.) est coercif au sens
de 1'hypoth&se (1.1). Donc gridce au Lemme 3.2. du Chapitre I, et & 1'hypo-
. ]
these (3.1), si u € LP(ax]o,T[ ;v), A(w € TP (2x Jo,T[ ;V'); et si u est

'non anticipatif A(u) est non anticipatif.

¥

4 e Ty 8
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Remarque 3.2.

Grace i (3.4), (3.5), (3.7) et (3.1, on montre aisément, par une demons~

tration analogue a celle du Lemme 2. 1, que si LxéLp(Qx:}O T[ ;AL (Qx}O Ti;H),

B(u) €1 (Qx]O T[ 22 (x, H)) De méme si ue€l’(Q; LP(0,T3v)) AL (L5 (0,T3H)),

alors B(u) € 12(2; 12(0,T; 22 (R, H))) .

De méme, on montre que p.p.t, l'application u -~ B(t,u) est continue de V
fort dansﬁﬁz(K,H) faible. iiz(K,H) gtant séparable, cette a@élication est donc
2 .
mesurable de V dans ;ﬁ (K,H). Il en résulte que sl :

1161?(9; LP(O,T;V)) n LO(Q; Lz( ]O,T?[;H)) est nonvanticipatif,

B(u)EiLO(Q; LZ(O,T;;fz(K;H))) est non anticipatif.

On se donne enfin :

-(3.8) u € 1% (a, f,e W, )

(3.9) f € LP'(QX ]O,T [;V') non anticipatif.

(3.10) M €M*(0,T;H).

(3.11) W(t) un processus de Wiener défini sur K, d'opérateur4de

covariance J, l'isomorphisme canonique de K' sur X, adapté 3 la

famille gi.

On étudie 1'équation :

du(t) + A(t,u(t)) dt + B(t,u(r)) dW(e) = £(t) dt + aM(E)

(32.12)
ulo) = u
On va établir le :
Thép;éme 3:1.
Sous les hypothéses (3.1) ...(3.11), [ équation (3.12) a une soluiion

unique

o

P
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N
7

u € 1P(ax Jo,r[ sy n 12(e; c(0,T;1),
processus bien mesurable & valeurs dans H.

Démonstration :

a) Unicité :

Soient u et v deux éléments de LP(ij]O,T[ V) N LZ(Q; Cc(0,T;H)),

processus bien mesurables 3 valeurs dans H, solutions de 1l'équatiom (3.12).

Alors :

d(u(n)-v(r)) +[At,u(®) - fle,v(e)] dt + [Bru(e) - B(r,v()]
(3.13) du(t)= 0
u(o) - v(o) = 0

Appliquons le Théoréme 3.2. du Chapitre 2 3 u(t)-v(t) :
t

E(‘u(t) - v(t)]z) + 2E}[ < A(w) - A(W), u-v >ds =
o

t 2
=E/ B -3 |12 ds
o
Donc, grace & 1'hypothé&se de monotonie (3.7)

(3.14) E(lu(t)~v(t)[2) < X/' EKlu(s) - v(s)[z) ds

(o}

D'aprés le Lemme de Gromwall, (3.14) entraine :
2,
E(Ju(t)-v(t)|") =0, Yt € [o,T]

b) Existence :

Nous allons approximer 1'@quation (3.12) par la méthode de Galerkin,
Etablir des estimations sur les solutions approchées, et passer & la limite

en utilisant la monotonie.

A Wl e A Bt T
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La démonstration va se faire en quatre parties.

i) Equation approchée

Soit {21, 22, .. 3 & 5 ...} une base orthonormée de H formée d'é&léments

n
de V.

On notera Vﬁ = Hh = V'n 1'espace vectoriel engendré par le systéme de

vecteurs {21, ...,zn}.

Soit Pn € &f(H,Hn) 1'opérateur ge projection orthogonale dans H sur Hﬁ'
i
On peut &tendre Pn en un opérateur Pn de V' sur'V'n défini par :
i

. n .
P u= % <u, L.,> Zi , uégVF

Soit {kl’ k ""‘kn""'} une base orthonormée de 1l'espace K, et soit

2’
mne';i(K,Kh) 1'opérateur de projection dans K sur Kn = Sp [kl’ . ,‘kn} .

Etudions 1'@quation :

d(u(£),2,) + < A(e,u(6)), &, > de + (2, B(t,u"(£)) a(m W(t))

(3.15)

]

< f(t), zi > dt + d(M(b), 9,1.) s i=1...n

(o)

]

Pu
n o

Nous allons ré8écrire 1'8quation (3.15) sous une autre forme :

Soit An(t,.) la famille d'opérateurs de Vh dans V'n définie par :

Y

n ,
A (t,u) = PnA(t,u) , ue€ Vn

i 2 ..
Soit Bn(t,.) la famille d‘'opérateurs de Hn dans £ (Kn, Hn) définie par :

n
B (t,u) = PnB(t,u) , u € Hn

e s -

o3

s bt £ e v
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Soit Wn(t) 1evpr0cessus~de Wiener & valeurs dans Kﬁvdéfini par :
Wi(t) = LW(E)
Soient : ‘ z

Y
p £ € (e ]o,r[5v)

h
il

s

2
P M €M (0,T3H )

53
u
o

]

2
P u, € L7(5H)
L'8quation (3.15) s'écrit alors :

( du(t) + A%(e,u™(r)) dt + BU(t,u’(r)) dW(p) =

(3. 16) = £7(t) dt + aM'(r)

n
u

n
u (o) o

L'équation (3.16) peut 8tre considérée comme une &quation différentielle
. noo. . <
stochastique de Ito dansR~, & laquelle on ne peut pas appliquer les résultats

. n s o . . .
classiques : A ne vérifie aucune hypothése de Lipschitz.
Mais on peut appliquer & cette &quation les résultats du §2. En effet,

. n _n n n . ... : .
on remarque aisément que A, B, Wn, £, M et u vérifient les hypothéses du

Théoréme 2.1, si on y remplace les espaces V, H, V' par les espaces V_, H
y P P 2’ tn

et V'n {si Bn(t,o) % 0, on modifie Bn'et Mp pour s'y ramener).
.L'équatibn (3.16) a donc une soluticn unique :
n P 2 o N
uetPiax]o,T| V) NOLO(R; C(0,T3H )

R s R ' ) =
oi - u est un processus bien mesurable & valeurs dans H .
n
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En utilisant les injections naturelles, on remarque :

(3.17) - ue P(ax Jo,7[ 5w n ?(e; ¢(0,T;1)

ii) Estimations & priori

Appliquons le Théoréme 3.1. du Chapitre 2 & un(t)

Iun(t)l2 + 2/

o}

t

(3.18)

o
o

N R . / B (u®

(e}

On tire de (3.18)

t t

/ lup(t)lz + 2/’

(o) 70

t

.- t
(3.19) PP 2 < £, u s as + z/ (", am) +
i o]

(o] (o}

+ Tr <<P_M-P / B(uD) AW >>
juk n

t n
Si N(t) = M(t) —/ B(u ) de, :
. (o]

-Tr<< PnN >> = (N, 'Q'i)>

t i £

B

t

< Tr<< N >>.

n;2 t n n. tn :
=]u‘+'2/<f,u >ds+2/(u,dMn)+
0

B
J

< A(u“),u“; ds + 2/ (™, B(d)) dai(s) =

(o}

t
< A", > ds + 2/ (LB ™M) awt(s) =
(o]

t
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On tire donc de (3.19)
n 2 fF " a = n. 2 2
P (2 [ [2<aw®, @ o= 1BaHIB] e < e
o
| t s} t n t n n
(3.20) ¢ +2/ < f,u >+2/ (", am) —2/ (u",B(u™) 7w dW(s) +
. (o] (o] (o]

X n
— << >>
+ Tr<< M >>t 2 Tr<< M, /0 B(u) wn dw ‘

Grice 3 1'hypothése de coercivité (3.6), on déduit de (3.20)

' rt . t
lun(t)l2 + a/ Hun(s)llpds < |u |2 + vt + A/ lunlz ds +
) ' © )

L t t t
(3.21) + 2/ < f,u" > ds + 2/ (", am) - 2/ (™, BM) T dW(s) +
. [ : (8] (o]

1/2

1/2/ ,t | 2
+ Tr<< M >> + 2(Tr<< M >>t) </ HB(un)_l 12 ds) .
' o

Grace a (3.17), on peut prendre 1'espérance mathématique dans (3.21), d'odl:

t t
E lun(t)l2 + ozE/ Hun(s)des < E Ju |2 + Vt + AE/ lunlz ds + |
o] ° o
. t o 9
(3.22) + ZE/ < f,u > ds + E iM(t)l +
-0
vzl (F0 02 >1/2
2 E B d
\ +2(ElM(t)l) </0H ([ ds
Or :
' - n o [5p.m P - p'
(3.23) 2F < f(s),u(s) >ds s 3 E [|[u"(s)||"ds + C E[ Hf(S)H* ds

0 (o} o

v e ety e
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: ' 1/2 t 1/2 t
( 2(E |M(t) [2) (E/ HB(un)Hg ds) < -é%E/ HB(J‘)H% ds +
- (e} (o}
+ C"E|M(t) 12
(3.24). - o t | n P
! : < EE/ lu(s)||Pas +

(o}

t
Vv, OA 2
+5ptt EEE/O | (s) |© as +

+ C"E |M(t) ]2

Eﬂ :egroupant~(3.22), (3.23) et (3.24), on obtient :

' 2 t t
2
(3.25) Elu’(0)] +3 E/O ||u"(s)[|Pds s ¢ + Cjt + 02/0 E|u?(s)|” ds
vee[o,r]
oli
2 T ' 2
¢ =Elu|”+ C‘E/o HE] 2" as +(1+c™) Em() |
o :
(3.26) ¢, = v+ ~5~é)
= e
c, = A1+ 3

De (3.25), on déduit, en utilisant le Lemme de Gronwall que :

(3.27) sup E lup(t) Iz < 03
tgT
Et aussi :
T a :
(3.28) E/ o) [P de < c,

(e}




S
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On déduit de (3.21)

, n 2 2. ' T n 2
E(sup lu (t)[ < E lu | +vT + AE /' [u (t)l ds *
t<T © o

' . T ot
(3.29) + ZE/ | < £,u” >| dt + 2E<sup [ (u", dM)| ) +

o <T ‘o

+

t ‘ ’ T
28 <Supl (u",B(u™) w dW]> +28 M |® + 5[ ||3e®]]? a
t<T /o o /0 2

Mais grdce & (3.1), (3.6), (3.27) et (3.28) :

(3.30) E/T]]B(n ]]2 it < ¢
. A u ) 2 < | 5

2 (T on, 2 T n, L 2
(3.31) Ela |[“+vr+ 28 [ [o™0)|" ar + 22 l<g,u™]ae + 28 |u(m|° < C
[o] [o]

6

Par ailleurs, d'aprés le Théor&me 1.3. de la lére partie,

t T | 1/2
" 2E{sup (un,dM) > < 6E[< un(t) 2 d {Tr<< M >> })
B ’ <t<T 'L /2 ] l t .
(3.32) )
< ~% E <sup Iun(t)[2> + C_ E IM(T)IZ
t<T 7 ,
t '\ - T 1/2
2F P B (u™ dw> < 6 < |2, o 2d> ~
<i:<l£ /o (u”,B(u) 7 < E[ /o [u| HB(U)Hz t
(3.33)

T
< l—E<suplun(t)lz> + C.E llB(un)]lzdt
3 \eer 8 /0' 2

I1 résulte de (3.29), (3.30), (3.31), (3.32) et (3.33)

(3.34) E(Sup lun(t)lz) < C9
t<T
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D'apres (3.28), (3.34), (3.1) et (3.6)

v

u® reste dans un borné de LP(QX]O,T[ sV N LZ(Q; c(0,T3;H))

’ 1
(3.35) A(un) reste dans un borné de P (QX]O,T[ ;VY)

B(un) reste dans un borné de LZ(QX]O,T[ ;;fz(K,H))

iii) Passage 3 la limite faible

~ - . . n . . )
Grace a (3.35), on peut extraire de la suite {u } une sous-suite {u™}

telle que :
H P . 2 o .
u ~ u dans L (QX]O,T[ ;V) faible et dams L7(2; L (0,T;H)) = faible.
n 2 Q .
u (T) ~ E dans L7(*4H) faible. .
, . ' '
A(un) ~ X dans 1P (Qx ]O,T[ ;V') faible.
o a2 2 .
B(u) -~ dans L (QX]O,T[ s L7(R,H)) faible.

L'ensemble des (classe‘s de) processus non anticipatifs de LP(QX]O,T[ 3V )
{resp. Lp'(Qx ]O,T[ sV, resp. Lz(ﬂx] O,T[ 3 ZZ(K,H))] est un sous—espace
vectoriel fermé, donc faiblement fermé de LP(SZX] O,T[ iy |
[resp Lp'(Qx ]O,T[ ;V'-) ,resp. LZ(QX] O,T[ 3 X/Z(K,H))] . En effet, les convexes ‘

fermés d'un espace de Banach sont fermés pour la topologie faible.
Donc u, X et T sont non anticipatifs.

Posons ¢

0 si t <0
6, (t) =
‘ 1 si t >0

Si (.{’(t) est une fonction définie sur [O,T] , & valeurs dans R, on notera
n

\f(t) la fonction définie sur ]-p , T + p[ (ot p > 0) par :
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" @ (t) si tE{b,T] -
p(t) = o '

0 sinon

L'équation (3.15) peut se réécrire (avec n = )

(_u“<t>, 2.) +/ <A@, 2,>ds +/ <zi,B<u”>> ™ i (s) =

o o £

(3.36)
/“'\__/ ~
=/ < f, SL >ds + M(t) + (u ,JL ) e(t) - (u”(T) L. ) 8 (t-T)
o .

Vte]—p, T ,i=1...u

L'application :

H
H
1

o - / 4(s) dii(s).
(e}

H
f

est lindaire continue du sous—espace de L (Qx] 0 T{ ;f (X,R)) des (classes de)
processus non antlc:Lpatlfs, d valeurs dans LZ(QX ]O T[) Cette application est

donc continue pour les topologies faibles.
Montrons que :
(3.37) B(uu) ™ ~ ¢ dans L2(QX]O,T[ ;IZ(K,H)) faible.

Cette convergence est équivalente & : ¢

T

t
E/ Tr [Q*B(u“).n ]dt > E/ Tr [Q *c]dt
(o] H (o]
2 2
v q (.,.) et x]o,r[; L7® M)

Or :

T
EL Tl‘['ﬂ': Q * B(uu)] dt

jea}
—
3
e
O*
o
P
[
=
Nt
=
W
L
rt
I

1

H N
(B, Q nu)),

si ((.,.)) désigne le produit scalaire dans 1'espace de Hilbert

12@xJo,1[ 5 £ x.m).
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 Domnc pour montrer (3.37), il suffit de montrer :

(@B, QT > ()

: et pour cela, il suffit que :

QTru + Q dans LZ(QX]O,T[ ;;&Z(K,H)) fort

Or, d'aprés le Théoréme 2.3. de la lére partie,
2
”Q (t,m) "Tu "Q(tam)llz + 0 pP.-p.Ty, P-5-y

et donc gridce au Théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

T 2
e [ o, -l e o

On peut donc passer & la limite dans (3.36), griace & (3.35) et (3.37)

/—-\\______, ————————
(u(t), %) +/ < X%, > ds +/ (2,,0) dw(s) =
(o] (o]

(3.38) T o—  ~

=}£ <f, 2, >ds + M(t) + (uo,li) 6(t) - (8,21) 6(t~T)

Vte]—p, T+p[ ViéN

De (3.38), on tire :

(3.39) &= u(T)

du(t) + x(t) dt + z(t) aw(t) = £(r) dt + dM(t), refo,r]

(3.40)

u(o)

u
(o]

TI1 nous reste maintenant & montrer que X = A(u) et ¢ = B(u).
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iv) Méthode de monotonie

Soit v € LP(QX]O,T[ ;) N LZ(QX ]O,T[ sHY)
Posons :

T T e 2
X, =2 / e Mt A"y - A, Wev > ac + AE/ e | M| at -
(¢} . (o}

T -At u 2
—E/ e HB(u)-—B(v)H2 dt
o : ‘
Grﬁcé 3 1'hypothése de monotonie (3.7),

Xll > O.

Dans Xu , tous les termes passent & la limite grice & (3.35), sauf :

T . T :
Y- 2E/ e At <A™, W' > ar + )\E/ e M uH|? at -

. T
-—EL A B ]2 e

En prenant 1'espérance math&matique dans (3.20), on obtient :

t t . -
Eluu(t)i2 + ZE/ < A(uu), W > ds = E [Puuolz + ZE/ <f, u >ds +
o o

(3.41)

- + E {Tr<<P M~ P / B(uM)awM>> )
u u/, t

La relation (3.41) prouve en particulier que la fonction t - Eluu('t) 12 est

absolument continue, donc :

(3.42) e M e[ ©) |3+ 20 E o) Par = e a & a0
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De (3.41) et (3.42), on déduit :

. T T
e AT Eluu('.l.‘)[2 + ZE[ e At < A(uu), ot > de + )\E/ e )\tluplzdt=
o . o '

T T
-5 |pu |+ ZE/ e M e uts dr + E] e e BuMn ||? ae+
v o A o u w2

T .
+ E/ e At d § Tr]<<P M>> - 2<<P M,/ B(uu) awts>>
(] H t Ly 0 t

Or :
T T
Y < ZE/ e}‘t<A(up), uu>dt+)\E/ e)\tluu‘z dt ~
u :
o o
T
- E/ e M e B(uM)w 112 at
. o u H 2 !
. |
2 2 T |
'YU < Eluol - e AT E luu(T)l + ZE/ e At <f, o> de +
0
(3.43)

T T ‘ ‘
+/ M ale |p o |2) - 2/ e fa E<P M(t),/ B(uu>qu>
o u o Lo o ’

Mais 1l résulte de (3.35) et (3.39) que :

.4 limsw (- E "M ]H < - Blum|?

D'autre part si t gu(t) est une suite de fonctions 3 variation.bornée

de[O,T]dans R, t.q. gu(o) = 0,

T ‘ T
(3.45) / e )\tdg () = e AT g (T) + 1 / e—)\t g (t) dt
o U A A o H
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R AL U LU T S Tt

En posant successivement- :

t
- 2 - LN ‘
g () = E lPuM(t) |” et g, (£) = E(Pu M(t),/o B(u') dW ) )

On s'apercoit que 1'on peut passer a la limite dans le membre de droite
de 1'égalité (3.45), en utilisant notamment le théoréme de convergence dominée

de Lebesgue. Donc :

T T
(3.46) / e a '{ElPuM(t)lz} - / e g {ElM(t)l?}
o o o

t T

T
(3. 47) / e Mg {E(PuM(t),/

o o

B(u") daw')} +/

(e}

t
A g {E(M(t),/ zaw)}
o]

On tire de (3.43), (3.35), (3.44), (3.46) et (3.47) :

. 2 - : -
lim sup Yu < E |uol - e ATElu(T)IZ + ZEE/ e At <f,u> dt
: s

(3.48)
T T t
+/ e M g (E lM(t)[z} - 2/ e Mg {E(M(t),/ zdw)}
[}

Par ailleurs,,grﬁce-é (3.40), on peut appliquer & u(t) le Théoréme 3.2.
du Chapitre 2 :

2 t 2 t
E|u(e)|” + 2E / <xu> ds = E [uol + ZE/ <f,u> ds
Lo (o] (o]

t
+ E|M(t) —/ delz

o

. De plus, en utilisant une relation analogue & (3.42), on obtient :
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T : T . T
2E/ ot <)<,u>-dt+AE[ e}‘tlulz dt—E/e )‘tHgHg dt
[o] (o] (o} .
12 =T 2 T e | -
(3.49) = E[uol - e TElu(T)|” + ZE/ e " <f,u> dt
’ o)

T T ‘
+/ e a o] - 2/ " a {E(M(t)’/ s

‘o : o o

Comparant (3.48) et (3.49), on obtient :

T e 2 2
lim sup Yu 3 E./‘ e [2 <Xu> + Xlu! - llCl‘z] dat
o]

D'oti finalement :

T .
0 < lim sup Xu < 2E/ﬁ e At <x=A(v), u-v> dt
o
(3.50)

T _ T _
ot at -5 ) & |leBw||2 ar
[o] (]

L'inégalité (3.50) &tant vérifige VveLP(gx]o,T[;w N 2 (ax Jo,7[ s,

on en déduit, en posant v = u, que :
z = B(u).

Mais de plus il résulte de (3.50) :

T T
ZE/ e M -A(v), u-vs dt + )\E/ e M [uv|® dt
o (o}

0

z

vy € 1P(ax Jo,7[ sv N L¥(ex Jo,7[ 5.
On en déduit, comme dans la démonstration du Théoréme 1.1, que :

X = A(u).;

u € tP(axjo,T[ V) N 1*(e 3 L°(0,T3H)) ,

i e Do i e b i o S o S i e o e e R L R D
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est donc solution de 1'équation (3.12). Il résulte en outre du Théor&me 3.1.
du Chapitre 2 que u € LZ(Q; C(0,T;H)), et u(t) est un processus bien mesura-

ble 3 valeurs dans H.

Nous allons maintenant &tablir un autre Théoréme d'existence et d'unicité,

avec des hypoth&ses plus faibles sur les domnées u s f et M.

Soient :
(3.51) u_ € L@, %, P ; H).
n! ‘
(3.52) £ €1°(; 1P (0,T;V')) non anticipatif.
. 2
€ : .
(3.53) M €M (0,T3H)

Théq;éme_ﬁ.?. :

Sous les mypothéses (3.1) ... (3.7), (3.11), (3.51), (3.52) et (3.53),

1l'équation :

Ldu(t) + A(t,u(t)) dt + B(t,u(t)) dw(t)

It

f(t) dt + dM(t)
(3.54)

I
[~

u(o)
a une solution unique :
o p
u € L (3 L™(0,T;V) N C(0,T;H)),
processus bien mesurable d valeurs dans H.

Démonstration :

a) Existence :

Nous allons procéder comme au Th&oréme 2.2 du chapitre 2.
Posons :

o = {w; luol < n}
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. . ' t
T =inf {t<T;y M(t)>n ou/. ]lf(s)]li' ds > n}
o

On définit alors :

up = 1 u
(o} Q ]
n
n £(t) si t € [O,Tn]
() = .

M(t ., T)

MnA( t)

n

uz » £ et M’ vérifient les hypoth&ses du Théoréme 3.1. Donc 1'Bquation :

du™(t) + A(t,u™(t)) dt + B(t,u™(t)) dW(t) = £7(t) dt + aM*(t)

3.55
( ) un(o)= ug

a une solution unique :

o € tP(ex Jo,1[ sv) n 12(Q; C(0,T;H))

~

Mais on montre aisément, comme au Théoréme 2.2. du Chapitre 2, que :
n P »
u - u p:s. dans L7(0,T;V) N C(,T;H),

ol u est solution de 1'&quation (3.54)



b) Unicité :

Soient u et v deux solutions de 1'équation (3.54). Alors :

I
(@]

dGa(e) - v(0) +[A@ - Aw]at + [Bw) - B(»] aw(e)
(3.56)

]
o

u(o)~ v(o)
Donc, d'aprés le théordme 3.1. du chapitre 2 et 1l'hypothése de monotonie :

2 t 2
|u(e) - v(t)|“¢ x/’ lu(s) - v(s)|” ds +

(o}

: t
+ 2 / (u-v, B(u) - B(v)) dW(s).

(o}

Si 1'on pose :

t
s, =mmede <1 fuo] >0, lvo] >0, /O [lu(s) [ [Pas >

ou /tllv«s)llP as > n}

(o]

‘ .AS
Alors / o (u-v, B(u) - B(v)) dW(s) est une martingale, donc :
o

tAS
n

N
>

E lu(ets ) |- v(tAsn)l? Elu(;Asn) - v(sASn)|2 ds

o

»

t
. < 7\/ E [u(shS ) - v(sAsn)l2 ds
. o
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Donc, grice au lemme de Gromwall :

B u(eas) - v(ens )|% = 0

vt € [O,T] , Vo € N.

Le résultat découle alors de ce que,

g [o.s ] = [o,'f] p.s.

§4. SOMME D'OPERATEURS

Soient H un espace de Hilbert, et Vi’ i=1,
réflexifs.
. q
Soit V= Vi' Muni de la norme :
i=1
q
lvll = = [lvll}
i=1 )

V est un espace de Banach réflexif.

On pose @

zj/.=vinﬂ , i=1...¢q

1

V- v

- 49

q espaces de Banach
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Munis des normes @

AR

it

vl

[l + 1ol

vl + Iv]

vy

@ﬁ} i=1...4q, et Fsont des espaces de'Banach.réflexifs. On suppose que

. et St e s s
R AN e e A AR BT R b i kil

chaque bq, i=1...q, etV, est séparable et dense dans H. Alors :

1

H' < U

1

Zfi c H

VFeu=n <l

Rema;qugvé.l. v

Les espacest{, i=1....q, Vet H ont les mémes propriétés que les

espaces Vi, i=1...q, Vet H introduits au §5 du Chapitre 2. Le fait de
faire sur nos opérateurs des hypoth@ses relatives aux Vi’ et non aux?f{,
constitue une généralisation qui sera utile au §5. Nous aurioms pu faire cette

transformation d&s le d&but. Mais nous avons voulu éviter d'alourdir 1'exposé.

Soient Ai(t")’ i=1...q, q famille d'opérateurs, tels que chaque

Ai(t,.) applique Vi dans V£ , et vérifie :

P
(4.1) Bormitude 3B t.q. : l]Aét,u)ll* ;S B llullil
R )
Yu€elV,
i

(4.2) Hémicontinuité 6 +—<Ai(t,u+6v), w > est continue de R dans R,

Yu, v, v € Vi

(4.3) Mesurabilité : Vu € Vi’ t + A(t,u) est Lebesgue mesurable de ]O,T[
L

p i valeurs dans V! . .
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Etant donné un espace de Hilbert séparable K, soient Bi(t")’ i=1...4q,
q familles d'opérateurs tels que : Vi et p.p.t, Bi(t") applique Vi dans
£2(K;H) et vérifie.: '

(4.4)  VheHVkeK, VNER,, 3L t.q. :

l(h, Bi(t,u) k) - (h, Bi(t,v) k)[ < LHu--vHi

Yu, v € Vi t.q. Hu”i, Hle < N

(4.5) Vu € Vi s

t > Bi’(t,u) est Lebesgue mesurable de ] O,T[ d valeurs
dans Y 2(K;H). ' '

On fait de plus les hypothdses fondamentales suivantes sur les 2q familles

d'opérateurs Ai(t,.) et Bi(t,.).A

(4.6) Coercivité 30 >0, A et v tels que :
q 2 q 21
2 T <A (tu), u>+2 lul® veo z [|u]],” *
.o P21

i=1 1

4 2
+H X Bi(tsu) HZ s, Yu €V, p.p.t.

i=1
4.7) Monotonie :
a 2
D Ai(t,u)—Ai(t,v), u-v > + )\[u-—vl >
i=1

(Bi(t,U) S Bi(tsv)) l ‘;

On se donne en outre.:
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2 .
(4.8) u € L°(Q, ¥, P;H)
o o
q " ’ v .
(4.9) f € 4 Pi (Qx:]O,T[ ;V'i), non anticipatif.
: i=1 .
2 .
(4.10) M € M”(0,T;H).

ainsi que W(t), wiener sur K d'opérateurs de covariance J, l'isomorphisme

canonique de K' sur K, adaptée & la famille gi.

Théo;éme 4.1,

Sous les hypothéses (4.1) ... (4.7), sZ u;, f et M sont donnés par (4.8),
(4.9) et (4.10), ’

. o )
3u€en L (@x]or| ;V.) 0 L7(2; C(0,T5H)),
i=1 .

processus bien mesurable d valeurs dans H, unique solution de :

i

q q
du(t) + X Ai(t,u(t)) dt + 2 Bi(t,u(t)) dw(t) £(r) dt + aM(t)
i=1 i=1 ‘
(4.11)

u(o)

I
ol

Démonstration :

Nous allons préciser ce qui dans cette démonstration, différe de celle du

Théoréme 3.1.

Nous nous contenterons de montrer l'existence, l'unicité découlant immé-

diatement de 1'hypothé&se de monotonie (4.7).

Soit {21, cees ln, ...} une base orthonormée de H, formée de vecteurs

de V. On notera :

1'espace vectoriel engendré par les vecteurs (2], cee Zn), et P 1'opérateur
: _ ' iy

de projection orthogonale de H sur Hn’ qui se prolonge en un opérateur Pn

. v 1
de sur V a

Qe gt

SNy

TSR T A At S TR S AR

NG i et e

s
SRl
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Soit {kl’ cee kn, ..%»} une base orthonomée de K, Kn 1'espace vectoriel
engendré par (kl’ cee kﬁ), L 1'6pérateur de projection orthogonale de K

sur K .
n

: ~ Soit alors A?(t,.), t E]O,T[ , 1= 1, «..5 q, la famille d'opérateurs de

V dans V 'définie par : -
n n

o "
Ai(t,u),— PnAi(t’u)'

n ’ : .
Soit Bi(t,.), tEf]O,I?[,i =1 ... q, la famille d'opérateurs de Hn dans
ig(Kn,Hn) définie par :

- 1

B (t,u) = P_B(t,uw) s u € H.

Soient :

n 2

u = Pu €L (Q ,Hn)
n

£ =P f
n

©
Alors si :
P= sup P
ie{1,..,q}

fn € Lp'(Q X]O,T[ ;an)

-~ 2
M = P M €M (0,T;H )
'Wn = ﬂnW est un processus de Wiener & valeurs dans Kn'
On considére 1'équation :

q . q .
du'(t) + T A?(t,un(t)) dt + % B?(t,un(t)) aw’ (t) =
i=1 i=1

b ([}.12)
= £7(t) dc + A (t)

n n
u (o)== u
()= o
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. q . q _ .

Les opérateurs I A?(t,!), % B(t,.), et les données uE s fn, Mt
i=

T

et Wn, vérifient 1esl§§pothéses du ﬂéoréme 2.1, si 1'on remplace les espaces

1 1
V, H, V' par les esPaces Vn’ Hn, v o

En particulier, il résulte de l'hypothése de coercivité (4.6)

4 5 2 P %oa 2
2 < T A%t,0), u>+ Ajul®+vsa llull} +l] B (W],
. i 1 . . 1 2
i=1 : o i=1
Vuev , ol io est tel que pio =p , et on peut choisir i!.]lio

comme NOYrme sur Vn'
12 . ‘ . n_._p 2 V
L'équation (4.12) a donc une solution u €L (QX]O,T[;Vn)flL (9 C(O,T;Hn))

De plus, on déduit de 1'hypoﬁhése de coercivité (4.6) et de 1l'hypothése
4.1) : '

jun [N}

n p Py 2
u~ reste dans un borné de L (Qx:]O,T[:;Vi) n L (Q ¢(0,T:H))

i=1

]

A ' p'.
(4.13) Ai(un) reste dans un borné de L l(Qxf]O,T[ ;V‘i), i=1l ... g

9 n _ 2 2
I Bi(u ) reste dans un borné de L (Qx]()ﬁf[;¢z (K,H))
i=1 :

: . . n .
On peut donc extraire de la suite {u"} une sous-suite {u"} telle que

W Pi :
u -~ u dans L (Qx:]O,T{ ;Vi) faible, i=1 ....q, et dans
12(Q; 1L7(0,T;H)) = faible.

u"(T) ~ £ dans L2(Q;H)) faible.
(4:14)

p'.
(TR i; . . .
Ai(u ) Xi dans L (Qz:]O,T[ ,Vi) faible, i=1 ... q.

Bi(uu) -~ [ dans Lz(Qxf]O,T[ 3 }CZ(K;H)) faible.
i

I A ]

i

«

[
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Alors u, X5 T sont non-anticipatifs, et on peut passer 3 la limite fai- |

ble dans 1'équation (4.12), d'oil :

q
du(t) + T X, (t) dt + g(t) aW(t) = £(t) dt + aM(t)
i=1
(4.15) . . u(o) = u_
u(T) =§
De (4.14), on déduit que :
d 1
we N LYo,mY) pes
1=1
(4.16) :
Py o
X3 € L (0,T; i)ps,:v.:‘l...q

On peut donc appliquer le Théor&me 5.2. du Chapitre 2, d'od :

t t

2 q
lue)|® + 2 = / <X;(s), u(s)> ds + 2/ (u(s) ,z(s)) duW(s)
i=1 “o o)
) t t
(4.17) = lu l + 2E/' <f(s), u(s)> ds + 2/ (u(s), daM(s))
' . ° o o

+ Tr <<M. -~ / t(s) dW(s)>> ¢
o .

Mais de (4.14) et des hypothd&ses (4.8), (4.9) et (4. 10), il résulte que

1'on peut prendre 1l'espérance mathématique dans (4.17) :

t
E‘u(t)lz<+ 2 1 E/ <X (8), u(s)> ds =
1=.1 o] .

t

2 t 2
= E|u0[ + ZE/ <f(s), u(s)>ds + E]M(t)-/ z(s) dW(s,)l
, o o
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On peut donc mettre en oeuvre la "méthode de monotonie'", d'une fagon
analogue 3 ce qui a été fait dans la démonstration du Théoréme 3.1, ce qui

donne ici : -

q q ~ N
T X.(t) = ¥ A.(t,u(t))
. i . i
1=1 1=1
(4.18)
q .
() = 2 B (t,u(t)
i=1
Te Théoréme est alors démontré. ) ) if

On peut aussi démontrer dans ce cadre 1l'analogue du Théoréme 3.2.:

Théoréme 4f2. :

Sous les hypothéses (4.1) ... (4.8); et 81 :

(o}
u €L @, % , P ; H)
1

q P - .
£fe 120 L l(o,zr;v'i.)) non anticipatif
i=1

2
Mem  (0,T;H)
alors 1'équation (4.11) a une solution unique :
o a Py .
u €L°(R; A L 7(0,T;v.) N C(O,T;H));
i=1 :

processus bien mesurable 4 valeurs. dans H.

§5. EXEMPLES
Introduisons les motations que nous utiliserons.

. ) 1} . s
Soit @ un ouvert de R, de fronti&re T.
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On notera WI’P(GQ (p > 1) 1'espace de Sobolev défini par :

WPy = (u €rP@) 5 s €1P(®) , i=1...n]
- i
On d&finit en outre Wé’p(&) comme la fermeture defb(&ﬁ dans WI’PG93. Si

. s 1 e s
1a frontisre T est de classe C , alors on peut définir la trace sur T de tout.

- &lément u € WI’P(93 (cf. LIONS [2]), et alors :

Wé’p69) = {u € WI’P(Gﬁ ; ulr = 0}

Dans le cas p = 2, on utilisera les notations suivantes :
1, 1,2 1 1,2
H@E) =Ww’(® , H®) = W't ®)

. . 2 : P . .
Si la frontiére T est de classe C°, on peut définir une direction normale

5 . N s 9 o
a4 T en tout.point x €T , orientée vers 1'extérieur. On notera Ea-la dérivee

suivant cette direction, prise en un point x € I.

Etant donné T € R+, on notera kéle cylindre ouvert ]O,T[ x97, et

L = ]O,T[ xI' sa frontidre latérale.

' . . . 2 . ~
Dans toute 1a suite, on choisira H = L7 (@) . Remarquons que si @ est borné

et p » 2, alors :

PE) < 1’@)
W Peret’ @
avec densité et injection continue.

. : :
Dans les autres cas, LP07) n Lz(sﬁ et W"p(eﬁ n L2«7) sont denses

dans Lz(ﬁj. On pourra utiliser les th&orémes 4.1 et 4.2,

Exemple 5.1. : Equation aux dérivées partielles stochastique linfaire inter-

venant en théorie du filtrage non linéaire.
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Ici, ¢ = R".

Soient V = HI(HD), et A(t) une famille d'opérateurs lin8aires continus

de Hl(Rn) dans H_I(Rn) définie par :

1

=
s oX,

W) uw =3 e 22y ) ax
u,Vv o, .y . X :
. Hn kR 1

n
+ 3 /n B, (£,%) %}-‘i—.—(x) v(x) dx
=1 "R i

+/ (£, %) u(x)v(x)dx
R" -

o, v € B @Y

oli les a.
5

32 Bj et vy sont des éléments de Lw(f).

Soient H = L2 (Hn) , K =R, et W(t) un mouvement brownien réel. Soiyt B(t)

la famille d'applications linéaires continues de H](Rn) dau:stL2 (Rn) définies

par :

n

L o, (t,%) %P}Z— (x) + 0(t,%) u(x) p.p. dans G
i=1 1

1

' [B(t) 11] (%)
u € H](Rn)
ofi les p, et 6 sont des &léments de L (8).

On suppose, pour que soit vérifige 1'hypothése de coercivité (3.6), qu'il

existe o > 0, tel que @

n
5.1 T Qo. .(t,%) - p.(t, .(t, E. 2a X
(' ) i,j=1( al’J(t x) pl(t X) pJ(t %)) «El«EJ > ai= £

p.p. dans €,V (Eps +oes En)EF{n
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Les autres hypothéses‘du Théoréme 3.1. sont alors vérifiées, avec P = 2,
notamment grZ3ce & la linéarité des opérateurs A(t) et B(t), et donc &tant

donné ub(.) € LZGQP), 1'équation :

n - b
' du(t,® - I s (o, (5,0 22T g ;
L i,j=1 °73 i
. g du(t,x)
Bi(t,19 B dt + y(t,x) u(t,x) dt
i=1 ~
(5.2)
o du(t,x)
+ ( b pi(tax)' '_’_‘3")'('_—'_ + e(tsx) u(t,X)) dW(t) =
. i=1 i
. ‘- u(O,‘x) = uO(X)

a une solution unique :

weiZ@x]o,r[ '@ n e co,1s PED)

Des travaux récents (cf. ROSOVSKIT { SHIRYAEV [l}) ont montré que la recher-
che de la densité de probabilité conditionnelle.dans un probléme de filtragenon
linéaire peut se ramener Z.la r@solution d'une.&quation du type (5.2), dont le
caractere linéaire permet d utlllser des algorithmes numerlques performants

(cf. LEVIEUX [1] ).

_ Dans le cas oid le bru1t sur 1‘observat10n et le bru1t dans 1' equatlon que

Exemple 5.2. : Equation aux dérivées partielles stochastique non linéaire,

1'on cherche & "filtrer" sont non corrélés, pl(t,A) 0, i=1...n.

avec condition au bord de type Dirichlet homogéne.

W, (1)

. + . -
Soient H Lz(ﬁﬁ, K =l%n 2, W(t) = < . ) un processus de Wiener &
) Wﬁ+2(t)

n+2 . . . . .-
valeurs dans R =, d'opérateur de covariance la matrice identite.

V] = Hé&?), A1 1'opérateur de Hé(&) dans H_l(éﬂ défini par :

n
<A1 u,v> = T / ( ) (x) dax, u, v EH ©)
. i=1 ‘8 %
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5 ou
BX]
. 1
Blu Su s, u€ HOQ?)
O 9% ‘ 3
¢ n 2
5 u ;
(e} 3
ol 2
(5.-3) 62 <2, BE'unelconque
_ 4
V2 = 1, (8)
[Azu] ®) = u® , uelt(o).
© 4
[Bzu] x) = . , u €L (8)
0 ) F
su” (%) | ]
ol
(5.4) % <3
Remarquons que :
2 12 2
|3, + B,(]]; = IlBl(u>Hz‘+ |13, ]]5
1B (u) + B,(w - B (v) - B.(W||2=]]B, -8 ®]|7+
1 2 | 2 2 1 1 2

+ |8, - 3,0 [},

Donc, pour vérifier que les opérateurs Al’ AZ’ B1 et B2 vérifient les

hypothé&ses du Théoréme ‘4.1, il suffit que chacun des couples Al’ B1 et AZ’ B2

vérifie les hypothé&ses du Théoréme 3.1.
A €L @, B ©)., p, =2

B, € L)@ 5 @ O™
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De plus :

2 - o Ju ]2
12 (@)

!
~
N

|
Q

N

~
™~

N 2 2
2 <A1’us uw - HBI(U)HZ + 6 Iul

2
Hcl) ®)

i

@2-02) | |u]]

(5.3) assure donc que A] et B1 vérifient 1'hypothése de coercivité. L'hypo— i

thése de monotonie en résulte alors puisque Al et B] sont linéaires.

P, = 4, et on vérifie aisément que :

4-1
el 4 =l , uwel'®
1@ L (&

4/3

Donc A2 applique L4(0? dans (LA(G?) =1L ©) et vérifie 1'hypothése (3.1}.
4

On montre aisément que A, est continue de L' (¢) danms LA/B(QQ
les hypothéses (3.2) et (3.3). D'autre part :

1/2
( / [w® 0 - v* (%] 2dx>
(o

. Donc A2 vérifie

, , \1/2
(/(u(x),,, v(39) 2 (u(®) v (%) dx)
-

A

I

CHull, +1 vl o= TTev]]
1t Lt L

A

8, - 3,11, ol el IV ol ],

Donc 32 vérifie les hypothéses (3.4) et (3.5). Montrons que, grace a (5.4),
A2 et B2 vérifient 1'hypoth&se de monotonie (3.7)

X=2 <4, - 4,0, v - |5, -5,ml>

Z/e,v(“B(X) - P9 @9-v(0) ax-8 [ (o (- v2(x))? ax

[ ea-ven) [ o o P o) + 201-6)u()v(0) | ax
& o :

i
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s e . 4 .
Cette quantité reste non négative pour tout couple u, v € L (@) si et

seulement si :

SRR AR TR

§2 <2, et [1—62{ < 282, -
d'ol : §2 < 3/2. £

EPIEEET HER

On vérifie alors aisément que 1'hypoth@se de coercivité (3.6) est vérifiée.

TR

Donc, &tant donnés :

ETTeTT

. , ’
u € LO(Q; L"@)), 3% mesurable

£ € L4/3(8) p-s., adaptée i la famille croissante de tribus gi

Me 'mzl

| 2
oc (0,T; L (e))
L'équation :
‘ 3 o Bu(t-X) | :
du(t,® = Au(t,®) dt + v (t,%) dt + o L ———-2—~—-———dwi(t) +

X
i=1 %

2
+ fu(t,®) dwn+1(t) + Su (t,% dwn+2(t) = f(t,¥dc+dM(t,®
u(0,% = u_(¥)
a une solution unique :
u € L2(O T:HIG7)) n L4(8) n c T-Lz(e)) s =
: Lk 'y B 53 p-s.

Exemple 5.3. : Equation aux dérivées partielles stochastiques non lingaire, 3

avec condition au bord de type Neumann non homogéne.

Soient@t:FP, de frontiére T de classe Cz.

H= Lz(ﬁ), V = H](&ﬁ , A € X (V;V') défini par :
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Soient K = Ret W(t) un mouvement brownien réel.

Soit Y une fonci;ion de R dans R telle que :

| le® o] sk |x-y]
(5.5)

920 < K(o+x?)
oil : O-Si mes & = +.®
1 si mes & < o
Alors 1'opérateur B de L2(0’) dans iz(R; L2(0)) = Lz(ﬁ') défini par :
[Bw] & = vw@x) »p.p.
est lil;schitzien de LZ(G')‘ dans lui-méme.
So;ient :
'fob e 2® p.s.
g E' LZ(Z) P.S. ,

f et g étant des processus non anticipatifs par rapport & une famille crois-

sante ?‘Tt de tribus telle que W(t) est une ?t - martingale.
. 2 . P
Soit alors £ € L"(0,T3;V") .p.s. défini par :

£,(,0v09 ax + [ g(e,0) v ar

<f(£), > =/
T

R &

Vv €V, p.p.t.

R e i

¢ e gt ey
e A M
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Alors si u €L @) p.s. est o mesurable, l'&quation :

.‘ = n
d/ u(t,Xx) v(x) dx + 1 X [-a—u-éfi—xl —2—:{’~ dx] dt +
e i i=tler i i

+[/ P u(e,x))v(x) dX] daw(t) =[f £ (e,%) u(t,x) dx
(5.6) Vg G

+/ g(t,x)u(t,x) dr] dt
T

. Vvev
u(0,x) = ub(X)
a une solution unique :
2 - 1 2
u € L7(x Jo,T[ ;B (®) N c(o,T;17(®)
L'équation (5.6) s'interpréte (formellement !) :
du(t,X) - du(t,x)dt + @(u(t,x)) dW(t) = £ _(£,%) dt dans €
5.7
- ou(t,X
\ _}ig';;’“-)‘ = g(t,X), sur % U.(O,X) = UO(X)

Exemple 5.4. : Equation aux dérivées partielles stochastiques non lin8aire.

Nous allons &tudier une &quation proposée par W. FLEMING [1] pour 1'étude
de 1'évolution de la densité d'une population dans un domaine géographique &

~ appelé habitat - donné.

Si u(t,x) désigne la densité@ de population & 1'instant t et au point X,

1'équation proposée est :

T,
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D - 2 % U + I ' | u( |
du(t,X) R v (ai,j(t’ ) —B-}Z—(t,x)) B(t,x) [u(t,x) u(t,x
i,j=1 73 i
(5-8) + Y(t>X) u(t,X) + u(t’X) dW(t,X) =0 -
3 ‘
"55' u<tsx) 5 =0 U(O,X) = uo(x)

ol aij’ B et v ELm(f) et vérifient :

n

n
5.9 ' Z ,aij(t,x) gi&j > aE £ p.p. dans &
i,j=1 : 1=1
| n ».';
avec o >0, v (El gn) e R . »
(5.10) B(t,%) » B >0 p.p. dans & :

et oli W(t,.) est un processus de Wiener & valeurs dans K = L2(0’), d'opérateur
de covariance QE,X] (Lz(g)) H uo(.) étant une variable aléatoire & valeurs

dans L2 (), indépendante de W(t,.).

Soient H = L°(6), V, = H'(8), V, = L’@), A (t) € X(V ,V' ) est défini par: |

b du dv '
Z Oﬂi-(t,XD =z (X) 5x(¥) dx
i,j=1/g -7 i i

< A] (t) u, v>

] +/ Y(t,x) u(® v(x) dx
& .

3/

Az(t,.), famille d'opérateurs de L3(6') dans L 2(6‘), est définie par :

Ay (t,0) () = B(e, %) [u) | uw@ p.p. dans &

L'opérateur Q€ Xl (Lz(é’))‘ a un noyau q € LZ(B'XG) tel que :

X

fau] &) = é/ a(x,y) u@y) dy, p.p.¢
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Nous allons faire l'hypotﬁése suivante qui sera cruciale dans la suite :
(5.11) q €L @x).

Remarquons qu'il existe C E.Zz(Lzﬁyj) unique tel que :

Q = CoC , c=C"

Soit ¢ € Lz(ﬁkﬂj le noyau de l'opérateur C. Alors :

(5.12) q(x,y) = L}C(X,Z)“C(Y,Z) dz.

11 découle de 1'égalité (5.12) que q(x,y) a une trace sur la "diagonale" de

O'x0, telle que :

q(x,x) = }’ cz(x,z) dz p.p. dans &
9 .

Donc x + q(x,x) est un &lément de Ll(ﬁ). I1 résulte de 1'hypothése (5.11)

que c'est un élément de L@ .

D'aprés 1'origine de 1l'opérateur Q , Q 3 O, soit :

J

V£ ELZ(B’), /
- v

q®,y) £(x) £(y) d&x dy > O

Choisissons :

i

L
i

i
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Alors :

x+h x+h x+h y +h

a2/ / q(X,y)dxdy +.2ab/ / q(X,y) dx dy +
y

X ~h X -h X -h -h
o) o o o
_(5.13)
y +h yo+h,
+ b2/ / C a(xy) dxdy »0
yo—h yo—h

Multiplions (5.13) par 1 , et faisons tendre h + 0. On obtient :

h2
a2 q(x ,x) + 2ab q(x_,y ) + b a(y ,y.) 3 0
A RN b’yo q yo’yo 2
p.p. dans €x6, YVa, beR .
Donc nécessairement :

q(%,%) » 0 " p.p. dans &

(5.14)
2
g (%,y) € a(%,%) .q(y,y)
p-p. dans €'x &
Donc :

sup ess l'q(x,y) I = sup ess q(x,X%)

(k’y)ée’xe’ XEY

D'oll (5.11) est une condition nécessaire et suffisante pour que X q(x,%)

soit un élément de Lm(U).

L 2 . . . . .
Etant donné u € L°(¢), désignons par B(u) 1l'opérateur linéaire (éventuel-

lement non borng) dans LZ(G’) défini par :

-

i
S B
k

SR o TR N AT

i
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[B(u) h] (» = i-l('x) h(x p.p-

Grace 3 l'hypothése (5.11),-B(u) o C € Zfz(LZ(Q)). En effet le noyau de

1'opérateur B(u) o C est :

u(x) c(x,y)

et (x,y) + u(x) c(x,y) est un E€lément de LZQYXGO puisque :

//uz(X) 9,2(X-,Y) dxdy = /uz(X) q(x,%x) da*
oo _ ¢

2
< sup ess q(x%,X%) ‘ul 9
X €@ L (@)

Donc, d'aprés les résultats classiques sur les opérateurs de Hilbert-

Schmidt (cf. par exemple GOHBERG-KREIN [1]),

o

B(w) o C € L2a2@E)) et :

2 2
B(u) o C <A ul
[ e bl

oi A = sup ess q(xX%
XEG '

. n
Or il existe un processus de Wiener W(t) défini sur Lz(eﬁ, d'op&rateur de -

covariance I, tel que :

4"

W) = C W (1)
Poéons :

1Y)

B(u) = B(u) o C

Alors :

" £y
B(u) ‘dW(t) = B(u) dW(t)
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Y
: i . . P . 2
Mais u = B(u) est une application linBaire continue de L™ (f) dans

22ale)).

On peut donc appliquer le théoréme 4.1., et 1'équation :

du(t) + Al(t) u(t) dt + Az(t,u(t)) dt + %,(u(t)) da;(t) =0
(5.15) '

u(0) = u

a une solution unique :
2 1 3 2
u € L°(0,T;H @) N L7(E N c(0,T;17®)) p.s.

L'8quation (5.8) est "l'interprétation" de (5.15).

Remarque 5.1.

L'équation (5.8) est une version & paramétres distribués d'une Equation

classique en biologie des populations, qui s'écrit :
dN(t) = aN(t) (1-bN(t))dt + N(t) dw(t).

Dans le cas W(t) = 0, il s'agit de 1'équation "logistique'. Si de plus

b = 0, on obtient 1'8quation de croissance "malthusienne'.

Dans 1'équation (5.8), on pourrait prendre B(t,x) = 0, au lieu de (5.10),

ce qui revient au cas "malthusien". On aurait alors une solution :
2 1 ' 2
u € L7(0,T;H (&) N C(0,T;L7(8)) p.s.

On pourrait également remplacer la condition au bord de "Neumann' par une

condition du type "Dirichlet", ce qui serait cependant moins bien adapté a

notre probléme. L'hypothése‘ég = 0 signifie que le flux de population & travers .

on

la frontidre de 1'habitat est nul. On pourrait aussi bien traiter le probléme

avec une condition de Neumann non homogéne (comme dans 1'Bxemple 5.3).

PRSI

H
1.

i
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On montrera au §7 que si uO(X) >0 p.p. dans &, p.s., alors il en est
de méme de u(t,Xx),Vt € [O,T]. Cela permettra de justifier 1'interprétation

de'u(t,x)vcomme une densité.

Remarque 5.2. :

. - 1 . . . .-
Dans le cas oli @ est un intervalle borné de R, H @?)E L°(@) ,avec injection !

continue.

Alors u *B(u) est linéaire continue de Hl(&) dans Qf(LZ(GD), et

[ B(w) o cH; < Iulzm . Tr Q
L &
< Iulzi X 62 Tr Q §
H (&)

oii § est la constante de continuité de l'injection de Hl(g) dans Lm(eﬁ.
On peut alors se passer de l'hypothése (5.11), 3 condition d'imposer :
62.Tr K < 2a

pour assurer la coercivité. ' :

§6. EQUATIONS POUR LA MOYENNE ET LA COVARIANCE

Supposons que les hypoth&ses du Th&oréme 3.1. sont vérifiées. Supposons

en outre que

(6.1 ACE) € i(v,v') .
Notons :
F(t) = E £(t)
IIO =E u_
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Soit u € Lz(Qx:lO,T[_;V) n LZ(Q; C(0,T;H)) la solution dev:

T du(t) + A(t) u(r) dt + B(t,u(t)) dW(t) = £(r) dt + dM(t)
(6.2)

u(0) = u

On a alors le :

~Théorzme 6.1. : L'espérance u(t) = Eu(t) est la solution de l'équation :
d — - -
T W)+ A(t) u(t) = £(¢t)
(6.3)
u(O) =u

Démonstration : Vv € V,

t t '
(u() ,¥) + / <A(s) uls), v ds * f (v,B(s,u(s))) di(s) =
. o] . (e}

t N
= (u,> v) + / <f(s), v> ds + (M(t), V)
o]

Mais aloxs :

. t ’ : t :
Ga(t),v) + /. <u(s), A*(s) v > ds = (Gg,v) + /' <f(s), v > ds

(o} (o]

d'oli 1'on déduit (6.2).

il
'{1

Examinons maintenant 1'équation de la covariance.

Nous nous plagons dans le méme cadre d'hypoth&ses que ci-dessus, et mous

supposons en outre que :
2
€6.4), B(t) €X(V; L7(K,H)  p.p-t.

(6.5) M(t)

i

0, £(t) = £(t) p.s.

A[i.e. f est déterministe] .
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D'aprés les propriétés.de la solution u de 1'&quation (6.2), 1'application:f

¢, v + E [@ow - T(e), @) (ult) - 5(0),0)]
est bilindaire continue de H x H dans R, vte [o,T].
Doné?te[o,f] , 3P(t) € L(H) avec P(t) = P (t) ét P(t)» 0, tel que :
E [({1<t) - G(0) ) (u(e) = WE),W] = @@ P,
Soit Q l'opérateur de covariance du Wiener W(t).}L'application :
a(t) ~[B(O) u(t>]” MEIORION
est bilinéaire. Donc la quantité :
E {[B(t) bu(t?] qQ [B(o) u(t)] *}
ne dépend que de i, u(t) et P(t).
Posons :
F(t, u(t), é(tﬁ -t {[Bun] o[3m ww)]™
Soit u GLZ(QX]O,T[;V) n 12(Q; c(0,T;H)) la solution :
S dutt) + A(t) u(t) dt + B(t) u(t) dw(t) = £(t) dt

(6.6)
( u(0) = u

o}

On a alors le :

Théordme 6.2. : L'opérateur de covariance P(t) -est solution de L'équation :

& p(r) + A(D) B(t) + B(1) A*(D) = F(&,u(0), B(E))
(6.7)

P (0) =’PO

-
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ol 1’0 est défini par :
@ ¢, 0 =B (g, ) (-, ¥}
v 2
Vo, v €L (®

Démonstration : On déduit des &quations (6.6) et (6.3) :

Vo, vev
d(u(t) - W), @) + <a(0) [u@-u®],p> de+(¢,B(0) u(t) dwW(r)) = 0
A(u(e) = 5(e), ¥) + <A(t) [u(e)-u(®],v > der(y ,B() u(e) du(E) =0

(u(e) - E(t),‘f) et (u(t) - u(t), ¥ sont des semi-martingales

réelles. On peut donc appliquer le calcul différentiel stochastique de Ito au

processus (u(t) - (L), LP) x (u(t) - u(t), 1), d‘oﬁ :

' t
E {(u(t)-u(t),¢p) (u(t)-u(t) ,y)} + E / <u(s)-u(s) A (s)p>(uls)-uls),¥ds +

(e}

. |
+E [ <a(s)-T(s) s A" (8)P>(u(e)-u(s), ) ds = E{(u —u ) (u-u ¥} +

(o}

t *
+E<</ [B(s)u(s)] Q[B(s)u(s)] ds) @, w)

t t
By, ¥) + / <P(s) A*(s)Lp, p>ds + / <A(s)P(s)pP,¥ >ds =
- 0 0‘ .

(6.8)
| .
- @@, v+ [ @, T, 26 P, W) ds
. o]

I1 résulte de u € LZ(QX ]O,T[_ ;V) que :

p(.) €1 (0,T; LV, V). Mais A(.) € L7 (0,T3 X(V,V'))
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~Done ¢ P(.) A%(.) € Ll(O;T;if(V;V)) et :
A P € Lo, vvYy)

Et tous les termes dans (6.8) ont un sens. (6.7) est une écriture abrégée

pour (6.8). %%

Plagons—nous dans le cas H = L209).

I1 résulte des propriétés du processus u(.) que P(t) € ;ﬁl(Lz(g)) 4 EZ[O,@ .

En effet :

Elu(t) - a(e) |22 = ||lp(e)|], <+ =
L™ : 1
2

Donc P(t) a um noyau p(t,X,y) tel que p(t,.,.) € L-@%6}, vt € [O,T] s

qui vérifie :

// p(t,%,y) p () ¥(y) dxdy = E [a® =), ¢) @) - ut), v]
0’ -

= E (u(t ,x) = u(t,x)) (ult,y) -
[L

- u(t,y)) P %) y(y) dxdy

D'oli finalement :
p(t,%x,y) = E [(u(t,x) = u(t,x)) (u(t,y) - u(t,y))]

.p.p. dans § x&, Vt.

. Nous allons maintenant déduire du Théor&me 6.2. une équation pour p(t,x,y)

dans deux exemples particuliers.




- 149 -

Exemple 6.1. : Reprenons 1"équation E&tudige dans 1'Exemple 5.4., avec

g(t,¥) = 0.

Exprimons le noyau de F(t,u(t), P(L)) :

(00, 2, = E[ [ue,0 any) wey) ) ¥G) dsey’
g

=/[q(x,y) p(t,%,y) Y () Y(y) dxdy
& & .

+f /Q(X;Y) u(t,® ult,y) P (x) ¥(y) dxdy

L'équation (6.8) s'écrit dans notre exemple :

' ' t n
//p(t,x,y)so(X)tb(y)dXdy +/ z ff . (%) -5;;-1:(5, x,5) *—y(x)w(y) dxdyds +
v , o ij=l¢ i

n
/ % /[oc (y) - p(s,x,y) (%) 2 ¥(y) dxdyds +
o i,j=1g f %3

t P
* / // [Y(t X) + Y(t,y)] p(t, X,Y)SD (x) ¥v(y) dxdyds =
o

t
=// P(03X:Y) Y(X) 4’(Y) dxdy +/ /IQ(XsY) [P(S,X,‘])
g ° v

+ u(s,x) u(s,y)] P () ¥(y) dxdyds

v (70,11) € Hl(ﬁ’)
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Cette &quation "s'interpréte" de la fagon suivante (sous des hypoth&ses

convenables, on peut [cf. LIONS—MAGENES'[I]] justifier cette interprétation)

( 3 o 3 d
'é‘E P(ta Xsy) - . ?_ _é_}'{:(aij(x) —a‘i— P(t,X,Y))
1,j=1 ] 1
- g 2 (o, . (@) 2 p(t,%,y))
. ioq 9V ij 3y. >
(6.9) < 3707 * |
[y, + v,y - axp] plt.xy) =
= q(X%,y) E(t,x) E(t,y). p.p. dans ]O,T{ xfx8
3 - _ 3 _
3o P(ts %) =0 Tn P(ts %) =0
X x€T v yeT
(6.10) |

p(0,%y) = E {(u (0 - 5 (0)(a, &) - )}

On peut appliquer le Théoréme 2.1. du Chapitre 1, et 1'équation (6.9)-(6.10)

a une solution unique :

p €17(0,138' (0%0)) n c0, ;1% (6%0))

Exemple 6.2. : Soient @ un ouvert de R, 1= LZ(U), vV = Hé(@), W(t) un mouve-~

ment brownien scalaire. On considére 1'équation :

2
du(t, ® -—a-—i-u(t,x) +o g—;(u(t,x) dW(e) = 0
, (6.11) 9% ‘
) u = 0 u(O,X) = UO(X)‘
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Si u E.Lz(ﬂxﬁﬁ, indépendant de W(t), on peut appliquer le Théoréme 3.1.

i 1'équation (6.11), pourvu que :

(6.12) o> < 2

u(t,x) = E u(t,x) est solution de :

2

d - =
’E"E u(t,x) . P u(t,x) -

(6.13) g

|
o

u(0,%) = u ()

Soit p(t,x,y) =E {(u(t,® - u(t,x (u(t,y) - u(t,y))

On déduit du Théordme 6.2., par un calcul analogue & celui que nous avons

fait dans 1'Exemple 6.1., que p est solution de 1'é&quation :

d 82 32 2 82
E.’t' P(t:X:Y) - —7’2"'_P(t:x3Y) - "'”"2_ P(taX3Y) e 9%2Yy P(t,X,Y) =
X Yy
6.14 =-a.~‘ﬁv(t %) & W,y
( . ) ‘ . ax s By 2
p(t,x%,y) =0 p(t,%,y) =0 p(0,x,y) = po(x,y)

x €T y €T

Soit A € Ly @x6) n ! ex6)) défini par :

' ’ du 3V )
<A0_11,V>=(—‘~ _"‘)'*‘(‘a";'s

v 2 3u v
o% ° 9% )+

) T % Gy gy

u, v € Hé Ex9)

. v
On vérifie aisément que 1'opérateur A est coercif sl et seulement si :
) - o]
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On retrouve donc ici la méme condition (6.12) que celle qui permet d'appli-|

quer le Théoréme 3.1.
De plus,
(txy) » o B(t,x) o ()
23X % ] 3}7 ]
P 1 2
est un &lément de L (0,T ; L° (%®)).

Donc, sous l'hypothé&se (6.12), on peut appliquer le Théoréme 2.1. du

Chapitre 1 & 1'équation (6.14), laquelle a une solution unique :

p E L2(O,T; H(])((YXO')) n c(é,T;Lz(a’xa)) 5

§7. PRINCIPE DU MAXIMUM

Nous allons démontrer un principe du maximum pour 1l'équation de
1'Exemple 5.4., i.e. nous allons montrer que si UO(X) > O p.p. dans s PeS.,

alors il en est de méme de u(t,x), Vit € [O,T] .

La démonstration classique du résultat analogue pour les équations aux

dérivées partielles déterministes consiste 3 différencier 1'application :

rt

> ¢ (u(r)) = /lu’<t,x>|2 dx
ot ﬁ_(t;x) = sup (0, -u(t,x))

et i montrer que ¢(u(t)) -est une fonction décroissante de t. On en déduit alors

que si ¢(u ) =0, ¢(u(t)) =0, Y& e[o,1]
Ici, on ne peut pas travailler avec cette fonctionmelle ¢, car :
-2
¢ =[x |

n'a pas de dérivée seconde en r = O.
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Nous allons "approximer"_}f par des fonctionsq%

Etant donné €>0, on pose :

2 s
6_
) . 4 3
- _r A
Ye(r) - 282 3e
0]
Alors
2r
3 2
l(r): —.g.ll.——i].:__
(Fe E2 £
0
2
2
" _ ___61’ _ﬁ?_.‘_
Lfe () €2 £
0

si

si

si

si

si

Done ¢_(.) € ¢* (R) et vérifie :

e, @] < v’
(7.1) lw;(r) < 2r
11 8

Itpe(r)l € 3

Posons :

¢ (W= /9/‘?8 (u(x)) dx,

-egrgoO

r >0

u € LZQ?)

de classe C2.
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Considérons 1'équation :
- 3 du(t,x)
du(t:X) = X ’3‘; a. -(X) """‘_'L""') + B(t,X) ]u(t,x.)lu(t,x) + |
. . . 1] 99X,
- : i,3=1 7] i
o, |
(7.2) + y(t,x) u(t,x) + u (t,x) dW(t,x) =0
ﬁ-u(t x) = 0 u(0,x)=u_(x)
on i 5 ? o
Montrons-le :
Théoréme 7.1. : L'équation (7.2) a une solution unique
2 1 3 2
u €L7(0,T3H (6)) N L ) nc,T;L°(8)) p.s.,
telle que st : AuO(X) >0 p.p. dans €, p.s.,
alors . : u(t,X) » 0 p.p. dams & Vree[o,T], p.s.

Démonstration :

Les hypoth&ses Etant les mémes que celles faites dans 1'Exemple 5.4., on

vérifie aisément que ‘1'équation (7.2) a une solution unique :
wetlo,mua @) n13® nco,112@)) p.s.
En effet, 1l'application :
vV

2 L
est lipschitzienne de L (&) dans Lz(e), de constante 1, et les hypothéses de

coercivité et de monotonie sont donc encore vérifiées.
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| A . L 2 ' g
De plus, grace & (7.1) et au fait que ?EGZC (R), toutes les hypothéses
sont vérifiées pour permettre d'appliquer le Théor&me 5.3. du Chapitre 2

[cf. Exemple 5.2. du Chapitre 2] , domec :

' t n - '
' 3 _ 3 _ :
( ¢€(U(t)) +[O i,§=1/¢9'aij(X) %, u(s,x) ij L (u(s,x)) dxds +

t
+/ f[s(s,xﬂu(s,x)l + y(s,0] uls,x) ¢! (uls,x) dxds +
o ¢ .

(7.3) <
a0 t , +
RS SIS HOY
0

B ¢e(uo) *

2@

. .
+ %Tr /O 4" (u(s)) d<<[ u’ (D) di()>>

Montrons d'abord les :

‘ .
Lemme 7.1. : / ((pE':(u(s)), u+(s) dW(s)) = OVtE[O,T] s P-S.
o .

Démonstration : I1 suffit de montrer que :

<</'((f7é(u(s)),' ut(s) aw(s)) > =0Vt € [o,7], p.s.
)

Or :

]

<</0'<%<u('s>>, w0 )7 = [ [ [prtate,2)u" e, 0a00y) pllate)

¢

A

+
x u (s,y) dzdyds

Mais :

I

(fg(u(s,x)) u+(s,x) 0 p.p. Vse [O,T]

g (uls,¥)) u (s,y) = 0 P-p- Vs e [o,1]
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Lemme 7.2. 3 Tr / ¢;:'(u(s)) d <</- u+(r) dW(r)»S =0
o) o

vVt € [O,T] s P-S.

Démorist_ration : Etant donné h € L2(0’), notons B(h) € ;f(Lz @, Ll(&’)) 1'opéra-

teur défini par :
[Bm) u] ® =hE u®) p-p.

Alors :

t

t . *
| Tr[ $!(u(s)) d<<f o) anms = [ fTr[B(?g<u<s>))B(u‘“(sn%(u“(s))]ds
(o] (s}

[¢]
".'/o’t 25 2 Cus)) “+(53QB<H+F::'>>] s

Mais :

(Pg(u(s,x))u+(s,x) = 0 p-p. dans & ,Vs E[O,T] p-s-.

Donc Vs € [O,T], 1'opérateur B((lag(u(s)) u+(s)) est l'opéfateur nul, p.s.

Fin de la démonstration du Théoréme 7.1

L'identité (7.3) s'écrit encore :

t n )
¢€(u(t)) + ][ T /;ij(x)—é—% u(s,x)—a-'g{]r u(s, %) (Fg(u(s,x))dxds

o i,j=1

(7.4)

t
+/ /[B(s,x)|u(s,x)l+ Y(s,%) ] uls,®) (o (u(s,%)) dxds = ¢ (u)
9‘ ‘ . .

(o}
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Remarquons que @

VreR, (f;(r) < ’O,I(F'E'(r) > 0

Donc :
n su(s,x) au(s X) o2 su(s,x) 2
U\s,x) " n . s X
IR Ry e a5 > frluls, ) T a2
1,3=1 1 J i=] i
> 0 p.p. dans g.

Et encore :

u(s,x) Y‘(u(s,x)) >0
& p.p. dans .
B(s,x) =0

3(3 x) |u(s,x)| u(s,x) ¢. (u(s x)) 2 0 p.p. dans €.

On tire donc de (7.4) :

t
(7.5) ¢€(u(t)) < ¢€(uo) -/o /G’Y(S’X) U(S,x)ga;:(u(s,x)) dx de

Pour presque tout (s,x) € €,
u(s,®) @lu(s,x) 7 2 pluls,x)
ee vee [o,7], |
b u(e) - ) pes.
puisque : ((oe(u(t,x)) /¢ (u(t,x)) p.p. dans ¢, p.s.

On peut donc faire tendre e->0 dans 1l'inégalité (7.5), ce qui donne :

t .
0a(®) < 4a) = [ [ o) plutsx0) ax as.
o ‘& ,




. p.s., alors ¢(u(t)) =0 Vt € [O,T], p.s.

- 158 -

Mais yELw(E’), done 3C tel que :

'!y(s,x\léc - p.p. dané € , d'ou :
t
7.6 ew®) < 4 +¢ [ o) ds.
o

On déduit de 1'inggalité (7.6) et du Lemme de Gronwall que si ¢(uo) = Q

Montrons maintenant le :

Théoréme 7.2. : 5% uo(x) >0 p.p. dans &, p.s. ; alors la solution u de
1'équation (5.8) [de 1 'Exemple 5.4.] vérifie :

u(t,x) 2 0 p.p. dans &, Vt:E[O,T] ; p.S-.

Démonstration :

Si 1'hypoth&se du Théordme est vérifiée, alors, d'apré&s le Thé€oréme 7.1.,

la solution de 1'équation (7.2) vérifie :

(7.7) u(t,x) > O p.p. dans &, Vt€ [O,T], p.S.

Elle est donc aussi solution de 1'équation (5.8), et coincide avec 1l'unique

solution de (5.8), qui a donc la propriété (7.7).
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I1TIeme PARTIE

EQUATIONS STOCHASTIQUES DU SECOND ORDRE EN t,

DE TYPE MONOTOME

CHAPITRE | : Premiére extension des résultats

déterministes.

CHAPITRE 2 : Calcul différentiel stochastique et
égalité de l'énergie pour les équations

de second ordre en t.

CHAPITRE 3 : Equations stochastiques du second ordre en t.
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ORIENTATION

Le but de cette troisime partie est 1'étude des équations du type :

+

du'(£) + A(t) u(t) dt + B(t, u'(£)) dt + C(t, u(t), u'(£)) dW(r)

f£(t)dt + aM(t)

-~ u{o)

u' (o) i

u
[o]

I

u

oti A(t) est une famille d'opérateurs linéaires, et B et C sont
P

éventuellement non lindaires, tout en vérifiant une hypothése de monotonie.

L'exemple le plus simple d'une telle &quation est donné par 1'équation

des ondes excitée par un bruit blanc, qui s'@crit, au sens des distributions

dw(t)
dt

it

u"(t) - Au(t)

[}

u(o)

1 =
us u' (o) u,

Des équations de ce type, dans le cas linéaire, ont dé&ja été &tudiées,

par exemple par CABANNA [1] et YAVIN [l] .

Nous utiliserons largement dans cette partie les résultats et les
techniques décrits dans la deuxiéme partie de 1l'article de LIONS-STRAUSS [1],
et dans STRAUSS [1] , qui étudient ces mémes équations dans le cas
déterministe. Par ailleurs, les nota@ions, la dé&marche et les méthodes de
démonstration seront trés semblables 3 ce que nous avons fait dans la

Iiéme partie.
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CHAPITRE 1

| PREMIERE EXTENSION DES RESULTATS DETERMINISTES

§1 Hypothéses et notations
§2 Résultats déterministes

§3 Mesurabilité de la solution
par rapport aux domnées.
Un premier type d'équations
stochastiques du second ordre

en t
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§1. HYPOTHESES ET NOTATIONS .

On se donne deux espaces de Hilbert V et H, et un espace de Banach

réflexif W, tous trois sur le corps des réels, qui vérifient :

VeH et WeH, V et W étant denses dans H, et les injections continues.

On suppose en outre que VAW est séparable, et dense a la fois dans V

et dans W.

On identifie H 3 son dual, et on a donc :

(VW) c Vel cV' W'
(VW) cWe HcoW' < (VW'

i On se donne une famille d'op8rateurs linéaires auto-adjoints

A(D)E LW,V (0<t<T)

qui est faiblement continiment différentiable comme fonction de t,

c'est—a-dire telle que :

Yu,vev, t ><A(t)u,v>

est une fonctionicontinﬁment différentiable.
Posons D(A(t)) = {u € V ; A(t) u € H}

On suppose qu'il existe un espace de Banach X tel que :
(i) X ©D(A(r)) N W, veel[o,T]
(ii) L'injection de X dans VW est continue

(iii) X est dense dans H

Siué€ Ll(O,T;V), on notera :

Au la fonction t = A(t) u(t)

et A'u la fonction ¢t +[%E A(t)}vu(t)




. - 163 -

On vérifie, en utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus, que les
hypoth&ses précédentes entrainent que A(t) et A'(t) sont des familles

d'opérateurs uniformément bornées de V dans V'.
On suppose que A(t) vérifie les hypothéses

(1.1) 3 e>0 tel que :

<A(t)u,u> > a [u]z, Vte€ [O,T]
Yu€ev

ol [u] est une semi-norme sur V, telle que :

Lel? + [off < el
(1.2)  <A'(t)u,u> <0, Vte[o,T]; Vuev

On se donne en outre, une famille d'opérateurs B(t,.) : W»W', dé&finis pour
presque tout t:E]O,T[, et qui vérifient :

(1.3) B(t,.) est hémicontinu, i-e :

A = <B(t,u+Av), w > est continue pour presque tout t €)0,T(, et

Vu,v,w € W

(1.4) 3 v>0 tel que :

<B(t,0),u > >y [[u]llf PP t€)O,T( VYV ueEw

(1.5) 3 B tel que :
lBe,w | < gllel 7 pp te)o,r(, ¥V uew

oli p est un nombre réel, p >"1
(1.6) <B(t,u) - B(t,v), u-v > > 0 pp t €)0,T(, V u,vewW
(1.7) Y ue€eW, t +B(t,u) est Lebesgue mesurable de ]O,T[ 3 valeurs dans W!.

On se donne d'autre part, un espace de probabilité (Q,F,P), et une
famille croissante 91, t » 0 de sous—tribus de ¥, telle que ?; contienne

tous les P négligeables de &.

-
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§2. LES RESULTATS DETERMINISTES

On a le théorgme (cf. LIONS-STRAUSS [1])

* Théoréme 2.1 - Sous les hypothéses (1.1)...(1.7) et étant donnds :

u. € V
[e]

u, € H ' A

! :

£ € 1lo,T:8) + 1P (0,T;W")

3 une fonction u unique, telle que :

- u € Lm(O:T;V) 3
T, L du P © , ] - ' :

u' = o= € L7 (0,T;W) NL (0,T;H) qui soit solution de : ]

UI'(t) _+ A(t) u(t) + B(t,U(t)> = f(t) g

(2.1) uo) = u ;

ul (O) = 1

1

Nous allons avoir besoin d'une variante de ce théoréme. A ;

Etant donné :
g € 1P(o0,T;W),
définissons une nouvelle famille d'opérateurs : Bg(t,.) : W-> W', par :

Bg(t,u) = B(t,u+g(t)) pour presque tout t €)0,T(, et u € W

Nous voulons &tablir un theoréme d'existence et d'unicité pour 1'équation :
ut(t) + A(t) u(t) + By(t,u'(t)) = £(¢)

(2.2) _ uo) = u

u'(o) = u,

La famille d'opérateurs Bg(t,.) vérifie les hypothéses (1.3), (1.6) et (1.7)

Les hypoth&ses (1.4) et (1.5) sont remplacées par :
(2.3) <B_(t,u),u >+ A ||g@)]|[BzX= [|u]|? pp t€)0,T(, Yu €W
g W 2p W

4 (2.4) I[Bg(t,u)][W, < 5(1{g(t)tlw + |1u|!w)p—1
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Ces deux hypothéses permettent d'affirmer :
T .
a) Si / < Bg(t,un(t)), un(t) >vdt_est borné, alors u est borné dans
o .

P (o,T;w0).
b) Si v est borné dans Lp(O,'l‘;W), alors Bg(.,un) est borné dans
H
P (o,T;u").

La démonstration du théoréme 2.1 peut donc étre étendue a 1'équation

(2.2), et 1'on a le théoréme :

Théoréme 2.2 : Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, et si g € LP(O,T;W),

3 une fonétion u unique telle que : u € Lw(Q,T;V)
solution de (2.2).

, u'€1P(0,T;W) NL7(0,T;H),
S
On a d'autre part, le théoréme (cf. STRAUSS [l])

Théoréme 2.3 : Les espaces V, W et H, et les opérateurs A(t) étant comme

au §1, étant donné :

u € 1L7°(0,T;V) tel que :
~u'€ 1P(0,T;W) N 1L7(0,T;H)
s'il ewiste £ € 1P (0,T30') + L1(0,T3H) tel que :
W) + A(t) u(t) = F(t)  pp t €)0,T(

alors 1'égalité suivante est vérifide :

2.5 a0y + <a®u(e),u(e)>- lu'<o>{f1 = <A(0) u(o), u(o)>
t t
==/ <A' (o) u(o), u(o)> do + 2/ < F(o), u'(o) > do

o o

G

i g R AT

e

i et SRR
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Corollaire 1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3,
u € C(0,T;V)
u' € C(0,T;H)

Démonstration :

Les hypothé&ses faites entrainent que :

u € 1.7(0,T;V) N C(O,T;H)
u' € 17(0,T;H) N C(0,T;V")

Ceci permet d'affirmer, grice aux résultats de STRAUSS [1], que
u € C(0,T;V faible)
u' € ¢(0,T;H faible)

Par ailleurs, on déduit de (2.5) que :
t_+~[u'(t)lH + <A(t) u(t), u(t)> est une fonction continue sur [O,T].
Soit t > t dans [O,T] . Alors
n
l.‘2

2
2.6)  u'(e )|+ <ale) ule), u(e)> > [u ()] + <Al®) u(e), u(®)>

Méis, par ailleurs :
2.7 <[ac®) - ae)] ult), ule)> + 0
En'effet :

A = ace) gy yry >0

car, d'aprés le thBoréme des accroissements finis :
<[A ®) —'A(tn)]u,v> = (t—tn) <A'(p(n,u,v))u,v>
[la(e) - ace) [l < eCt-t)

"On tire de (2.6) et (2.7)

(2.8) Iu'(tn)l2 + <A(r) u(e)), u(t))> > o' @] + <A@ u®, >

A 4

i
i
{
L
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Grice aux continuité@s faibles, om tire de (2.8) :
1 l. 2 . ‘
(2.9 u'(e) —u'(e))[ + <ale) [e(e) - u)], u®) - ult))>>0
. On tire de (1.1), joint au fait que u € C(0,T;H) :
(2.10) %im sup <A(t) [u(r) - u(tn)], u(t) - u(t )>>a gim sup [[u(e) - u(e) ] ¢
On déduit enfin de (2.9) et (2.10)
. [ure) - '@} >0
n A H
N _ 2
” ue ) - u(t) H =0
ce qui permet de conclure f
Corollaire 2 : La solution de 1'équation (2.2) vérifie : ;
u € C(0,T;V) *
u' € C(0,T;H) ;
§3. MESURABILITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNEES. - UN PREMIER TYPE
D'EQUATIONS STOCHASTIQUES DU SECOND ORDRE EN t.
Reprenons 1'équation (2.2).
Posons : f = f] + fi, avec fl € 1.1(0,T;H) .
Pl o
f2 € L7 (0,T;W") :
Théoréme 3.1 : L'application définie par le Théoréme 2.2, qui 4 :
(uo, us 8 £, f2) assocte : (u,u') est continue de :
V x H x LP(0,T;W) x 11(0,T;H) x P (0,T;W') 4 valeurs dans :

‘ c(0,T;V) x [C(O,T;H) fort N LP(O,T;W) faible]
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Démonstration : Il nous suffit de montrer la continuité pour des suites.

Soient donc :

u > u dans V

o) o .

n
ul -+ u1 dans H

gn > g dans Lp(O,T;W)
f? > fl dans L1(0,T;H)
L0 p'

£, > £, dans TP (0,T;W")

On désignera par u la solution de 1'dquation (2.2) avec les données

n n n n
(uo3 ul’ g > fls

données (ub, U, 8s fl, fz).

n . -~ .
fz), et par u la solution de la meme équation, avec les

Montrons tout d'abord le :
Lemme 3.1 u' reste dans wn borné de. ¢(0,T;H) N LP(0,T;W)

Démonstration : De 1'équation :

Wt (6) + A (©) + BaEu (D) = F1(0) + £
un(o) _ ug s u'n(o) = u?

3.1 ?

on tire, grdce au théoréme 2.3 :

2
[0 (O + <A) u (B, v (6> - ? - au] L ug> *

t
t o t
1 1 n 1
+ 2 /- < Bgn(u n), u' > ds € 2 /. (f], u n) ds +
(3.2) ) ~ o
't
+2/ < f;_l, u' > ds
o]
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1 En utilisant les hypothéses faites sur les opérateurs A et B, et les

majorations habituelles, on tire de (3.2) :

2 2 t
' Y 1 P
@1+ a @11 /O [ty @ [P ds <

3.3). 2 2 T 2
(33 < lu];’[ + <A(0) ug, u§> + q [un(t)[ + 4(/ [f?(t)ldt) +

(s}

I

P Y t é
+p/ @1 ac + 7 swp [ )] +¢2——/ol{u'n<s>n;dp

s<t

ol p est une constante positive.

On vérifie alsément :

2 2 t 2
G0 le,@| <2 bl 2 @] as

(s}

I1 existe une constante C telle que :

n|2 + <A Dou™s w2 | H[Z + 2 A/ﬂr[[ o [[p d
!ul (o) uos ug aju g (t) W t +

o
(3.5) X 4(/: lf?(t)l d92 . p/OTHfIZI(t)Hi;: i
On tire de (3.3), (3.4) et (3.5) :
225 [l.u'n(s)lz' / u' (0] do]s C + -}}— ‘::?; [u'n(s)12+

t

2
+ 2 a/' [u'n(s)l ds
o .

< C
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b

Donc- encore :

: 1 2 Y 't P t 2
(3.6) 7 2:2 lu‘n(s)i + P /; [lu'n(s)[lW.ds <C+2 aj; [uin(s)[ ds

De (3.6), on tire d'abord :

. 2 L 2
|u n(t)[ S4C+8a /;_ lu n(s)[ ds

2
(3.7) Sup lu'n(t)[ <
" t<T '

On tire alors de (3.6)

T 4 P
(3.8) / o' @] at <c,
o w -

Suite de la démonstration du théoréme 3.1

Considérons la différence u(t) - un(t)

Sut(r) = u" (8) + ACE) (u(e) - ou (8)) + B(t, g(t) + u'(t))

- B (t, g™(t) + u' (0) = £(t) - £7(t)

il
[
I
[~}

u(o) - un(o)

Il
[
1
[=4

vu'(o) - u'n(o)

o e et i B P
T S v ey e s s sy




(3.10)

(3.9)

i
St
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Appliquons le théoréme 2.3 4 u(t) - un(t) : £

AR

2
lut () - u' (] + <A@®) @) - u (©)), w®) - u (©)>-
“ oy -l - < RN
u, Uy A (o) (u0 - uo), u —u -+

t
+ 2‘/ <B(g+u') - B(gn+u'n), u' - u'n> ds
o ' .

i3
I

s
LE

i

. .
- / A'(s) (u(s) - u (), u(s) - u_(s)> ds

&)

t . n )
+ 2./  (ﬁ](s) - fl(s), u'(s) - u'n(s)) ds
o

t
+ 2/ <f2(s) - frzl(s), u' (s) fU'n(S)> ds ‘

(o}

Grace aux hypothéses (1.1), (1.2) et (1.6), on tire de (3.9)
Sup glu (t) -~ u! (t)l + a [u(t) - u (t)] % é
t<T

2 ] T
s oy -]l + <Al (@ —ul), u - s o+ 2/ [<B(g+u") - B(g"+u' ),g-g >at
(o]

T . [T
+2/ | (£,-£,, u'-u )ldt+z/ | <f,~f,, u'-u' > |dt

n

I1 résulte de 1l'hypothése faite sur la suite (u > U g s fl’

£ ), du

lemme 3.1 et .de (2.4), que tous les termes du Second membre de "1negal

3 10) tendent vers zéro quand n tend vers 1'infini, donc

~




(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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2 2
Sup | lu‘(t) - u'n(t)[ + o [u(t) - un(t)] - 0o quand n + =,

t<T

On déduit de (3.11)

u' > u! dans C(0,T;H)

De (3.12) et de la convergence de ug, il résulte que :

un'%-u dans C(0,T;H)

I1 résulte de (3.11) et (3.13)

u <>u " dans c(0,T;V)

De plus, on déduit de (3.12) et du lemme 3.1

u' o+ u! dans LP(0,T;W) faible.
(3.14), (3.12) et (3.15) démontrent le théoréme.

Corollaire 1

L'application définie par 1l'équation (2.2) qui & :
(u09 ul: 23 fla f2)
associe .:

(u,u")

est mesurable de :

o1
Vx HxLP(O,T3W) x L (0,T;H) x LB (0,T;W")

d valeurs dans :

. ¢c,1;v) x [c(o,T;8) n LPo,T5w) ]
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_ Démonstration :

L'espace LP(O,T;W) étant séparable, le corollaire découle immédiatement

du théoréme 3.1 et du théoréme de PETTIS (Théoréme 1.1 de la Iére partie).

On en déduit aisément le :

Corollaire 2 Aux données :

u € 1(Q;V)
u € 1.0, H)
g € 172517 (0,T3W)
£ € 121t (0,1;8))

1
£, € 1.2@;1P (o0,T;u"))

1'équation (2.2) associe une solution unique :
u € 19(Q;C(0,T;V)) telle que :

u' € 1.°(;1P0,T;W) N c(0,T:H))

Corollaire 3 :

Supposons, outre les hypothé&ses du corollaire 2, que :

(o]
U EL (sz,f;;,P;W

u, € LO(Q,EB,P;H)

1

g, fl et f2 sont non anticipatifs.

Alors u'(t) est bien mesurable & valeurs dans H, et u(t) est bien

mesurable # valeurs dans V.
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Démonstration :

Les restrictions & [O,t] de g, £, et £, sont des &léments de :

1 2

(o}
L°(@, I,B;LP (0, £5W),
L(2,7,,P;11 (0, £51),

le] P' 1
et L (Q,9,P;L° (0,t5W"))
respectivement.

En appliquant l'analogue du corollaire 1 ot 1l'on remplace T par t,

on en déduit alors que les restrictions & [O,t] de u et u' vérifient :
u € LO(Q,?;,P;C(O,t;V))

u'e LO(Q,?;,P;C(O,t;H))

Donc, u(t) et u'(t) sont des processus adaptés et continus, & valeurs dans

" VetH respectivement.
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CHAPITRE 2

CALCUL DIFFERENTIEL STOCHASTIQUE ET EGALITE DE L'ENERGIE

POUR LES EQUATIONS DU SECOND ORDRE EN t ™ -'

§0

§1

§2

§3

Introduction.

Cas d'une martingale 3 valeurs

dans X.

Etude d'une équation d'évolution

stochastique.

Egalité de 1'énergie stochastique
pour les équations du second ordre

en t.
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§0. INTRODUCTION

Notre démonstration de l'existence utilisera, comme dans le cas parabolique, ;
1'hypothése de monotonie de fagon cruciale, afin de surmonter la difficulté

1iée 3 la non-linéarité des opérateurs B et C.

AP EAEAM

Or 1'utilisation de la monotonie va nécessiter une Egalité de 1'Energie

pour les équations du second ordre en t.

(Shay SR EIEREE

C'est celle-ci que nous allons maintenant &tablir. : 2

On pourrait éonger a procéder comme dans le cas déterministe (cf. LIONS- ;
STRAUSS [1] et STRAUSS []]), c'est-i-dire utiliser le résultat de la Iere partie
et "régulariser" u' par convolution. Mais, dans le cas stochasthue, il est :
nécessaire que la régularisée de u' soit "adaptée'. Ceci 1n}rodu1t une £

complication qui rend les calculs inextricables. N ;

ASS

,

C'est pourquoi nous avons abandonné cette méthode, et,nous avons préféré
refaire un raisonnement analogue 3 celui fait pour le cas parabolique, dans

la Iére partie.
Remarquons que, comme dans le cas parabolique, nous allons au passage,
démontrer un premier théor&me d'existence d'une solution pour 1'équation

qui nous intéresse, avec C = 0. -

§1. CAS D'UNE MARTINGALE A VALEURS DANS X

Soit u(t) un processus qui est tel que

¥

(1.1)  u €.12(2;17°(0,T;V))

(1.2) u' = %%- € 1° (2;17°00,T;m) n 1o@;LP (0, T3W),

non anticipatif tel que

(1.3) w0 =u, € LO@,5,25V)
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(1.4)  u'(v) +/otA(s) u(s) ds = u, +/t £(s) ds + M(t)
. ) (o] -
ol
(1.5) u € L2(a, % ,P;H)
(1.6) £ € 1.°(;L1(0,T;H)) + Lc_’/(Q;Lp'(O,T;W')),
non_anticipatif. ﬂ
a7 e M. (0,T38)

et oli la famille d'opérateurs A(t) vérifie les hypothésés (1.1) et (1.2);

du chapitre 1.

Remarque 1.1

:
'

(1.4) n'est pas une équation dont on chercherait 1aASoluFion, mais une

relation qui, avec (1.5), (1.6) et (1.7), caractérise les processus u'(t)

pour lesquels nous voulons &tablir une régle de calcul différentiel

£l

stochastique, qui nous sera nécessaire au chapitre suivant.

Théoréme 1.1

“Supposons, outre les hypothéses (1.1) ... (1.7) que :

(1.8) M € c(0,T;X) p.s.
Alors :
(1.9) u € C(0,T;V) p.s.

(1.10) u' € ¢(0,T;H) p.s., c'est un processus bien-mesurable a valeurs

dans H.
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Et on a 1'égalité :

2
lu'(t)lz— lull + <A(t) u(r), u(t)> - <A(o) U U >
(1.11)

t .
= / <A'(8) u(s), u(s)> ds + 2/

(o} . (o

t

i R
<f(s), u'(s)> ds + 2/ (u'(s),dM(s)) +
. o

+T S, V€ [o.T], p.s.

Démonstration :

- r t -~
Posons M(t) =/ M(s) ds, et : v(t) = u(t) - M t)
o

vi(E) = u'(r) - M(t)
Alors, on tire de (1.4)
dv'(r) + AGE) v(r) At = [£(r) - ACe) M(©)] de

Or :

v € Lw(O,T;V) p.s.
v' € 1P(o,T;w) N 1L7(0,T;H) p.s.
. 1
£-aM € L' (0,13 + 1P (0,75W') p.s.

On peut donc appliquer le théorgme 2.3 du chapitre 1, d'ol :

u € ¢(0,T;V) g
u'€e c(0,T;H), bien mesurable. . : .

vl - lu,12 + <A(E) v(£), v(E)>=<A(0) u ,u >

t . t "
\= <A'{o) v{(g), v(o}> do + 2 / <f(0) - A(o) M(c), v'(0)> do
0 (8]
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Développons 1'ggalité (1.12) :

' - 2 _
/ [t @1 = o, + <A@ u(®), u(®)> - <A@©) u_u >+

s 0|+ <A H(E), M(D)> - 2 (u'(8), M(E) - 2 <A(t) u(t), M(ep!

t ) - t -
(1.13) ==/ <A'(s) u(s), u(s)> ds 2/ <A'(8) u(s), M(s)> ds +

o} (o}

t v
<f(s),u'(s)> ds

oA
+

T ~ ~
/ <A'(s) M(s), M(s8)> ds + 2/

(o] (8]

t t 3
z/ <£(s), M(s)> ds - 2/ (a(s) M(s), u'(s)) ds
o o] ) ‘ .

~ t .
+ 2/ <A(s) M(s), M(s)> ds.
o N
3 Grice 3 1'hypothése i1.8), A() M(.) et A(.) I;I(.) € C(0,T;H) p.s.,
donc tous les termes de (1.13) ont un sens. '
Remarquons que : ;
- - t - -~ t ~ :
(1.14) <A(t) M(t), M(B)> = / <A'(s) M(s), M(s)> ds + 2/ _<A(s) M(s), M(s)> ds
. o o
o t - ‘ t
<A(t) M(t), u(t)> =/ <A'(8) M(s), u(s)> ds + / <A(s) M(s), u(s)> ds
’ o) A o)
(1.15) .
+ / <A(s) M(8), u'(s)> ds
o 3

D'autre part, v'(t) est un processus bien-mesurable & valeurs dans H,
qui vérifie :
v' € C(0,T;H) p.s.
; :
v' e P (0,T;W") + 12(0,T;V") + L1(O,T;H) p.s.

et M € C(0,T;VNW) p.s.
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On peut donc montrer, exactement comme au lemme 1.3 du chapitre 2,

Iléme partie :

. t V . t
W (), M) =[ (), V(> ds + [ @), i)

.0 o

De plus,

2 t
lM(t)l = 2 /' M(s), d M(s)) + Tr<<M>>t.
o .

Donc :

2 t :
2(u' (t), M(£)) - [M(r)| + z/ <A(s) u(s) - £(s), M(s)> ds
) o]

t
= 2 / (u'(s), d M(s)) + T1:<<M>>t
o

Et on obtient (1.11) en regroupant (1.13), (1.14), (1.15) et (1:1\6)2

§2. ETUDE D'UNE EQUATION D'EVOLUTION STOCHASTIQUE

Nous allons maintenant &tudier une 8quation hyperbolique stochastique,
pour pouvoir, au paragraphe suivant, passer 4 la limite sur les ré&sultats

du §1.
Etudions 1'équation :
d u'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt = £(t) dt + d M(v)
u

2.1 u(0) o

u'(o) = u,

oii les familles d'opérateurs A(t) et B(t,.) vérifient les hypothéses

(1.1) ... (1.7) du chapitre 1,

I

I

(2.2) u € L?—(sz,ﬁo,P;V)

(2.3) u, € LZ(Q,’FO,P;H)

1
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f = fl + f2 avec :

(2.4) f1 € I?(Q;L1(O,T;H)) non anticipatif,
- ' " .
(2.5) f2 € 1P (QX]O,T[;V') non ‘anticipatif,

(2.6) ME€ m2 (0,T;H)

Etablissons d'abord le :
Lemme 2.1

Supposons, outre les hypothéses ci-dessus, que 1'hypothése (1.8) ést
vérifide.
Alors 1'équation (2.1) a une solution unique :
u € 1L2(2;C(0,T;V)) telle que :
u'e P (exjo,T[;W) n 12(2;¢(0,T;H))

ot u' (t) est un processus bien mesurable d valeurs dans H.

DZmonstration :

On pose comme au théoréme [.1 :

= u-M

v =u' - M

Alors 1'équation (2.1) s'écrit : ,

y
v'"(t) + A(t) v(t) + BM(t,V'(t)) = f£(£) - A(t) M(t)
(2.7) v(o) = u
' ‘ v'(o) = u

1
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Les corollaires 2 et 3 du théoréme 3.1 du chapitre | nous permettent

d'affirmer que (2.7) a une solution unique v telle que :
q

v € ¢(0,T;V) p.s.

v'e LP(O,T;W) n ¢(0,T;H) p.s., processus bien mesurable 3 valeurs
‘ dans H.

L'équation (2.1) a donc une solution unique u telle que :
u € C(0,T;V) p.s.

u'é LP(O,T;W) N c(,T;H) p.s., et u' est bien mesurable i valeurs
‘dans H.

De plus, [cf. lemme 2.2 du chapitre 2, II&me partie] B(u) est non

anticipatif. On peut donc appliquer le théoréme 1.1 a u, d'od :

2
[u'(t)[z - [ull + <A(t) u(t), u(t)> - <A(o) u_, u > +

t t

(2.8) + 2 / <B(s,u'(s)), u'(s)> ds =/ <A'(s) 1_1(s), u(s)> ds +
o o

t st

+ 2/ <f(s), u'(s)> ds + 2 /

(u'(s), d M(s)) + Tr <5M>>t
fe) o] '

Grice aux hypothéses faites sur A et B,

o g o

s [l s alls@lg] e el s

2 2 £ 2 I
g Lu] L o+ <A(0) u s ug> + 2 qluol + 2 a/O [u (s)l ds +

(/Ot £, 0] as) +

P 1

t t P
F 3@l ds s / [HOIEEE

2
+ -1?:~ Sup [ u'(s) [ +
<_ s£t ’

o]

(2.9)

_ s
+ 2 sup <IL (u' (o), d M(0))

> + Tr <<:M>>t
st
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Mais :

2 E §Sup
sst

s 2
/’ (u' (o), d M(G))-'% <%j E Sup [u'(s)l + 36 E{Tr<<M>>gf
o

sgt

On tire doné de (2.9)

s<t

2 2 g P
E{Sup ||u'(s)] +a [lus)]] €+ Y g [lut ()|  ds <
g Dot - ol 1 o o
(2.10)
2 t
< C+ %- E ;Sup lu'(s)[ % + 20 E{[ !u'(s)l2 ds

st 0

-

oi C est 1'espérance mathé@matique de :

2 2
lu][ + <A(o) us u > 2 o [uO[ +

o]
NN
o
rt
Y
—
N
[}
g
a9
7
N——’
+

1

t .. P
+ 6]’ llfz(s)ll ds + 37 Tr <<M>>
' ¢
o

On déduit aisément de (2.10) que :

. u € L2(9;C(0,T;V))
u' € tP(ax]o,T[;w) N 1L2(Q;c(0,T;H)) B

Théoréme 2.1

" Etant données deux familles d'opérateurs A(t) et B(t,.) qui vérifient
les hypothéses (1.1) ... (1.7) du Chapitre 1, sous les hypothéses (2.2),
(2.3), (2.4), (2.5)et (2.6), l'équation (2.1) a une solution unique :

u € LO(Q;Lm(O,T;V)) a dérivée :
u'e 190;7 Jo,t[;m) n 10170, 1:1)

»
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Cette solution vérifie en outre :
u € 1L.2(2;¢(0,T;V))

u' E'LP(QX]O,T[;W) n LZ(Q;C(O,T;H)),u'(t) est un processus bien mesura—

valeurs dans H,

o/

ble

2 2
[ut(e)] - lull + <A(t) u(t), u(t)> = <A(0) u, u > +

(o}

t t
(2.11) + 2/r' <B(s, u((s)), u'(s)>ds = /. <A'(s) u(s), u (s)> ds
. : o .

+

t : t
2/- <f(s), u'(s)> ds + 2/' (u'(s), d M(s) + Tr <<M>>t
o - o

vte [0,T], p.s.

Démonstration :

a) Unicité : Soient u et v deux éléments de LO(Q;LM(O,T;V)), a dérivées
u' et v' dans LO(Q;LP(]O,T[;W)) n LO(Q;Lm(O,T;H)),

solutions de 1'@quation (2.1). Alors :

@@ - v +Am[u® - v©] « BEu(®) - BlEv' (1) = 0

(2.12) u(o) - v() =20
u'(0) - v'(o)= 0

Or :
Bu') - 3" € Lo@;tP’ Jo,zfswn)

On peut donc appliquer le théoréme 2.3 du chapitre 1 & chaque trajectoire

du processus u(t) - v(t), d'ol :
2
lu'(t) - v'(©) ] + <a®) [u(®) - v(©)], uv(®) - v(©)>

t
2 [ @eule)) - Blev®), u(E®).m V> ds < 0
o

~
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D'oli, grice a (1.1) et (1.6) du chapitre 1

lu* (£) - v'(t)lz =0, vt e [o,T].

Et comme

"u(o) = v(o)
u(t) =v(e), Yte [O,T] 5 P.S.
b) Existence : Soit M" une suite de martingales telle que :
(2.13) M€ M2(0,T;8) 0 L°(5€(0,T5X))

. 2
(2.14) M*+ M dans M (0,T;H)

Une telle suite existe, puisque X est dense dans H. ?

D'aprés le lemme 2.1, 1l'équation :

[

du'_(£) + A(E) u (£) dt + B(t,u’ (1)) dt £(t) dt 4 M (1)

It

u

(2.15) un(o) o

u'n(o) u,

a une solution unique :

u_ € L2(Q;C(0,T;V))
.u‘HELp(QX]O,T[;W) n 1.2(9;c(0,T;H))
ol u'n(t) est bien mesurable & valeurs dans H, & laquelle on peut

appliquer le théoréme 1.1

[ L2 2 :
|u rl(1:)[ - [u1| o+ <A(R) u (8), u (£)> = <A0) u, u >

’ t t
(2.16) + 2 /; <B(s,u'n(s)), u'n(s)> ds = ]’ < A'(s) un(s), un(s)> ds
) )

+ 2 / <f(s), u'n(s)> ds + 2/ (u'n(s), d Mn(s)) + Tr <<Mn>>t
[o] : (o}

4
|
|
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. ;

De (2.16), on tire, comme dans la démonstration du lemme 2.1 : &

2 2 t p

'Y 2

s d o @1 e L@ Yo [Tl o

sst fo} i

' 3 2 t 2
(2.17) g ¢t + 4 E ySup Iu'n(s)[ + 2a E/ ]u'n(s)[ ds
s<t ) B

+37 E M (0)]

M

De (2.17), on déduit aisément que u_ reste dans un bormé de LZ(Q;Lm(O,T;V)):

et u'n reste dans un borné de LP(QX]O,T{;W) n LZ(Q;Lm(O,T;H))

H
:
g

Donc, aussi, grﬁée i 1'hypothé&se (1.5) du chapitre I

1
B(u'n) reste dans un bormné de 1P (QX]O,T[;W')

On peut donc extraire une sous-—suite ullde la suite u telle que :
(2.18) uu -~ u dans LZ(Q;Lw(O,T;V)) % faible
(2.19) u& ~ qu' dans LP(QX]O,T[;W) faible et dans LZ(Q;Lm(O,T;H)) % faible

|
(2.20) B(u'u) -~ x dans LP(SEX]O,T[;W') faible

Montrons le :

Lemme 2.2

u + u dans LZ(9:;C(0,T;V)) :
u' > ow o dans 12(2;C(0,T;H)) -

Démonstration :

11 suffit de montrer que uu-forme une suite de Cauchy dans L2(2;C(0,T;V))
et u'u une suite de Cauchy dans L2(Q;C(0,T;H)) .
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d[u'.u(ﬁ) -’ (0] + A(t)[uu(t) - u (0)]de +[B(t,u‘u(t) - B(t,u' ()] de
=ap -]

uu(o) - uv(o) = 0

On peut appliquer le théoréme 1.1. & uu(t) - uv(t), d'ol :

2
o () - u' @]+ a@lv @ -u @], v @® - u©>

Mais :

T 5
lu'u(t) - u'v(t)l dt

2
E % Sup luu(t) - uv(t)l %6 B /;

. T

. ot t 3
(2.21) : + 2 j; < B(u‘u) - B(uiv), u'u— u'v> ds £ 2 /; (u’u—u}fd(MP~My))
+ Tr «MU—MV»t
Mais :
2E§s [t a (H ) % L g dsup o (0o (0]
up <u' -u' , “M)> | <= u £)-u_ (t +
tgT t-o H v : 2 % tsg uu Uv
(2.22)
. u ] .
\ + 18 B [MP(T) - M (T)]
On tire de (2.21) et (2.22) :
. : 2 u v 2
(2.23) EdSup |u' (£) ~u' (0)] < 38E |MI(D) - (D]
_ t<T L v
_ ‘ X
(2.24) E;i;lg <A(t) {uu(t)—uv(t)}, uu(t)~uv(t)>~€$ |9 E lMu(T)—M\)(T)[
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-

2 .
(2.25) E 3Sup lu (£) —u (t)[ % + 0 quand H,v + =
u v .

£T .

I1 résulte de (2.24) et (2.25), grace & l'hypothése (1.1) du chapitre 1

(2.26) | E 3Sup llu (t) - uA(t)[{ %é— 0 quand p,v > ®
t<T H v v :

Le lemme résulte de (2.23) et (2.26).

Montrons-1le :

Lemme 2.3 : . x = B(ua")
Démonstration : Grdce 3 i'hypothése de monotonie (1.6) du chapitre 1,

il nous suffit, pour pouvoir appliquer la mé&thode du lemme 2.5. du chapitre 2,

~

ITéme partie, de montrer le :
Lemme 2.4 : VtE[OJﬂ, a

t t
‘/ <B(u'u), u‘u> -ds ‘*/' <yx,u'> ds dans 1.} (Q) faible.
) o

Démonstration :

On tire de 1'inégalité (2.21) :

t
j; <B(u'u? - B(u'v), u'u - u'v> ds|~+ O quand p,v > ®

E

Soit, grdce i la monotonie de B :

t
1
2.2 / 1 - 1 | I, 1 . ]
(2.27) I3 ‘<B(u U) B(u v)’ u " u v> ds + 0 dans L ()
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En utilisant (2.27), (2.19) et (2.20), on démontre le lemme 2.4 par un

raisonnement identique 3 celui du lemme 2.6 du chapitre 2 de la IIéme partie.

%.\

Fin de la démomnstration du théoréme 2.1

"On peut passer i la limite faible dans 1'équation approchée (2.15), d'ol :

d u'(t) + A(t) u(t) + B{t,u(t)) dt
(2.28) u(o)

u' (o)

|1

f(r) dt + d M(t)

It

u
¢

4

u est donc solution de 1'@quation (2.1), et u a la régularité souhaitée,

grice 3 (2.19) et au lemme 2.2.

1
[u est bien-mesurable comme limite dans L2(9;C(0,T;H)) de processus bien-

mesurables].

Il nous reste i passer 3 la limite sur 1'8galité (2.16), pour montrer
pas: g P

1'égalité (2.11).

Grice au lemme 2.2,

2 2
lu'u(t)[ - lu'(t)[ dans L1(Q)
<A(t) uu(t) uu(t)> + <A(t) u(t), u(t)> dans L1 (Q)
et

t t
/’ <A'(8) u (s), u (s)> ds '+‘/ <A'(s) u(s), u(s)> ds dans L1(Q)
o H L o

Grace au lemme 2.4,

t t
/' <B(u' ), u' >ds > /’ <B(u'), u'> ds dans Ll(ﬁ) faible
o u Ly 0
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D'aprés (2.19),

t t
1
/’ <f(s), u'u(s)> ds +'j{ <f(s), u'(s)> ds dans L (Q) faible
) 0

Grace i (2.13) et au lemme 2.2, on peut appliquer le théoréme 3.3 de la

Iére partie, d'oi :

t ) t
/ @' (s), d M(s)) ~>/ (w'(s), d M(s))  dans L1(Q)
[s] u O

Enfin, d'aprés (2.13),

Tr <<M_n>>t + Tr <<M>>t dans LI(Q)

Noug allons maintenant &tablir un résultat d'existence sous des

hypothéses un peu plus faibles.

0
(2.29) uO € L (Q,?%,P,V)
(2.30) u € L°(2,% ,P3H)
f = fi + f2’ avec
(2.31) f1 € 'LO(Q;Ll(O,T;H)) non_anticipatif
1
(2.32) ‘f2 € LO(Q;LP_(O,T;W‘)) non anticipatif

- * 2
(2.33) M € 7n1 (0,T;H)
oc
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Théoréme 2.2 :

Les familles d'opérateurs A(t) et B(t,.) vérifiant les mémes hypothéses
3 f et M vérifient (2.29), (2.30),
(2.31), (2.32) et (2.33), alors L'équation (2.1) a une solution unique

qu'au Théoréme 2.1, si les données u, u

u € 10@;17(0,T;V)), 4 dérivée :

u'€ L2(%LP(0,1;W) N L2931 7(0,T5H)

Cette solution vérifie

u € 1.°2(2;¢(0,T;V))
u'€ 1.°(2;C(0,T;H)), processus bien mesurable d valeurs dans i,

et en outre :

2 2
‘u'(t)l - lull + <A(t) u(g), u(t)> - <A(o) U uo> +

t t
(2.34) + 2 /’ <B(s,u'(s)), u'(s)> ds = /' <A'(s) u(s), u(s)> ds 4
’ o o]
t

t \ .
+ 2 /r <f(s), u'(s)> ds + 2‘/‘ (u'(s), d M(s)) + Tr <<M>>t
o o
vee [o,7], p.s.

Démonstration :

L'unicité se démontre exactement comme au théoréme 2.1. Montrons

1'existence :

Soient :
Qn = {m;lluolk n, lu { < n}
g t t p'
T = inf tsT;[M(t)| >n, /. !f (s)l ds>n, ou f’ i!f (s)l[ ds > n
n 2 . 1 2
o o W
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Posons :

un = 1 u
[e] Y (o]
n
o = i u
Y 2 %
n.
£(t) sit €[o0,T ]
£ (t) = "
0 sit > T
: n
M) = M(EAT)

On peut alors appliquer le théoréme 2.1 i 1'équation :

It

du'_(£) + A(t) u (r) dt + B(t,u' (1) dt f“gt) dt + a MU(t).

!
(2.35) un(o) =u
' =
u n(o) u,
qui a une solution unique :
u € .2(2;C(0,T;V)) : -
u'_etP(ex]o,r[;w) N L2(2;¢(0,T;8).
Remarquons que :
un+1(t,w) = un(t,m)
u‘n+1(t,w) = u‘n(t,w) v (t,w) tels que :
wen e te[o,r (0]
On peut donc définir u(t,w) par :
(2.36) u(e,®) = u (e,0) siweq, te[o,T W]
et alors :
(2.37) ?'(t,w) = u'n(t,w) siw € Qn’ t:E[O,Tn(w)]
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u(t,w) et u'(t,w) sont alors définis pour tous les (t,w) tels que :

we U Qn’ et t€ Y [O,Tn(w)].
n n )

Mais :

P(U Qn) = 1
n

U[O,T;l(m)] = [0,1] »-s.
n .

Fixons WE Y § . Pour n assez grand, W € et :
L B © n

> [O,?n(w)] = [O,T], pourvu que ¥ ¢ N, N ensemble de mesure nulle de 9,

et alors :

u(e,®) = u (L8 € CO,T5V)

u'(Lse) = u'_(.,0) € tP(0,T;W) 0 C(0,T;H) )
Donc :

u > u dans C(0,T;V) p.s.

u'n -+ u! dans LP(O,T;W)An c(0,T;H) p.s.

Par un passage 3 la limite E&l€mentaire sur (2.35), on vérifie que u est

solution de 1'équation (2.1).

La relation (2.34) s'obtient en passant 3 la limite sur :

2
1u'n(t)|2 - {uflll + <A(t) u (£), u (£)> = <A(o) u‘;, u2>

. t t
+ 2 j. <B(s,u'n(s)), u'n(s)> ds = j’ <A'(s) un(s),un(s)> ds
) 0

t t
+ 2 }{ <£%(s), u'n(s)> ds + 2}[ (u'n(S),d M"(s))

o (o]

+ Tr <<M.n>>t Vit € [O,T} pP-S.
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Exemple 2.1 :. Equation des ondes linéaires

.. —_—
Soit & un ouvert de B~ . Posons :

H = W

Lz(g)a p=2, V = Hé(g)

<A u,v>

1
n M e}
\

( ) -——-(X)dx, u,v € H}J(G)
l

(B(t) u,v) = b(t) /gu(x) v(x) dx ; u, v € LZ(6)

oi b(.) € 1L (0,T)

Etant domnné :

Me Mm?> (0,T;L2()
1oc'

. o .1l

u €L m,?o,P,HOm)

€ 1°(2, %, BsL2@)),

Y1

le théoréme 2.2 permet d'affirmer que 1'équation :

d u'(t) + A u(tr) dt + B(t). u'(t) dt

= d M(t)
(2.35) u(o) = u,
u'(o) = u
i
a une solution unique :
u EC(O,T;H—(‘) @) p.s.
avec u'€ Cc(0,T;L2(8)) p.s.
L'équation (2.35) s'interpréte :
o a2
d [-3-—‘3-(—5—’9—] - op 26X g b b ue,x) de = d M(e,%)
-3t i=1 Bx.
. i
u(t,x)l = 0 . u(o,x) = u_ (%)
X

it

u, (x)

u'(o0,x)
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(3.2)

(3.3)
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§3. EGALITE DE L'ENERGIE STOCHASTIQUE POUR LES EQUATIONS DU SECOND ORDRE EN t.

Nous allons maintenant déduire des résultats du §2 la formule de Ito
pour la fonctionnelle "énergie", ﬁui est ici :
2
¢ ®u) = [ut@| +<au(e), u)>
; H

Soit u(t) un processus qui vérifie les hypoth&ses (1.1), (1.2), (1.3),
(1.4), (1.5), (1.6) et (1.7).

On suppose que le triplet (W,W',p) est tel qu'il existe une famille
d'opérateurs B(t,.) de W dans W' vérifiant les hypothéses (1.3), (1.4),

(1.6) et (1.7) du chapitre 1.

On a alors le :

Théoréme 3.1

Sous les hypothéses ci-dessus, on a les propriétés sutvantes :
u € 1.°2(2;C(0,T;V))
u'e LO(Q,C(O,T;H)), u'(t) est bien mesurable dvaleurs dans H.
2 2
lu'(e)| - lull + <A(t) u(t), u(t)> - <A(0) u,, u >
\ t

t
= / <A'(s‘) u(s), u(s)> ds + 2/ <f(s), u'(s)> ds
o o

t
+ 2 )( (u'(s), d M(s)) + Tr <<M>>t, YVt € [O,T], peS.

o
Démonstration :
Posons :

f(r) = £(r) + B(r,u'(L))
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Alors; grace i (1.2) et (1.6) :
£ e 1@t 0,13m) + 1L2(@;1P (0,T5WY))

De plus, on déduit de (1.2) et du lemme 2.2 du chapitre 2, IIéme partie que :
B(u) est non anticipatif,

n
Donc, f est non-anticipatif et, d'aprés le théoréme 2.2, u est l'unique

solution de l'équation :

1

dv'(t) + A(t) v(t) dt + B(t,v'(t)) dt £(t) + d M(t)

S

(3.4) v({o) = U,
vi(o) = u,
(3.1), (3.2) et (3.3) résultent slors du théoréme 2.2. .
Théoréme 3.2 :
Supposons, outre les hypothéses du Théoréme 3.1, que :
(3.5 u € L2(2V), u, €.E(Q;H)
(3.6) .f € L2(a;L1(0,T;H)) + Lp‘(ﬂx]O,T[;W’)
.(3.7) | ﬁ € T2(0,T;H) : 1
(3.8) ‘ u' € 1P @xo,T[;m
. - Alors :
(3.9) u € 12(2;C(0,T;V))

(3.10) u' € 1.2(Q;C(0,T;H))
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E ]u'(t)[2 - E [uJ[Z + E <A(t) u(é), u(t)> - E <Afo) u_, u >

(3.11)

]

t t
B /; <A'(s) u(s), u(s)> ds + 2 E /' <f(s), u'(s)> ds + E [M(t){z
o

vee[o,T]

Démonstration :

1
Grdce i (3.8), B(u') € P (QX]O,T[;W')
Posons :

F(t) = £(t) + B(t,u' (£))

Alors, d'aprés le théoréme 2.1, u est l'unique solution de 1l'équation :

d v'(t) + ACE) v(t) dt + B(t,v'(t)) dt = £(t) dt + d M(t)

Il

v(o)

[
=

|
[}

vi(o) = u,

3.9 et:(3.10) résultent alors‘dq théoréme 2.1. On vérifie aisément que
grace a (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) (3.9) et (3.10) on peut prendre 1'espérance

mathématique dans 1'égalité (3.3), ce qui domne (3.11).

=
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§0. INTRODUCTION

Nous allons maintenant &tudier 1'équation :
. d u'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t), u'(t)) d W(t) =
., . = f£(t) dt + d M(t)

u(o) = u s u'(o) = v,

Nous utiliserons la méthode de Galerkin, i.e. une approximation en dimension
finie, pour ré&soudre (Q.l). Nous aurons donc besoin d'un résultat en dimension
finie, qui corresponde & nos besoinsg. Dans la TIdme partie, nous avions &tabli, |
en deux &tapes, par la méthode de Picard, un résultat que nous avions ensuite
appliqué a la solution approchée en dimension finie. La démonstration de ce
résultat utilisait & la fois la coercivité et la monotonie : c'est ce qui

nous a &vité toute hypothése de type Lipschitz sur A.

Ici, pour notre résultat en dimension finie, nous nous contenterons de
montrer, en utilisant uniquement la coercivitéd, que les hypothéses de Lipschitz

habituelles peuvent &tre transformées en des hypothéses de "Lipschitz locales",

sans qu'il n'y ait d'explosion.

Nous serons donc obligés de faire une hypothése de type '"Lipschitz locale™
‘'sur B (qui joue ici le rdle que jouait A dans la IIéme partie), hypothése qui
pourrait Etre évitée, en améliorant le résultat en dimension finie, 3 1'aide

de la monotonie.

Cependant, cette hypothése semble &tre en général vérifiée dans les

applications, c'est pourquoi nous 1'avons faite, pour simplifier 1'exposé.
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§1. HY?OTHESES ET NOTATIONS

Outre les espaces V, W et H, et la famille d'opérateurs A(t), introduits

au chapitre 1, on se donne :

Un espace de Hilbert K et un Brownien W(t) défini sur K, d'opérateurs

de covariance &gale i 1'isomorphisme canonique J e Z(X',K).

Onksuppose que W(t) est adapté & la famillegi H
Un nombre p > 1, et deux famille d'opérateurs :

B(t,.) de W dans W'

"C(t,.,.) de VxW dans‘IZ(K;H), définis pour presque tout t(f]O,T[,
et qui vérifient : N
(1.1) yNER+, Yxe€W, Vh €H, Yk €K, 3L€R+ tel que :
|B(e,v) - B(t,v),x)| ¢ L ||v-v]]
| (h,C(t,u,v)k - c(t,u, MV | < L||u-u]| + L| [v-v|]| »
: v W
Y u,u €EVv, v €W tels que :

sap (| Jul |, 1ol lys [ 1vl g lIvllp <

et pour presque tout‘tE]O,T[ .

(1.2) 3g t.q. |8, ]| < 8l[v][PT
e W

Yv €W, p.p. t€]o,T]
(1.3) k Iy >0 et A tels que

2 <B(t,v),v > + Alv|2+ A llullz + Az ¥ iivl[p + llC(t,u,v)[!z
a A W 2

Vu€ev, veW p.p. t€]0,T[ .




(1.4)

(1.5)

(1.3 bis)

(1.4 bis)
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~ ~ ~ 2 . ~ ~
2 <B(t,v) - B(t,v), v-v> + A lv—v[ + A <A(t) (u-u) ,u-u>
‘ o H

2
Slc(t,u,v) ~ C(t,u,v) Hz

. n, .
, Vu,&’ €V, Vv,v €W, p.p. t E]O,T[

Vu €V et v €W, t =+ B(t,u) et t ~ C(t,u,v) sont des applications
Lebesgue mesurables de.]O,T[ a valeurs dans W' et L2(K;H) respectivement.

Remarque 1.1

Dans le cas particulier ol C(t,u,v) = Cl(t,u) + Cz(t,v),

(1.3) et (1.4) sont en particulier vérifiées si 1'on a :

ullal sy sl e 1)
v 2

. 2
B(e,0,v +ulvl syl vl P+ e, em ]
H W 2

- ~. ~ -~ 2
"u <A(t) Erﬂ% u-u> > [ICl(t,u) - Cl(t,u)H2

~ ~ : 2 ~ 2
<B(t,v) = B(t,v), v-v> + u|v-v| =» l[Cz(t,v) - Cz(t,v)][
‘ " H 2

avec u = A/

9"

Remarque 1.2 :

I1 résulte des hypothéses (1.2), (1.3) et (1.5)

SR S AR LY T T NSO L o O AT AT e T

L

‘ 1
(i) B applique les bornés de LP(QX]O,T[;W) dans les bornés de L (QX}O,T[;W':

. Si u est un &lément non anticipatif de LO(Q;LP(O,T;W)), alors

1
B(u) est un &lément non anticipatif de LO(SZ;Lp (0, T;W")).
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(ii) C applique les bornés de :
12(ex]o,t[;v) = JrP(ax]o,T[;w) N 12 (ex]o,T[;m)¢
dans les bornés de LZ(QX]O,T[3I2(K;H)).
Si u et v sont des &léments non anticipatifs de LO(Q;LZ(O,T;V» et

LO(Q;Lp(O,T5W) N 1.2(0,T;H)) respectivement, alors C(u,v) est un &lément
non anticipatif de 223120, T;22 (R3H))) .

On se donne en outre ;

(1.6) u_ € L°(;V) et u € LO(Q;H),7SF; mesurables
2
(1.7) M EM (0,T;H)
loc
o 9 ) p' ' ~
(1.8) f € L (2;L%(0,T;H)) + L (2;LF (0,T;W")) adapté

-~

Et on cherche i résoudre :

d u'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t), u'(£)) dw(c)
= £(t) dt + dM(t)

u(o)

u' (o)

(1.9)

1

u
[o)

Y

Remarque :

. 1
£ € 1°(2;1 0, T3m) + 1LO(R;LP (0,T5WY))

Dans le cas oii C=o0, on peut prendre, comme on 1l'a vu au chapitre 2 :
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§2 — UN RESULTAT D'EXISTENCE EN DIMENSION FINIE

On se donne :
a(.) € Cl(O,T;I(Rd)) tel que :
‘(2.1) _ Ir t.q. (a(b)x,x) + Alxlz >0 Yte [O,T], X ERd
2.2) (a' (£)x,%) < O vt € [0,7],x eR?
et deux famillesd'opérateurs :
K d d
(t,%) > b(t,x) mesurable de ]Q,T[XR dans R
(t,x,y) ~ c(t,x,y) mesurable de ]O,'l‘[xl:%1 X Rd dans X ( Hd)
qui vérifient : ' ’
(2.3) VN , BLN tel que :
T - Ny a n
[b(e,y) - (e, + [lettx,y) - ee,x, 0| < 1y [x=x| + 1y [y-y]

vt E]O,T[, Vx,;,y,’}\rl ERd tq.vsup([x[,[}q;'l,[yi, B;l) <N

(2.4) 3p>1, y>0 et A tels que :
Mxl2 + 20(03),9) + Ay[P Az x[y]P + [leCex |12
vt € Jo,7[, %,y € R¢
ou |1.11, aésigne la norme Hilbert-Schmide dans X(R.9).

(2.5) 38 t.q : |b(t,y]| < 8lylP™!

ve e ]o,7[, vy eR¢




(2.6)

2.7)

s

(2.8)
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Soient alors :
-9 d e .
f €L (Qx]O,T[;f% ) ,non anticipatif
2 d
M€ M?(0,T;.R)

u et u, € LZ(Q;Rd), ?o mesurables et W(t) un processus de Wi_ener a

d - . . . . . .
valeurs dans B~ d'opérateur de covariance la matrice identité, qui soit

une 37t martingale.

(2.9)

et

(2.10)

On a le :

Théoréme 2.1 : Sous les hypothéses (2.1)...(2.8), 3 un procéessus

x € 1.2(Q;c! (o,T;Rd)) tel que :

x' € Lp(Qx]O,T{ﬁ%d)? solution de

dx'(t) + a(t)x(t)dt + b(t,x"(t))dt + c(t,x(t),x'(t)) dW(t) =
= £(t) dt + d M(t)

x(0)

x' (o)

I

X
(o}

%1

[

Démonstration :

Si x€ Rd, on posera :
n
x = ————— X
. sup (n, [x|)
b_(t,y) = b(t,[y])

e (t,x,3) = ot [x]_[v])

Cherchons d'abord 3 résoudre :
1 it - 1 1 .
dx n(t) + a(t)xn(t)dt + bn(L,X n(t)}dt + cn(t,xn(t),x n(t))dW(t)

. = f(t) dt + d M(t)
x_(o)

x' (o)

il

X
o

X

1
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(2.10) peut encore s'écrire :

X (8) - x'_(0) '-
( d( no > +< B ’ ) dt +
Xvn(t) a(t? xn(t)+bn(t,x'n(t))

o . o 0 .
(2.11) +< >dW(t) =< )dt + d( )
{ ¢, (e,x_(£),x"_(6)) £(¢) M(e)
xn(o) > <x0)
<x'n(o) X,

Ecrivons (2.11) sous la forme :
d y_(£) +A(t,y_(£)) dt + I(t,y_(£))du(e)
(2.12) = ¥(o)dt + d M(e)
yyle) =y,

. L. 2d 2d
oli A et I' sont lipschitziennes de R dans R, p.p. tE€ ]O,T[.

On peut appliquer & (2.12) les résultats classiques de la théorie des

équations différentielles stochastiques (Cf. GIKHMAN-SKOROKHOD [l] ).
On montre aisément hue la solution de (2.12) vérifie :
Y, 2d
y, € L2(2;¢(0,T;R 7))

Donce (2.10) a une solution

x € Lz(Q;Cl(O:T;F’ld))



- (2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)
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Appliquons le calcul différentiel stochastique & [x'n(t)lz:

. .
f lx'n(t)|2 + (a()x (£),x () +.2/' (®_(0,x'_(0)),x'_(0)) do :

o H

t .
P2 ), e (o (0! (@) ai) -
(o]

I

{ %12 + (aCo) x,x.) + /O (a' (@)x_(@), x_(0)) do

t t
2/ (fn(d), x'n(o)) do + 2/ ‘(x‘n(c),d M(g))

o o H

+

+

t
[o [lego k@, =" @] [2 ds -

2 Tr << ji cn(o,xn(c), x'n(c)) dW (o), M>>t + Tr <<M>>t

On montre aisément que les opérateurs bn et ¢ vérifient :

[b (£, < B[] P | | | 5
A x]2 52 0 (6,5),5 + A y|2 +ar sy|[y] P70 Iyl + e, (e, ]2

De (2.14) et (2.15), on tire :

llcn(t,x,y)![i ' x|%2 ¢ 2 Bl[y]an_l ORI Y

Or :

2

Tr <<j;. Cn(G,Xn(G), Xﬂn(c)) dW(a), M>>t

t 2
<8 /O IERCENORING IS

+ -1- Tr <<M>>
S



(2.18)

(2.19)

(2.205
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En regroupant (2.13), (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), on obtient :

lx'n(t)lz <[X1[2 * (a(o)'xo,xo) * Co‘xo‘2 * Clt

t t
+_C2 ji lx'n(q)lz do + C3 Tr <<M>>t +}L If(o){z do

t
+ 2/ (x'_(0), (o)) -

(o}

t
- zji '_(@),¢_(0,%_(0), x'_(0))) dW(o)

(2.18) s'éerit :
ESNOIENNG

ol ?n(t) est une sous—-martingale. Donc, en appliquant 1'inégalité de

Doob, on obtient :

N

) CE (P_(m)

P (Sup lx'n(t)] >n| & "

tgT n

Prenons 1'espérance mathématique dans (2.18)

CE (x'_ (]2 s E (x,]2) +E (alo) x_, x) + 6 E (|x |2 + ¢t

+c/
2

t t
E (|x (0)]?) do + Cy E (M) |2 + E/ |£ (o) |2do
(o] (o) .

Soit :

t
(=, <o+ 5 (= (@] do

(e}
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-

En appliquant le Lemme de Gronwall &:(2.20), on obtient :

(2.21) Sup E (lx‘n(t)lz) £ cste
t<T .

D'oi : E [YDKT)]s )

(2.22) P (sup |x' ()] > m) s =
o 2
t<T n
On pose :
Tn = inf {tsT;[x'n(t)[ > n}

Grace 3 (2.22),

p-s., 3N(w) t.q. n > N(m):#}Tn(m) = T
Donc : U [O,Tn]’= [O,T] p.s.
, n
Remarquons que si t € [O,Tn], xn+1(t) = xn(t)

Donc la relation :
x(t) = xn(t), t € [O,Tn] s définit un processus sur [O,T] s

i trajectoires continues, qui est solution de 1l'équation (2.9).

-~

I1 reste a montrer :
<" € 1.2¢2:¢00,T:BY) n 1P (@x)0,TRY

De (2.21), on déduit, en utilisant le Lemme de Fatou (puisque Vt,

xn(t).+ x(t) p.s.)

(2-23) Sup FE (‘x'(t)lz) < cste
t<T '
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Appliquons le calcul différentiel stochastique & |x'(t)|? -

. ) ' t
(2.24) |x' (6|2 +(a(t)x(), x(D) + z_/, (b(0,x'(0)), x'(c)) do +

o .

t

+ 2 (x'(0), C(0,%(0),x'(0))) dAW(0) < lxllz + (a(o) x_,x )+

o

t t
+ z/ (£(a), x' (o)) do + z/ x'(0), d M(0)) +
(o] 0

+ Tr <4ﬂ-ﬁ/ C(o,x(a), x'(0)) dW(0)>>t
o

Par les majorations habituelles, et en utilisant les hypothé&ses, on

obtient :
t t
(2.25) |x'(£)]2 + L / ') |P do <+ 2/ (x' (o), dM(o))
2 ‘o s} :
t
- 2/ (' (0), C(0,x(0), x'(6))) dW(o)
o - '
ol

T
£ = |x |2+ (ao) =, go) +dylx |2+ a + d3/0 |x" (o) |2do

T

+d Tr'<<M>>T =){ |£(0) |2 do
I

(¢}

Grace 3 (2.23), & € L1(Q), et les intégrales stochastiques qui
interviennent dans (2.25) sont des martingales, donc on peut prendre

1'espérance mathématique dans (2.25), ce qui nous donne :

T
(2.26) E / Ix' (@) [P do < + =
(&)




(2.27)

(2.28)

(2.30)

3.1)

(3.2)

(2.29)
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De plus :

E %Sup lx'(£)|? %s Eg+2 E;Sup
t<T t<T

t
[ (x' (o), dM(a))
[8]

t
/ (x',C(x,x")) dH(o) .
(o)

|

Mais, d'aprés le théoréme 1.3 de la premiére partie :

t
2 E $Sup .[ (x'"(a), dM(a))
t<T o

is %-:E %Sup IX'(t)lzi + 27 E |[M(T)|? {
t<T

2 E 3Sup / (x',C(x,x"))dvW (o) €$—]§ E?Suplxl (t) l2§ +
t<T o - t<T

rT
+ 27 E/ llc(o,x (0),x'(c))[[2 do

(o}

En utilisant (2.26), (2.28): (2.29) et les hypothéses (2.4) et (2.5),
on tire de (2.27)

E<Sup lx‘(t)i2>.< + o

t<T

Donc :

x € 12(2;¢1 0,TRY) . o

§3 - THEOREMES D'EXISTENCE ET D'UNICITE

‘Nous allons nous placer tout d'abord dans le cadre suivant :
u, € L2(0,%,P;V)

~ u € LZ(Q,%,P;H)
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(3.3) o f = £+ f avec :

1 2
(3.4) f1 € Lz(Qx]O,T[;H) non anticipatif

1
(3.5) . f2 e 1P (QX]O,T[;W') non anticipatif
(3.6) M €M2(0,T;H)

Etablissons le :

Théorsme 3.1 : Supposons que, outre les hypothéses du “§.1,

(3.1) ... (3.6) soient vérifides.
\
Alors l'équation :

du'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t))dt + C(t,u(t),u'(t)) dwW(r)

= f(t) dt + d M(t)

3.7)
u(o) = ug
u'(o) = U,
a une solution uniqué.:
(3.8) " u e L2(9;C(0,T;V)), tel que :
(3.9) Cu' e LP(ox 0,T ;W) n L2(9;C(0,T;H)), u'(t) processus bien mesurable
d valeurs dans H.
Démonstration :
a) Unicité : Soient u et v deux solutions de 1'équation (3.7), qui

vérifient toutes deux (3.8) et (3.9).

Appliquons le théoréme 3.2. du chapitre 2 & u-v :
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E (Ju'(®)-v'()]2) + E < ) [u®)-v(®)], u®)-v(e) >

. t
+ 2 E{/ < B(c,u‘(c)) - B(o,v'(0)), u'(o)~-v'(g)> do
. o

. |
~ E/ |lc(o,u(0),u' (@) - C(o,v(o),v'(0))|]|? do = 0
o 2

Grdce & i'hypothése de monotonie (1.4),
E [iu'(t)-—v'(t)l2 + <A(%) [u(t)~v(t)] , u(t)-v(t)>]

t ' } o
< A/ E [}u'(a)—v'(a)l2 + <A(0) [u(e)-v(e)] ,u(c)—v(c)>] do

(o}

X
Et on déduit du Lemme de Gronwall :

E [!u'<t>~v'<t>12 + <A(E) [u(t)—v(t)},u(t)—v<t>>] = 0
vee[o,r]
Donc : u'(t) = v'(v) p.s., Vi€ [O,T] ‘ %
u(e) = wv(t)

b) Existence : Soit {21,...,£m,...} une base orthonormée de H, formée

d’é1éments de V N W.

Soit {k,,...,k ,...} une base orthonormée de K, et I 1l'opérateur de
1 m m

projection orthogonale de K sur Sp {kI,...,km}.

Etudions 1'équation : 3

1 ' v 4
d(u m(t),zj) + <A(t) um(t),2j> dt + <B(t,u m(t)),lj> dt + :

o

(1,C(t,u (D0 () d [Lw©] =

[}

<fm(t), 2j> de + dM((t), 2.)
(3.10) ~ j=1...m

u_ (o)

c =
— 3 o8

u'_ (o)
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od : ' uﬁ désigne la projection orthogonale dans V de u, sur Sp[ll...lm],

et u, désigne la projection orthogonale dans H de u, sur Sp[ll...zm] ;

fm est définie par :

m

it

fz’m(t,w) fz(tsw)

Sup(m,[[fz(t:m)ll*)

(3.11) S ‘ .

Remarquons que :

T A Y 2

m 2¢0.
u »-uo dans L“(Q;V) ) ]
\ A
(3.12) T su dans L2 (Q;H) é

: 1 1

p' Andl {
fz,m -> f2 dans L¥ (9x)0,T(;W") |

On cherche pour (3.10) une solution & valeurs dans sp[zl...zm], ce qui

~

. - m
revient a4 chercher un processus Xm(t) i valeurs dans R , tel que :

j : . '
Xm (t) Kj vérifie (3.10).

P~ B

w (8) =

j=1

On vérifie aisément que 1l'on peut appliquer le théoréme 2.1, qui nous

assure 1'existence d'une solution, telle que :

u € L2(9;C(0,T;V))
(3.13) -
u' € L2(2;¢(0,T,H)) N LP(ex)0,T(;W)

Etablissons maintenant le

Lemme 3.1 u, reste dans un.borné de L2(q;L”7(0,T;V))

u'  rpeste dans un borné de L2(q;L7(0,T;H)) N LP(QX)O,T(;W)

- :
(1) 11 faut que 7§ < fm(t) &3> 23 € L2(gx)0,T(H).
3=1

«

Donc dans le cas oil p' 3 2, on peut prendre fm = f,




(3.14)

(3.15)

— 2]4> —

Démonstration : Appliquons & lu‘m(t)lz le calcul différentiel

_stochastique :

o |
[u_(8)[2 + <A(®) w (£), u (0> + 2 /0 B(o,u’_()), u'_(0)>do

+

t
2 / @' (@), Clo,u (), u' ()N ) d W(o)
(8}

2 t
_ | m m .
= lull + <A(o) uo . u0> + /0 <A' (o) um(o'), um(o')> do

t t
o F 2/ < Em(c),u'm(0)> do + 2/0 (1}'m(0), d M(0))

o}

+ Tr << M ‘j{. Cm(c,um(c), u' (o)) dW(e)>> |
.70

ol Mm(t) désigne la projection\orthogonale dans H sur Sp[ll,...,lm],
de M(t).

et C(.) =
k|

I ~B

| 2j @? (lj,C(-))

On tire de (3.14)

t
a0 12 + A w0, v (0> + 2 [ (Blou' (0)), w' (@) do-
[¢]

! t
/0
t

t
2 /O <fm(c), u'm(0)> do + 20 <u‘m(0), d M(o)>

2
lto,u (), u'm(o)llz do < lullz + <A(0) u_,u >

+

°
2[ < (0), Co,u_(0), u' (@I ) aW(e)+
5 _

+

(o}

* 1 2 1
6/ HC(c,um(cr),um(c)) | |2 do + (14—(;) Tr <<i>>

Grace a (3.13), on peut prendre 1'espérance mathématique dans (3.15)

- et g gy L et b et 1
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t

t t
T+ 2 E/ <fm(c),u'm(o)> do + (‘SE/
o o

o

1

2

+ RN
p|ep

On choisit 6 et § tels que :

29 - 8=

wi=

Alors (3.17) s'écrit :

- 2
E(lu' (0)[% + o E (o ][ + I
N v .

(3.18)

AN

t

Ev(lu'm‘t)lz) + B <A(t) u (), u (£)> + 2 E/- <B(g,u' (a)), u'_(0)> d6*€i

(e}

(3.16) - E/O HC(c,um(cr) ,u'm(o))[]zdc < E (lullz) + E <A(0) u_, u_>

Utilisant les hypothé&ses et les majorations habituelles, on tire de

(3.16) :
) 2 t P
/ E (o, @®12 + a8 (o@D + v 5[ (e, @]
o] W
< E (lullz) + E <A(o) uo,_uQ> + 2 a E (luolz) + A(14+8)t +
| | t t
(3.17) + (20+A(1+8)+1) E/ lu' (0)-]%do + A E/ o (o) ]2 do +
< o] m o " v

oP £ P £ 2
2@ w0 5 [ le,@ll e[ 5@

t P 1
E / [1£,¢) ], do+ (I+5 ) E AHGIE)
. ,

t P
E/O [lery@1] o

t
s ¢+ oc /0 E | (o)]2 dc+02/ EHum(o)Hi do

k)
s
5
=
£

%=

2 L
ety (od '@ | gor (1) BCuce)

R P PR AR A T,




- 216 ~

Posons H C I

3 inf (1,a) -

2 t 21 a
E [lu'm(t)lz + Hu(t)Hv] < cvo + 03/ E[[u'm(c)IZ + HU(O)HV]do

(e}

D'oli, en utilisant le Lemme de Gronwall :

(3.19) - sup E (Ju'_(0)]?) s a
t<T :
- 2 y

(3.20) sup E ([[u (0[] ) g b

tgT v

. T P A
(3.21) E/ o' _(©]] dese {
o} W :

Donc, aussi : i

T 2
(3.22) E/ |lc(t,um(t),u'm(t))[[2 dt ¢ d
o

Utilisons ces premiéres estimations pour en &tablir de plus fines.

On tire de (3.15)

o @]+ anum(t)ui slog2 + ae + <A u, u>+ 2 o u|?

t 2 t P t 92 '
s (1+2a+x)/ lut ()2 do + 2 / et )] doeaf[|u o) || a0
o m . P o o W (o} m v ;

< t . 2 t . p' € : 2‘
(3.23) ' +/ £, |? do +~,[ £ ()] do +5/ 1c(o,u (o) ,u' (o))]]
P 21 (@0 (DI,
o] o W o} do :
t

t
+ (1 + %9 Tr <<M>%t + %é (u'm(c),d M(0))~2 (u'm(O),

5“‘*

Cloyu, (0),u' (o)) 1) dW (L)

L4 S




(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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t
(u'm(c) ,dM(o))
(]

E [Sup % lu‘m(t)lz + aHum(t) l lzi]s ey E[SUP
t<T . v t<T

+ 2 E[Sup
o

T

Or : v
t : T 1
' 1 2 /2 :
2 E [ i;lg L (u m(c) ,dM(o)) } £ 6 E[(/o [u m(c)l d [Tr<<M>>t]> ;
. 1 ]
< = E|Sup |u’ (t)[Z] + 27 E||M(T) |2
~ 3 [;sT " _ [ ]
t .
28 [s0p| [ (00,000,000 @) )au(0) }
€T o} m

W

o

T - Y :
< 6E (/ |u'm(0)[ZHC(o,um(G),u'm(U)!lido) 2l¢ = E itjg [u'm(t)[

Rassemblant (3.24), (3.25) et (3.26), on obtient :

-%E [Sup lu' (t)!z] se +27 4+ 27 E (lM(T)lz)
m
t«T

D'ol aussi :

E ( Sup | |u (t;)H2>< cste
£<T . v

(3.21), (3.27) et (3.28) démontrent le Lemme 3.1.

Grice aux hypothéses faites sur B et C, on a aussi :

]
B(u'm) reste dans un borné de LP (9x)0,T (W)

C(um,u'm)]Im reste dans un borné€ de 12 (QX)O,T(;LZ(K,H)) .

|

t
[ @0 cu 0w @)1

%+27d

|

14
2

t

4
i
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TI1 existe donc une sous-suite uu telle que 1l'on ait :

SR G Y

w—u dans L2(9:1°(0,T;V)) = faible

uu-a u' dans L2(Q; " (0,T;H)) # faible
dans Lp(Qx)O T(;W) faible

(T)—-—Au(T) dans L2(Q;V) faible
(T)u—au (T) dans LZ(Q;H) faible
Auu-—-\Au dans L?-(Q 1L7(0,T;V')) = faible
B(u' ) —X dans 1P’ (9x)0,T(;W') faible
C(u ,u )H —a . dans Lz(QX)O T(; L2(K H)) faible

SIS S e BT

ISR e

B A Wt 1]

On démontre aisément que les cing premidres limites ci-dessus ont

TR

les relations indiquées. Cela résulge en fait de la linéarité de la
dérivation, de 1'opération trace, et de l'opérateur A. Par contre, en %

_ce qui concerne les termes non-linéaires, il nous reste a montrer :

Lemme 3.2. :

]

X
z

B(u') ‘ : | :
C(u,u') :

it

Démonstration :

Dans 1'égalité (3.14), on choisit m = u, et on prend 1l'espérance

mathématique :

PSR MR I T AR

. _ .
E (iu'uo:)i?-) +E <A(D) w (), u (8> + 2 E/O (B(o,u’ (0)), u' (0)) do.

Wty

t . » 2
- E/o .HC(g’up(g) ’U'U(G)[lz £ E (luulz) + B <A\O)U.Ll u§> +
(3.29) '

YRt AR O AL

t ‘ . £
+-Ea/ <A' (o) uu(d),uu(0)> do + 2 Eﬂ/. <fu(6),u‘u(0)> do +
(e} (o)

rim A,

P

t .
+ E‘{Mu(t) M) - 2/, C'(cr,uu(d),u'u(c))HudW(o)}

(o}
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Si ?(t) est une fonction réelle différentiable,

(e}

T _ T _
/ e ap(r) = e ?(T)—ff:(o)w/ e M p(t) at
0

On tire donc de (3.29)

/ M E(ut 2+ T E Am w,m, um> ¢
. T T
+ AEa(e) u (£), v (£)> dt + A E Mgt (0)]2 at +
g L u
T . T
+ B[ e <B(r,u’ (0),u' (0)> At ~ E e, u (Bu (t))ll dt <
(o] (o]
" N T e
(3.30) < E(]u1]2) + E <A(0) u_, u‘;> + E/ e T <A'(L) uu(t),uu(t)> dt +
. (o] .
T e :
+ ZE/ e <f (£), u' (r)> dt + i
o U H i
T
+ e—)‘t _E{M“(T),M“(T) - 2/ C(t,u (t),u' (t)) I dw(t) } +
» o u u wo ;
+ AE/’T e—xt {Mu(t) Mp(t) - Zj[t C(o,u (o),u' (o))I dW(o)} dt g
: : ’ R TR T u

o ’ (o}

On sait que toute forme quadratique semi-définie négative est concave.

Donc, sur un Banach toute forme quadratique semi—définie négative et
continue pour la topologie forte, est semi-continue supérieurement pour la

topologie faible.

En utilisant de plﬁs la convergence forte de fu et de MP, et les

convergences faibles, on déduit de (3.30)
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T T
/ 2im Sup E []0 )\E)‘t <A(t)up(t),uu(t)> dt + 2/0 E“(B(t,u'u(t)),u'u(t)) dt

T T |
+ A/O Y At luyu(t?)l?_ dt ~L E )\tllc(t,uu(t) :u'u(t))(li dt

<E<[u'1[2> + E <A(0) u_, u > - 2T g (ur (22 EA(Mu(D) ,u(m)>

(3.31) < T T
+ E/ Zkt <A'(E) u(t), u(t)> dt + 2/ <f(t), d'(t)> dt +
o E o
- T 3
+e" T E{M(T), M(T) - 2/ g(t) dw(e)} +
o ¢
AN
T t :
\ . m[ e ey M(e) - 2/ £(o) dW(a)} dt
(¢ (o]

Par ailleurs, en passant 3 la limite faible dans 1'&quation (3.10),

on obtient :

_ du'(t) + A(t) u(r) dt + xet) dt + g(t) dw(t)
(3.32) u(o)

u' (o)

£(t) dt + dM(t)

u, : :

Y

On peut appliquer & u(t) le théoréme 3.1. du chapitre 2 :

: t
E(Ju'(£) |2) + E <A(t)u(t),u(t)> + 2 E/ <x(0),u'(0)> do -
o]

t . t :
(3.33) - - E/ Hg(o)llz do = E([u;[?) + E <A(0) u s ug> +E/ <A' (o)u (o) ,u(o)>dc
(s] . o :

t . ' £
+ 2 E/ <f(g), u'(o)> do + E{M(t),M(t) - 2/ t(c) dW(o)}
o .

o
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-~

. . —At - . . .
En introduisant ek , on établit & partir de (3.33) une relation

analogue a (3.30).

Joint & (3.31), cela nous permet de conclure :

T e T
gim Sup E x/ et <A(B)u (t),u (t)> dt + A[ e"fu' (£)[2 dt +
o u u o u

T . T
-t . ' _ At ' 2
+/o e F<B(r,u' (£) ' (£)> dt /o e HC<t,uu(t)’u u(t))szt]
(3.34) < . .
< E x/ et <At ule) ,u(e)> de + x/ &t Jut (|2 dr +
(8] o
T T
\ + /o S <x(t) ;' (0)> de -fo ot llc<t>!lzdt]

Or, &tant donné :

v € LZ(Q;Lm(O,T;V)) tel que :

o v

=57 € 12(;17(0,T;H) n 1P (ex)0, T(W)

v

T .
+ 2 E/ EM: <B(t,u‘u(t)-—B(t,v'(t)), u'u(t)—v'(t)> at

T
- E/o e (0),u1(0) - cle,v(),v' (0] |2

4D VAR AR A TSI RRET N Y

i

‘ T t
Xu= XE/ e’ <A(r) [uu(t)"v(t)\],uu(t)—v(t)> dt +.)\E/o E}‘t[u'u(t)—v'(t)ﬁ'?
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‘Grice 3 1'hypothése de monotonie (1.4);

X 20
i

‘ Or, grace & (3.34) et aux convergences faibles,

T _
0 s %2im Sup X < }\E/ it <A(t) [u(t)-v(t)] ,u(t)-v(t)> dt-
o]

T

A T '
(3.35) + XE/ St [ut (£)=v'(t) |2 dt + 2 E/ M (D) -B (e, v (1) ,u (B)~v' (£)>
) o dt ‘
T 2
- E/ & (o) - C(t,v(t),v‘(t)llzdt
o A <
Dans (3.35), on choisit tout d'abord :
v{t) = u(t)
d'od :
C(t) = C(t,l}(t) ’u'(t))
On tire d'autre part de (3.35)
T e T 2
(3.36) _AE/ e <A(t) [u(t)-—v(t)], u(t)-v(t)> dt + AE/ [ut (£)-v'(r)] 4t

(o} (s}

T
+ 2 E/ elt <x(t) = B(t,v'(t)), u'(t)-v'(t)> dt 20
0]

v({t) = u(t) - o x(t)
x(t) € L (Q;C(0,T;VvAW))

p >0

On pose

avec

Somiieon

By \.
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On divise par p et on fait tendrep + 0, d'oi :

T "
B[0P < - Beut @), x0)> de 30
5 ‘ .

v x € L7(2;¢1(0,T;VNW)), donc :

x(t) = B(t,u'(t))

Fin de la démonstration du théoréme 3.1.

L'équation (3.32) s'écrit donc :

du'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t),u'(t)) dW(t)
\

(3.37) = £(t) dt + dM(t) -
uo) = u
u'(o) = u

Les conditions d'application du théoréme 3.2 du chapitre 2 sont alors

remplies d'oi :
u € L2(9;¢(0,T;V))
et u' € 1L2(Q;C(0,T;H)) N LP(ax)o,TGW),

1 -

u' est bien mesurable i valeurs dans H.

On a de plus le résultat suivant :
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Théoréme 3.2 : Sous les hypothéses du § 1, L'équation :

du' () + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t),u’'(r)) &W(t)

£(t) dt + dM(t)
(3.38)

]

u(o)

u
(o]

]

u' (o) U,

a une solution unique

u € LO(Q;C(O,T;V)) tel que
' e 1.0@;1P 0, T;w)) N 1°(R;C(0,T;H))

ou u'(t) est bien mesurable d valeurs dans H.

\
Démonstration : _
On pose : Q= {l[uoll < n} N {lull < n}
SO
%o - 2 Yo
n
o=
ul o= lg ou

On décompose :

f = f1 + f2

avec :

£ € 1.2(2;12(0,T;9))

1
£, € 10 @:1P (0,T;W"))

et 1'on pose :

i

T%(w)

t 1/2
inf%tsT;(/ [f1(0)12d0> >n %
o

t - ' l/pl
inf%tsT;(/- £, |12 do> 5o n%
(o] R

T2 ()
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Choisissons Ts qui réduit la martingale locale M(t), i.e. tel que

M(t, T € M*0,T;H)

Et soit : T = T1a 7273
n n j1) pey
X = 1
n [O,Tn]
£(t) = X (r) £(8)
Mn(t) = M(tA T)

Remarquons que :
P.S., Tn=T i partir d'un certain n.
‘

Le théordme 3.1 nous assure 1l'existence d'une solution unique pour

1'équation :

du'n(t) + A(E) un(t) dt + B(t,u'n(t)) dt + C(t,un(t) ,uI‘1 (E)dwW () =
= £_(¢) dt + a_(t)
u_(0) = u,
u' (o) = u}

On vérifie aisément que
sim>n, [O,Tn] c [O,Tm]

et <. Q
n m

De plus, um(t,w) = un(t,m),

si w € Qn et t € [O,Tn(m)]




(3.40)

(3.41)
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or: U Jo,r ] =[o.r] »pus.

u Qn = Q, 3 un ensemble de mesure nulle prés.

-Donc, la relation :
u(t,w) = un(t,w) siw € Qn et s1 tE€ [O,Tn]

définit de fagon unique un processus
u € ¢(0,T;V) p.s. tel que :
u' € ¢(0,T:H) N 1P(0,T;W) p.s.

qui vérifie l'équation (3.38) p.s.

L'existence est démontrée. h

Montrons l'unicité :

Supposons qu'il existe une autre solution v(t). Grd3ce & l'unicité

de la solution de 1'équation (3.39),on aurait alors :
u(t) = v(t) si w € Qn et t € [O,Tn],

et ceci Vn, d'ot :

u(t) = v(t) vte [o,T], p.s.

Remarque 3.1.

A On aurait des résultats similaires en considérant plusieurs triplets
d'opérateurs (Ai’ Bi’ Ci) i=1...q, comme au § 4 du chapitre 3 de la IIéme

partie.
§ 4. - EXEMPLES

Les notations que nous allons utiliser sont les mémes que celles

du § 5 du chapitre 3, IIéme partie.
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Exemple 4.1. : Equation des_ondes_stochastique linéaire

Posons :
H=W=12(), p=2
1 - 1
\Y HO(O’)

S§i u, v € Ho( ), soit :

n

<Au,v> = X / aij (%) -g—z—— (%) —g—;’(—— (x) dx
i,j=1 p i ]

ia,.(.) EL t a.. = a.,

ol alJ( Y EL (& e alJ aJl

.

On suppose que I o > 0, tel qtée :

n n
2
P a..(x) £.E. >a I E,,VEE Rn, p.p. dans B
.- ij i%] AP |
i,3=1 1=]
Soit B = 0

On choisit K =R2,

C(t,u,v) = (€ (t,u) ,C,y(E,7))

avec :

Cl(t,u) cl(t) u

Cz(t,v) = cz(t) v

ot ¢ (), c,(.) € L7(0,T)

€ 1°(2, §_,B;L2(®) .

. o) 1
Soient u € L (8, ?O,P,Ho(e))et u,

Etant domnné Wl(t) et Wz(t) dans ?’t - mouvements browniens indépendants,

1'équation :

du'(t) + A u(r) dt + Cl(t,u(t)) dwl(t) + Cz(t,u‘(t)) dwz(t’) =0
4.1
. u(o) = us u'(o) = u,
a une solution unique qui vérifie :
u € C(o,T‘;Hg(ﬁ)) p.s.
u' € C(0,T;1L2(®) p.s.




(4.2)

(4.3)

(4.4)
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L'équation (4.1) s'interpréte par :

n<
au(t,x)] _ ) du
d [ 3t CI o (a0 g (5,x)) de
i,7=1 k| i
+ e () ult,x) dW, (8) + c,(t) 222 qy (1) = 0
1 ? 1 . 2 ot 2
p.p. dans C.
. u(t,x) =0
z
du(o,x) _ ' ‘ :
u(o,x) = UO(X), 5t - ul(x) p.p. dans (. ,
» \ »
Remarque 4.1. : L'équation (4.1) a été &tudi&e, dans le cas n=I,

par YAVIN [1] . ‘ |

Exemple 4.2 : Equation hyperbolique stochastique non lingaire

On suppose ici que l'ouvert @ est borné.
Soient H = L2(9) et V = HI(©®)
L'opérateur A est défini comme dans 1'exemple 4.1.

oo
Soient p > 2, W = LP(O') et B 1'opérateur de LP(G’) dans 1P (8 défini par

<B(u),v>= / [u(x)lpw2 u(x) v-(x) dx Vu,v‘ € Lp(ﬁ).
o : .
Soit K %Rnﬂ,
C(t,u,v) = (Cl(u),...,Cn(u), Cn-l;l(v))

Ju .
Ci(u) = Pyl i=l...n, u € V.

i
P/9-3
v) 2-1

. P
0t | [I v, v € L°®)

C
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Soient d'autre part :

o v .l o % 72
.uo €L (Q: ﬁO,P,HO(G')), ul €L (Q’ oaP:L (0))
_p' )
f eif () p.s., non anticipatif

2
M €M (0,T;1.2(6))
loc

Wi(t)’ i=l...n+1, nt+l ?Tt mouvements browniens ind&pendants

"+ deux 3 deux.

Alors 1'équation :

n
du'(t) + A u(t) dt + B(u'(t dt + I Ci(t,u(t)) dwi(t)
i=1
(4.5) + Cn+l(t,u'(t)) dwn+1(t) = £(t) dt + dM(t)
u(o) = U,
u' (o) = Uy

a une solution unique :
u € C(O,T;H(l)(e’)) p.S., t.q.

u' € 1P (ex®) N 12(Q;C(0,T;L2(€)) p.s.

L'équation (4.5.) s'interpréte :

.
du(t,x) _ ] du(t,x)
d[ 3t ] TS <aij(x) 3%, ) 4t *
1i,3=1 3 i/ .
-2 n
(4.6) du(t,x) | P du(t,x) du(t,x)
. + ot ot de + z 9X. dwi(t) *
1=] 1
u(e,x) | P/ du(e,x) L, ~ ) e
+ st a3t ﬁn+z(t) = f(t,x) dt + dM(t,x)
4.7y u(t,x) l =0
z
(4.8) u(o,x) = uo(x), u'(o,x) = ul(x) p.p. dans &

dans Z;op.p.
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Exeﬁple'4.3. : Equation hyperbolique stochastique non linéaire,

avec condition au bord de type Neumann non homogéne

On suppose que l'ouvert @ est borné.
Soient H = 12(6), v=H! (),

n .

du v

‘ <A u,v> = ‘Z / 5;7'(X) Egl(x) dx, u,v € 1l ,
i=1 1 1

Etant donné p > 2, sOit :

W= vew P@ ; v, € P}

<

Si u,v € W, on pose :

du (x) p-2
oX.
i

n
<B(u),v> = I f

1=1

0%; &

+ f luG) |27 u(x) v(x) dr

T
Soit K =R?2
c(t,u,v) = (€ (E5u) Cy(E,v))
Cl(t,u)' = cl(t) u

avec : cl(.) € Lw(O,T)

Cy(E,v) = ey(t) la|P/27 o, w €12 @)
avec : CQ(.) € Lm(O,T), sup eslez(t)l < 2

Soit f un processus adapté A valeurs dans W' défini par :

<f(t),v> = /. fo(t,x) v(x) dx + /’ g(t,x) v(x) df

V4 . T
pl
ol s fOEI; @) p.s.
1
g €1 (%) p.s.

Uy -g-;’:(x)dx +/ |u(x)[P”2u(x)v(x)dx
X .




- 231 -

Soient :

o
u_ € 12(g, A BHL@), u) € L7 @, FL,B120)),
Wl(t) et Wz(t) deux @% mouvements browniens indépendants.

Alors 1'équation :

du' (t) + Au(t) dt + B(u'(t)) dt + ¢, (t,u(r)) dw,(t)

(4.9) + Cz(t,u'(t)) sz(t) = f£(t) dt
. ' uo) = ug
u'(o) = U,

a une solution unique :
.13l X
u € c(0,T;HE! (&) p.s., t.q. :
u' € 1P(0,T;w °P(@) N C(0,T;12(8)) p.s.

u" € LP(Z) P-S.
L

L'équation (4.9) s'interpréte formellement :

n
du(t,x) | _ _ 3 32u(t,x)
d [ 3t ] Au(t,x) dt = X 3x.<‘3t 3%,
i=1 1 1

P2 92u(t,x) dt
ot axi

-2
: du(t,x) [P du(t,x)
(4.10) + 5T ot dt + Cl(t) u(t,x) dWl(t)
: -1
su(e,x) | P/2 du(t,x) ~
+ cz(t) T Py dwz(t) = f(t,x) dt
n 2 p—2 2 : [p—2
du(t,x) + ¥ 9cu(t,x) 9cu(t,x) cos(n,x.) + du(t,x) du(t,x)
, an 21 ex ax, ot COSiEy ot ot
1=] 1
(4.11)
= g(t,x) p.p. sur I
. du(o,x)
(4.12) u(o,x) = uo(x), Y = ul(x), p.p. dans @

[P
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