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T T
/ 2im Sup E []0 )\E)‘t <A(t)up(t),uu(t)> dt + 2/0 E“(B(t,u'u(t)),u'u(t)) dt

T T |
+ A/O Y At luyu(t?)l?_ dt ~L E )\tllc(t,uu(t) :u'u(t))(li dt

<E<[u'1[2> + E <A(0) u_, u > - 2T g (ur (22 EA(Mu(D) ,u(m)>

(3.31) < T T
+ E/ Zkt <A'(E) u(t), u(t)> dt + 2/ <f(t), d'(t)> dt +
o E o
- T 3
+e" T E{M(T), M(T) - 2/ g(t) dw(e)} +
o ¢
AN
T t :
\ . m[ e ey M(e) - 2/ £(o) dW(a)} dt
(¢ (o]

Par ailleurs, en passant 3 la limite faible dans 1'&quation (3.10),

on obtient :

_ du'(t) + A(t) u(r) dt + xet) dt + g(t) dw(t)
(3.32) u(o)

u' (o)

£(t) dt + dM(t)

u, : :

Y

On peut appliquer & u(t) le théoréme 3.1. du chapitre 2 :

: t
E(Ju'(£) |2) + E <A(t)u(t),u(t)> + 2 E/ <x(0),u'(0)> do -
o]

t . t :
(3.33) - - E/ Hg(o)llz do = E([u;[?) + E <A(0) u s ug> +E/ <A' (o)u (o) ,u(o)>dc
(s] . o :

t . ' £
+ 2 E/ <f(g), u'(o)> do + E{M(t),M(t) - 2/ t(c) dW(o)}
o .

o
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-~

. . —At - . . .
En introduisant ek , on établit & partir de (3.33) une relation

analogue a (3.30).

Joint & (3.31), cela nous permet de conclure :

T e T
gim Sup E x/ et <A(B)u (t),u (t)> dt + A[ e"fu' (£)[2 dt +
o u u o u

T . T
-t . ' _ At ' 2
+/o e F<B(r,u' (£) ' (£)> dt /o e HC<t,uu(t)’u u(t))szt]
(3.34) < . .
< E x/ et <At ule) ,u(e)> de + x/ &t Jut (|2 dr +
(8] o
T T
\ + /o S <x(t) ;' (0)> de -fo ot llc<t>!lzdt]

Or, &tant donné :

v € LZ(Q;Lm(O,T;V)) tel que :

o v

=57 € 12(;17(0,T;H) n 1P (ex)0, T(W)

v

T .
+ 2 E/ EM: <B(t,u‘u(t)-—B(t,v'(t)), u'u(t)—v'(t)> at

T
- E/o e (0),u1(0) - cle,v(),v' (0] |2

4D VAR AR A TSI RRET N Y

i

‘ T t
Xu= XE/ e’ <A(r) [uu(t)"v(t)\],uu(t)—v(t)> dt +.)\E/o E}‘t[u'u(t)—v'(t)ﬁ'?
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‘Grice 3 1'hypothése de monotonie (1.4);

X 20
i

‘ Or, grace & (3.34) et aux convergences faibles,

T _
0 s %2im Sup X < }\E/ it <A(t) [u(t)-v(t)] ,u(t)-v(t)> dt-
o]

T

A T '
(3.35) + XE/ St [ut (£)=v'(t) |2 dt + 2 E/ M (D) -B (e, v (1) ,u (B)~v' (£)>
) o dt ‘
T 2
- E/ & (o) - C(t,v(t),v‘(t)llzdt
o A <
Dans (3.35), on choisit tout d'abord :
v{t) = u(t)
d'od :
C(t) = C(t,l}(t) ’u'(t))
On tire d'autre part de (3.35)
T e T 2
(3.36) _AE/ e <A(t) [u(t)-—v(t)], u(t)-v(t)> dt + AE/ [ut (£)-v'(r)] 4t

(o} (s}

T
+ 2 E/ elt <x(t) = B(t,v'(t)), u'(t)-v'(t)> dt 20
0]

v({t) = u(t) - o x(t)
x(t) € L (Q;C(0,T;VvAW))

p >0

On pose

avec

Somiieon

By \.
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On divise par p et on fait tendrep + 0, d'oi :

T "
B[0P < - Beut @), x0)> de 30
5 ‘ .

v x € L7(2;¢1(0,T;VNW)), donc :

x(t) = B(t,u'(t))

Fin de la démonstration du théoréme 3.1.

L'équation (3.32) s'écrit donc :

du'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t),u'(t)) dW(t)
\

(3.37) = £(t) dt + dM(t) -
uo) = u
u'(o) = u

Les conditions d'application du théoréme 3.2 du chapitre 2 sont alors

remplies d'oi :
u € L2(9;¢(0,T;V))
et u' € 1L2(Q;C(0,T;H)) N LP(ax)o,TGW),

1 -

u' est bien mesurable i valeurs dans H.

On a de plus le résultat suivant :
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Théoréme 3.2 : Sous les hypothéses du § 1, L'équation :

du' () + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t),u’'(r)) &W(t)

£(t) dt + dM(t)
(3.38)

]

u(o)

u
(o]

]

u' (o) U,

a une solution unique

u € LO(Q;C(O,T;V)) tel que
' e 1.0@;1P 0, T;w)) N 1°(R;C(0,T;H))

ou u'(t) est bien mesurable d valeurs dans H.

\
Démonstration : _
On pose : Q= {l[uoll < n} N {lull < n}
SO
%o - 2 Yo
n
o=
ul o= lg ou

On décompose :

f = f1 + f2

avec :

£ € 1.2(2;12(0,T;9))

1
£, € 10 @:1P (0,T;W"))

et 1'on pose :

i

T%(w)

t 1/2
inf%tsT;(/ [f1(0)12d0> >n %
o

t - ' l/pl
inf%tsT;(/- £, |12 do> 5o n%
(o] R

T2 ()




(3.39)
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Choisissons Ts qui réduit la martingale locale M(t), i.e. tel que

M(t, T € M*0,T;H)

Et soit : T = T1a 7273
n n j1) pey
X = 1
n [O,Tn]
£(t) = X (r) £(8)
Mn(t) = M(tA T)

Remarquons que :
P.S., Tn=T i partir d'un certain n.
‘

Le théordme 3.1 nous assure 1l'existence d'une solution unique pour

1'équation :

du'n(t) + A(E) un(t) dt + B(t,u'n(t)) dt + C(t,un(t) ,uI‘1 (E)dwW () =
= £_(¢) dt + a_(t)
u_(0) = u,
u' (o) = u}

On vérifie aisément que
sim>n, [O,Tn] c [O,Tm]

et <. Q
n m

De plus, um(t,w) = un(t,m),

si w € Qn et t € [O,Tn(m)]




(3.40)

(3.41)
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or: U Jo,r ] =[o.r] »pus.

u Qn = Q, 3 un ensemble de mesure nulle prés.

-Donc, la relation :
u(t,w) = un(t,w) siw € Qn et s1 tE€ [O,Tn]

définit de fagon unique un processus
u € ¢(0,T;V) p.s. tel que :
u' € ¢(0,T:H) N 1P(0,T;W) p.s.

qui vérifie l'équation (3.38) p.s.

L'existence est démontrée. h

Montrons l'unicité :

Supposons qu'il existe une autre solution v(t). Grd3ce & l'unicité

de la solution de 1'équation (3.39),on aurait alors :
u(t) = v(t) si w € Qn et t € [O,Tn],

et ceci Vn, d'ot :

u(t) = v(t) vte [o,T], p.s.

Remarque 3.1.

A On aurait des résultats similaires en considérant plusieurs triplets
d'opérateurs (Ai’ Bi’ Ci) i=1...q, comme au § 4 du chapitre 3 de la IIéme

partie.
§ 4. - EXEMPLES

Les notations que nous allons utiliser sont les mémes que celles

du § 5 du chapitre 3, IIéme partie.
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Exemple 4.1. : Equation des_ondes_stochastique linéaire

Posons :
H=W=12(), p=2
1 - 1
\Y HO(O’)

S§i u, v € Ho( ), soit :

n

<Au,v> = X / aij (%) -g—z—— (%) —g—;’(—— (x) dx
i,j=1 p i ]

ia,.(.) EL t a.. = a.,

ol alJ( Y EL (& e alJ aJl

.

On suppose que I o > 0, tel qtée :

n n
2
P a..(x) £.E. >a I E,,VEE Rn, p.p. dans B
.- ij i%] AP |
i,3=1 1=]
Soit B = 0

On choisit K =R2,

C(t,u,v) = (€ (t,u) ,C,y(E,7))

avec :

Cl(t,u) cl(t) u

Cz(t,v) = cz(t) v

ot ¢ (), c,(.) € L7(0,T)

€ 1°(2, §_,B;L2(®) .

. o) 1
Soient u € L (8, ?O,P,Ho(e))et u,

Etant domnné Wl(t) et Wz(t) dans ?’t - mouvements browniens indépendants,

1'équation :

du'(t) + A u(r) dt + Cl(t,u(t)) dwl(t) + Cz(t,u‘(t)) dwz(t’) =0
4.1
. u(o) = us u'(o) = u,
a une solution unique qui vérifie :
u € C(o,T‘;Hg(ﬁ)) p.s.
u' € C(0,T;1L2(®) p.s.




(4.2)

(4.3)

(4.4)
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L'équation (4.1) s'interpréte par :

n<
au(t,x)] _ ) du
d [ 3t CI o (a0 g (5,x)) de
i,7=1 k| i
+ e () ult,x) dW, (8) + c,(t) 222 qy (1) = 0
1 ? 1 . 2 ot 2
p.p. dans C.
. u(t,x) =0
z
du(o,x) _ ' ‘ :
u(o,x) = UO(X), 5t - ul(x) p.p. dans (. ,
» \ »
Remarque 4.1. : L'équation (4.1) a été &tudi&e, dans le cas n=I,

par YAVIN [1] . ‘ |

Exemple 4.2 : Equation hyperbolique stochastique non lingaire

On suppose ici que l'ouvert @ est borné.
Soient H = L2(9) et V = HI(©®)
L'opérateur A est défini comme dans 1'exemple 4.1.

oo
Soient p > 2, W = LP(O') et B 1'opérateur de LP(G’) dans 1P (8 défini par

<B(u),v>= / [u(x)lpw2 u(x) v-(x) dx Vu,v‘ € Lp(ﬁ).
o : .
Soit K %Rnﬂ,
C(t,u,v) = (Cl(u),...,Cn(u), Cn-l;l(v))

Ju .
Ci(u) = Pyl i=l...n, u € V.

i
P/9-3
v) 2-1

. P
0t | [I v, v € L°®)

C
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Soient d'autre part :

o v .l o % 72
.uo €L (Q: ﬁO,P,HO(G')), ul €L (Q’ oaP:L (0))
_p' )
f eif () p.s., non anticipatif

2
M €M (0,T;1.2(6))
loc

Wi(t)’ i=l...n+1, nt+l ?Tt mouvements browniens ind&pendants

"+ deux 3 deux.

Alors 1'équation :

n
du'(t) + A u(t) dt + B(u'(t dt + I Ci(t,u(t)) dwi(t)
i=1
(4.5) + Cn+l(t,u'(t)) dwn+1(t) = £(t) dt + dM(t)
u(o) = U,
u' (o) = Uy

a une solution unique :
u € C(O,T;H(l)(e’)) p.S., t.q.

u' € 1P (ex®) N 12(Q;C(0,T;L2(€)) p.s.

L'équation (4.5.) s'interpréte :

.
du(t,x) _ ] du(t,x)
d[ 3t ] TS <aij(x) 3%, ) 4t *
1i,3=1 3 i/ .
-2 n
(4.6) du(t,x) | P du(t,x) du(t,x)
. + ot ot de + z 9X. dwi(t) *
1=] 1
u(e,x) | P/ du(e,x) L, ~ ) e
+ st a3t ﬁn+z(t) = f(t,x) dt + dM(t,x)
4.7y u(t,x) l =0
z
(4.8) u(o,x) = uo(x), u'(o,x) = ul(x) p.p. dans &

dans Z;op.p.
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Exeﬁple'4.3. : Equation hyperbolique stochastique non linéaire,

avec condition au bord de type Neumann non homogéne

On suppose que l'ouvert @ est borné.
Soient H = 12(6), v=H! (),

n .

du v

‘ <A u,v> = ‘Z / 5;7'(X) Egl(x) dx, u,v € 1l ,
i=1 1 1

Etant donné p > 2, sOit :

W= vew P@ ; v, € P}

<

Si u,v € W, on pose :

du (x) p-2
oX.
i

n
<B(u),v> = I f

1=1

0%; &

+ f luG) |27 u(x) v(x) dr

T
Soit K =R?2
c(t,u,v) = (€ (E5u) Cy(E,v))
Cl(t,u)' = cl(t) u

avec : cl(.) € Lw(O,T)

Cy(E,v) = ey(t) la|P/27 o, w €12 @)
avec : CQ(.) € Lm(O,T), sup eslez(t)l < 2

Soit f un processus adapté A valeurs dans W' défini par :

<f(t),v> = /. fo(t,x) v(x) dx + /’ g(t,x) v(x) df

V4 . T
pl
ol s fOEI; @) p.s.
1
g €1 (%) p.s.

Uy -g-;’:(x)dx +/ |u(x)[P”2u(x)v(x)dx
X .
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Soient :

o
u_ € 12(g, A BHL@), u) € L7 @, FL,B120)),
Wl(t) et Wz(t) deux @% mouvements browniens indépendants.

Alors 1'équation :

du' (t) + Au(t) dt + B(u'(t)) dt + ¢, (t,u(r)) dw,(t)

(4.9) + Cz(t,u'(t)) sz(t) = f£(t) dt
. ' uo) = ug
u'(o) = U,

a une solution unique :
.13l X
u € c(0,T;HE! (&) p.s., t.q. :
u' € 1P(0,T;w °P(@) N C(0,T;12(8)) p.s.

u" € LP(Z) P-S.
L

L'équation (4.9) s'interpréte formellement :

n
du(t,x) | _ _ 3 32u(t,x)
d [ 3t ] Au(t,x) dt = X 3x.<‘3t 3%,
i=1 1 1

P2 92u(t,x) dt
ot axi

-2
: du(t,x) [P du(t,x)
(4.10) + 5T ot dt + Cl(t) u(t,x) dWl(t)
: -1
su(e,x) | P/2 du(t,x) ~
+ cz(t) T Py dwz(t) = f(t,x) dt
n 2 p—2 2 : [p—2
du(t,x) + ¥ 9cu(t,x) 9cu(t,x) cos(n,x.) + du(t,x) du(t,x)
, an 21 ex ax, ot COSiEy ot ot
1=] 1
(4.11)
= g(t,x) p.p. sur I
. du(o,x)
(4.12) u(o,x) = uo(x), Y = ul(x), p.p. dans @

[P
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