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Cette &quation "s'interpréte" de la fagon suivante (sous des hypoth&ses

convenables, on peut [cf. LIONS—MAGENES'[I]] justifier cette interprétation)

( 3 o 3 d
'é‘E P(ta Xsy) - . ?_ _é_}'{:(aij(x) —a‘i— P(t,X,Y))
1,j=1 ] 1
- g 2 (o, . (@) 2 p(t,%,y))
. ioq 9V ij 3y. >
(6.9) < 3707 * |
[y, + v,y - axp] plt.xy) =
= q(X%,y) E(t,x) E(t,y). p.p. dans ]O,T{ xfx8
3 - _ 3 _
3o P(ts %) =0 Tn P(ts %) =0
X x€T v yeT
(6.10) |

p(0,%y) = E {(u (0 - 5 (0)(a, &) - )}

On peut appliquer le Théoréme 2.1. du Chapitre 1, et 1'équation (6.9)-(6.10)

a une solution unique :

p €17(0,138' (0%0)) n c0, ;1% (6%0))

Exemple 6.2. : Soient @ un ouvert de R, 1= LZ(U), vV = Hé(@), W(t) un mouve-~

ment brownien scalaire. On considére 1'équation :

2
du(t, ® -—a-—i-u(t,x) +o g—;(u(t,x) dW(e) = 0
, (6.11) 9% ‘
) u = 0 u(O,X) = UO(X)‘
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Si u E.Lz(ﬂxﬁﬁ, indépendant de W(t), on peut appliquer le Théoréme 3.1.

i 1'équation (6.11), pourvu que :

(6.12) o> < 2

u(t,x) = E u(t,x) est solution de :

2

d - =
’E"E u(t,x) . P u(t,x) -

(6.13) g

|
o

u(0,%) = u ()

Soit p(t,x,y) =E {(u(t,® - u(t,x (u(t,y) - u(t,y))

On déduit du Théordme 6.2., par un calcul analogue & celui que nous avons

fait dans 1'Exemple 6.1., que p est solution de 1'é&quation :

d 82 32 2 82
E.’t' P(t:X:Y) - —7’2"'_P(t:x3Y) - "'”"2_ P(taX3Y) e 9%2Yy P(t,X,Y) =
X Yy
6.14 =-a.~‘ﬁv(t %) & W,y
( . ) ‘ . ax s By 2
p(t,x%,y) =0 p(t,%,y) =0 p(0,x,y) = po(x,y)

x €T y €T

Soit A € Ly @x6) n ! ex6)) défini par :

' ’ du 3V )
<A0_11,V>=(—‘~ _"‘)'*‘(‘a";'s

v 2 3u v
o% ° 9% )+

) T % Gy gy

u, v € Hé Ex9)

. v
On vérifie aisément que 1'opérateur A est coercif sl et seulement si :
) - o]
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On retrouve donc ici la méme condition (6.12) que celle qui permet d'appli-|

quer le Théoréme 3.1.
De plus,
(txy) » o B(t,x) o ()
23X % ] 3}7 ]
P 1 2
est un &lément de L (0,T ; L° (%®)).

Donc, sous l'hypothé&se (6.12), on peut appliquer le Théoréme 2.1. du

Chapitre 1 & 1'équation (6.14), laquelle a une solution unique :

p E L2(O,T; H(])((YXO')) n c(é,T;Lz(a’xa)) 5

§7. PRINCIPE DU MAXIMUM

Nous allons démontrer un principe du maximum pour 1l'équation de
1'Exemple 5.4., i.e. nous allons montrer que si UO(X) > O p.p. dans s PeS.,

alors il en est de méme de u(t,x), Vit € [O,T] .

La démonstration classique du résultat analogue pour les équations aux

dérivées partielles déterministes consiste 3 différencier 1'application :

rt

> ¢ (u(r)) = /lu’<t,x>|2 dx
ot ﬁ_(t;x) = sup (0, -u(t,x))

et i montrer que ¢(u(t)) -est une fonction décroissante de t. On en déduit alors

que si ¢(u ) =0, ¢(u(t)) =0, Y& e[o,1]
Ici, on ne peut pas travailler avec cette fonctionmelle ¢, car :
-2
¢ =[x |

n'a pas de dérivée seconde en r = O.
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Nous allons "approximer"_}f par des fonctionsq%

Etant donné €>0, on pose :

2 s
6_
) . 4 3
- _r A
Ye(r) - 282 3e
0]
Alors
2r
3 2
l(r): —.g.ll.——i].:__
(Fe E2 £
0
2
2
" _ ___61’ _ﬁ?_.‘_
Lfe () €2 £
0

si

si

si

si

si

Done ¢_(.) € ¢* (R) et vérifie :

e, @] < v’
(7.1) lw;(r) < 2r
11 8

Itpe(r)l € 3

Posons :

¢ (W= /9/‘?8 (u(x)) dx,

-egrgoO

r >0

u € LZQ?)

de classe C2.
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Considérons 1'équation :
- 3 du(t,x)
du(t:X) = X ’3‘; a. -(X) """‘_'L""') + B(t,X) ]u(t,x.)lu(t,x) + |
. . . 1] 99X,
- : i,3=1 7] i
o, |
(7.2) + y(t,x) u(t,x) + u (t,x) dW(t,x) =0
ﬁ-u(t x) = 0 u(0,x)=u_(x)
on i 5 ? o
Montrons-le :
Théoréme 7.1. : L'équation (7.2) a une solution unique
2 1 3 2
u €L7(0,T3H (6)) N L ) nc,T;L°(8)) p.s.,
telle que st : AuO(X) >0 p.p. dans €, p.s.,
alors . : u(t,X) » 0 p.p. dams & Vree[o,T], p.s.

Démonstration :

Les hypoth&ses Etant les mémes que celles faites dans 1'Exemple 5.4., on

vérifie aisément que ‘1'équation (7.2) a une solution unique :
wetlo,mua @) n13® nco,112@)) p.s.
En effet, 1l'application :
vV

2 L
est lipschitzienne de L (&) dans Lz(e), de constante 1, et les hypothéses de

coercivité et de monotonie sont donc encore vérifiées.
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| A . L 2 ' g
De plus, grace & (7.1) et au fait que ?EGZC (R), toutes les hypothéses
sont vérifiées pour permettre d'appliquer le Théor&me 5.3. du Chapitre 2

[cf. Exemple 5.2. du Chapitre 2] , domec :

' t n - '
' 3 _ 3 _ :
( ¢€(U(t)) +[O i,§=1/¢9'aij(X) %, u(s,x) ij L (u(s,x)) dxds +

t
+/ f[s(s,xﬂu(s,x)l + y(s,0] uls,x) ¢! (uls,x) dxds +
o ¢ .

(7.3) <
a0 t , +
RS SIS HOY
0

B ¢e(uo) *

2@

. .
+ %Tr /O 4" (u(s)) d<<[ u’ (D) di()>>

Montrons d'abord les :

‘ .
Lemme 7.1. : / ((pE':(u(s)), u+(s) dW(s)) = OVtE[O,T] s P-S.
o .

Démonstration : I1 suffit de montrer que :

<</'((f7é(u(s)),' ut(s) aw(s)) > =0Vt € [o,7], p.s.
)

Or :

]

<</0'<%<u('s>>, w0 )7 = [ [ [prtate,2)u" e, 0a00y) pllate)

¢

A

+
x u (s,y) dzdyds

Mais :

I

(fg(u(s,x)) u+(s,x) 0 p.p. Vse [O,T]

g (uls,¥)) u (s,y) = 0 P-p- Vs e [o,1]
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Lemme 7.2. 3 Tr / ¢;:'(u(s)) d <</- u+(r) dW(r)»S =0
o) o

vVt € [O,T] s P-S.

Démorist_ration : Etant donné h € L2(0’), notons B(h) € ;f(Lz @, Ll(&’)) 1'opéra-

teur défini par :
[Bm) u] ® =hE u®) p-p.

Alors :

t

t . *
| Tr[ $!(u(s)) d<<f o) anms = [ fTr[B(?g<u<s>))B(u‘“(sn%(u“(s))]ds
(o] (s}

[¢]
".'/o’t 25 2 Cus)) “+(53QB<H+F::'>>] s

Mais :

(Pg(u(s,x))u+(s,x) = 0 p-p. dans & ,Vs E[O,T] p-s-.

Donc Vs € [O,T], 1'opérateur B((lag(u(s)) u+(s)) est l'opéfateur nul, p.s.

Fin de la démonstration du Théoréme 7.1

L'identité (7.3) s'écrit encore :

t n )
¢€(u(t)) + ][ T /;ij(x)—é—% u(s,x)—a-'g{]r u(s, %) (Fg(u(s,x))dxds

o i,j=1

(7.4)

t
+/ /[B(s,x)|u(s,x)l+ Y(s,%) ] uls,®) (o (u(s,%)) dxds = ¢ (u)
9‘ ‘ . .

(o}
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Remarquons que @

VreR, (f;(r) < ’O,I(F'E'(r) > 0

Donc :
n su(s,x) au(s X) o2 su(s,x) 2
U\s,x) " n . s X
IR Ry e a5 > frluls, ) T a2
1,3=1 1 J i=] i
> 0 p.p. dans g.

Et encore :

u(s,x) Y‘(u(s,x)) >0
& p.p. dans .
B(s,x) =0

3(3 x) |u(s,x)| u(s,x) ¢. (u(s x)) 2 0 p.p. dans €.

On tire donc de (7.4) :

t
(7.5) ¢€(u(t)) < ¢€(uo) -/o /G’Y(S’X) U(S,x)ga;:(u(s,x)) dx de

Pour presque tout (s,x) € €,
u(s,®) @lu(s,x) 7 2 pluls,x)
ee vee [o,7], |
b u(e) - ) pes.
puisque : ((oe(u(t,x)) /¢ (u(t,x)) p.p. dans ¢, p.s.

On peut donc faire tendre e->0 dans 1l'inégalité (7.5), ce qui donne :

t .
0a(®) < 4a) = [ [ o) plutsx0) ax as.
o ‘& ,




. p.s., alors ¢(u(t)) =0 Vt € [O,T], p.s.
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Mais yELw(E’), done 3C tel que :

'!y(s,x\léc - p.p. dané € , d'ou :
t
7.6 ew®) < 4 +¢ [ o) ds.
o

On déduit de 1'inggalité (7.6) et du Lemme de Gronwall que si ¢(uo) = Q

Montrons maintenant le :

Théoréme 7.2. : 5% uo(x) >0 p.p. dans &, p.s. ; alors la solution u de
1'équation (5.8) [de 1 'Exemple 5.4.] vérifie :

u(t,x) 2 0 p.p. dans &, Vt:E[O,T] ; p.S-.

Démonstration :

Si 1'hypoth&se du Théordme est vérifiée, alors, d'apré&s le Thé€oréme 7.1.,

la solution de 1'équation (7.2) vérifie :

(7.7) u(t,x) > O p.p. dans &, Vt€ [O,T], p.S.

Elle est donc aussi solution de 1'équation (5.8), et coincide avec 1l'unique

solution de (5.8), qui a donc la propriété (7.7).
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I1TIeme PARTIE

EQUATIONS STOCHASTIQUES DU SECOND ORDRE EN t,

DE TYPE MONOTOME

CHAPITRE | : Premiére extension des résultats

déterministes.

CHAPITRE 2 : Calcul différentiel stochastique et
égalité de l'énergie pour les équations

de second ordre en t.

CHAPITRE 3 : Equations stochastiques du second ordre en t.
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ORIENTATION

Le but de cette troisime partie est 1'étude des équations du type :

+

du'(£) + A(t) u(t) dt + B(t, u'(£)) dt + C(t, u(t), u'(£)) dW(r)

f£(t)dt + aM(t)

-~ u{o)

u' (o) i

u
[o]

I

u

oti A(t) est une famille d'opérateurs linéaires, et B et C sont
P

éventuellement non lindaires, tout en vérifiant une hypothése de monotonie.

L'exemple le plus simple d'une telle &quation est donné par 1'équation

des ondes excitée par un bruit blanc, qui s'@crit, au sens des distributions

dw(t)
dt

it

u"(t) - Au(t)

[}

u(o)

1 =
us u' (o) u,

Des équations de ce type, dans le cas linéaire, ont dé&ja été &tudiées,

par exemple par CABANNA [1] et YAVIN [l] .

Nous utiliserons largement dans cette partie les résultats et les
techniques décrits dans la deuxiéme partie de 1l'article de LIONS-STRAUSS [1],
et dans STRAUSS [1] , qui étudient ces mémes équations dans le cas
déterministe. Par ailleurs, les nota@ions, la dé&marche et les méthodes de
démonstration seront trés semblables 3 ce que nous avons fait dans la

Iiéme partie.
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CHAPITRE 1

| PREMIERE EXTENSION DES RESULTATS DETERMINISTES

§1 Hypothéses et notations
§2 Résultats déterministes

§3 Mesurabilité de la solution
par rapport aux domnées.
Un premier type d'équations
stochastiques du second ordre

en t
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§1. HYPOTHESES ET NOTATIONS .

On se donne deux espaces de Hilbert V et H, et un espace de Banach

réflexif W, tous trois sur le corps des réels, qui vérifient :

VeH et WeH, V et W étant denses dans H, et les injections continues.

On suppose en outre que VAW est séparable, et dense a la fois dans V

et dans W.

On identifie H 3 son dual, et on a donc :

(VW) c Vel cV' W'
(VW) cWe HcoW' < (VW'

i On se donne une famille d'op8rateurs linéaires auto-adjoints

A(D)E LW,V (0<t<T)

qui est faiblement continiment différentiable comme fonction de t,

c'est—a-dire telle que :

Yu,vev, t ><A(t)u,v>

est une fonctionicontinﬁment différentiable.
Posons D(A(t)) = {u € V ; A(t) u € H}

On suppose qu'il existe un espace de Banach X tel que :
(i) X ©D(A(r)) N W, veel[o,T]
(ii) L'injection de X dans VW est continue

(iii) X est dense dans H

Siué€ Ll(O,T;V), on notera :

Au la fonction t = A(t) u(t)

et A'u la fonction ¢t +[%E A(t)}vu(t)
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On vérifie, en utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus, que les
hypoth&ses précédentes entrainent que A(t) et A'(t) sont des familles

d'opérateurs uniformément bornées de V dans V'.
On suppose que A(t) vérifie les hypothéses

(1.1) 3 e>0 tel que :

<A(t)u,u> > a [u]z, Vte€ [O,T]
Yu€ev

ol [u] est une semi-norme sur V, telle que :

Lel? + [off < el
(1.2)  <A'(t)u,u> <0, Vte[o,T]; Vuev

On se donne en outre, une famille d'opérateurs B(t,.) : W»W', dé&finis pour
presque tout t:E]O,T[, et qui vérifient :

(1.3) B(t,.) est hémicontinu, i-e :

A = <B(t,u+Av), w > est continue pour presque tout t €)0,T(, et

Vu,v,w € W

(1.4) 3 v>0 tel que :

<B(t,0),u > >y [[u]llf PP t€)O,T( VYV ueEw

(1.5) 3 B tel que :
lBe,w | < gllel 7 pp te)o,r(, ¥V uew

oli p est un nombre réel, p >"1
(1.6) <B(t,u) - B(t,v), u-v > > 0 pp t €)0,T(, V u,vewW
(1.7) Y ue€eW, t +B(t,u) est Lebesgue mesurable de ]O,T[ 3 valeurs dans W!.

On se donne d'autre part, un espace de probabilité (Q,F,P), et une
famille croissante 91, t » 0 de sous—tribus de ¥, telle que ?; contienne

tous les P négligeables de &.

-
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§2. LES RESULTATS DETERMINISTES

On a le théorgme (cf. LIONS-STRAUSS [1])

* Théoréme 2.1 - Sous les hypothéses (1.1)...(1.7) et étant donnds :

u. € V
[e]

u, € H ' A

! :

£ € 1lo,T:8) + 1P (0,T;W")

3 une fonction u unique, telle que :

- u € Lm(O:T;V) 3
T, L du P © , ] - ' :

u' = o= € L7 (0,T;W) NL (0,T;H) qui soit solution de : ]

UI'(t) _+ A(t) u(t) + B(t,U(t)> = f(t) g

(2.1) uo) = u ;

ul (O) = 1

1

Nous allons avoir besoin d'une variante de ce théoréme. A ;

Etant donné :
g € 1P(o0,T;W),
définissons une nouvelle famille d'opérateurs : Bg(t,.) : W-> W', par :

Bg(t,u) = B(t,u+g(t)) pour presque tout t €)0,T(, et u € W

Nous voulons &tablir un theoréme d'existence et d'unicité pour 1'équation :
ut(t) + A(t) u(t) + By(t,u'(t)) = £(¢)

(2.2) _ uo) = u

u'(o) = u,

La famille d'opérateurs Bg(t,.) vérifie les hypothéses (1.3), (1.6) et (1.7)

Les hypoth&ses (1.4) et (1.5) sont remplacées par :
(2.3) <B_(t,u),u >+ A ||g@)]|[BzX= [|u]|? pp t€)0,T(, Yu €W
g W 2p W

4 (2.4) I[Bg(t,u)][W, < 5(1{g(t)tlw + |1u|!w)p—1
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Ces deux hypothéses permettent d'affirmer :
T .
a) Si / < Bg(t,un(t)), un(t) >vdt_est borné, alors u est borné dans
o .

P (o,T;w0).
b) Si v est borné dans Lp(O,'l‘;W), alors Bg(.,un) est borné dans
H
P (o,T;u").

La démonstration du théoréme 2.1 peut donc étre étendue a 1'équation

(2.2), et 1'on a le théoréme :

Théoréme 2.2 : Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, et si g € LP(O,T;W),

3 une fonétion u unique telle que : u € Lw(Q,T;V)
solution de (2.2).

, u'€1P(0,T;W) NL7(0,T;H),
S
On a d'autre part, le théoréme (cf. STRAUSS [l])

Théoréme 2.3 : Les espaces V, W et H, et les opérateurs A(t) étant comme

au §1, étant donné :

u € 1L7°(0,T;V) tel que :
~u'€ 1P(0,T;W) N 1L7(0,T;H)
s'il ewiste £ € 1P (0,T30') + L1(0,T3H) tel que :
W) + A(t) u(t) = F(t)  pp t €)0,T(

alors 1'égalité suivante est vérifide :

2.5 a0y + <a®u(e),u(e)>- lu'<o>{f1 = <A(0) u(o), u(o)>
t t
==/ <A' (o) u(o), u(o)> do + 2/ < F(o), u'(o) > do

o o

G

i g R AT

e

i et SRR
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Corollaire 1 : Sous les hypothéses du théoréme 2.3,
u € C(0,T;V)
u' € C(0,T;H)

Démonstration :

Les hypothé&ses faites entrainent que :

u € 1.7(0,T;V) N C(O,T;H)
u' € 17(0,T;H) N C(0,T;V")

Ceci permet d'affirmer, grice aux résultats de STRAUSS [1], que
u € C(0,T;V faible)
u' € ¢(0,T;H faible)

Par ailleurs, on déduit de (2.5) que :
t_+~[u'(t)lH + <A(t) u(t), u(t)> est une fonction continue sur [O,T].
Soit t > t dans [O,T] . Alors
n
l.‘2

2
2.6)  u'(e )|+ <ale) ule), u(e)> > [u ()] + <Al®) u(e), u(®)>

Méis, par ailleurs :
2.7 <[ac®) - ae)] ult), ule)> + 0
En'effet :

A = ace) gy yry >0

car, d'aprés le thBoréme des accroissements finis :
<[A ®) —'A(tn)]u,v> = (t—tn) <A'(p(n,u,v))u,v>
[la(e) - ace) [l < eCt-t)

"On tire de (2.6) et (2.7)

(2.8) Iu'(tn)l2 + <A(r) u(e)), u(t))> > o' @] + <A@ u®, >

A 4

i
i
{
L
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Grice aux continuité@s faibles, om tire de (2.8) :
1 l. 2 . ‘
(2.9 u'(e) —u'(e))[ + <ale) [e(e) - u)], u®) - ult))>>0
. On tire de (1.1), joint au fait que u € C(0,T;H) :
(2.10) %im sup <A(t) [u(r) - u(tn)], u(t) - u(t )>>a gim sup [[u(e) - u(e) ] ¢
On déduit enfin de (2.9) et (2.10)
. [ure) - '@} >0
n A H
N _ 2
” ue ) - u(t) H =0
ce qui permet de conclure f
Corollaire 2 : La solution de 1'équation (2.2) vérifie : ;
u € C(0,T;V) *
u' € C(0,T;H) ;
§3. MESURABILITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNEES. - UN PREMIER TYPE
D'EQUATIONS STOCHASTIQUES DU SECOND ORDRE EN t.
Reprenons 1'équation (2.2).
Posons : f = f] + fi, avec fl € 1.1(0,T;H) .
Pl o
f2 € L7 (0,T;W") :
Théoréme 3.1 : L'application définie par le Théoréme 2.2, qui 4 :
(uo, us 8 £, f2) assocte : (u,u') est continue de :
V x H x LP(0,T;W) x 11(0,T;H) x P (0,T;W') 4 valeurs dans :

‘ c(0,T;V) x [C(O,T;H) fort N LP(O,T;W) faible]
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Démonstration : Il nous suffit de montrer la continuité pour des suites.

Soient donc :

u > u dans V

o) o .

n
ul -+ u1 dans H

gn > g dans Lp(O,T;W)
f? > fl dans L1(0,T;H)
L0 p'

£, > £, dans TP (0,T;W")

On désignera par u la solution de 1'dquation (2.2) avec les données

n n n n
(uo3 ul’ g > fls

données (ub, U, 8s fl, fz).

n . -~ .
fz), et par u la solution de la meme équation, avec les

Montrons tout d'abord le :
Lemme 3.1 u' reste dans wn borné de. ¢(0,T;H) N LP(0,T;W)

Démonstration : De 1'équation :

Wt (6) + A (©) + BaEu (D) = F1(0) + £
un(o) _ ug s u'n(o) = u?

3.1 ?

on tire, grdce au théoréme 2.3 :

2
[0 (O + <A) u (B, v (6> - ? - au] L ug> *

t
t o t
1 1 n 1
+ 2 /- < Bgn(u n), u' > ds € 2 /. (f], u n) ds +
(3.2) ) ~ o
't
+2/ < f;_l, u' > ds
o]
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1 En utilisant les hypothéses faites sur les opérateurs A et B, et les

majorations habituelles, on tire de (3.2) :

2 2 t
' Y 1 P
@1+ a @11 /O [ty @ [P ds <

3.3). 2 2 T 2
(33 < lu];’[ + <A(0) ug, u§> + q [un(t)[ + 4(/ [f?(t)ldt) +

(s}

I

P Y t é
+p/ @1 ac + 7 swp [ )] +¢2——/ol{u'n<s>n;dp

s<t

ol p est une constante positive.

On vérifie alsément :

2 2 t 2
G0 le,@| <2 bl 2 @] as

(s}

I1 existe une constante C telle que :

n|2 + <A Dou™s w2 | H[Z + 2 A/ﬂr[[ o [[p d
!ul (o) uos ug aju g (t) W t +

o
(3.5) X 4(/: lf?(t)l d92 . p/OTHfIZI(t)Hi;: i
On tire de (3.3), (3.4) et (3.5) :
225 [l.u'n(s)lz' / u' (0] do]s C + -}}— ‘::?; [u'n(s)12+

t

2
+ 2 a/' [u'n(s)l ds
o .

< C
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b

Donc- encore :

: 1 2 Y 't P t 2
(3.6) 7 2:2 lu‘n(s)i + P /; [lu'n(s)[lW.ds <C+2 aj; [uin(s)[ ds

De (3.6), on tire d'abord :

. 2 L 2
|u n(t)[ S4C+8a /;_ lu n(s)[ ds

2
(3.7) Sup lu'n(t)[ <
" t<T '

On tire alors de (3.6)

T 4 P
(3.8) / o' @] at <c,
o w -

Suite de la démonstration du théoréme 3.1

Considérons la différence u(t) - un(t)

Sut(r) = u" (8) + ACE) (u(e) - ou (8)) + B(t, g(t) + u'(t))

- B (t, g™(t) + u' (0) = £(t) - £7(t)

il
[
I
[~}

u(o) - un(o)

Il
[
1
[=4

vu'(o) - u'n(o)

o e et i B P
T S v ey e s s sy




(3.10)

(3.9)

i
St
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Appliquons le théoréme 2.3 4 u(t) - un(t) : £

AR

2
lut () - u' (] + <A@®) @) - u (©)), w®) - u (©)>-
“ oy -l - < RN
u, Uy A (o) (u0 - uo), u —u -+

t
+ 2‘/ <B(g+u') - B(gn+u'n), u' - u'n> ds
o ' .

i3
I

s
LE

i

. .
- / A'(s) (u(s) - u (), u(s) - u_(s)> ds

&)

t . n )
+ 2./  (ﬁ](s) - fl(s), u'(s) - u'n(s)) ds
o

t
+ 2/ <f2(s) - frzl(s), u' (s) fU'n(S)> ds ‘

(o}

Grace aux hypothéses (1.1), (1.2) et (1.6), on tire de (3.9)
Sup glu (t) -~ u! (t)l + a [u(t) - u (t)] % é
t<T

2 ] T
s oy -]l + <Al (@ —ul), u - s o+ 2/ [<B(g+u") - B(g"+u' ),g-g >at
(o]

T . [T
+2/ | (£,-£,, u'-u )ldt+z/ | <f,~f,, u'-u' > |dt

n

I1 résulte de 1l'hypothése faite sur la suite (u > U g s fl’

£ ), du

lemme 3.1 et .de (2.4), que tous les termes du Second membre de "1negal

3 10) tendent vers zéro quand n tend vers 1'infini, donc

~




(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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2 2
Sup | lu‘(t) - u'n(t)[ + o [u(t) - un(t)] - 0o quand n + =,

t<T

On déduit de (3.11)

u' > u! dans C(0,T;H)

De (3.12) et de la convergence de ug, il résulte que :

un'%-u dans C(0,T;H)

I1 résulte de (3.11) et (3.13)

u <>u " dans c(0,T;V)

De plus, on déduit de (3.12) et du lemme 3.1

u' o+ u! dans LP(0,T;W) faible.
(3.14), (3.12) et (3.15) démontrent le théoréme.

Corollaire 1

L'application définie par 1l'équation (2.2) qui & :
(u09 ul: 23 fla f2)
associe .:

(u,u")

est mesurable de :

o1
Vx HxLP(O,T3W) x L (0,T;H) x LB (0,T;W")

d valeurs dans :

. ¢c,1;v) x [c(o,T;8) n LPo,T5w) ]
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_ Démonstration :

L'espace LP(O,T;W) étant séparable, le corollaire découle immédiatement

du théoréme 3.1 et du théoréme de PETTIS (Théoréme 1.1 de la Iére partie).

On en déduit aisément le :

Corollaire 2 Aux données :

u € 1(Q;V)
u € 1.0, H)
g € 172517 (0,T3W)
£ € 121t (0,1;8))

1
£, € 1.2@;1P (o0,T;u"))

1'équation (2.2) associe une solution unique :
u € 19(Q;C(0,T;V)) telle que :

u' € 1.°(;1P0,T;W) N c(0,T:H))

Corollaire 3 :

Supposons, outre les hypothé&ses du corollaire 2, que :

(o]
U EL (sz,f;;,P;W

u, € LO(Q,EB,P;H)

1

g, fl et f2 sont non anticipatifs.

Alors u'(t) est bien mesurable & valeurs dans H, et u(t) est bien

mesurable # valeurs dans V.
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Démonstration :

Les restrictions & [O,t] de g, £, et £, sont des &léments de :

1 2

(o}
L°(@, I,B;LP (0, £5W),
L(2,7,,P;11 (0, £51),

le] P' 1
et L (Q,9,P;L° (0,t5W"))
respectivement.

En appliquant l'analogue du corollaire 1 ot 1l'on remplace T par t,

on en déduit alors que les restrictions & [O,t] de u et u' vérifient :
u € LO(Q,?;,P;C(O,t;V))

u'e LO(Q,?;,P;C(O,t;H))

Donc, u(t) et u'(t) sont des processus adaptés et continus, & valeurs dans

" VetH respectivement.
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CHAPITRE 2

CALCUL DIFFERENTIEL STOCHASTIQUE ET EGALITE DE L'ENERGIE

POUR LES EQUATIONS DU SECOND ORDRE EN t ™ -'

§0

§1

§2

§3

Introduction.

Cas d'une martingale 3 valeurs

dans X.

Etude d'une équation d'évolution

stochastique.

Egalité de 1'énergie stochastique
pour les équations du second ordre

en t.
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§0. INTRODUCTION

Notre démonstration de l'existence utilisera, comme dans le cas parabolique, ;
1'hypothése de monotonie de fagon cruciale, afin de surmonter la difficulté

1iée 3 la non-linéarité des opérateurs B et C.

AP EAEAM

Or 1'utilisation de la monotonie va nécessiter une Egalité de 1'Energie

pour les équations du second ordre en t.

(Shay SR EIEREE

C'est celle-ci que nous allons maintenant &tablir. : 2

On pourrait éonger a procéder comme dans le cas déterministe (cf. LIONS- ;
STRAUSS [1] et STRAUSS []]), c'est-i-dire utiliser le résultat de la Iere partie
et "régulariser" u' par convolution. Mais, dans le cas stochasthue, il est :
nécessaire que la régularisée de u' soit "adaptée'. Ceci 1n}rodu1t une £

complication qui rend les calculs inextricables. N ;

ASS

,

C'est pourquoi nous avons abandonné cette méthode, et,nous avons préféré
refaire un raisonnement analogue 3 celui fait pour le cas parabolique, dans

la Iére partie.
Remarquons que, comme dans le cas parabolique, nous allons au passage,
démontrer un premier théor&me d'existence d'une solution pour 1'équation

qui nous intéresse, avec C = 0. -

§1. CAS D'UNE MARTINGALE A VALEURS DANS X

Soit u(t) un processus qui est tel que

¥

(1.1)  u €.12(2;17°(0,T;V))

(1.2) u' = %%- € 1° (2;17°00,T;m) n 1o@;LP (0, T3W),

non anticipatif tel que

(1.3) w0 =u, € LO@,5,25V)
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(1.4)  u'(v) +/otA(s) u(s) ds = u, +/t £(s) ds + M(t)
. ) (o] -
ol
(1.5) u € L2(a, % ,P;H)
(1.6) £ € 1.°(;L1(0,T;H)) + Lc_’/(Q;Lp'(O,T;W')),
non_anticipatif. ﬂ
a7 e M. (0,T38)

et oli la famille d'opérateurs A(t) vérifie les hypothésés (1.1) et (1.2);

du chapitre 1.

Remarque 1.1

:
'

(1.4) n'est pas une équation dont on chercherait 1aASoluFion, mais une

relation qui, avec (1.5), (1.6) et (1.7), caractérise les processus u'(t)

pour lesquels nous voulons &tablir une régle de calcul différentiel

£l

stochastique, qui nous sera nécessaire au chapitre suivant.

Théoréme 1.1

“Supposons, outre les hypothéses (1.1) ... (1.7) que :

(1.8) M € c(0,T;X) p.s.
Alors :
(1.9) u € C(0,T;V) p.s.

(1.10) u' € ¢(0,T;H) p.s., c'est un processus bien-mesurable a valeurs

dans H.
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Et on a 1'égalité :

2
lu'(t)lz— lull + <A(t) u(r), u(t)> - <A(o) U U >
(1.11)

t .
= / <A'(8) u(s), u(s)> ds + 2/

(o} . (o

t

i R
<f(s), u'(s)> ds + 2/ (u'(s),dM(s)) +
. o

+T S, V€ [o.T], p.s.

Démonstration :

- r t -~
Posons M(t) =/ M(s) ds, et : v(t) = u(t) - M t)
o

vi(E) = u'(r) - M(t)
Alors, on tire de (1.4)
dv'(r) + AGE) v(r) At = [£(r) - ACe) M(©)] de

Or :

v € Lw(O,T;V) p.s.
v' € 1P(o,T;w) N 1L7(0,T;H) p.s.
. 1
£-aM € L' (0,13 + 1P (0,75W') p.s.

On peut donc appliquer le théorgme 2.3 du chapitre 1, d'ol :

u € ¢(0,T;V) g
u'€e c(0,T;H), bien mesurable. . : .

vl - lu,12 + <A(E) v(£), v(E)>=<A(0) u ,u >

t . t "
\= <A'{o) v{(g), v(o}> do + 2 / <f(0) - A(o) M(c), v'(0)> do
0 (8]
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Développons 1'ggalité (1.12) :

' - 2 _
/ [t @1 = o, + <A@ u(®), u(®)> - <A@©) u_u >+

s 0|+ <A H(E), M(D)> - 2 (u'(8), M(E) - 2 <A(t) u(t), M(ep!

t ) - t -
(1.13) ==/ <A'(s) u(s), u(s)> ds 2/ <A'(8) u(s), M(s)> ds +

o} (o}

t v
<f(s),u'(s)> ds

oA
+

T ~ ~
/ <A'(s) M(s), M(s8)> ds + 2/

(o] (8]

t t 3
z/ <£(s), M(s)> ds - 2/ (a(s) M(s), u'(s)) ds
o o] ) ‘ .

~ t .
+ 2/ <A(s) M(s), M(s)> ds.
o N
3 Grice 3 1'hypothése i1.8), A() M(.) et A(.) I;I(.) € C(0,T;H) p.s.,
donc tous les termes de (1.13) ont un sens. '
Remarquons que : ;
- - t - -~ t ~ :
(1.14) <A(t) M(t), M(B)> = / <A'(s) M(s), M(s)> ds + 2/ _<A(s) M(s), M(s)> ds
. o o
o t - ‘ t
<A(t) M(t), u(t)> =/ <A'(8) M(s), u(s)> ds + / <A(s) M(s), u(s)> ds
’ o) A o)
(1.15) .
+ / <A(s) M(8), u'(s)> ds
o 3

D'autre part, v'(t) est un processus bien-mesurable & valeurs dans H,
qui vérifie :
v' € C(0,T;H) p.s.
; :
v' e P (0,T;W") + 12(0,T;V") + L1(O,T;H) p.s.

et M € C(0,T;VNW) p.s.




©(1.16)
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On peut donc montrer, exactement comme au lemme 1.3 du chapitre 2,

Iléme partie :

. t V . t
W (), M) =[ (), V(> ds + [ @), i)

.0 o

De plus,

2 t
lM(t)l = 2 /' M(s), d M(s)) + Tr<<M>>t.
o .

Donc :

2 t :
2(u' (t), M(£)) - [M(r)| + z/ <A(s) u(s) - £(s), M(s)> ds
) o]

t
= 2 / (u'(s), d M(s)) + T1:<<M>>t
o

Et on obtient (1.11) en regroupant (1.13), (1.14), (1.15) et (1:1\6)2

§2. ETUDE D'UNE EQUATION D'EVOLUTION STOCHASTIQUE

Nous allons maintenant &tudier une 8quation hyperbolique stochastique,
pour pouvoir, au paragraphe suivant, passer 4 la limite sur les ré&sultats

du §1.
Etudions 1'équation :
d u'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt = £(t) dt + d M(v)
u

2.1 u(0) o

u'(o) = u,

oii les familles d'opérateurs A(t) et B(t,.) vérifient les hypothéses

(1.1) ... (1.7) du chapitre 1,

I

I

(2.2) u € L?—(sz,ﬁo,P;V)

(2.3) u, € LZ(Q,’FO,P;H)

1
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f = fl + f2 avec :

(2.4) f1 € I?(Q;L1(O,T;H)) non anticipatif,
- ' " .
(2.5) f2 € 1P (QX]O,T[;V') non ‘anticipatif,

(2.6) ME€ m2 (0,T;H)

Etablissons d'abord le :
Lemme 2.1

Supposons, outre les hypothéses ci-dessus, que 1'hypothése (1.8) ést
vérifide.
Alors 1'équation (2.1) a une solution unique :
u € 1L2(2;C(0,T;V)) telle que :
u'e P (exjo,T[;W) n 12(2;¢(0,T;H))

ot u' (t) est un processus bien mesurable d valeurs dans H.

DZmonstration :

On pose comme au théoréme [.1 :

= u-M

v =u' - M

Alors 1'équation (2.1) s'écrit : ,

y
v'"(t) + A(t) v(t) + BM(t,V'(t)) = f£(£) - A(t) M(t)
(2.7) v(o) = u
' ‘ v'(o) = u

1
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Les corollaires 2 et 3 du théoréme 3.1 du chapitre | nous permettent

d'affirmer que (2.7) a une solution unique v telle que :
q

v € ¢(0,T;V) p.s.

v'e LP(O,T;W) n ¢(0,T;H) p.s., processus bien mesurable 3 valeurs
‘ dans H.

L'équation (2.1) a donc une solution unique u telle que :
u € C(0,T;V) p.s.

u'é LP(O,T;W) N c(,T;H) p.s., et u' est bien mesurable i valeurs
‘dans H.

De plus, [cf. lemme 2.2 du chapitre 2, II&me partie] B(u) est non

anticipatif. On peut donc appliquer le théoréme 1.1 a u, d'od :

2
[u'(t)[z - [ull + <A(t) u(t), u(t)> - <A(o) u_, u > +

t t

(2.8) + 2 / <B(s,u'(s)), u'(s)> ds =/ <A'(s) 1_1(s), u(s)> ds +
o o

t st

+ 2/ <f(s), u'(s)> ds + 2 /

(u'(s), d M(s)) + Tr <5M>>t
fe) o] '

Grice aux hypothéses faites sur A et B,

o g o

s [l s alls@lg] e el s

2 2 £ 2 I
g Lu] L o+ <A(0) u s ug> + 2 qluol + 2 a/O [u (s)l ds +

(/Ot £, 0] as) +

P 1

t t P
F 3@l ds s / [HOIEEE

2
+ -1?:~ Sup [ u'(s) [ +
<_ s£t ’

o]

(2.9)

_ s
+ 2 sup <IL (u' (o), d M(0))

> + Tr <<:M>>t
st
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Mais :

2 E §Sup
sst

s 2
/’ (u' (o), d M(G))-'% <%j E Sup [u'(s)l + 36 E{Tr<<M>>gf
o

sgt

On tire doné de (2.9)

s<t

2 2 g P
E{Sup ||u'(s)] +a [lus)]] €+ Y g [lut ()|  ds <
g Dot - ol 1 o o
(2.10)
2 t
< C+ %- E ;Sup lu'(s)[ % + 20 E{[ !u'(s)l2 ds

st 0

-

oi C est 1'espérance mathé@matique de :

2 2
lu][ + <A(o) us u > 2 o [uO[ +

o]
NN
o
rt
Y
—
N
[}
g
a9
7
N——’
+

1

t .. P
+ 6]’ llfz(s)ll ds + 37 Tr <<M>>
' ¢
o

On déduit aisément de (2.10) que :

. u € L2(9;C(0,T;V))
u' € tP(ax]o,T[;w) N 1L2(Q;c(0,T;H)) B

Théoréme 2.1

" Etant données deux familles d'opérateurs A(t) et B(t,.) qui vérifient
les hypothéses (1.1) ... (1.7) du Chapitre 1, sous les hypothéses (2.2),
(2.3), (2.4), (2.5)et (2.6), l'équation (2.1) a une solution unique :

u € LO(Q;Lm(O,T;V)) a dérivée :
u'e 190;7 Jo,t[;m) n 10170, 1:1)

»
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Cette solution vérifie en outre :
u € 1L.2(2;¢(0,T;V))

u' E'LP(QX]O,T[;W) n LZ(Q;C(O,T;H)),u'(t) est un processus bien mesura—

valeurs dans H,

o/

ble

2 2
[ut(e)] - lull + <A(t) u(t), u(t)> = <A(0) u, u > +

(o}

t t
(2.11) + 2/r' <B(s, u((s)), u'(s)>ds = /. <A'(s) u(s), u (s)> ds
. : o .

+

t : t
2/- <f(s), u'(s)> ds + 2/' (u'(s), d M(s) + Tr <<M>>t
o - o

vte [0,T], p.s.

Démonstration :

a) Unicité : Soient u et v deux éléments de LO(Q;LM(O,T;V)), a dérivées
u' et v' dans LO(Q;LP(]O,T[;W)) n LO(Q;Lm(O,T;H)),

solutions de 1'@quation (2.1). Alors :

@@ - v +Am[u® - v©] « BEu(®) - BlEv' (1) = 0

(2.12) u(o) - v() =20
u'(0) - v'(o)= 0

Or :
Bu') - 3" € Lo@;tP’ Jo,zfswn)

On peut donc appliquer le théoréme 2.3 du chapitre 1 & chaque trajectoire

du processus u(t) - v(t), d'ol :
2
lu'(t) - v'(©) ] + <a®) [u(®) - v(©)], uv(®) - v(©)>

t
2 [ @eule)) - Blev®), u(E®).m V> ds < 0
o

~
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D'oli, grice a (1.1) et (1.6) du chapitre 1

lu* (£) - v'(t)lz =0, vt e [o,T].

Et comme

"u(o) = v(o)
u(t) =v(e), Yte [O,T] 5 P.S.
b) Existence : Soit M" une suite de martingales telle que :
(2.13) M€ M2(0,T;8) 0 L°(5€(0,T5X))

. 2
(2.14) M*+ M dans M (0,T;H)

Une telle suite existe, puisque X est dense dans H. ?

D'aprés le lemme 2.1, 1l'équation :

[

du'_(£) + A(E) u (£) dt + B(t,u’ (1)) dt £(t) dt 4 M (1)

It

u

(2.15) un(o) o

u'n(o) u,

a une solution unique :

u_ € L2(Q;C(0,T;V))
.u‘HELp(QX]O,T[;W) n 1.2(9;c(0,T;H))
ol u'n(t) est bien mesurable & valeurs dans H, & laquelle on peut

appliquer le théoréme 1.1

[ L2 2 :
|u rl(1:)[ - [u1| o+ <A(R) u (8), u (£)> = <A0) u, u >

’ t t
(2.16) + 2 /; <B(s,u'n(s)), u'n(s)> ds = ]’ < A'(s) un(s), un(s)> ds
) )

+ 2 / <f(s), u'n(s)> ds + 2/ (u'n(s), d Mn(s)) + Tr <<Mn>>t
[o] : (o}

4
|
|
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. ;

De (2.16), on tire, comme dans la démonstration du lemme 2.1 : &

2 2 t p

'Y 2

s d o @1 e L@ Yo [Tl o

sst fo} i

' 3 2 t 2
(2.17) g ¢t + 4 E ySup Iu'n(s)[ + 2a E/ ]u'n(s)[ ds
s<t ) B

+37 E M (0)]

M

De (2.17), on déduit aisément que u_ reste dans un bormé de LZ(Q;Lm(O,T;V)):

et u'n reste dans un borné de LP(QX]O,T{;W) n LZ(Q;Lm(O,T;H))

H
:
g

Donc, aussi, grﬁée i 1'hypothé&se (1.5) du chapitre I

1
B(u'n) reste dans un bormné de 1P (QX]O,T[;W')

On peut donc extraire une sous-—suite ullde la suite u telle que :
(2.18) uu -~ u dans LZ(Q;Lw(O,T;V)) % faible
(2.19) u& ~ qu' dans LP(QX]O,T[;W) faible et dans LZ(Q;Lm(O,T;H)) % faible

|
(2.20) B(u'u) -~ x dans LP(SEX]O,T[;W') faible

Montrons le :

Lemme 2.2

u + u dans LZ(9:;C(0,T;V)) :
u' > ow o dans 12(2;C(0,T;H)) -

Démonstration :

11 suffit de montrer que uu-forme une suite de Cauchy dans L2(2;C(0,T;V))
et u'u une suite de Cauchy dans L2(Q;C(0,T;H)) .
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d[u'.u(ﬁ) -’ (0] + A(t)[uu(t) - u (0)]de +[B(t,u‘u(t) - B(t,u' ()] de
=ap -]

uu(o) - uv(o) = 0

On peut appliquer le théoréme 1.1. & uu(t) - uv(t), d'ol :

2
o () - u' @]+ a@lv @ -u @], v @® - u©>

Mais :

T 5
lu'u(t) - u'v(t)l dt

2
E % Sup luu(t) - uv(t)l %6 B /;

. T

. ot t 3
(2.21) : + 2 j; < B(u‘u) - B(uiv), u'u— u'v> ds £ 2 /; (u’u—u}fd(MP~My))
+ Tr «MU—MV»t
Mais :
2E§s [t a (H ) % L g dsup o (0o (0]
up <u' -u' , “M)> | <= u £)-u_ (t +
tgT t-o H v : 2 % tsg uu Uv
(2.22)
. u ] .
\ + 18 B [MP(T) - M (T)]
On tire de (2.21) et (2.22) :
. : 2 u v 2
(2.23) EdSup |u' (£) ~u' (0)] < 38E |MI(D) - (D]
_ t<T L v
_ ‘ X
(2.24) E;i;lg <A(t) {uu(t)—uv(t)}, uu(t)~uv(t)>~€$ |9 E lMu(T)—M\)(T)[
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-

2 .
(2.25) E 3Sup lu (£) —u (t)[ % + 0 quand H,v + =
u v .

£T .

I1 résulte de (2.24) et (2.25), grace & l'hypothése (1.1) du chapitre 1

(2.26) | E 3Sup llu (t) - uA(t)[{ %é— 0 quand p,v > ®
t<T H v v :

Le lemme résulte de (2.23) et (2.26).

Montrons-1le :

Lemme 2.3 : . x = B(ua")
Démonstration : Grdce 3 i'hypothése de monotonie (1.6) du chapitre 1,

il nous suffit, pour pouvoir appliquer la mé&thode du lemme 2.5. du chapitre 2,

~

ITéme partie, de montrer le :
Lemme 2.4 : VtE[OJﬂ, a

t t
‘/ <B(u'u), u‘u> -ds ‘*/' <yx,u'> ds dans 1.} (Q) faible.
) o

Démonstration :

On tire de 1'inégalité (2.21) :

t
j; <B(u'u? - B(u'v), u'u - u'v> ds|~+ O quand p,v > ®

E

Soit, grdce i la monotonie de B :

t
1
2.2 / 1 - 1 | I, 1 . ]
(2.27) I3 ‘<B(u U) B(u v)’ u " u v> ds + 0 dans L ()
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En utilisant (2.27), (2.19) et (2.20), on démontre le lemme 2.4 par un

raisonnement identique 3 celui du lemme 2.6 du chapitre 2 de la IIéme partie.

%.\

Fin de la démomnstration du théoréme 2.1

"On peut passer i la limite faible dans 1'équation approchée (2.15), d'ol :

d u'(t) + A(t) u(t) + B{t,u(t)) dt
(2.28) u(o)

u' (o)

|1

f(r) dt + d M(t)

It

u
¢

4

u est donc solution de 1'@quation (2.1), et u a la régularité souhaitée,

grice 3 (2.19) et au lemme 2.2.

1
[u est bien-mesurable comme limite dans L2(9;C(0,T;H)) de processus bien-

mesurables].

Il nous reste i passer 3 la limite sur 1'8galité (2.16), pour montrer
pas: g P

1'égalité (2.11).

Grice au lemme 2.2,

2 2
lu'u(t)[ - lu'(t)[ dans L1(Q)
<A(t) uu(t) uu(t)> + <A(t) u(t), u(t)> dans L1 (Q)
et

t t
/’ <A'(8) u (s), u (s)> ds '+‘/ <A'(s) u(s), u(s)> ds dans L1(Q)
o H L o

Grace au lemme 2.4,

t t
/' <B(u' ), u' >ds > /’ <B(u'), u'> ds dans Ll(ﬁ) faible
o u Ly 0
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D'aprés (2.19),

t t
1
/’ <f(s), u'u(s)> ds +'j{ <f(s), u'(s)> ds dans L (Q) faible
) 0

Grace i (2.13) et au lemme 2.2, on peut appliquer le théoréme 3.3 de la

Iére partie, d'oi :

t ) t
/ @' (s), d M(s)) ~>/ (w'(s), d M(s))  dans L1(Q)
[s] u O

Enfin, d'aprés (2.13),

Tr <<M_n>>t + Tr <<M>>t dans LI(Q)

Noug allons maintenant &tablir un résultat d'existence sous des

hypothéses un peu plus faibles.

0
(2.29) uO € L (Q,?%,P,V)
(2.30) u € L°(2,% ,P3H)
f = fi + f2’ avec
(2.31) f1 € 'LO(Q;Ll(O,T;H)) non_anticipatif
1
(2.32) ‘f2 € LO(Q;LP_(O,T;W‘)) non anticipatif

- * 2
(2.33) M € 7n1 (0,T;H)
oc
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Théoréme 2.2 :

Les familles d'opérateurs A(t) et B(t,.) vérifiant les mémes hypothéses
3 f et M vérifient (2.29), (2.30),
(2.31), (2.32) et (2.33), alors L'équation (2.1) a une solution unique

qu'au Théoréme 2.1, si les données u, u

u € 10@;17(0,T;V)), 4 dérivée :

u'€ L2(%LP(0,1;W) N L2931 7(0,T5H)

Cette solution vérifie

u € 1.°2(2;¢(0,T;V))
u'€ 1.°(2;C(0,T;H)), processus bien mesurable d valeurs dans i,

et en outre :

2 2
‘u'(t)l - lull + <A(t) u(g), u(t)> - <A(o) U uo> +

t t
(2.34) + 2 /’ <B(s,u'(s)), u'(s)> ds = /' <A'(s) u(s), u(s)> ds 4
’ o o]
t

t \ .
+ 2 /r <f(s), u'(s)> ds + 2‘/‘ (u'(s), d M(s)) + Tr <<M>>t
o o
vee [o,7], p.s.

Démonstration :

L'unicité se démontre exactement comme au théoréme 2.1. Montrons

1'existence :

Soient :
Qn = {m;lluolk n, lu { < n}
g t t p'
T = inf tsT;[M(t)| >n, /. !f (s)l ds>n, ou f’ i!f (s)l[ ds > n
n 2 . 1 2
o o W
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Posons :

un = 1 u
[e] Y (o]
n
o = i u
Y 2 %
n.
£(t) sit €[o0,T ]
£ (t) = "
0 sit > T
: n
M) = M(EAT)

On peut alors appliquer le théoréme 2.1 i 1'équation :

It

du'_(£) + A(t) u (r) dt + B(t,u' (1) dt f“gt) dt + a MU(t).

!
(2.35) un(o) =u
' =
u n(o) u,
qui a une solution unique :
u € .2(2;C(0,T;V)) : -
u'_etP(ex]o,r[;w) N L2(2;¢(0,T;8).
Remarquons que :
un+1(t,w) = un(t,m)
u‘n+1(t,w) = u‘n(t,w) v (t,w) tels que :
wen e te[o,r (0]
On peut donc définir u(t,w) par :
(2.36) u(e,®) = u (e,0) siweq, te[o,T W]
et alors :
(2.37) ?'(t,w) = u'n(t,w) siw € Qn’ t:E[O,Tn(w)]
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u(t,w) et u'(t,w) sont alors définis pour tous les (t,w) tels que :

we U Qn’ et t€ Y [O,Tn(w)].
n n )

Mais :

P(U Qn) = 1
n

U[O,T;l(m)] = [0,1] »-s.
n .

Fixons WE Y § . Pour n assez grand, W € et :
L B © n

> [O,?n(w)] = [O,T], pourvu que ¥ ¢ N, N ensemble de mesure nulle de 9,

et alors :

u(e,®) = u (L8 € CO,T5V)

u'(Lse) = u'_(.,0) € tP(0,T;W) 0 C(0,T;H) )
Donc :

u > u dans C(0,T;V) p.s.

u'n -+ u! dans LP(O,T;W)An c(0,T;H) p.s.

Par un passage 3 la limite E&l€mentaire sur (2.35), on vérifie que u est

solution de 1'équation (2.1).

La relation (2.34) s'obtient en passant 3 la limite sur :

2
1u'n(t)|2 - {uflll + <A(t) u (£), u (£)> = <A(o) u‘;, u2>

. t t
+ 2 j. <B(s,u'n(s)), u'n(s)> ds = j’ <A'(s) un(s),un(s)> ds
) 0

t t
+ 2 }{ <£%(s), u'n(s)> ds + 2}[ (u'n(S),d M"(s))

o (o]

+ Tr <<M.n>>t Vit € [O,T} pP-S.
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Exemple 2.1 :. Equation des ondes linéaires

.. —_—
Soit & un ouvert de B~ . Posons :

H = W

Lz(g)a p=2, V = Hé(g)

<A u,v>

1
n M e}
\

( ) -——-(X)dx, u,v € H}J(G)
l

(B(t) u,v) = b(t) /gu(x) v(x) dx ; u, v € LZ(6)

oi b(.) € 1L (0,T)

Etant domnné :

Me Mm?> (0,T;L2()
1oc'

. o .1l

u €L m,?o,P,HOm)

€ 1°(2, %, BsL2@)),

Y1

le théoréme 2.2 permet d'affirmer que 1'équation :

d u'(t) + A u(tr) dt + B(t). u'(t) dt

= d M(t)
(2.35) u(o) = u,
u'(o) = u
i
a une solution unique :
u EC(O,T;H—(‘) @) p.s.
avec u'€ Cc(0,T;L2(8)) p.s.
L'équation (2.35) s'interpréte :
o a2
d [-3-—‘3-(—5—’9—] - op 26X g b b ue,x) de = d M(e,%)
-3t i=1 Bx.
. i
u(t,x)l = 0 . u(o,x) = u_ (%)
X

it

u, (x)

u'(o0,x)




(3.1

(3.2)

(3.3)
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§3. EGALITE DE L'ENERGIE STOCHASTIQUE POUR LES EQUATIONS DU SECOND ORDRE EN t.

Nous allons maintenant déduire des résultats du §2 la formule de Ito
pour la fonctionnelle "énergie", ﬁui est ici :
2
¢ ®u) = [ut@| +<au(e), u)>
; H

Soit u(t) un processus qui vérifie les hypoth&ses (1.1), (1.2), (1.3),
(1.4), (1.5), (1.6) et (1.7).

On suppose que le triplet (W,W',p) est tel qu'il existe une famille
d'opérateurs B(t,.) de W dans W' vérifiant les hypothéses (1.3), (1.4),

(1.6) et (1.7) du chapitre 1.

On a alors le :

Théoréme 3.1

Sous les hypothéses ci-dessus, on a les propriétés sutvantes :
u € 1.°2(2;C(0,T;V))
u'e LO(Q,C(O,T;H)), u'(t) est bien mesurable dvaleurs dans H.
2 2
lu'(e)| - lull + <A(t) u(t), u(t)> - <A(0) u,, u >
\ t

t
= / <A'(s‘) u(s), u(s)> ds + 2/ <f(s), u'(s)> ds
o o

t
+ 2 )( (u'(s), d M(s)) + Tr <<M>>t, YVt € [O,T], peS.

o
Démonstration :
Posons :

f(r) = £(r) + B(r,u'(L))
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Alors; grace i (1.2) et (1.6) :
£ e 1@t 0,13m) + 1L2(@;1P (0,T5WY))

De plus, on déduit de (1.2) et du lemme 2.2 du chapitre 2, IIéme partie que :
B(u) est non anticipatif,

n
Donc, f est non-anticipatif et, d'aprés le théoréme 2.2, u est l'unique

solution de l'équation :

1

dv'(t) + A(t) v(t) dt + B(t,v'(t)) dt £(t) + d M(t)

S

(3.4) v({o) = U,
vi(o) = u,
(3.1), (3.2) et (3.3) résultent slors du théoréme 2.2. .
Théoréme 3.2 :
Supposons, outre les hypothéses du Théoréme 3.1, que :
(3.5 u € L2(2V), u, €.E(Q;H)
(3.6) .f € L2(a;L1(0,T;H)) + Lp‘(ﬂx]O,T[;W’)
.(3.7) | ﬁ € T2(0,T;H) : 1
(3.8) ‘ u' € 1P @xo,T[;m
. - Alors :
(3.9) u € 12(2;C(0,T;V))

(3.10) u' € 1.2(Q;C(0,T;H))
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E ]u'(t)[2 - E [uJ[Z + E <A(t) u(é), u(t)> - E <Afo) u_, u >

(3.11)

]

t t
B /; <A'(s) u(s), u(s)> ds + 2 E /' <f(s), u'(s)> ds + E [M(t){z
o

vee[o,T]

Démonstration :

1
Grdce i (3.8), B(u') € P (QX]O,T[;W')
Posons :

F(t) = £(t) + B(t,u' (£))

Alors, d'aprés le théoréme 2.1, u est l'unique solution de 1l'équation :

d v'(t) + ACE) v(t) dt + B(t,v'(t)) dt = £(t) dt + d M(t)

Il

v(o)

[
=

|
[}

vi(o) = u,

3.9 et:(3.10) résultent alors‘dq théoréme 2.1. On vérifie aisément que
grace a (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) (3.9) et (3.10) on peut prendre 1'espérance

mathématique dans 1'égalité (3.3), ce qui domne (3.11).

=
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CHAPITRE 3

EQUATIONS STOCHASTIQUES DU SECOND ORDRE EN t

§0

§1

§2

§3

§4

Introduction.

Hypothéses et notations.

Un résultat en dimension finie.
Théorémes d'existence et d'uniciﬁé.

Exemples.
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§0. INTRODUCTION

Nous allons maintenant &tudier 1'équation :
. d u'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t), u'(t)) d W(t) =
., . = f£(t) dt + d M(t)

u(o) = u s u'(o) = v,

Nous utiliserons la méthode de Galerkin, i.e. une approximation en dimension
finie, pour ré&soudre (Q.l). Nous aurons donc besoin d'un résultat en dimension
finie, qui corresponde & nos besoinsg. Dans la TIdme partie, nous avions &tabli, |
en deux &tapes, par la méthode de Picard, un résultat que nous avions ensuite
appliqué a la solution approchée en dimension finie. La démonstration de ce
résultat utilisait & la fois la coercivité et la monotonie : c'est ce qui

nous a &vité toute hypothése de type Lipschitz sur A.

Ici, pour notre résultat en dimension finie, nous nous contenterons de
montrer, en utilisant uniquement la coercivitéd, que les hypothéses de Lipschitz

habituelles peuvent &tre transformées en des hypothéses de "Lipschitz locales",

sans qu'il n'y ait d'explosion.

Nous serons donc obligés de faire une hypothése de type '"Lipschitz locale™
‘'sur B (qui joue ici le rdle que jouait A dans la IIéme partie), hypothése qui
pourrait Etre évitée, en améliorant le résultat en dimension finie, 3 1'aide

de la monotonie.

Cependant, cette hypothése semble &tre en général vérifiée dans les

applications, c'est pourquoi nous 1'avons faite, pour simplifier 1'exposé.
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§1. HY?OTHESES ET NOTATIONS

Outre les espaces V, W et H, et la famille d'opérateurs A(t), introduits

au chapitre 1, on se donne :

Un espace de Hilbert K et un Brownien W(t) défini sur K, d'opérateurs

de covariance &gale i 1'isomorphisme canonique J e Z(X',K).

Onksuppose que W(t) est adapté & la famillegi H
Un nombre p > 1, et deux famille d'opérateurs :

B(t,.) de W dans W'

"C(t,.,.) de VxW dans‘IZ(K;H), définis pour presque tout t(f]O,T[,
et qui vérifient : N
(1.1) yNER+, Yxe€W, Vh €H, Yk €K, 3L€R+ tel que :
|B(e,v) - B(t,v),x)| ¢ L ||v-v]]
| (h,C(t,u,v)k - c(t,u, MV | < L||u-u]| + L| [v-v|]| »
: v W
Y u,u €EVv, v €W tels que :

sap (| Jul |, 1ol lys [ 1vl g lIvllp <

et pour presque tout‘tE]O,T[ .

(1.2) 3g t.q. |8, ]| < 8l[v][PT
e W

Yv €W, p.p. t€]o,T]
(1.3) k Iy >0 et A tels que

2 <B(t,v),v > + Alv|2+ A llullz + Az ¥ iivl[p + llC(t,u,v)[!z
a A W 2

Vu€ev, veW p.p. t€]0,T[ .




(1.4)

(1.5)

(1.3 bis)

(1.4 bis)
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~ ~ ~ 2 . ~ ~
2 <B(t,v) - B(t,v), v-v> + A lv—v[ + A <A(t) (u-u) ,u-u>
‘ o H

2
Slc(t,u,v) ~ C(t,u,v) Hz

. n, .
, Vu,&’ €V, Vv,v €W, p.p. t E]O,T[

Vu €V et v €W, t =+ B(t,u) et t ~ C(t,u,v) sont des applications
Lebesgue mesurables de.]O,T[ a valeurs dans W' et L2(K;H) respectivement.

Remarque 1.1

Dans le cas particulier ol C(t,u,v) = Cl(t,u) + Cz(t,v),

(1.3) et (1.4) sont en particulier vérifiées si 1'on a :

ullal sy sl e 1)
v 2

. 2
B(e,0,v +ulvl syl vl P+ e, em ]
H W 2

- ~. ~ -~ 2
"u <A(t) Erﬂ% u-u> > [ICl(t,u) - Cl(t,u)H2

~ ~ : 2 ~ 2
<B(t,v) = B(t,v), v-v> + u|v-v| =» l[Cz(t,v) - Cz(t,v)][
‘ " H 2

avec u = A/

9"

Remarque 1.2 :

I1 résulte des hypothéses (1.2), (1.3) et (1.5)

SR S AR LY T T NSO L o O AT AT e T

L

‘ 1
(i) B applique les bornés de LP(QX]O,T[;W) dans les bornés de L (QX}O,T[;W':

. Si u est un &lément non anticipatif de LO(Q;LP(O,T;W)), alors

1
B(u) est un &lément non anticipatif de LO(SZ;Lp (0, T;W")).
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(ii) C applique les bornés de :
12(ex]o,t[;v) = JrP(ax]o,T[;w) N 12 (ex]o,T[;m)¢
dans les bornés de LZ(QX]O,T[3I2(K;H)).
Si u et v sont des &léments non anticipatifs de LO(Q;LZ(O,T;V» et

LO(Q;Lp(O,T5W) N 1.2(0,T;H)) respectivement, alors C(u,v) est un &lément
non anticipatif de 223120, T;22 (R3H))) .

On se donne en outre ;

(1.6) u_ € L°(;V) et u € LO(Q;H),7SF; mesurables
2
(1.7) M EM (0,T;H)
loc
o 9 ) p' ' ~
(1.8) f € L (2;L%(0,T;H)) + L (2;LF (0,T;W")) adapté

-~

Et on cherche i résoudre :

d u'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t), u'(£)) dw(c)
= £(t) dt + dM(t)

u(o)

u' (o)

(1.9)

1

u
[o)

Y

Remarque :

. 1
£ € 1°(2;1 0, T3m) + 1LO(R;LP (0,T5WY))

Dans le cas oii C=o0, on peut prendre, comme on 1l'a vu au chapitre 2 :



- 203 -

§2 — UN RESULTAT D'EXISTENCE EN DIMENSION FINIE

On se donne :
a(.) € Cl(O,T;I(Rd)) tel que :
‘(2.1) _ Ir t.q. (a(b)x,x) + Alxlz >0 Yte [O,T], X ERd
2.2) (a' (£)x,%) < O vt € [0,7],x eR?
et deux famillesd'opérateurs :
K d d
(t,%) > b(t,x) mesurable de ]Q,T[XR dans R
(t,x,y) ~ c(t,x,y) mesurable de ]O,'l‘[xl:%1 X Rd dans X ( Hd)
qui vérifient : ' ’
(2.3) VN , BLN tel que :
T - Ny a n
[b(e,y) - (e, + [lettx,y) - ee,x, 0| < 1y [x=x| + 1y [y-y]

vt E]O,T[, Vx,;,y,’}\rl ERd tq.vsup([x[,[}q;'l,[yi, B;l) <N

(2.4) 3p>1, y>0 et A tels que :
Mxl2 + 20(03),9) + Ay[P Az x[y]P + [leCex |12
vt € Jo,7[, %,y € R¢
ou |1.11, aésigne la norme Hilbert-Schmide dans X(R.9).

(2.5) 38 t.q : |b(t,y]| < 8lylP™!

ve e ]o,7[, vy eR¢




(2.6)

2.7)

s

(2.8)
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Soient alors :
-9 d e .
f €L (Qx]O,T[;f% ) ,non anticipatif
2 d
M€ M?(0,T;.R)

u et u, € LZ(Q;Rd), ?o mesurables et W(t) un processus de Wi_ener a

d - . . . . . .
valeurs dans B~ d'opérateur de covariance la matrice identité, qui soit

une 37t martingale.

(2.9)

et

(2.10)

On a le :

Théoréme 2.1 : Sous les hypothéses (2.1)...(2.8), 3 un procéessus

x € 1.2(Q;c! (o,T;Rd)) tel que :

x' € Lp(Qx]O,T{ﬁ%d)? solution de

dx'(t) + a(t)x(t)dt + b(t,x"(t))dt + c(t,x(t),x'(t)) dW(t) =
= £(t) dt + d M(t)

x(0)

x' (o)

I

X
(o}

%1

[

Démonstration :

Si x€ Rd, on posera :
n
x = ————— X
. sup (n, [x|)
b_(t,y) = b(t,[y])

e (t,x,3) = ot [x]_[v])

Cherchons d'abord 3 résoudre :
1 it - 1 1 .
dx n(t) + a(t)xn(t)dt + bn(L,X n(t)}dt + cn(t,xn(t),x n(t))dW(t)

. = f(t) dt + d M(t)
x_(o)

x' (o)

il

X
o

X

1
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(2.10) peut encore s'écrire :

X (8) - x'_(0) '-
( d( no > +< B ’ ) dt +
Xvn(t) a(t? xn(t)+bn(t,x'n(t))

o . o 0 .
(2.11) +< >dW(t) =< )dt + d( )
{ ¢, (e,x_(£),x"_(6)) £(¢) M(e)
xn(o) > <x0)
<x'n(o) X,

Ecrivons (2.11) sous la forme :
d y_(£) +A(t,y_(£)) dt + I(t,y_(£))du(e)
(2.12) = ¥(o)dt + d M(e)
yyle) =y,

. L. 2d 2d
oli A et I' sont lipschitziennes de R dans R, p.p. tE€ ]O,T[.

On peut appliquer & (2.12) les résultats classiques de la théorie des

équations différentielles stochastiques (Cf. GIKHMAN-SKOROKHOD [l] ).
On montre aisément hue la solution de (2.12) vérifie :
Y, 2d
y, € L2(2;¢(0,T;R 7))

Donce (2.10) a une solution

x € Lz(Q;Cl(O:T;F’ld))



- (2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)
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Appliquons le calcul différentiel stochastique & [x'n(t)lz:

. .
f lx'n(t)|2 + (a()x (£),x () +.2/' (®_(0,x'_(0)),x'_(0)) do :

o H

t .
P2 ), e (o (0! (@) ai) -
(o]

I

{ %12 + (aCo) x,x.) + /O (a' (@)x_(@), x_(0)) do

t t
2/ (fn(d), x'n(o)) do + 2/ ‘(x‘n(c),d M(g))

o o H

+

+

t
[o [lego k@, =" @] [2 ds -

2 Tr << ji cn(o,xn(c), x'n(c)) dW (o), M>>t + Tr <<M>>t

On montre aisément que les opérateurs bn et ¢ vérifient :

[b (£, < B[] P | | | 5
A x]2 52 0 (6,5),5 + A y|2 +ar sy|[y] P70 Iyl + e, (e, ]2

De (2.14) et (2.15), on tire :

llcn(t,x,y)![i ' x|%2 ¢ 2 Bl[y]an_l ORI Y

Or :

2

Tr <<j;. Cn(G,Xn(G), Xﬂn(c)) dW(a), M>>t

t 2
<8 /O IERCENORING IS

+ -1- Tr <<M>>
S



(2.18)

(2.19)

(2.205
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En regroupant (2.13), (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), on obtient :

lx'n(t)lz <[X1[2 * (a(o)'xo,xo) * Co‘xo‘2 * Clt

t t
+_C2 ji lx'n(q)lz do + C3 Tr <<M>>t +}L If(o){z do

t
+ 2/ (x'_(0), (o)) -

(o}

t
- zji '_(@),¢_(0,%_(0), x'_(0))) dW(o)

(2.18) s'éerit :
ESNOIENNG

ol ?n(t) est une sous—-martingale. Donc, en appliquant 1'inégalité de

Doob, on obtient :

N

) CE (P_(m)

P (Sup lx'n(t)] >n| & "

tgT n

Prenons 1'espérance mathématique dans (2.18)

CE (x'_ (]2 s E (x,]2) +E (alo) x_, x) + 6 E (|x |2 + ¢t

+c/
2

t t
E (|x (0)]?) do + Cy E (M) |2 + E/ |£ (o) |2do
(o] (o) .

Soit :

t
(=, <o+ 5 (= (@] do

(e}
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-

En appliquant le Lemme de Gronwall &:(2.20), on obtient :

(2.21) Sup E (lx‘n(t)lz) £ cste
t<T .

D'oi : E [YDKT)]s )

(2.22) P (sup |x' ()] > m) s =
o 2
t<T n
On pose :
Tn = inf {tsT;[x'n(t)[ > n}

Grace 3 (2.22),

p-s., 3N(w) t.q. n > N(m):#}Tn(m) = T
Donc : U [O,Tn]’= [O,T] p.s.
, n
Remarquons que si t € [O,Tn], xn+1(t) = xn(t)

Donc la relation :
x(t) = xn(t), t € [O,Tn] s définit un processus sur [O,T] s

i trajectoires continues, qui est solution de 1l'équation (2.9).

-~

I1 reste a montrer :
<" € 1.2¢2:¢00,T:BY) n 1P (@x)0,TRY

De (2.21), on déduit, en utilisant le Lemme de Fatou (puisque Vt,

xn(t).+ x(t) p.s.)

(2-23) Sup FE (‘x'(t)lz) < cste
t<T '
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Appliquons le calcul différentiel stochastique & |x'(t)|? -

. ) ' t
(2.24) |x' (6|2 +(a(t)x(), x(D) + z_/, (b(0,x'(0)), x'(c)) do +

o .

t

+ 2 (x'(0), C(0,%(0),x'(0))) dAW(0) < lxllz + (a(o) x_,x )+

o

t t
+ z/ (£(a), x' (o)) do + z/ x'(0), d M(0)) +
(o] 0

+ Tr <4ﬂ-ﬁ/ C(o,x(a), x'(0)) dW(0)>>t
o

Par les majorations habituelles, et en utilisant les hypothé&ses, on

obtient :
t t
(2.25) |x'(£)]2 + L / ') |P do <+ 2/ (x' (o), dM(o))
2 ‘o s} :
t
- 2/ (' (0), C(0,x(0), x'(6))) dW(o)
o - '
ol

T
£ = |x |2+ (ao) =, go) +dylx |2+ a + d3/0 |x" (o) |2do

T

+d Tr'<<M>>T =){ |£(0) |2 do
I

(¢}

Grace 3 (2.23), & € L1(Q), et les intégrales stochastiques qui
interviennent dans (2.25) sont des martingales, donc on peut prendre

1'espérance mathématique dans (2.25), ce qui nous donne :

T
(2.26) E / Ix' (@) [P do < + =
(&)




(2.27)

(2.28)

(2.30)

3.1)

(3.2)

(2.29)
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De plus :

E %Sup lx'(£)|? %s Eg+2 E;Sup
t<T t<T

t
[ (x' (o), dM(a))
[8]

t
/ (x',C(x,x")) dH(o) .
(o)

|

Mais, d'aprés le théoréme 1.3 de la premiére partie :

t
2 E $Sup .[ (x'"(a), dM(a))
t<T o

is %-:E %Sup IX'(t)lzi + 27 E |[M(T)|? {
t<T

2 E 3Sup / (x',C(x,x"))dvW (o) €$—]§ E?Suplxl (t) l2§ +
t<T o - t<T

rT
+ 27 E/ llc(o,x (0),x'(c))[[2 do

(o}

En utilisant (2.26), (2.28): (2.29) et les hypothéses (2.4) et (2.5),
on tire de (2.27)

E<Sup lx‘(t)i2>.< + o

t<T

Donc :

x € 12(2;¢1 0,TRY) . o

§3 - THEOREMES D'EXISTENCE ET D'UNICITE

‘Nous allons nous placer tout d'abord dans le cadre suivant :
u, € L2(0,%,P;V)

~ u € LZ(Q,%,P;H)
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(3.3) o f = £+ f avec :

1 2
(3.4) f1 € Lz(Qx]O,T[;H) non anticipatif

1
(3.5) . f2 e 1P (QX]O,T[;W') non anticipatif
(3.6) M €M2(0,T;H)

Etablissons le :

Théorsme 3.1 : Supposons que, outre les hypothéses du “§.1,

(3.1) ... (3.6) soient vérifides.
\
Alors l'équation :

du'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t))dt + C(t,u(t),u'(t)) dwW(r)

= f(t) dt + d M(t)

3.7)
u(o) = ug
u'(o) = U,
a une solution uniqué.:
(3.8) " u e L2(9;C(0,T;V)), tel que :
(3.9) Cu' e LP(ox 0,T ;W) n L2(9;C(0,T;H)), u'(t) processus bien mesurable
d valeurs dans H.
Démonstration :
a) Unicité : Soient u et v deux solutions de 1'équation (3.7), qui

vérifient toutes deux (3.8) et (3.9).

Appliquons le théoréme 3.2. du chapitre 2 & u-v :
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E (Ju'(®)-v'()]2) + E < ) [u®)-v(®)], u®)-v(e) >

. t
+ 2 E{/ < B(c,u‘(c)) - B(o,v'(0)), u'(o)~-v'(g)> do
. o

. |
~ E/ |lc(o,u(0),u' (@) - C(o,v(o),v'(0))|]|? do = 0
o 2

Grdce & i'hypothése de monotonie (1.4),
E [iu'(t)-—v'(t)l2 + <A(%) [u(t)~v(t)] , u(t)-v(t)>]

t ' } o
< A/ E [}u'(a)—v'(a)l2 + <A(0) [u(e)-v(e)] ,u(c)—v(c)>] do

(o}

X
Et on déduit du Lemme de Gronwall :

E [!u'<t>~v'<t>12 + <A(E) [u(t)—v(t)},u(t)—v<t>>] = 0
vee[o,r]
Donc : u'(t) = v'(v) p.s., Vi€ [O,T] ‘ %
u(e) = wv(t)

b) Existence : Soit {21,...,£m,...} une base orthonormée de H, formée

d’é1éments de V N W.

Soit {k,,...,k ,...} une base orthonormée de K, et I 1l'opérateur de
1 m m

projection orthogonale de K sur Sp {kI,...,km}.

Etudions 1'équation : 3

1 ' v 4
d(u m(t),zj) + <A(t) um(t),2j> dt + <B(t,u m(t)),lj> dt + :

o

(1,C(t,u (D0 () d [Lw©] =

[}

<fm(t), 2j> de + dM((t), 2.)
(3.10) ~ j=1...m

u_ (o)

c =
— 3 o8

u'_ (o)
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od : ' uﬁ désigne la projection orthogonale dans V de u, sur Sp[ll...lm],

et u, désigne la projection orthogonale dans H de u, sur Sp[ll...zm] ;

fm est définie par :

m

it

fz’m(t,w) fz(tsw)

Sup(m,[[fz(t:m)ll*)

(3.11) S ‘ .

Remarquons que :

T A Y 2

m 2¢0.
u »-uo dans L“(Q;V) ) ]
\ A
(3.12) T su dans L2 (Q;H) é

: 1 1

p' Andl {
fz,m -> f2 dans L¥ (9x)0,T(;W") |

On cherche pour (3.10) une solution & valeurs dans sp[zl...zm], ce qui

~

. - m
revient a4 chercher un processus Xm(t) i valeurs dans R , tel que :

j : . '
Xm (t) Kj vérifie (3.10).

P~ B

w (8) =

j=1

On vérifie aisément que 1l'on peut appliquer le théoréme 2.1, qui nous

assure 1'existence d'une solution, telle que :

u € L2(9;C(0,T;V))
(3.13) -
u' € L2(2;¢(0,T,H)) N LP(ex)0,T(;W)

Etablissons maintenant le

Lemme 3.1 u, reste dans un.borné de L2(q;L”7(0,T;V))

u'  rpeste dans un borné de L2(q;L7(0,T;H)) N LP(QX)O,T(;W)

- :
(1) 11 faut que 7§ < fm(t) &3> 23 € L2(gx)0,T(H).
3=1

«

Donc dans le cas oil p' 3 2, on peut prendre fm = f,




(3.14)

(3.15)

— 2]4> —

Démonstration : Appliquons & lu‘m(t)lz le calcul différentiel

_stochastique :

o |
[u_(8)[2 + <A(®) w (£), u (0> + 2 /0 B(o,u’_()), u'_(0)>do

+

t
2 / @' (@), Clo,u (), u' ()N ) d W(o)
(8}

2 t
_ | m m .
= lull + <A(o) uo . u0> + /0 <A' (o) um(o'), um(o')> do

t t
o F 2/ < Em(c),u'm(0)> do + 2/0 (1}'m(0), d M(0))

o}

+ Tr << M ‘j{. Cm(c,um(c), u' (o)) dW(e)>> |
.70

ol Mm(t) désigne la projection\orthogonale dans H sur Sp[ll,...,lm],
de M(t).

et C(.) =
k|

I ~B

| 2j @? (lj,C(-))

On tire de (3.14)

t
a0 12 + A w0, v (0> + 2 [ (Blou' (0)), w' (@) do-
[¢]

! t
/0
t

t
2 /O <fm(c), u'm(0)> do + 20 <u‘m(0), d M(o)>

2
lto,u (), u'm(o)llz do < lullz + <A(0) u_,u >

+

°
2[ < (0), Co,u_(0), u' (@I ) aW(e)+
5 _

+

(o}

* 1 2 1
6/ HC(c,um(cr),um(c)) | |2 do + (14—(;) Tr <<i>>

Grace a (3.13), on peut prendre 1'espérance mathématique dans (3.15)

- et g gy L et b et 1
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t

t t
T+ 2 E/ <fm(c),u'm(o)> do + (‘SE/
o o

o

1

2

+ RN
p|ep

On choisit 6 et § tels que :

29 - 8=

wi=

Alors (3.17) s'écrit :

- 2
E(lu' (0)[% + o E (o ][ + I
N v .

(3.18)

AN

t

Ev(lu'm‘t)lz) + B <A(t) u (), u (£)> + 2 E/- <B(g,u' (a)), u'_(0)> d6*€i

(e}

(3.16) - E/O HC(c,um(cr) ,u'm(o))[]zdc < E (lullz) + E <A(0) u_, u_>

Utilisant les hypothé&ses et les majorations habituelles, on tire de

(3.16) :
) 2 t P
/ E (o, @®12 + a8 (o@D + v 5[ (e, @]
o] W
< E (lullz) + E <A(o) uo,_uQ> + 2 a E (luolz) + A(14+8)t +
| | t t
(3.17) + (20+A(1+8)+1) E/ lu' (0)-]%do + A E/ o (o) ]2 do +
< o] m o " v

oP £ P £ 2
2@ w0 5 [ le,@ll e[ 5@

t P 1
E / [1£,¢) ], do+ (I+5 ) E AHGIE)
. ,

t P
E/O [lery@1] o

t
s ¢+ oc /0 E | (o)]2 dc+02/ EHum(o)Hi do

k)
s
5
=
£

%=

2 L
ety (od '@ | gor (1) BCuce)

R P PR AR A T,
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Posons H C I

3 inf (1,a) -

2 t 21 a
E [lu'm(t)lz + Hu(t)Hv] < cvo + 03/ E[[u'm(c)IZ + HU(O)HV]do

(e}

D'oli, en utilisant le Lemme de Gronwall :

(3.19) - sup E (Ju'_(0)]?) s a
t<T :
- 2 y

(3.20) sup E ([[u (0[] ) g b

tgT v

. T P A
(3.21) E/ o' _(©]] dese {
o} W :

Donc, aussi : i

T 2
(3.22) E/ |lc(t,um(t),u'm(t))[[2 dt ¢ d
o

Utilisons ces premiéres estimations pour en &tablir de plus fines.

On tire de (3.15)

o @]+ anum(t)ui slog2 + ae + <A u, u>+ 2 o u|?

t 2 t P t 92 '
s (1+2a+x)/ lut ()2 do + 2 / et )] doeaf[|u o) || a0
o m . P o o W (o} m v ;

< t . 2 t . p' € : 2‘
(3.23) ' +/ £, |? do +~,[ £ ()] do +5/ 1c(o,u (o) ,u' (o))]]
P 21 (@0 (DI,
o] o W o} do :
t

t
+ (1 + %9 Tr <<M>%t + %é (u'm(c),d M(0))~2 (u'm(O),

5“‘*

Cloyu, (0),u' (o)) 1) dW (L)

L4 S




(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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t
(u'm(c) ,dM(o))
(]

E [Sup % lu‘m(t)lz + aHum(t) l lzi]s ey E[SUP
t<T . v t<T

+ 2 E[Sup
o

T

Or : v
t : T 1
' 1 2 /2 :
2 E [ i;lg L (u m(c) ,dM(o)) } £ 6 E[(/o [u m(c)l d [Tr<<M>>t]> ;
. 1 ]
< = E|Sup |u’ (t)[Z] + 27 E||M(T) |2
~ 3 [;sT " _ [ ]
t .
28 [s0p| [ (00,000,000 @) )au(0) }
€T o} m

W

o

T - Y :
< 6E (/ |u'm(0)[ZHC(o,um(G),u'm(U)!lido) 2l¢ = E itjg [u'm(t)[

Rassemblant (3.24), (3.25) et (3.26), on obtient :

-%E [Sup lu' (t)!z] se +27 4+ 27 E (lM(T)lz)
m
t«T

D'ol aussi :

E ( Sup | |u (t;)H2>< cste
£<T . v

(3.21), (3.27) et (3.28) démontrent le Lemme 3.1.

Grice aux hypothéses faites sur B et C, on a aussi :

]
B(u'm) reste dans un borné de LP (9x)0,T (W)

C(um,u'm)]Im reste dans un borné€ de 12 (QX)O,T(;LZ(K,H)) .

|

t
[ @0 cu 0w @)1

%+27d

|

14
2

t

4
i
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TI1 existe donc une sous-suite uu telle que 1l'on ait :

SR G Y

w—u dans L2(9:1°(0,T;V)) = faible

uu-a u' dans L2(Q; " (0,T;H)) # faible
dans Lp(Qx)O T(;W) faible

(T)—-—Au(T) dans L2(Q;V) faible
(T)u—au (T) dans LZ(Q;H) faible
Auu-—-\Au dans L?-(Q 1L7(0,T;V')) = faible
B(u' ) —X dans 1P’ (9x)0,T(;W') faible
C(u ,u )H —a . dans Lz(QX)O T(; L2(K H)) faible

SIS S e BT

ISR e

B A Wt 1]

On démontre aisément que les cing premidres limites ci-dessus ont

TR

les relations indiquées. Cela résulge en fait de la linéarité de la
dérivation, de 1'opération trace, et de l'opérateur A. Par contre, en %

_ce qui concerne les termes non-linéaires, il nous reste a montrer :

Lemme 3.2. :

]

X
z

B(u') ‘ : | :
C(u,u') :

it

Démonstration :

Dans 1'égalité (3.14), on choisit m = u, et on prend 1l'espérance

mathématique :

PSR MR I T AR

. _ .
E (iu'uo:)i?-) +E <A(D) w (), u (8> + 2 E/O (B(o,u’ (0)), u' (0)) do.

Wty

t . » 2
- E/o .HC(g’up(g) ’U'U(G)[lz £ E (luulz) + B <A\O)U.Ll u§> +
(3.29) '

YRt AR O AL

t ‘ . £
+-Ea/ <A' (o) uu(d),uu(0)> do + 2 Eﬂ/. <fu(6),u‘u(0)> do +
(e} (o)

rim A,

P

t .
+ E‘{Mu(t) M) - 2/, C'(cr,uu(d),u'u(c))HudW(o)}

(o}




- 219 -

Si ?(t) est une fonction réelle différentiable,

(e}

T _ T _
/ e ap(r) = e ?(T)—ff:(o)w/ e M p(t) at
0

On tire donc de (3.29)

/ M E(ut 2+ T E Am w,m, um> ¢
. T T
+ AEa(e) u (£), v (£)> dt + A E Mgt (0)]2 at +
g L u
T . T
+ B[ e <B(r,u’ (0),u' (0)> At ~ E e, u (Bu (t))ll dt <
(o] (o]
" N T e
(3.30) < E(]u1]2) + E <A(0) u_, u‘;> + E/ e T <A'(L) uu(t),uu(t)> dt +
. (o] .
T e :
+ ZE/ e <f (£), u' (r)> dt + i
o U H i
T
+ e—)‘t _E{M“(T),M“(T) - 2/ C(t,u (t),u' (t)) I dw(t) } +
» o u u wo ;
+ AE/’T e—xt {Mu(t) Mp(t) - Zj[t C(o,u (o),u' (o))I dW(o)} dt g
: : ’ R TR T u

o ’ (o}

On sait que toute forme quadratique semi-définie négative est concave.

Donc, sur un Banach toute forme quadratique semi—définie négative et
continue pour la topologie forte, est semi-continue supérieurement pour la

topologie faible.

En utilisant de plﬁs la convergence forte de fu et de MP, et les

convergences faibles, on déduit de (3.30)
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T T
/ 2im Sup E []0 )\E)‘t <A(t)up(t),uu(t)> dt + 2/0 E“(B(t,u'u(t)),u'u(t)) dt

T T |
+ A/O Y At luyu(t?)l?_ dt ~L E )\tllc(t,uu(t) :u'u(t))(li dt

<E<[u'1[2> + E <A(0) u_, u > - 2T g (ur (22 EA(Mu(D) ,u(m)>

(3.31) < T T
+ E/ Zkt <A'(E) u(t), u(t)> dt + 2/ <f(t), d'(t)> dt +
o E o
- T 3
+e" T E{M(T), M(T) - 2/ g(t) dw(e)} +
o ¢
AN
T t :
\ . m[ e ey M(e) - 2/ £(o) dW(a)} dt
(¢ (o]

Par ailleurs, en passant 3 la limite faible dans 1'&quation (3.10),

on obtient :

_ du'(t) + A(t) u(r) dt + xet) dt + g(t) dw(t)
(3.32) u(o)

u' (o)

£(t) dt + dM(t)

u, : :

Y

On peut appliquer & u(t) le théoréme 3.1. du chapitre 2 :

: t
E(Ju'(£) |2) + E <A(t)u(t),u(t)> + 2 E/ <x(0),u'(0)> do -
o]

t . t :
(3.33) - - E/ Hg(o)llz do = E([u;[?) + E <A(0) u s ug> +E/ <A' (o)u (o) ,u(o)>dc
(s] . o :

t . ' £
+ 2 E/ <f(g), u'(o)> do + E{M(t),M(t) - 2/ t(c) dW(o)}
o .

o
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-~

. . —At - . . .
En introduisant ek , on établit & partir de (3.33) une relation

analogue a (3.30).

Joint & (3.31), cela nous permet de conclure :

T e T
gim Sup E x/ et <A(B)u (t),u (t)> dt + A[ e"fu' (£)[2 dt +
o u u o u

T . T
-t . ' _ At ' 2
+/o e F<B(r,u' (£) ' (£)> dt /o e HC<t,uu(t)’u u(t))szt]
(3.34) < . .
< E x/ et <At ule) ,u(e)> de + x/ &t Jut (|2 dr +
(8] o
T T
\ + /o S <x(t) ;' (0)> de -fo ot llc<t>!lzdt]

Or, &tant donné :

v € LZ(Q;Lm(O,T;V)) tel que :

o v

=57 € 12(;17(0,T;H) n 1P (ex)0, T(W)

v

T .
+ 2 E/ EM: <B(t,u‘u(t)-—B(t,v'(t)), u'u(t)—v'(t)> at

T
- E/o e (0),u1(0) - cle,v(),v' (0] |2

4D VAR AR A TSI RRET N Y

i

‘ T t
Xu= XE/ e’ <A(r) [uu(t)"v(t)\],uu(t)—v(t)> dt +.)\E/o E}‘t[u'u(t)—v'(t)ﬁ'?
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‘Grice 3 1'hypothése de monotonie (1.4);

X 20
i

‘ Or, grace & (3.34) et aux convergences faibles,

T _
0 s %2im Sup X < }\E/ it <A(t) [u(t)-v(t)] ,u(t)-v(t)> dt-
o]

T

A T '
(3.35) + XE/ St [ut (£)=v'(t) |2 dt + 2 E/ M (D) -B (e, v (1) ,u (B)~v' (£)>
) o dt ‘
T 2
- E/ & (o) - C(t,v(t),v‘(t)llzdt
o A <
Dans (3.35), on choisit tout d'abord :
v{t) = u(t)
d'od :
C(t) = C(t,l}(t) ’u'(t))
On tire d'autre part de (3.35)
T e T 2
(3.36) _AE/ e <A(t) [u(t)-—v(t)], u(t)-v(t)> dt + AE/ [ut (£)-v'(r)] 4t

(o} (s}

T
+ 2 E/ elt <x(t) = B(t,v'(t)), u'(t)-v'(t)> dt 20
0]

v({t) = u(t) - o x(t)
x(t) € L (Q;C(0,T;VvAW))

p >0

On pose

avec

Somiieon

By \.
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On divise par p et on fait tendrep + 0, d'oi :

T "
B[0P < - Beut @), x0)> de 30
5 ‘ .

v x € L7(2;¢1(0,T;VNW)), donc :

x(t) = B(t,u'(t))

Fin de la démonstration du théoréme 3.1.

L'équation (3.32) s'écrit donc :

du'(t) + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t),u'(t)) dW(t)
\

(3.37) = £(t) dt + dM(t) -
uo) = u
u'(o) = u

Les conditions d'application du théoréme 3.2 du chapitre 2 sont alors

remplies d'oi :
u € L2(9;¢(0,T;V))
et u' € 1L2(Q;C(0,T;H)) N LP(ax)o,TGW),

1 -

u' est bien mesurable i valeurs dans H.

On a de plus le résultat suivant :
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Théoréme 3.2 : Sous les hypothéses du § 1, L'équation :

du' () + A(t) u(t) dt + B(t,u'(t)) dt + C(t,u(t),u’'(r)) &W(t)

£(t) dt + dM(t)
(3.38)

]

u(o)

u
(o]

]

u' (o) U,

a une solution unique

u € LO(Q;C(O,T;V)) tel que
' e 1.0@;1P 0, T;w)) N 1°(R;C(0,T;H))

ou u'(t) est bien mesurable d valeurs dans H.

\
Démonstration : _
On pose : Q= {l[uoll < n} N {lull < n}
SO
%o - 2 Yo
n
o=
ul o= lg ou

On décompose :

f = f1 + f2

avec :

£ € 1.2(2;12(0,T;9))

1
£, € 10 @:1P (0,T;W"))

et 1'on pose :

i

T%(w)

t 1/2
inf%tsT;(/ [f1(0)12d0> >n %
o

t - ' l/pl
inf%tsT;(/- £, |12 do> 5o n%
(o] R

T2 ()
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Choisissons Ts qui réduit la martingale locale M(t), i.e. tel que

M(t, T € M*0,T;H)

Et soit : T = T1a 7273
n n j1) pey
X = 1
n [O,Tn]
£(t) = X (r) £(8)
Mn(t) = M(tA T)

Remarquons que :
P.S., Tn=T i partir d'un certain n.
‘

Le théordme 3.1 nous assure 1l'existence d'une solution unique pour

1'équation :

du'n(t) + A(E) un(t) dt + B(t,u'n(t)) dt + C(t,un(t) ,uI‘1 (E)dwW () =
= £_(¢) dt + a_(t)
u_(0) = u,
u' (o) = u}

On vérifie aisément que
sim>n, [O,Tn] c [O,Tm]

et <. Q
n m

De plus, um(t,w) = un(t,m),

si w € Qn et t € [O,Tn(m)]




(3.40)

(3.41)
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or: U Jo,r ] =[o.r] »pus.

u Qn = Q, 3 un ensemble de mesure nulle prés.

-Donc, la relation :
u(t,w) = un(t,w) siw € Qn et s1 tE€ [O,Tn]

définit de fagon unique un processus
u € ¢(0,T;V) p.s. tel que :
u' € ¢(0,T:H) N 1P(0,T;W) p.s.

qui vérifie l'équation (3.38) p.s.

L'existence est démontrée. h

Montrons l'unicité :

Supposons qu'il existe une autre solution v(t). Grd3ce & l'unicité

de la solution de 1'équation (3.39),on aurait alors :
u(t) = v(t) si w € Qn et t € [O,Tn],

et ceci Vn, d'ot :

u(t) = v(t) vte [o,T], p.s.

Remarque 3.1.

A On aurait des résultats similaires en considérant plusieurs triplets
d'opérateurs (Ai’ Bi’ Ci) i=1...q, comme au § 4 du chapitre 3 de la IIéme

partie.
§ 4. - EXEMPLES

Les notations que nous allons utiliser sont les mémes que celles

du § 5 du chapitre 3, IIéme partie.
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Exemple 4.1. : Equation des_ondes_stochastique linéaire

Posons :
H=W=12(), p=2
1 - 1
\Y HO(O’)

S§i u, v € Ho( ), soit :

n

<Au,v> = X / aij (%) -g—z—— (%) —g—;’(—— (x) dx
i,j=1 p i ]

ia,.(.) EL t a.. = a.,

ol alJ( Y EL (& e alJ aJl

.

On suppose que I o > 0, tel qtée :

n n
2
P a..(x) £.E. >a I E,,VEE Rn, p.p. dans B
.- ij i%] AP |
i,3=1 1=]
Soit B = 0

On choisit K =R2,

C(t,u,v) = (€ (t,u) ,C,y(E,7))

avec :

Cl(t,u) cl(t) u

Cz(t,v) = cz(t) v

ot ¢ (), c,(.) € L7(0,T)

€ 1°(2, §_,B;L2(®) .

. o) 1
Soient u € L (8, ?O,P,Ho(e))et u,

Etant domnné Wl(t) et Wz(t) dans ?’t - mouvements browniens indépendants,

1'équation :

du'(t) + A u(r) dt + Cl(t,u(t)) dwl(t) + Cz(t,u‘(t)) dwz(t’) =0
4.1
. u(o) = us u'(o) = u,
a une solution unique qui vérifie :
u € C(o,T‘;Hg(ﬁ)) p.s.
u' € C(0,T;1L2(®) p.s.




(4.2)

(4.3)

(4.4)
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L'équation (4.1) s'interpréte par :

n<
au(t,x)] _ ) du
d [ 3t CI o (a0 g (5,x)) de
i,7=1 k| i
+ e () ult,x) dW, (8) + c,(t) 222 qy (1) = 0
1 ? 1 . 2 ot 2
p.p. dans C.
. u(t,x) =0
z
du(o,x) _ ' ‘ :
u(o,x) = UO(X), 5t - ul(x) p.p. dans (. ,
» \ »
Remarque 4.1. : L'équation (4.1) a été &tudi&e, dans le cas n=I,

par YAVIN [1] . ‘ |

Exemple 4.2 : Equation hyperbolique stochastique non lingaire

On suppose ici que l'ouvert @ est borné.
Soient H = L2(9) et V = HI(©®)
L'opérateur A est défini comme dans 1'exemple 4.1.

oo
Soient p > 2, W = LP(O') et B 1'opérateur de LP(G’) dans 1P (8 défini par

<B(u),v>= / [u(x)lpw2 u(x) v-(x) dx Vu,v‘ € Lp(ﬁ).
o : .
Soit K %Rnﬂ,
C(t,u,v) = (Cl(u),...,Cn(u), Cn-l;l(v))

Ju .
Ci(u) = Pyl i=l...n, u € V.

i
P/9-3
v) 2-1

. P
0t | [I v, v € L°®)

C
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Soient d'autre part :

o v .l o % 72
.uo €L (Q: ﬁO,P,HO(G')), ul €L (Q’ oaP:L (0))
_p' )
f eif () p.s., non anticipatif

2
M €M (0,T;1.2(6))
loc

Wi(t)’ i=l...n+1, nt+l ?Tt mouvements browniens ind&pendants

"+ deux 3 deux.

Alors 1'équation :

n
du'(t) + A u(t) dt + B(u'(t dt + I Ci(t,u(t)) dwi(t)
i=1
(4.5) + Cn+l(t,u'(t)) dwn+1(t) = £(t) dt + dM(t)
u(o) = U,
u' (o) = Uy

a une solution unique :
u € C(O,T;H(l)(e’)) p.S., t.q.

u' € 1P (ex®) N 12(Q;C(0,T;L2(€)) p.s.

L'équation (4.5.) s'interpréte :

.
du(t,x) _ ] du(t,x)
d[ 3t ] TS <aij(x) 3%, ) 4t *
1i,3=1 3 i/ .
-2 n
(4.6) du(t,x) | P du(t,x) du(t,x)
. + ot ot de + z 9X. dwi(t) *
1=] 1
u(e,x) | P/ du(e,x) L, ~ ) e
+ st a3t ﬁn+z(t) = f(t,x) dt + dM(t,x)
4.7y u(t,x) l =0
z
(4.8) u(o,x) = uo(x), u'(o,x) = ul(x) p.p. dans &

dans Z;op.p.
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Exeﬁple'4.3. : Equation hyperbolique stochastique non linéaire,

avec condition au bord de type Neumann non homogéne

On suppose que l'ouvert @ est borné.
Soient H = 12(6), v=H! (),

n .

du v

‘ <A u,v> = ‘Z / 5;7'(X) Egl(x) dx, u,v € 1l ,
i=1 1 1

Etant donné p > 2, sOit :

W= vew P@ ; v, € P}

<

Si u,v € W, on pose :

du (x) p-2
oX.
i

n
<B(u),v> = I f

1=1

0%; &

+ f luG) |27 u(x) v(x) dr

T
Soit K =R?2
c(t,u,v) = (€ (E5u) Cy(E,v))
Cl(t,u)' = cl(t) u

avec : cl(.) € Lw(O,T)

Cy(E,v) = ey(t) la|P/27 o, w €12 @)
avec : CQ(.) € Lm(O,T), sup eslez(t)l < 2

Soit f un processus adapté A valeurs dans W' défini par :

<f(t),v> = /. fo(t,x) v(x) dx + /’ g(t,x) v(x) df

V4 . T
pl
ol s fOEI; @) p.s.
1
g €1 (%) p.s.

Uy -g-;’:(x)dx +/ |u(x)[P”2u(x)v(x)dx
X .
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Soient :

o
u_ € 12(g, A BHL@), u) € L7 @, FL,B120)),
Wl(t) et Wz(t) deux @% mouvements browniens indépendants.

Alors 1'équation :

du' (t) + Au(t) dt + B(u'(t)) dt + ¢, (t,u(r)) dw,(t)

(4.9) + Cz(t,u'(t)) sz(t) = f£(t) dt
. ' uo) = ug
u'(o) = U,

a une solution unique :
.13l X
u € c(0,T;HE! (&) p.s., t.q. :
u' € 1P(0,T;w °P(@) N C(0,T;12(8)) p.s.

u" € LP(Z) P-S.
L

L'équation (4.9) s'interpréte formellement :

n
du(t,x) | _ _ 3 32u(t,x)
d [ 3t ] Au(t,x) dt = X 3x.<‘3t 3%,
i=1 1 1

P2 92u(t,x) dt
ot axi

-2
: du(t,x) [P du(t,x)
(4.10) + 5T ot dt + Cl(t) u(t,x) dWl(t)
: -1
su(e,x) | P/2 du(t,x) ~
+ cz(t) T Py dwz(t) = f(t,x) dt
n 2 p—2 2 : [p—2
du(t,x) + ¥ 9cu(t,x) 9cu(t,x) cos(n,x.) + du(t,x) du(t,x)
, an 21 ex ax, ot COSiEy ot ot
1=] 1
(4.11)
= g(t,x) p.p. sur I
. du(o,x)
(4.12) u(o,x) = uo(x), Y = ul(x), p.p. dans @

[P
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