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Introduction

Le but de ce traité est de présenter les modeles mathématiques permet-
tant de résoudre le probleme de la fixation des prix (pricing) des options
“européennes” et “américaines”, ainsi que de préciser les stratégies de cou-
verture associées. On présentera en particulier la célebre formule de Black et
Scholes, obtenue par leurs auteurs en 1972, et qui a été un des arguments pour
lattribution récente du prix Nobel d’économie a Black et Merton (Scholes
étant décédé).

On va présenter en parallele le modele discret de Cox, Ross et Rubinstein,
et le modele continu de Black et Scholes.

L’intérét du modele discret est de permettre de démontrer les résultats
de facon élémentaire; celui du modele continu est d’aboutir aux formules
qui sont celles utilisées couramment par les professionnels de la finance. On
introduira les outils du calcul stochastique nécessaires, qui nous permettront
de décrire les processus de diffusion, qui sont des processus de Markov en
temps continu a valeurs dans R

Ce traité se termine par une introduction aux modeles de taux d’intérét
et aux obligations.

Nous nous sommes beaucoup inspirés de 'ouvrage de Lamberton, Lapeyre
[4], et aussi de [1] et [6] pour la rédaction de ce traité.

Notation Dans tout ce document, nous utiliserons toujours ¢ pour désigner
le temps, que celui—ci soit discret (¢t = 0,1,2,...,7 ou t € N) ou continu
(0<t<Tout>0).
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Chapitre 1

Les concepts de fondamentaux

Dans tout ce chapitre, on considere un investisseur qui peut répartir ses
avoirs entre deux types de placement : un placement a la Caisse d’Epargne,
avec un rendement fixe et garanti (taux d’intérét constant), et un placement
risqué en achetant des parts du ou des actif(s) disponible(s) en bourse. Nous
considérerons surtout le cas d’'un seul actif risqué (sauf au chapitre 4.6).
Le prix a l'instant ¢ de cet actif sera noté S;. On donnera deux modeles
probabilistes, en temps discret et en temps continu, pour les fluctuations de
{S;}. Dans notre modele, I'agent économique est seulement un investisseur,
il ne consomme pas. En outre, il s’agit d'un “petit” investisseur, au sens ou
ses choix d’investissement n’ont pas d’effet sur ’évolution du prix de I'actif
risqué. Par ailleurs, notre investisseur pourra acheter une option sur 'actif
riqué.

1.1 Option

Une option est un contrat aux termes duquel son détenteur a le droit (et
non l'obligation) d’acheter (s’il s’agit d’une option d’achat, call en anglais)
ou de vendre (s'il s’agit d’une option de vente, put en anglais) une quantité
fixée d'un actif donné (qui peut étre une action, une obligation, une devise,
une matiere premiere, ...) a un prix fixé a ’avance (appelé prix d’exercice),
a une date (I’échéance) fixée a I'avance dans le cas d’une option européenne;
une option américaine peut au contraire eétre exercée a n’importe quelle date
entre celle de la signature du contrat et la date d’échéance.

Dans le cas d'une option d’achat (call en Anglais) européenne d’échéance

7



8 CHAPITRE 1. LES CONCEPTS DE FONDAMENTAUX

T, sur une action dont le cours a l'instant ¢ est S;, de prix d’exercice K, le
détenteur de l'option gagne a l'instant 7" (Sr— K ). Dans le cas d’une option
de vente (put en Anglais), le gain du détenteur de 'option & l'instant 7" est
(K — Sr)+. Le gain du détenteur (donc de l'acheteur) de I'option est la perte
du vendeur de l'option. La prime est censée compenser cette perte.

La théorie mathématique des options traite deux problemes :

a) fixation du prix de 'option (en anglais pricing), autrement dit du montant
de la prime que l'acheteur de l'option devra régler a son vendeur au
moment de la signature du contrat ;

b) couverture : comment le vendeur de 'action va pouvoir gérer la prime
qu’il encaisse au moment de la signature du contrat, pour compenser,
dans le cas d’'une option européenne une perte de (Sr — K), (resp.
(K = Sr)4).

1.2 Arbitrage

Une des hypotheses que 'on est amené a faire dans 1’étude mathématique
des options est ’absence d’opportunité d’arbitrage, i.e. 'impossibilité de ga-
gner de 'argent sans risque. Cette hypothese entraine une relation dite de
parité entre call et put européens, portant sur le méme sous—jacent avec meéme
prix d’exercice K et méme échéance T', a savoir I'identité :

Ct — Pt = St — KQ_T(T_t)

ou (Y est le prix du call, P, celui du put, S; le prix sous—jacent, et r le taux
d’intérét constant, qui est le méme pour les emprunts et pour les placements
d’argent (on a ici une hypothese essentielle de tous les modeles qui vont
suivre, qui n’est pas tres réaliste).

Supposons la relation de parité non satisfaite, i.e. supposons qu’a I'instant
t on ait par exemple :

Ct — Pt > St — Keir(T?t).

(un raisonnement analogue peut étre fait dans le cas <). On va en déduire une
opportunité d’arbitrage. A l'instant ¢, on achete une action (ou obligation,
ou ...) et un put, et on vend un call. Cette opération dégage un profit net
égal a :

Xy =Cy— P, — 5.
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Si X; > 0, on place X; aux taux r jusqu’a la date T"; sinon on emprunte —X;
au méme taux jusqu’a la date T'.
A la date T', deux cas peuvent se présenter :

1. Sp > K : alors le call est exercé, on vend 'action (et on n’exerce pas
le put) : on encaisse K, et on solde le prét (ou 'emprunt), donc on se
retrouve avec une richesse égale a :

K4 T=9(C, — P, — S,) > 0.

2. Sy < K : on exerce le put, on vend l'action (le call n’est pas exercé),
et on solde comme ci—dessus, donc on se retouve avec la méme richesse
que ci—dessus.

Dans les deux cas, on réalise a I'instant 7" un gain > 0, avec une mise de
fonds nulle a I'instant ¢ : ¢’est un exemple d’arbitrage.

1.3 Marchés viables et complets

Un marché est dit viable s’il n’existe pas d’opportunité d’arbitrage.

Un marché est dit complet si tout actif conditionnel a I'instant 7" (i.e. toute
fonction de {S;, 0 <t < T}, en particulier de Sr, en particulier (S — K)4
ou (K — S;)4) est simulable, i.e. s'il existe une stratégie admissible dont la
valeur a l'instant 7" est égale a (S — K)4 (resp.(K — St)4).

La notion de stratégie admissible sera précisée ci—dessous, dans les deux
modeles discret et continu. Il s’agit d'une facon de faire fructifier une certaine
richesse initiale, les décisions de modification de la répartition du portefeuille
entre la caisse d’épargne et le(s) support(s) risqué(s) se faisant sur la base
des informations passées, la stratégie étant autofinangante, c’est a dire sans
apport ni retrait d’argent. Le juste prix du call (resp. put) européen sera
alors la valeur initiale d'une stratégie admissible de valeur finale (Sr — K4
(resp.(K — St)4). Une telle stratégie réalise la couverture de l'option, on
I’appelle stratégie de réplication.
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Chapitre 2

Options européennes dans le
modele discret

2.1 Le modele

On va considérer un modele en temps discret avec un seul actif risqué,
dont le cours a l'instant ¢ sera noté S;, t = 0,1,...,T; et un actif sans risque
dont le cours a l'instant t sera noté R;.

On suppose qu’il existe r > 0 tel que

Ripr = Ry(1+7),
On supposera pour simplifier que Ry = 1, donc
Ri=(1+r), 0<t<T.

On suppose que Sy est une constante, et qu’il existe des v.a. i.i.d. &,
1 <t < T, prenant leurs valeurs dans ’ensemble {a,b}, avec 0 < a < b,

telles que
St+1 == StftJrl, t= O,l,...,T— 1

Notre espace de probabilité est (€2, F,P), avec Q = {a, b}, F = P(Q), et P
est tel que sous P les &, 1 <t < T sont i.i.d et P(&§ =a) > 0, P(& =b) > 0.
Nous définissons le priz actualisé a I'instant ¢ de I'actif risqué comme la
quantité
S =2t p—o1,...T
=g 1=0LT

11



12CHAPITRE 2. OPTIONS EUROPEENNES DANS LE MODELE DISCRET

2.2 Stratégie admissible

Une stratégie de gestion est une suite aléatoire {(X;,Y;), t =0,1,...,T}
a valeurs dans R2, telle que si

F_1=Fo=1{0,Q}
Ft:U{gl,...7§t}, tZ 1,

(X, Y:) est Fy_1 —mesurable, pour tout 0 < ¢ < 7. On dit que la suite
{(X:,Y;)} est prévisible.
La valeur du portefeuille a 'instant ¢ est donné par :

Vi(X,Y) = X, R, + Y5,

et sa valeur actualisée est la quantité

. Vi(X,Y ~
%<X7Y> - t(R_) :Xt‘i‘Y;St
t

La stratégie est dite autofinancée si
XiR + Y15 = Xy 1 Ry + Y1 Sy
ou de fagon équivalente
Vir(X,Y) = Vi(X,Y) = X1 (Repr — RBe) + Y1 (Seen — S)

ou encore N N
X+ Y5 = Xip1 + Y1 Ss

i.e.

Vi1 (X,Y) = Vi(X,Y) = Vi1 (Sip1 — ).
Autrement dit, avec les notations AS; = .S; — S;_1, Agt = §t - gt,l, on a la

Proposition 2.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La stratégie {(X,Y;);0 <t < T} est autofinancée.
(i1) Pour tout 1 <t <T,

t
Vi(X,Y) = Vo(X,Y) + ) (X,AR, + Y.AS,).
s=1
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(#ii) Pour tout 1 <t < T,

t

s=1
On a en outre la

Proposition 2.2.2. Pour tout processus prévisible {Y;, 0 <t < T} et toute
valeur initiale Vi (déterministe!) du portefeuille, il existe un unique processus
prévisible {X;, 0 <t < T} tel que la stratégie {(X;,Y;), 0 <t < T} soit
autofinancée, et corresponde a un portefeuille de valeur initiale Vj.

PREUVE: La condition d’autofinancement impose que, pour tout 0 <¢ <7,
VI(X,Y) = X, + Y35,

t
= Vp+ > ViAS,

s=1
ce qui définit X;. La prévisibilité est facile a vérifier.

Définition 2.2.3. Une stratégie (X,Y) est dite admissible si elle est autofi-
nancée et vérifie Vi(X,Y) >0, V0O <t <T.

Définition 2.2.4. Une stratégie d’arbitrage (X,Y) est une stratégie admissi-
ble telle que Vo(X,Y) =0 et Vp(X,Y) # 0, ou équivalemment Vo(X,Y) =0
et VT(X, Y) 7_é 0.

2.3 Martingales

Notre espace de probabilité, dans ce premier chapitre, étant fini, toutes
les variables aléatoires sont bornées. Donc on omet I’hypothese d’'intégrabilité
dans la définition des martingales.

Définition 2.3.1. Une suite {M;, 0 < t < T} est adaptée si M, est F;
mesurable, 0 <t < T'; est une martingale si elle est adaptée et pour 1 <t <
T,

E[M|Fy1] = My,
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Proposition 2.3.2. Soit {M;,0 <t < T} une martingale, et {Y;,0 <t < T}
une suite prévisible. Alors la suite {M(Y);, 0 <t < T} définie par :

M(Y)o = YoMy
M(Y).=YoMo+ ) Y,AM,, t>1

1<s<t
est une martingale.

PREUVE: 1l suffit de remarquer que
E[Y;AM|Fi 1] =Y; E[AM;|F; 1] =0,

ou l'on a utilisé successivement le caractere prévisible de Y, et la propriété
de martingale de M.

Corollaire 2.3.3. Théoreme d’arrét Soit {M;, 0 <t < T'} une martingale, et
T un temps d’arrét borné par T, i. e. une v. a. d valeurs dans {0,1,2,...,T}
telle que pour tout 0 <t < T, {r =t} € F,. Alors

EM, = EM,.
PreEUVE: 1 suffit de remarquer que M, = M(Y)r, si Y est défini par
}/t - 1{T>t—1}7 0<t< T?

et que pour toute martingale, EM; est une constante indépendante de ¢.

2.4 Le marché est viable et complet

Théoréme 2.4.1. Le marché défini ci—dessus est viable (i.e. il n’existe pas
de stratégie d’arbitrage) ssi a < 1+ 1 <b.

PREUVE: Il n’est pas difficile de montrer que si 1 + r ¢]a, b|, il existe une
stratégie d’arbitrage (exercice).

Réciproquement, si a < 1+ r < b, la probabilité P* sur (Q2, F) telle que
sous P* les & sont i.i.d tels que

E*<£t) = 1 =+ 7.
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(appelée probabilité risque neutre) est équivalente a P (car P*(§; = a) > 0
et P*(&, = b) > 0). Mais, sous P*, {S,} est une martingale, donc d’aprés la
proposition 2.3.2, ‘7(X, Y') est une martingale pour toute stratégie (X,Y).
Done si Vo(X,Y) =0, E*NXN/T(X, Y) = 0. La condition d’admissibilité impose

Vr(X,Y) >0 p.s., donc Vp(X,Y)=0. O

Pour alléger les notations, on posera ¢ = 1+ r. Il est facile de vérifier que

l'on a: b
—c c—a
b—a’ (& =0) b—a

P* (& = a)

Théoreme 2.4.2. Sia <1+ 1r <b, le marché défini ci—dessus est complet,
i.e. pour toute v.a. Fr mesurable H > 0, il existe une stratégie admissible
(X,Y) telle que Vr(X,Y) = H. En outre pour tout 0 <t < T,

R
Vi(X,Y) = B (HIF)
T

PREUVE: 5’1l existe une stratégie admissible telle que Vp(X,Y) = H, alors
d’apres la proposition 2.2.1 (iii), pour tout 0 <t < T,

H

T
Yo Vi(X,Y)+ ) Y.AS,

s=t+1

Donc, sous P*, {XZ(X, Y); 0 <t < T} est une martingale, d’ou :
~ H
Ry

soit encore R
Vi(X,Y) = B (H|F).
T
Notons en particulier que H > 0 entraine alors V;(X,Y) > 0, donc s’il existe
une stratégie autofinancée qui produit la suite {V;(X,Y); 0 < t < T} ci-
dessus, elle est admissible. Au vu de la proposition 2.2.2; il reste a montrer
qu’il existe une suite prévisible {Y;; 0 <t < T'} telle que

T

~ H H
E YAS, = — —E* ([ — ).
s=1 RT (RT)
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La suite {Y;; 1 <t < T} est caractérisée par :
VS (5— - 1) — W (HF) - E (1 F ).

ot H := H/Ry, soit

. _ B UIF) — B (| y)
t — =~ .
St-1(§ — )
Il reste donc a montrer que Y; est F;_;—mesurable Q.e. ne dépend pas de &!).
E*(H
Notons &1 := (&,...,&1). Alors la v.a. % est une fonction du
t—1
couple (€171, &).
Posons ~
E*(H|F
9§71 &) = LV,
St—1
On a t—1 t—1
Y, = 9e(§74, &) —E*(g:(§, &) | Fi1)
& —c
Notons que
b—c c—a
% t—1 _ t—1 t—1
E* (g:(671 E)IFim1) = g:(€ aa)b _p + (€ ’b)b .
donc
v _ (9:(&71 &) — gi(§7 1, a)) Z_;Z + (gu.(&71, &) — a(€71,0)) -
t —_— .

& —c

Il reste a remarquer que dans les deux cas & =a et & = b, on a :

gt(ftila b) - gt(§t717 (l)
b—a '

Y, =

Remarque 2.4.3. La derniere formule donne la fraction de la richesse a
mwvestir dans lactif risqué, a chaque instant t, pour réaliser une stratégie de
couverture. Notons la forme particulicre du membre de droite, qui s’appa-
rente a une “dérivée approchée”. Dans le cas du modéle continu du chapitre
sutvant, on aura une dérivée, d’ou la terminologie “produit dérivé” utilisée
pour désigner les options.
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2.5 Prix du call et du put

Nous allons maintenant préciser la formule pour V;(X,Y) dans les deux
cas du call et du put. Notons
_b—c

p_b_a:P*(£1:a>7

donc
1—p=P({& =0).

Dans le cas du call européen,

V;(X, Y) — C*T(Tft)E*

s IT & - K)+|ft] |

s=t+1

Mais pour tout 0 < k < T —t,

T
P* < H 58 _ aka—t—k> — (T — t)' ‘pk(l _p)T—t—k.

Al (T —t— k)
Donc
T—t
T—1)
V(X.Y) = —r(T—t) ( k 1 — T—t—k Sk—K
t( Y ) c kZ:_O k'(T—t— k)'p ( p) ( t )+7

et dans le cas du put européen,

T—t
ViX.Y) = —r(T—t) (T - t)! k(l_p)T—tfk K— Sk
t( ) )_C Z_k'(T—t—k)'p ( t )+.
k=0 )

2.6 La formule de Black—Scholes

Nous allons maintenant établir les formules du modele continu du chapitre
suivante (a savoir la formule de Black—Scholes) par passage a la limite sur le
modele discret, avant de la réobtenir directement a partir du modele continu
au chapitre suivant.

On suppose maintenant que, 7' étant un réel positif arbitraire, ¢ prend les
valeurs

[NT]

0 1
7N?"'7 N Y
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et que
[N1]
Si=So[[&
k=1
[N1]
Sy = Spexp Zn,iv ,
k=1
avec

N N T
—logeN — L
77k Oggk’ N

On suppose que les 77 prennent leus valeurs dans I’ensemble {_j_ﬁv \/LN}
Cela signifie, par rapport aux notations ci-dessus, que (les indices supérieurs
N ne sont pas des exposants!) :

N =exp(r/N), o =exp(r/N —o/VN), b =exp(r/N +o/VN).

La formule pour le prix du call (resp. du put) devient donc, si ZY =

N
i,
E* [(SO exp(Z¥) — Ke™") +]
(resp.

B [(e™ = Syexp(2), ).

Il reste & trouver la loi limite de Z&¥ quand N — oo sous P*. On a le
Théoréme 2.6.1. 5i Z) = Zgﬁ nY et pour chaque N les {nl, k > 0}
sont i.i.d. a valeurs dans {_\/U_N’ \/Lﬁ}f avec EnY = uy, et Nuy — u quand
N — o0, alors sous P, quand N — oo,

ZtN:ut—i—UBt, t >0,

ou { By, t > 0} est un mouvement brownien, cf. la définition 7?7 ci-dessous.
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PREUVE: On sait (cf. par exemple [2] page 180) que si une v.a.r. X admet
un moment d’ordre 3, pour tout r € R,

2 3

E(exp(irX)) = 1+ irE(X) — SE(X?) — i (E(X?) + 5(X,r)

avec |6(X,r)| < 3E(]X|?). Donc

2 9
E(exp(irny ) = 1 +irpy — 2; + O(N~3/2),
donc
r252 [N]
E(exp(irZ])) = (1 +iruy — 5N + O(N3/2)>
(, r202t)
— exp | trut — 5 .

quand N — oo. On reconnait la fonction caractéristique au point r de la
loi normale N (ut,c?t), qui est la loi de ut + o By, puisque la loi de B; est la
loi N(0,¢). On démontre de méme que pour tout 0 < s < t, ZN — ZN =
u(t — s) + o(B; — By). Puisque ZN est & accroissements indépendants pour
tout N, il en est de méme de la limite. Donc les loi fini-dimensionnelle de Z
convergent vers celles de ut + oB;. On peut en fait montre une convergence
fonctionnelle un peu plus forte. Mais la convergence a I'instant T suffit pour
la suite. U

Pour pouvoir appliquer ce théoreme, il nous reste a calculer I'espérance
de n sous P*. Cette dernitre probabilité est caractérisée par I'identité

E* exp(n,iv) =1,

soit, avec p, := P*(nY = _\/LN)’
o o
eXp(——\/—)pa +exp(=)m =1,
d’ott .
VN —1 l—e V¥
Pa = T _ y P = c )
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et ) .
o
By = ——— —).
Il résulte alors du théoreme 2.6.1 que sous P*,

2

On en déduit la formule limite pour le prix du call :

Co = (27?)1/2/

—0o0

“+oo

o2
(SoefTT“ﬁy - Ke’TT> N e V' 2dy,

et celle du put
+o0 02

Py = (27) '/ / (K™ = Spe= YTy} tizgy

0o +

Ces formules se réécrivent comme suit en fonction de la fonction de répartition
F" de la loi normale centrée réduite.

Co = SoF(dy) — Ke "™ F(dy),
Py = Ke "™ F(—dy) — SoF(—d,),

avec
1 T VT
dlz—log (&)‘i_r\/_—’_g—?
O’\/T K g 2
1 So T — oT
dy = —=log | — | + -
ovT K g 2

Notons que l'on retrouve bien la parité call-put, a condition de remarquer
que F(d;)) + F(—d;) =1,i=1,2.



Chapitre 3

Introduction au calcul
stochastique

On veut considérer plus loin un modele ot le cours du sous—jacent S; varie
en temps continu, t € R, et le cours S; prend ses valeurs lui aussi dans R, .
Toutes les v.a. et les processus qui suivent seront définis sur un espace de

probabilité (€2, F,P).

3.1 Le mouvement brownien

On pose la

Définition 3.1.1. Un processus stochastique a valeurs dans R {B;, t > 0}
est appelé un mouvement brownien (standard) si ses trajectoires sont p.s.
continues, By =0, et
(i) pour toutn > 1, 0=ty <t; <--- <t,, By,By, — By,,..., By, — By,_,
est une suite de v.a.r. indépendantes
(i1) pour tout 0 < s <t, By — Bs ~ N(0,t — s).

On va donner une autre définition équivalente. Indiquons qu’un processus
{Xy, t > 0} est un processus gaussien ssi pour tout n > 1, 0 < tq,...,%,, le
vecteur aléatoire (Xy,, Xy,,...,X;,) est un vecteur aléatoire gaussien.

Définition 3.1.2. Un mouvement brownien (standard) est un processus
gaussien centré {By, t > 0} a trajectoires continues tel que

E[B:Bs| = inf(t,s), pour tout t,s > 0.

21
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Si B, est un mouvement brownien standard, alors
Xt :x—i-/ﬂf—i—aBt,

ou u est la dérive, o le coefficient de diffusion, est un mouvement brownien
non standard, et
Yy = e

est appelé mouvement brownien géométrique.

Proposition 3.1.3. Variation quadratique. Soitt >0, 0 =1tf <t} <--- <
t =t une suite indexée par n > 1 de subdivisions de ['intervalle [0,t], telle
que supy, (tf —tp_;) — 0 quand n — oo. Alors

n

>_(By =By )t

i=1
en moyenne quadratique, quand n — oo.

PREUVE: On a

3

2
EY (By—By,) =t et

k=1
n

2 n 2
Var (Btz - Btz_1> ] =3 Var [(Btz - Btz_l) ]
k=1 k=1
=2 (i~ i)’
k=1
< 2tsup(ty — t;_1)
k<n
— 0,
quand n — oo. O

Remarque 3.1.4. (i) Si ¢ € CYR), >, (p(t}) — o(tF_1))* = 0 quand
n — 00.

(i) EY ‘Bt;; — Btﬁ_l‘ = \/g(t}g — 7 )Y? = oo quand n — co.
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3.2 Le mouvement brownien comme martin-
gale

On se donne maintenant un “espace de probabilité filtré”, c’est a dire un
quadruplet (2, F, (Ft)t>0,P), o (F;)e>o est une filtration, c’est a dire une
suite croissante de sous-sigma algebres de F.

Définition 3.2.1. On appelle F,—mouvement brownien un processus a tra-
jectoires continues { By, t > 0} tel que By =0, et

(i) pour tout t > 0, B, est F;—mesurable;

(i1) pour tout 0 < s <'t, B, — By est indépendante de F, de loi N(0,t—s).
Exercice 3.2.2. (i) Si {B:, t > 0} est un F;—mouvement brownien, alors
c’est un mouvement brownien au sens de la définition 3.1.1 ou 3.1.2.

(ii) St {By, t > 0} est un mouvement brownien au sens de la définition
3.1.1 ou 3.1.2, et Fy = 0{Bs, 0 < s < t}, alors {B;, t > 0} est un F;—
mouvement brownien.

Définition 3.2.3. Un processus {M;, t > 0} est une Fy—martingales si

(i) pour tout t > 0, M, est F;—mesurable et intégrable (i.e. E|M;| < c0);

(i) pour tout 0 < s < t, E(M;|Fs) = Ms.

On vérifie aisément que si {B;, t > 0} est un F,—mouvement brownien,
alors By, B} —t, exp(AB;—\?t/2) () réel quelconque) sont des F;—martingales.

3.3 Martingales en temps discret

3.3.1 Definition

On se donne dans cette section un espace de probabilité (€2, F,P) muni
d’une filtration {F,, n > 0}, i. e. une suite croissante de sous—tribus de F.
Autrement dit chaque F,, est une tribu, et pour tout n > 0, F, C F,41 C F.

Définition 3.3.1. Une suite {X,, n > 0} de v. a. r. est une martingale si

1. Pour tout n > 0, X,, est F,—mesurable et intégrable,
2. Pour tout n > 0, E(X,11|Fn) = Xn p. s.
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Une sousmartingale est une suite qui vérifie la 1ére condition, et
E(Xyi1|Fn) = X,. Une surmartingale est une suite qui vérifie la premére
condition et B(X,1|F,) < X,.

Remarque 3.3.2. On devrait dire dans la définition (JF,)-martingale.
Notons que si {X,} est une (F,)-martingale, c’est a fortiori une (G,)-
martingale, avec

Gn=0(Xo,X1,...,X,), n>0.

Il résulte de I'inégalité de Jensen pour 'espérance conditionnelle que

Proposition 3.3.3. Si {X,,, n > 0} est une martingale, ¢ : R — R
une fonction conveze telle que p(X,,) soit intégrable pour tout n > 0, alors
{o(Xy), n >0} est une sousmartingale. La méme conclusion est encore vraie
lorque l'on suppose seulement que {X,, n > 0} est une sousmartingale, a
condition d’ajouter [’hypothése que la fonction ¢ est croissante.

3.3.2 Temps d’arrét

Définition 3.3.4. On appelle temps d’arrét une v. a. T a valeurs dans N U
{+o0} qui vérifie {T =n} € F,, pour tout n > 0.

Une v. a. constante 7 = n est un temps d’arrét. Si {X,,, n > 0} est une
suite adaptée a la filtration {F,}, i. e. telle que X,, est F,,—mesurable pour
tout n >0, et si A € B, alors

{inf{n, X, € A}, siun tel n existe,
T =

400, sinon,
est un temps d’arrét, puisque alors
{T = n} = {XO QA,Xl gA,...,Xn,1 ¢A,Xn € A}

Notons qu’avec la convention que I'inf d’un ensemble vide vaut +oo, ce temps
d’arrét se définit plus simplement par

T =1inf{n, X, € A}.
Si 7 est un temps d’arrét, on définit la tribu

F.={AeF, An{r=n} e F,,Vn € N}.
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Si 71 et T sont deux temps d’arrét, alors inf(7,72) est encore un temps
d’arrét. En outre, si 7 < 75 p. s., alors F,, C F,, (exercice).
On a le théoreme d’arrét :

Théoréme 3.3.5. Si {X,,, n > 0} est une martingale (resp. une sousmar-
tingale), et T et T sont deuz temps d’arrét tels que 71 < 75 < N p. s., alors
X, est F;, mesurable et intégrable, 1 = 1,2 et en outre

E(X72’F7'1) = XT1
(resp. E(X,|Fr) > X,).

PREUVE: Pour tout A € B, n > 0,
(X, e Aln{r=n}={X, e AAn{r,=n} € F,,
et en outre

N
(Xl <1,
k=1

donc la premiere partie de I’énoncé est établie.
Soit A € F;,. Alors

Aﬂ{Tl <k‘§7’2}:Aﬂ{7'1 Sk—l}ﬂ{TQSk—l}cEfk_l.
En effet, d’'une part

An{n <k—-1}=UZ{An{n =j} € Fin
et aussi {1 <k —1}°€ Fr_1.

Posons A, = X;, — Xi_1. On a

/ (X, — X, )dP = / > 1 chen ApdP
A A

k=1

=> / ApdP
k=1 An{ri<k<to}

=0

ou bien > 0, suivant que {X,, n > 0} est une martingale ou une sousmar-
tingale. O
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3.3.3 Inégalités

Soit {My, 0 < k < n} une martingale. On pose pour 1 < k < n S, =
maxo<i<k | M;|. On a une premiere inégalité de Doob, o on utilise la notation
classique E(X; A) = E(X14).
Lemme 3.3.6. Pour tout o > 0,

aP(S, > o) <E(|M,];S, > a).

PREUVE: On pose 7 = inf{0 < k < n; |My| > a}. On a

aP(S, > a) < / | M| dP
{Snza}

< / | M, | dP
{Snza}

ou on a utilisé a la seconde inégalité le fait que | M| est une sous—martingale,
que {S, > a} € F,, et le Théoreme d’arrét 3.3.5. O

Proposition 3.3.7. On a
E[52) < 4B [2].
PREUVE: On a
E [$2] = /O T RS2 > a)da
= /OOO P(S,, > A\)2XdA
< 2/OOOIE(|M,L|;S” > \)dA

Sn
— 9E (|Mn\/ dA)
0

=2E (|M,| x Sy)

< 2V E(M)VESE,
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ou on a utilisé une formule classique pour ’espérance d’une v.a.r. positive, le
changement de variable a = A2, le Lemme 3.3.6, le théoréme de Fubini, une
identité évidente et 'inégalité de Cauchy—Schwartz. Le résultat se déduit de
la derniere inégalité, en divisant les deux membres par /ES2. U

3.4 Martingales en temps continu

On va se limiter aux martingales a trajectoires continues, car c’est le seul
cas dont nous aurons besoin.

On a la

Proposition 3.4.1. Soit {M;, t > 0} une martingale a trajectoires conti-
nues. Alors

E ( sup Mf) <4E (M7).

0<s<t

PREUVE: Soit n > 1let 0 =1y <t <--- <t, =t Posons N, = M,;,. I
est facile de se convaincre que N, est une martingale en temps discret. Donc
d’apres la Proposition 3.3.7,

E ( sup Mfk) < 4E (M2).

0<k<n

Si maintenant on se donne une suite de subdivisions {t}, 0 < k < n} dont
le pas tend vers 0, il résulte de la continuité des trajectoires de M; que
SUPg<k<n MEZ T supg<s<; M. 2 d’olt le résultat par le Théoréme de convergence
monotone. ]

3.5 Intégrale stochastique

Dans toute la suite on suppose donné un espace de probabilité filtré
(QF, (Fi)i>0,P), et un Fy—mouvement brownien {B;, ¢t > 0}.
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3.5.1 Intégrale de Wiener

Commengons par considérer le cas d’une fonction {f(¢), 0 < t < T}
déterministe, telle que

/OT f2(s)ds < .

Alors on va définir [l’intégrale de Wiener

t
/ f(s)dBs, pour 0 <t<T.
0

Supposons tout d’abord que f est en escalier, c’est a dire

f(s) = Z Seljtta]
k=1

avec 0 <ty <ty <...<t, <T. Alors une définition naturelle de 'intégrale
de Wiener est

/ f(s)dB, = Z fk(BtAtk+1 — Biny,)
0 k=1

On déduit aisément des propriétés du mouvement brownien que :
t
E / f(s)dBs =0
0

si0<s<t E /Otf(r)dBr = /0 f(r)dB,

(/ t f(S)st)2

2

E =E

> fi (Binss — Bins,)
k=1

=D fRt Aty — tALy)
=1

-
_ /0 P (s)ds.

( / tf(s)st)z -/ ' P(s)ds

La formule d’isométrie

E
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permet d’étendre la définition de l'intégrale de Wiener, des fonctions en es-
calier a toutes les fonctions de carré intégrable. On vérifie aisément que le
processus

{/Otf<s)st, 0<t<T}

est une martingale gaussienne, a accroissements indépendants, qui vérifie

(/ t f(S)dBS)Q

Il résulte de la propriété de martingale et de la Proposition 3.4.1 ci—
dessus que si f, — f dans L%([0,T]) quand n — oo, f, est en escalier, alors
fo fn(s)dB, — fo s)dB, en moyenne quadratique, uniformément en t €

t
:/ f2(s)ds, 0<t<T.
0

[0, 7. Mais pour tout n > 1, il est clair que t — fo fn(s)dBs est p.s. continue.
Donc il en est de méme de I'application ¢ — fo s)dBs. Les trajectoires de
I'intégrale de Wiener sont p.s. continues.

Notons que si f € Nr=oL2([0,T]), t — [ f(s)dB, est une martin,gale
gaussienne p.s. continue, définie pour tout ¢ > 0.

3.5.2 Intégrale d’It6

Nous allons maintenant construire 'intégrale d’Ité. Soit (Q, F, (Ft)i>0, P)
un espace de probabilité filtré, et {B;, ¢ > 0} un F;—mouvement brownien.
Notons M?(0,T) le sous-espace de Hilbert de

L*(Q x [0,T), F @ B([0,T)),dP x dt)

des classes d’équivalence des processus {¢;(w), w € Q, 0 <t < T} qui sont
tels que pour tout 0 < ¢t < T, la restriction & [0,¢] x Q de I'application
(s,w) = ps(w) est B([0;t]) ® Fr—mesurable. On dit qu'un tel processus {¢;}
est progressivement mesurable. En particulier, il est adapté, au sens ol y; est
Fi—mesurable pour tout £ > 0.

La construction que nous avons faite de l'intégrale de Wiener s’étend
a l'intégrale d'Ito comme suit. On considere tout d’abord des processus en
escalier de la forme

Z Spk 1]tk,tk+1 ( )
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ou ¢y, est supposée F;, mesurable et de carré intégrable, 1 < k < n. Pour un
tel ¢,

t n
/ p.dB, = Z 21 (Bintyn — Bine) -
0 k=1

On va utiliser de fagon répétée la propriété (ii) de la Définition 3.2.1, qui dit
que si 0 < s < t, F, et B, — B, sont indépendants. Alors

t
E/ psdBs =0
0
et

E

([ am)

= ZE [902 (Bt/\tk+1 - Bt/\tk)Q]
k

+2 Z]E [SOE (Bt/\tprl - Bt/\tg) Pk (Bt/\tk+1 - Bt/\tk)}
1<k

= E(GR)(t Atpp — EA L)
k

t
:E/ ©2ds.
0

A nouveau, la propriété d’isométrie que nous venons d’établir permet d’étend-
re l'intégrale d’It6 a tout p € M?[0,T7.
Par le méme raisonnement que pour l'intégrale de Wiener, on établit le

Théoréme 3.5.1. Pour tout ¢ € M?[0,T], 0 < t < T, lintégrale d’Ito
vérifie

t
E/ wsdBs =0,
0

t 2 t
(/ goSdBS) = E/ ©2ds.
0 0

En outre le processus {fg wsdBs, 0 <t < T} est une martingale a trajectoires
p.s. continues, puisque s1 0 < s <,

t s
E: { / go,,dBT} = / @, dB,.
0 0

E
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Notons que si ¢ € NysoM?[0,T7], alors I'intégrale stochastique fot wsd By
est définie pour tout ¢ > 0. Nous allons maintenant étendre l'intégrale d’Ito
a des {¢;} adaptés qui vérifient seulement

T
/ @?dt < oo p.s., pour tout T > 0. (3.1)
0

t
Tn:inf{tzo, / gp?dszn},
0

avec la convention usuelle que I'infimum de I’ensemble vide vaut +o0o. Notons
tout d’abord que sous 'hypothese (3.1), 7, T +00 p.s. quand n — oco. On
remarque tout d’abord

Posons

Lemme 3.5.2. Si ¢ € NpsoM?[0,T], alors pour tout t > 0 et T temps

d’arret,
tAT t
/ Spsst:/ 1s§7—§05st-
0 0

PREUVE: Cette identité est clairement vérifiée si ¢ est en escalier comme
ci—dessus. Le cas général s’obtient par passage a la limite. O

Sur I’événement {t < 7,}, on peut définir fot psdB, par

t t
/gpsdBS:/ 1<, psdB;.
0 0

Puisque 7, T +00 p.s., Up>1{t < 7,} = Q & une ensemble de probabilité
nulle pres. Donc la formule ci—dessus définit bien I'intégrale stochastique de
¢ progressivement mesurable qui vérifie (3.1), comme un processus continu
X, = f; @sdBs. Cependant, pour un tel {¢;} on ne sait pas a priori si la
v.a. X; est une martingale. X; n’a pas de raison d’étre intégrable, et les trois
formules du théoreme 3.5.1 n’ont plus de raison d’étre vraies. On a cependant

toujours I'inégalité (exercice)
t
<E / ©2ds
0

([ 0)

Par ailleurs, X; est une martingale locale, qui est réduite par la suite de temps
d’arréts 7,, au sens ou 7, T +00 p.s. et pour tout n > 1, {Xin,,, t > 0} est
une martingale.

2

E
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3.5.3 Intégrale d’It6 vectorielle

On va maintenant examiner le cas ou le mouvement brownien B; prend
ses valeurs dans R*, et Iintégrand ¢, prend ses valeurs dans les matrices
d x k, et donc I'intégrale stochastique prend ses valeurs dans R¢.

Un mouvement brownien standard {B;, ¢t > 0} & valeurs dans R” est
défini comme dans le cas k = 1, en notant que E[B,(B;)’| = inf(s,t)I, et que
la loi de B, — By, pour s < t, est la loi de gauss vectorielle N (0, (t — s)I). De
fagon équivalente, on pourrait supposer que les coordonnées { B}, t > 0}1<;<
sont des browniens réels standards mutuellement indépendants.

Si ¢, est progressivement mesurable a valeurs dans R%** et vérifie pour
tout 7'> 0

T T
]E/ Troypidt < 0o, [resp. / Troppdt < 0o p.s.],
0 0

alors X, = fot ©sd By est une martingale continue & valeurs dans R? qui vérifie
pour tout ¢ > 0

t

t
E[X,X]) = E / oopds ot E[IX,|7 = Tx / s ds,
0 0

[resp. une martingale locale continue & valeurs dans RY].

La construction est analogue a celle que nous avons faite dans le cas
k=d=1.

3.5.4 Formule d’Ito
Nous pouvons maintenant établir une premiere forme de la formule d’Ito :

Théoréme 3.5.3. Si ® € CY3(R, x R), alors pour tout t > 0,
t
d(t, B;) = ®(0, By) +/ ®. (s, B,)ds
0

L L[t
+/ @w(s,Bs)st+§/ o, (s, Bs)ds.
0 0

PREUVE: Pour simplifier, on va considérer seulement le cas d'une fonction
® € CZ(R) et on va montrer qu’alors

d(B;) = D(0) +/t @’(Bs)st—F%/t ®"(B,)ds.
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k
Posons ¢} = —t, n € N, 0 < k < n. Alors
n

n

O(By) —®(0) = Y (®(Byp) — (B )
k=1
=Y ®(By )(By — By )
k=1
1= or ) )
+5 38O (By - By
k=1

par la formule de Taylor a l'ordre 2, avec O} appartenant a lintervalle
[Bin_, Byn]. 1l résulte de la formule d’isométrie de I'intégrale d’'Ito que

2

E

t n
/O ®'(B,)dB, — Y _®(By._)(By — B
k=1

i t}z I !
_ EZ/ B(B,) — By )[ds
k=17t
— 0 par convergence dominée.
On remarque ensuite que

n

> (" (By,) - @"(€])) (By — By, )*

k=1
< sup [#7(By ) — 2" (O0])| Y- (By — By )°
k=1
—0

en probabilité, quand n — oco. Enfin une variante de 'argument de la preuve
de la Proposition 3.1.3 permet de montrer que

n t
> ®'(By ) (By — By ) — / o' (B,)ds,
k=1 0

quand n — oo. Plus précisément, on montre d’une part que

" 2
E (zqf(Btg_l) [(Btg—Btg_f—(tz—tz_l)]) -0,
k=1
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et d’autre part que

n t
> @ (B )ty —th ) —>/0 d"(B,)ds.
k=1

O
La formule d’Ito se généralise comme suit.
On appelle processus d’Ité un processus {X;,0 <t < T'} de la forme
t t
X, = x+/ 1/Jsds—|—/ wsdBsy, (3.2)
0 0

ou x € R, ¢ et o sont des processus progressivement mesurables tels que

T
/ (|2he| + |e|?)dt < o0 p.s.
0

On a alors le résultat suivant, dont la preuve est analogue a celle du Théoreme
3.5.3:

Théoréme 3.5.4. Si {X;, 0 <t < T} est un processus d’Ité de la forme
(3.2), et ® € CH*(R, x R), alors pour tout 0 <t < T,

t
O(t, Xy) = (0, 2) +/ D (s, X,)ds
0

t t
+ / O (5, X, )heds + / ® (s, X,)psdBy
0 0

1

t
+—/ D, (s, X,)p2ds.
2 Jo

On aura besoin de la formule d’It6 multidimensionnelle : on considere
un mouvement brownien {B;, t > 0} & valeurs dans R¥ ¢); progressivement
mesurable a valeurs dans R?, ¢, progressivement mesurable a valeurs dans
R¥>*_ Alors si € RY, le processus

t t
Xt:x+/¢sds+/gosst,O§t§T
0 0

est un processus d’It6 a valeurs dans R¢.
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Si maintenant ® € C12([0, 7] x R?), on a la formule d’Ito :

t ¢
O(t, X;) = (0, z) +/ D (s, X,)ds +/ < @ (5, X,),1ps > ds
0 0

t / 1 t 1"
s [ < s X B> [ THEL X elds
0 0

3.6 Equations différentielles stochastiques

Soit f, g :[0,T] x R — R telles que

sup (|f(2,0)| + |g(t,0)]) < o0
o<t<T

et en outre il existe K tel que
La condition (3.3) est appelée condition de Lipschitz. On a le

Théoréme 3.6.1. Sous les conditions ci—dessus, en particulier (3.3), pour
tout v € R, I’EDS

t t
Xo=at [ flsX)ds+ [ gls X)iB. 02T,
0 0

admet une unique solution X € M?(0,T).

PREUVE: Notons F I'application de 'espace M?(0,T) dans lui-méme définie
par

t t
F(X) ==z —|—/ f(s, Xs)ds +/ g(s,X,)dBs, 0<t<T.
0 0

Une solution de I’EDS est un point fixe de F'. Or pour que F' admette un
unique point fixe, il suffit qu’elle soit une contraction stricte pour une norme
bien choisie sur M?(0,T).
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Appliquons la formule d'It6 au processus d’Ito F(X); — F(Y); et a la
fonction ®(t,z) = e |z|? (A > 0 qui sera choisi plus loin). On obtient

e M F(X)r — F(Y)7p|? + A /T e MEF(X), — F(Y)|2dt
=2 [ PO = PO ) - 0.3t
2 [P = PO X) - 9(t. Y)dB,

T
+ / e_At|g(t7 Xt) - g(t7 }/t)|2dt
0

Nous allons prendre 'espérance dans cette identité; nous admettrons que
I'intégrale stochastique est intégrable et d’espérance nulle. Il vient, en utili-

sant en outre la condition de Lipschitz :

T
e ME|F(X)r — F(Y)r|* + )\]E/ e ME(X), — F(Y)2dt
0

—B [ MR~ OO0 X) — £0Y)
+g(t, Xp) — g, Yy)|?] dt
< E/T e M 2K|F(X) — F(Y )| x |X; — Y| + K?| X, — Y3 [?] dt.

Il résulte de I'inégalité de Cauchy—Schwartz que
T
2KE/ e ME(X), — F(Y)| x | X, = Y|dt
0

T T
< E/ e MF(X): — F(Y)dt + KQIE/ e M| X, — Yi|2dt.
0 0

Donc
T T
(A — 1)IE/ e MF(X), — F(Y),dt < 2K2E/ e MX, — Y |2dt
0 0

On choisit alors A = 2K? + 2, d’ot1 :

T K2 2K2 T K2
IE/ e~ G P(X), — F(Y),2dt < 2K2+1]E/ e~ KT X, Y 2dt.
0
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3.7 Le théoreme de Girsanov

Nous alloons donne rune version simplifiée du Théoreme de Girsanov, die
a Cameron et Martin.
Etablissons tout d’abord le

Lemme 3.7.1. Un processus continu { By, 0 <t < T} est un Fy—-mouvement
brownien ssi pour tout 0 < s <t <T, u € R,

2

E]:s eu(Bt_BG) — e%(t_s) .

PREUVE: La CN est assez évidente. La CS résulte de ce que la condition du
Lemme entraine que l'accroissement B; — B, a pour transformée de Laplace

er , donc est de loi N(0,t — s), et est indépendante de Fj, puisque la
transformee de Laplace jointe de B; — B, et de toute v.a.r. U F; mesurable
et bornée est donnée par

E [exp {vU + u(B; — Bs)}] = [exp {vU} E”* exp {u(B; — BS)}}
= ¢ IE exp {oU}]
= E [exp {oU}| E [exp {u(B; — Bi)}],
pour tout u,v € R, ce qui entraine l'indépendance des deux v.a.r. U et
B; — B,. O
On a alors le

Théoréme 3.7.2. Soit {B;, 0 <t < T} un F,—mouvement brownien défini
sur l’espace de probabilité (Q, F,P).
Si f e L*(0,7),

B =B, — /f )ds, 0<t<T;

Zt—exp(/f dB——/f )

et P* est la probabilité sur (Q, Fr) telle que

dP*
dpP

alors {Bf,0 <t < T} est un Fy—mouvement brownien sous P*.

= ZT:
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PREUVE: Au vu du lemme précédent, il suffit de montrer que pour tout

] t

e e (| t o(r)a5;
Mais pour tout A € F.,
oy {1A exp < / t g(r)dB;f)]
_E :1A exp { / ' g(r)[dB. - f(r)dfr]} Zt}
~&[uizien{ [ 10) +a01aB, ~ 5 [ Rrwat) + P
_E :1AZS exp {% /: gQ(T)drH
_ P*(A) exp {% /: g2(r)dr} ,

ou on a utilisé a la 3eme identité le fait que

e [ { [150)+ 90108, ~ § [ 150+ gtPar )] =1

puisque la v.a.r. f ) + g(r)]dB, est une v.a.r. gaussiennne centrée de
variance [ |f(r) + g(r )]2dr. O

3.8 Formule de Feynman—Kac

On considere 'équation aux dérivées partielles parabolique rétrograde :

ou ou 1 0*u
)+ @) n) + 5P @S (te) =ty
OStST,xER, w(T,z) = h(zx), z€R.

On suppose que f, g satisfont la condition (3.3), que ¢ et h sont continues et
bornées sur R. Pour chaque 0 < ¢t < T, z € R, on note {X*, t <s<T}la
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solution de I'EDS :
X =g +/ f(XE®Ydr +/ g(X*)dB,, t<s<T.
t t

On a alors le

Théoréme 3.8.1. Supposons que u € C’bl’Q((O, T) x R) est solution de ’EDP
(3.4). Alors u est donné par la formule de Feynman—Kac :

u(t,z) =E [h(X%“"”) exp (— /t ' c(X;’I)ds)]

PREUVE: On applique la formule d’'It6 au processus (X5*Y;), avec Y, =
—/ c(XP)dr, et a la fonction (s, z,y) = u(s, z) exp(y). 1l vient
t

T
w(T, X5") exp (—/ C(X;’”)ds) = u(t, x)
t
T s 8u
+/ exp (—/ c(Xﬁ’x)dr) g (X") —(s,X")dB,
' . ox

T ou .
+/ (_83 + Lu — cu)(s, X.%) exp(Ys)ds,
t

. ou 1 ,, 0% . .
ou Lu(s,z) = f(m)a—(s, x)+ 59 (m)m(s, x). Il reste a prendre 'espérance,
x x
et a exploiter le fait que u est solution de (3.4) pour conclure.
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Chapitre 4

Le modele et la formule de
Black—Scholes

Le modele de Black—Scholes stipule que
Sy = Spexp(ut + 0 By),

ou i € R est la dérive et 0 € R est appelée la volatilité. {B;,t > 0} est un
mouvement brownien (standard).

4.1 La formule de Black—Scholes (2)

Nous allons commencer par un cadre assez général, et nous nous posons
la question suivante. Etant donné une option qui rapporte a son détenteur
la somme H(> 0) a I'instant 7', quel est le juste prix de cette option ?

On pose

Fi=0{Bs,0<s <t} =0{5;0<s<t}

a des ensembles de mesure nulle pres.
On suppose satisfaite ’hypothese suivante

(71 H est F1 mesurable et
7] il existe p > 2 tel que E[H?] < oo.

Un exemple particulier est le cas ou

H = h(ST)a

41
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notamment pour le call et le put européens, mais on verra plus loin d’autres
types d’options, qui ne sont pas de cette forme particuliere.

Nous allons nous laisser guider par ce que nous avons fait dans le cas du
modele discret.

On pose la question sous la forme suivante : trouver V| et une stratégie
autofinancée {(X;,Y;);0 <t < T}, tels que

Vi(X,)Y) = X,R, + Y, S,

¢ ¢
=Vo+/ XSdRS—i—/ Y,dS,
0 0
vérifie Vp(X,Y) = H.

En particulier {V;(X,Y), 0 <t < T} est un processus d’It6. On suppose que
R; = €™, et on définit la valeur actualisée du portefeuille & I'instant ¢ :

Vi(X,Y) =R 'V,(X,Y)
:Xt—’—i;;f?

NI P AN , ., .
oi1 I'on a posé Y; = R; 'Y, S, ; c’est la valeur actualisée de la partie du porte-
feuille investie sur I'actif risqué. Alors

Y, =V — X,
En outre
dV(X,Y) = —rV,dt + R;'dV,

= —rV,dt + rX,dt + R;'Y,dS,

= —rY,dt + R;'Y,dS,.
Mais

0.2
dSt = (/L + 7) Stdt + O'StdBt7

donc

2

v, = (u e %) Yidt + oYidB,.

Posons finalement

— T g
B2 (“U +§)t+Bt.
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Alors B B
dV, = oY dB;,

soit en intégrant de t a T’
~ T ~
Vi=e™"H—0o / Y,dB:
t
Soit maintenant P* la probabilité sur (€2, Fr) telle que
(B 0<t<T}

soit un P* mouvement brownien. Alors

P B w—r o 1 /fp—r o 2
dIP’_ZT_eXp{ <a +§)BT 5( - *5) T}-

On ale
Lemme 4.1.1.

E*(H?) < oo.
PREUVE: On a, avec p > 2,
E*(H*) = E[H* Zr]
< (E[H?])*? (E [Zg/(p%)D

< 00,

(»—2)/p

ou on a utilisé I'inégalité de Holder, I'hypothese (H.1), et le fait que
2
E[Zp/(p—Q)]:]E _L w—=r g B — p w—=r z T
T R T ) ATy B S
2
~ exp p(p+2) por 0Nl
2(p — 2)? o 2

On déduit du Lemme 4.1.1 (Exercice) que

T ~
IE*/ Y;2dt < oo,
0
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donc en particulier B
Vi =e "TE*(H|F),
soit
‘/t — e—T(T—t)E* (H|ft),
ce qui redonne la formule de Black—Scholes pour les prix du call et du put
européen. _
Qu’en est-il de la stratégie de couverture? Sous P*, {V;} est une mar-

tingale de carré intégrable adaptée a la filtration FZ . Un théoreme général
d’It6 nous dit alors que

t
v;:vo+/ZSdB:,0§t§T,
0

avec un unique Z € M?(0,T). On retrouve

_ RZy
N USt '

Y,

Dans le cas ou H = h(Sr) (cadre markovien), on va voir dans les sections
suivantes que 'on a 'EDP de Black—Scholes et Y; se calcule en fonction de
la dérivée de sa solution. Dans des cas plus généraux, le calcul peut se faire
(mais de fagon pas tres explicite!) avec d’autres outils de calcul stochastique,
par exemple le calcul de Malliavin.

Terminons cette section par deux exemples classiques d’options qui ne
sont pas de la forme H = h(Sr).

Exemple 3.1 Option barriere d’achat

C’est une option qui rapporte a I’échéance :

H = ]‘{ sup St < 6}(ST _K)+7

0<t<T

autrement dit on a le méme gain qu’avec une option d’achat européenne,
mais on n’a le droit d’exercer cette option que si le cours du sous—jacent n’a
jamais atteint la barriere f3.

Exemple 3.2 Option d’achat asiatique

Il s’agit d’une option qui rapporte a son acquéreur a l’échéance

1 T
H=|= - K
(7 [ s )
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4.2 L’EDP de Black—Scholes

On va présenter une autre fagon de résoudre le probleme du pricing, qui
résoud aussi celui de la couverture d'une option européenne, en passant par
la dérivation d'une EDP.

On traite un cas plus spécifique qu’a la section précédente, a savoir que
I'on s’intéresse a une option européenne, qui rapporte a son détenteur H =
h(S(T)) a I’échéance T'. Encore une fois nous pensons surtout aux deux cas
h(z)=(xr— K); et h(z) = (K —x)4.

Le prix de cette option a l'instant t est V;, 0 < t < T. Bien str on a
Vr = h(S(T')). On va supposer - on le démontrera plus loin - qu’il existe une
application

u:[0,T] x Ry — Ry

telle que pour tout 0 <t < T,
‘/;g = u(t, St)

Nous allons en outre supposer - la encore on peut le démontrer, mais c’est
un petit peu plus difficile - que

we CH2((0,7) x Ry),

si bien que 1'on peut appliquer la formule d’It6.
Notons que 'on a

Vi = u(t, Soexp(ut + o By)),
donc une application de la formule d’It6 du théoreme 3.5.3 nous donne

ou 2 ou 2 0%
dV, = (a(u Sy) + (H + %) St%(t, St) + %Sf?(t, St)) dt

ou
+ O'St% (t, St)dBt

L’absence d’opportunité d’arbitrage nous impose que s’il existe une stratégie
admissible {(X;,Y:), 0 <t < T} telle que la richesse associée a I'instant final
soit

Vo (X,Y) = h(Sr),

alors nécessairement

V(X,Y) =V, 0<t<T,
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Par ailleurs,
‘/t(Xa Y) = Xth + }/:‘,Sta

et la condition d’autofinancement s’écrit en temps continu

Mais
th = Ttht

et en utilisant une fois de plus la formule d’Ito, on obtient

2

s, = (u + %) Sydt + 0S,dB,.

On déduit des dernieres identités une seconde formule pour la différentielle
de V;, a savoir

2

v, = (rXth + (u + %) YtSt) dt + 0Y,S,dB,

On va maintenant utiliser un résultat bien connu des aficionados du calcul
stochastique, a savoir que lorsque deux processus d’It6 sont identiques, on a
nécessairement identité des coeflicients de dB;, et identité des coefficients de
dt (Exercice).

D’ou d’'une part :

ou
O'}/tst = O'St%(t, St),
soit encore 9
U
Y, = %(TZ St)

(on vient d’identifier la stratégie de couverture, sur laquelle nous reviendrons
ci—dessous), et en outre

o? ou o? ou
r X R + (,U + ?) Y,S; = E(@ Si) + <M + 7) St%(t, St)
o? 0%
+ 753@(@ St)
Mais on sait déja que
ou
}/;5 = _(ta St)a

oz
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d’ou l'on tire, grace a

Xth + Y;St = U(t St)

ou
RtXt = U(t, St) Sta (t St>
Donc la relation ci—dessus devient
0 ou 9%u
a? (t,S0) + 7Sz (1,5) + Sf - ~(t,8) = rult, S,)

(T7 ST) = h(ST)

Une C.N.S. pour que ces relations soient satisfaites p.s. est que u soit solution
de '’EDP parabolique

ou ou 222 0%u
(‘375( )—f-rma (tx)—i— 5 82(t

0<t<T, zeRy; w(T,z) = h(z), x € R;.

x) = ru(t, ),

4.3 La formule de Black—Scholes (3)

Rappelons que

0.2 t t
St :So—i-(,u—'—?)/ Ssd8+0'/ Ssst-
0 0

Posons
* M=
B =B t.
t t + ( o + 2)
Alors
t t
St:So—i—T/ Ssds—l—a/ SsdB;.
0 0

Soit maintenant P* une probabilité sur (€2, F) telle que sous P*, {B;, t > 0}
soit un mouvement brownien. Non seulement une telle probabilité existe, mais
on verra ci—dessous qu’elle est équivalente a la probabilité P (sous laquelle
c’est {B;} qui est un brownien).
Notons que
d(R;'S,) = oR; ' S,dB;,
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donc le prix actualisé S, = R; 'S, est une martingale sous P*, qui a nouveau
s'interprete comme la probabilité risque neutre.

I résulte alors de la formule de Feynman-Kac (théoreme 3.8.1) et de
I'équation (4.1) que

ut,x) = E* [e T In(Sy)[S, = ]
soit
Vi = u(t,S;) = E* [e”’(Tft)h(ST)\St] ;

et en particulier

Vo =u(0,50) =E* [e”""h(Sr)] .

Sachant que sous P*, la loi de log(Sr/Sp) est la loi N((r — %)T, 02T, on
en déduit en particulier les formules pour Cj et Py que 'on avait obtenues
une premiere fois au chapitre 2.6.

4.4 Propriété de Markov et EDP

Pour obtenir I’ “EDP de Black-Scholes” au chapitre 4.2, nous avons admis
qu’a chaque instant ¢, le prix V; de 'option est une fonction du cours du sous—
jacent Sy, i.e. que V; s’écrit

Vi = u(t, S)

On a vu au chapitre 4.1 que

R
V, = R—tE*(H|}}).
T

Pourquoi et a quelle condition cette espérance conditionnelle est—elle une
fonction de S, ?

Définition 4.4.1. Soit {X;,t > 0} un processus stochastique. { X;} est appelé
processus de Markov si pour tout 0 < s < t, toute f € Cy(R),

E[f(X)|F] = E[f (X)X,

ot FX S o{X,;0 <r <s} (ades ensembles de mesure nulle prés).

Remarquons que (& des ensembles de mesure nulle pres) F; = 0{Ss;0 <
s <t}.Onala
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Proposition 4.4.2. Sous P*, {S;;0 <t < T} est un processus de Markov.

PREUVE: Si0 < s <,
o2
S, = Sgexp {(r — 7)(1& —s)+o(Bf — B:)}
Donc

E* [£(S))|F,] = \/% /R fi (ss exp {(r - 0;)@ —5)+ ame e 2 dy
= E*[f(S0)[5s];

puisque S et F, mesurable, et B} — B est indépendante de F; sous P*. [J

On peut donc en fait utiliser la formule de Feynman-Kac a ’envers, i.e.
déduire I'EDP satisfaite par la fonction u(t, z) de la formule

V, =E* [e 7T I0(Sr)|S,] -

Nous pouvons maintenant nous demander si dans les cas de 'option barriere
et de I'option asiatique, le calcul du prix de I'option peut encore se ramener
a la résolution d'une EDP.

EDP associée a 'option barriere

Reprenons 'option barriere d’achat de I'exemple 3.1. Posons

¢ = Stnrs:
ou Tz =inf{t <T; S; > f}, et
0, six < K;
hMz)=< z—K, si K <z <[
0, siz>pf.

Alors, dans le cas de l'option barriere d’achat, la v.a. H se réécrit
H = h(SP).

Par un argument analogue a celui de la proposition 4.5.2, on montre que
{87, 0 <t<T} est un processus de Markov (Exercice). Sous la probabilité
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risque neutre, on a a la fois que R, 1S, et Rg\lm Siar, sont des martingales,
et les arguments de la section 4.1 conduisent a nouveau a la formule

R
V, = E* [R—th(s§>ysf]
T

Notons que pour ¢t > 75, V; = 0. Soit, si V; = u(t, SP), u(t,3) = 0. EDP
devient

O t,2) + ra D t.) + T
gt T gt 2 0x?

u(t,)=0; 0<t<T; uw(T,z)=h(z), 0<x<}f.

(t,x) =ru(t,z), 0<t<T,0<z<p;

EDP associée a 'option asiatique
t
Posons U; = / Ssds. Alors, dans le cas de I'option asiatique,
0

H= h(UT)>

avec cette fois h(r) = (T'x — K),. Il n’est pas trop difficile de vérifier que
{U;, 0 <t < T} n’est pas un processus de Markov ; par contre {(S;, U;); 0 <
t < T} est un processus de Markov (Exercice), d’ou

ou {u(t,z,y); 0<t<T, >0, y>0} est solution de 'EDP

O g4 (T 00 0L
ot Y 2 022 or xay "
0<t<T, z,y>0;  u(T,z,y)=hy),
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4.5 Généralisation du modele de Black—
Scholes

Dans le cas du call, on remarque que h'(x) > 0, et on s’attend a ce que
ou

a—(t,a:) > 0 : toutes choses égales par ailleurs, si le cours du sous—jacent
x

monte, le prix de 'option monte; donc on s’attend a ce que Y; > 0. Notons
que ces inégalités sont renversées dans le cas du put! Ceci dit, aux frais de
transaction pres, I’évolution du prix du sous—jacent ne dépend pas de savoir
quelle type de position on a sur ce sous—jacent.

Par contre rien ne dit si la somme X; mise sur l'actif non risqué est
positive ou négative (i.e. 8'il s’agit d'un dépot ou d’un prét), et 'hypothese
que le taux d’intérét est le méme pour les deux cas est tout a fait irréaliste.

Supposons donc que les dépots bénéficient d'un taux r*, alors que les
préts se font aux taux r~. En posant

=+ _ —
R;}—:er t7 Rt — e’ t7

on a, dans le cas d'une stratégie autofinancée, si X;” = max(0, X;), X; =
max (0, —X;),

AV, = (X;'r "R} — X;r~ Ry)dt + Y,dS,.

Si l'on reprend la démarche qui a conduit au chapitre 4.2 a 'EDP de Black—
Scholes, on voit que I'on obtient a nouveau

ou
Y, = —(t
t 5$( 7St>7
et cette fois
ou
X; R = (u(t, S) — Sta_x(t’ Se))+
o ou
Xy Ry = (u(t,Sr) — Stf)_:r(t’ Se)) -,
d’out 'on tire 'EDP non linéaire.
ou a2 0%u - ou
E(t,x)—i— 5 9p2 =H(r",r ,x,u(t,x),%(t,@"»
u(T,z) = h(z),

avec H(a,b,x,y,p) = aly — xp)y — by —rp)—.
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4.6 Option portant sur plusieurs sous—jacent

Jusqu’ici nous nous sommes contentés d’étudier des options portant sur
un seul actif risqué. Méme si c’est le cas d'un grand nombre d’options, il en
existe qui portent sur plusieurs actifs risqués a la fois. Un premier exemple
typique de ce second type est le cas des options spread, qui portent sur
I’écart entre les prix de deux actifs, i.e. H = (S%—S2),, ou S! et S? sont les
prix de deux actifs risqués. Un second exemple est constitué par les options
sur portefeuille appelées aussi options panier (basket option en Anglais). Les
options sur indice (type CAC 40) en sont un exemple. Une option de vente
(put) sur portefeuille est un moyen d’assurer son portefeuille. Etant donné
un portefeuille composé de a; actions de prix S! a linstant ¢, i = 1,....d,
un put qui paye (K — > a;S%); garantit que le portefeuille pourra etre
revendu au moins au prix K a l’échéance.

Suposons que, outre l'actif non risqué, qui cote R; = €™ & l'instant ¢ le
marché est composé de d actifs risqués, dont les prix S}, i =1, ..., d, fluctuent
suivant le modele

d
dS} = a;Sydt + 8} oy;dBl, 1<i<d, t>0,
j=1
ot B}, ..., B sont d mouvements brownien mutuellement indépendants. Une

application de la formule d’Ito permet de vérifier que cette EDS multidimen-
sionnelle admet comme unique solution

it + Z 0”

S = S{exp ,1<i<d, t>0,

avec ; = o — %Z;.lzl ol
La question naturelle a se poser, pour généraliser la théorie de Black—
Scholes, est celle de 'existence dune probabilité risque neutre P* équivalente
a la probabilité P, sous laquelle le processus des prix actualisés e 'S, =
e (St ..., S%), t > 0} soit une martingale vectorielle, ce qui sera une consé-
quence de 1’ex1stence d’un P*~mouvement brownien d—dimensionel { By, t >
0} tel que

d
dS} = rSidt + S} " o0ydB?, 1<i<d, t > 0.

j=1
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Notons r le vecteur de R? dont toutes les coordonnées sont égales a r, et

(0751 o111 - . 014

(%) Od1 - - 0Odd
La seconde écriture des S} est équivalente a
(r—a)t=%(B;— B;), t>0.
On est donc conduit a formuler I’hypothese cruciale suivante :
Y est inversible. (4.2)

Sous cette hypothese, on déduit de la relation précédente entre B; et B* la
formule

Bf =Y"'(r—a)t+ B, t>0. (4.3)
Il résulte d’une généralisation naturelle (exercice) du théoreme de Girsanov
3.7.2 que si

dP*
dP

1
= exp < 7@ = 1), By > —2 57 (@ — )T

alors {B/, 0 < t < T} et un mouvement brownien d-dimensionnel (i.e.
{B}},...,{BI} sont des mouvements brownien scalaires mutuellement indé-
pendants) sous P*.
En reprenant les arguments de la section 4.1, on a que le prix V; de I'option
a 'instant ¢ est donné par la formule (formellement la méme que dans le cas
unidimensionnel)
‘/;5 — 6—r(T—t)E* (H|~Ft)a
d’ou en particulier
Vo=e¢ "TE*H. (4.4)

Si H = h(Sr), on a donc Vy = e "'E*h(Sr). Notons pour ¢ > 0 logS; le
vecteur (logS},. .., logS4). Sous P*, la loi de log(Sy) est la loi de Gauss
vectorielle N (log(Sy) + (r — 35%)T,X5*T), ot s* = (s3,...,s3), avec s? =

d
ijl U?j.
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Le processus {S;, t > 0} & valeurs dans R? est un processus de Markov,
donc dans le cas ot H = h(Sr), il existe une fonction u : [0,7] x R? — R,
telle que

Vi=wu(t,S), 0<t<T.

On montre par un raisonnement analogue a celui de la section 4.2 que u est
solution de ’EDP parabolique dans ]Rﬂlr, avec a = 227,

ou 0 ou 1 <& 0%u
E(t, (L’) +r Zzl xza—mz(t, I) + 5 Z]ZI xixjaijm(t, :E) = ru(t, ZE),
0<t<T, zveRy; u(T,z) = h(z), v € RL.
En outre, le portefeuille de couverture est déterminé par la relation
.0
Y= o(68), 1<i<d 0<t<T,
L

au sens o Y} est le “nombre” d’actifs numéro ¢ que doit contenir ce porte-
feuille. La richesse associé est donc

d
ViX,Y)=X,R+ > VS, 0<t<T.
=1

4.7 Viabilité et Complétude

Les notions de marché viable et complet se définissent comme dans le cas
du modele discret, au petit point pres qu'un marché complet est maintenant
un marché tel que a toute v.a. H > 0 Fr mesurable et de carré intégrable,
on peut associer une richesse initiale Vj et une stratégie admissible (X,Y)
telles que

T d
H="V,+ / XidR, + ) Y,dS;.
0 i=1
La restriction H de carré intégrable est inutile dans le cas du modele discret,
puisque dans ce modele €2 est fini, donc toute v.a. est bornée.
On a le résultat fondamental

Théoreme 4.7.1. Le marché est viable ssi il existe au moins une probabilité
risque neutre P* équivalente a P. Le marché est complet s’il existe exactement
une probabilité risque neutre P* équivalente a P.
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Le fait que 'existence d’une probabilité risque neutre entraine le caractere
viable du marché se démontre comme dans le cas du modele discret. Nous
admettrons les autres affirmations de ce théoréme.

4.8 Remarques sur le calcul effectif

Nous avons associé a toutes les options rencontrées jusqu’ici une EDP (au
prix cependant d’un doublement de la dimension de la variable spatiale pour
I'option asiatique, ce qui alourdit singulierement la résolution numérique).
Peut—on donner une formule probabiliste pour le prix de 'option dans le cas
du modele considéré au chapitre 4.47 La réponse est oui, en faisant appel a
la théorie des “EDS rétrogrades” ; mais la formule en question n’est pas du
tout explicite.

Discutons maintenant du calcul effectif de la prime.

Formules explicites

Une premiere approche, qui n’est utilisable que dans les cas les plus
simples (qui incluent cependant presque tous les cas examinés jusqu’ici)
consiste a utiliser la connaissance de la loi des v.a. considérées, c’est a dire
que dans le cas du call européen on utilise la formule

Co = SoF(dy) — Ke "™ F(dy)

(cf. fin de la section 2.6), avec F fonction de répartition de la loi N(0,1),
laquelle est accessible avec une bonne précision dans Matlab, ou dont le calcul
numérique peut étre programmé. En ce qui concerne l'option barriere, on peut

utiliser la connaissance de la loi jointe du vecteur aléatoire ( sup S, St),
0<t<T

et en ce qui concerne l'option asiatique des mathématiciens ont récemment
progressé pour expliciter la loi de la variable aléatoire Up.

Méthode de Monte Carlo

Une seconde méthode, dont le domaine d’application est beaucoup plus
vaste, consiste a simuler un grand nombre de réalisations de la variable
aléatoire concernée, et a remplacer ’espérance mathématique par la moyenne
empirique sur I’échantillon ainsi constitué.
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Remarquons que la vitesse de convergence d’'une méthode de Monte Carlo
est controlée par la variance de la v.a. dont on veut calculer I'espérance. De
ce point de vue, le calcul par Monte Carlo du put est bien mieux conditionné
que celui du call. On a donc intérét, pour calculer le call par Monte Carlo, a
calculer en fait le put, et a utiliser la relation de parité call-put.

Sous réserve de surveiller la variance, les méthodes de Monte Carlo sont
commodes d’utilisation, la simulation d’un tres grand nombre de variables
aléatoires ne posant pas de probleme sur les ordinateurs d’aujourd’hui.

Notons qu’une variante de la méthode de Monte Carlo consiste a simuler
un arbre binomial (éventuellement avec un N - cf. section 2.6 - grand)

Résolution numérique de ’EDP

Une derniere méthode consiste a résoudre 'EDP par une méthode numéri-
que de type différences finies. Notons que cela suppose de discrétiser le temps
et 'espace (et de borner 'espace infini R, ). Ces méthodes numériques ont été
développées par les spécialistes du calcul scientifique pour beaucoup d’autres
applications. Leur principale limitation est la dimension de la variable spa-
tiale, lorsque I'on considere un modele avec un grand nombre d’actifs risqués.

4.9 Volatilité historique - Volatilité implicite

L’utilisation des modeles ci—dessus pour le calcul de la prime suppose la
connaissance de tres peu de parametres (il est remarquable que le parametre
p dans le modele initial des fluctuations de S; a disparu). Le taux d’intérét
r peut étre considéré comme connu.

Par contre la parametre o - la volatilité - n’est pas donné directement. On
peut tenter de 'estimer a partir des données des fluctuations passées, c’est
la volatilité historique.

Mais comme il existe un marché des options, ou les prix sont régis par la
loi de l'offre et de la demande, on peut inverser la formule de Black—Scholes,
pour en déduire une valeur de o, appelée volatilité implicite. Il est a noter que
I'inversion de la formule pour différentes options de méme échéance T', mais
correspondant a des prix d’exercice différents, donne des volatilités implicites
différentes - effet smile.
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EDS rétrogrades et modele de
Black—Scholes généralisé
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Chapitre 6

Options américaines dans le
modele discret

Contrairement aux options dites “européennes”, une option dite “améri-
caine” peut étre exercée a tout instant entre la date de signature du contrat
(I'instant 0) et I’échéance (I'instant T"). Notons h(.S;) ce que rapporte 'option,
lorsqu’elle est exercée a 'instant ¢. Dans le cas d'un call américain, h(z) =
(x — K)4, dans le cas d'un put américain, h(z) = (K — x);. On notera
Zy = h(Sy), 0 <t < T, et A le prix de 'option américaine a l'instant
t, 0 <t < T. En particulier, Ag est la prime dont I’acheteur de l'option
américaine doit s’acquitter au moment de la signature du contrat (I'instant
0).

On suppose a nouveau que

Rt:(l—i_?n)t, OStha

et on définit les valeurs actualisées
s Zt 1 At

Zy= ——— =
S N F ST

Cherchons a préciser la valeur de A; par récurrence rétrograde. Tout
d’abord, il est clair que
AT = ZT.

A l'instant T'—1, le détenteur de ’option a le choix entre I’exercer immédiate-
ment, ou bien la conserver pour espérer en tirer un meilleur profit a 'instant
T. Donc on a

1
Ar_y = Zp 1V ——E*(Z7|Sr_1).
r1=ZraV ——F (Zr|Sr)

29
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Par le méme raisonnement, on a pour tout 0 <t < T,

1
A1 =72, 1V ——FE*(A;]S;_1).
t—1 t11+7,<t|t1)

En terme des valeurs actualisées, on obtient

A = Zp
i i i (6.1)
At,1 == thl \/E*(At|St,1), O < t S T

On pose la

Définition 6.0.1. On appelle sur-martingale (resp. sous—martingale) une
suite adaptée
{My; 0 <t <T} telle que pour 0 <t <T,

E[M;|Fi 1] < (resp. >)M; 1.
On a la

Proposition 6.0.2. La suite {A;, 0 < t < T} est une P*—surmartingale.
C’est la plus petite P*—surmartingale qui majore la suite {Z;, 0 <t < T'}.

PREUVE: La propriété de surmartingale, et le fait que la suite {/L} majore
la suite {Z;} découlent immédiatement de la relation (6.1). Soit maintenant
{M,} une autre P*—surmartingale qui majore {Zt}. Alors My > Zy = Ap,
et si M; > flt,

My_y > B* (M| Fimy) > E* (A Fimn),

et aussi M;_; > Zt_1, donc
My > Z,  VE (A Fiy) = Ay
O

Pour poursuivre notre étude des options américaines, nous allons préciser
ce qu’est la plus petite surmartingale majorant une suite adaptée donnée.
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6.1 Enveloppe de Snell

Commencons par la :

Définition 6.1.1. Une v.a. v a valeurs dans Uensemble {0,1,...,T} est
appelée un temps d’arréet si pour tout 0 <t < T,

{v=t} e F.

Etant donnée une suite aléatoire adaptée {X;, 0 < ¢ < T} et un temps
d’arrét, la suite arrétée {X;n,, 0 < ¢t < T} est encore adaptée. Ceci résulte
de ce que v est un temps d’arrét ssi {v <t} € F; pour tout 0 <t <7T. On
a en outre le théoreme d’arrét

Théoréme 6.1.2. Si {M;, 0 <t < T} est une martingale (resp. une sur-
martingale), alors {Mn,, 0 < t < T} est aussi une martingale (resp. une
surmartingale).

PREUVE: 1l suffit de remarquer (avec la notation de la proposition 2.3.2) que
Mip, = M(Y);, 0 <t < T,

siY; = 1<,y Puisque {t < v} = {v <t—1}° lasuite Y est prévisible, et le
résultat pour les martingales est la proposition 2.3.2. Le méme raisonnement,
en exploitant la positivité de Y donne le résultat pour les surmartingales. [

Etant donnée une suite adaptée {Z;, 0 < t < T}, on veut étudier son
enveloppe de Snell, autrement dit la plus petite surmartingale qui la majore.
Celle—ci est la suite {U;, 0 <t < T} définie par

UT = ZT7
Ut = Zt \/]E(Ut+1|ft), O S t < T

Notons que tant que U; > Z;, Uy = E(Uy41|F;). Cette remarque se formalise
en la

Proposition 6.1.3. La v.a. définie par

est un temps d’arrét, et la suite arrétée {Un,, 0 < t < T} est une martingale.



62CHAPITRE 6. OPTIONS AMERICAINES DANS LE MODELE DISCRET

PREUVE: Notons tout d’abord que
W=ty ={Uy>ZN -0 {U1>Z 1} {U=Z) € Fr.
On pose a nouveau Y; = ly<,y, Upny = U(Y ).
U )1 — U ) = 1<y (U — Uy),
et sur {t +1 < v}, U, = E(Up1|F), donc E(UY )yn —UY )| F) =0. O

Notons 7; I'ensemble des temps d’arrét qui prennent leurs valeurs dans
I'ensemble {t,t+1,...,T}.

Corollaire 6.1.4. On a

Uo = E(ZV|F0) = sup E(Z7—|./—"0)

7€To

PREUVE: D’apres la proposition 6.1.3, {U.A,} est une martingale, donc

Uo = E(Urnv|Fo)
=E(Z,|Fo).

Si T € Ty, d’apres le théoreme 6.1.2, {U.,,} est une surmartingale, donc

Up > E(Unn-|Fo)

Le corollaire se généralise en

Ut = sup E(ZT’Ft)

TET:

= E(Z,,| ),

si v, = inf{s > t|Us = Z,}. On appelle temps d’arrét optimal un temps
d’arrét qui vérifie la propriéte d’optimalité du temps d’arrét v établie au
corollaire 6.1.4. Le théoreme qui suit dit que ce v est le plus petit des temps
d’arrét optimaux.



6.2. DECOMPOSITION DE DOOB 63

Théoreme 6.1.5. Le temps d’arrét v est optimal ssi les deux conditions
suivantes sont vérifiées

(i) Z,="U,
(1) {Uinv, 0 <t < T} est une martingale.

PREUVE: (i)+(ii) implique Uy = E(Z,|Fy), donc 'optimalité de v d’apres le
corollaire 6.1.4.
Réciproquement, supposons v optimal. Alors

Up =E(Z,|Fy) <E(U,|Fo),

et puisque {U.,,} est un surmartingale, E(U,|Fy) < Uy, donc E(U,|Fy) =
E(Z,|Fy) = Uy, d’out comme U domineZ, U, = Z,, soit (i). Encore une fois
{U.n,} est une surmartingale, donc

Uo > E(Uiav| Fo) = E(U, | Fo),
mais comme les deux termes extrémes coincident, on a
E(Uinv|Fo) = E(U,|Fo) = E(E(U,|F)|Fo).
Comme d’un autre coté Uy, > E(U,|F;), on a 'égalité U, = E(U,|F), soit
(ii).
6.2 Décomposition de Doob

On ala

Proposition 6.2.1. Toute surmartingale {U,, 0 < t < T} s’écrit de fagon
unique sous la forme

Uy =M, — Cy,

ot {M;, 0 <t < T} est une martingale, et {Cy, 0 < t < T} est une suite
croissante, prévisible t.q. Co = 0.

PREUVE: Nécessairement, My = Uy et Cy = 0. En outre

U1 — Uy = Mypy — My — Copq + C,
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d’olt en conditionnant par J;,
E(Ui1|Ft) = Uy = =Cra + Gy,

et
Mt+1 - Mt = Ut+1 - E(Utﬂu:t)-

En outre

Proposition 6.2.2. Soit {Z;, 0 <t < T} une suite adaptée, d’envelope de
Snell Uy = M, — Cy. Alors le plus grand temps d’arrét optimal est donné par

Vmazr = lnf{t S T, Ct-i—l # O}
PREUVE: Le fait que vp. est un temps d’arrét résulte de ce que {C.} est
prévisible. De C}y = 0 pour t < vpay, on déduit que
U'/\Vmax = M'/\Vmax?

donc {U. ..} est une martingale. D’apres le théoreme 6.1.5, il suffit pour
montrer que V., est optimal, de montrer 1'égalité U, = Z Posons

max Vmax *

Yi = 10—

N

-1

U, = YU, + YrUr

Vmax

TT
L3

Y; maX(Zt, E(Ut-i—l’f.t)) + YTZT

T T
Lo

YiZ, + YrZr

i
=)

N

ou on a utilisé les faits suivants : E(U1|F;) = My — Cyyq, et sur {Y, = 1},
Cy =0 et Ciyq > 0, soit E(Upyq|F) = My — Ciyq < Uy, d’ont nécessairement
U, = Z,.

Il reste & montrer qu’il n’existe pas de temps d’arrét optimal v tel que
V > Umax €6 P(V > Vpax) > 0. En effet on aurait

E(U,) = E(M,) — E(C,) = E(Up) — E(Cy) < E(U),

donc {U.,,} n’est pas une martingale.
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6.3 Enveloppe de Snell et chaines de Markov

Précisons maintenant la forme de I'enveloppe de Snell dans une situation
markovienne. Soit {X;, 0 < ¢ < T'} une chaine de Markov homogene a valeurs
dans un ensemble fini E, de matrice de transition P = {P,,, =,y € E}. On
suppose alors que pour 0 <t < T, F, = o{Xo, ..., X;}.

Proposition 6.3.1. Soit {Z;} une suite définie par Zy = ¥(t, X), avec
Y :{0,1,...,T} x E — R. Alors l’enveloppe de Snell {U;} de la suite {Z;}
est donnée par la formule Uy = u(t, Xy), ot la fonction u est définie par

u(T,2) = $(T.z), z€F:
u(t,z) =(t,x) VvV Znyu(t—i- Ly), zeBE 0<t<T.

Y

En pratique, pour déterminer le temps d’arrét
vV = 1nf{t, Ut = Zt}7

on calcule la solution v du systeme rétrograde de la proposition 6.3.1, et on
arréte a Uinstant v = inf{t < T, u(t, X;) = ¥(t, Xy) }.

6.4 Retour aux options américaines

D’apres la proposition 6.0.2, le prix actualisé {flt} de l'option américaine
est la P*—envelope de Snell de la suite {Z, = (1+7)"*h(S;) = R; 'h(S,)}. On
sait (généralisation du corollaire 6.1.4) que

Ay = sup E*(R,'h(S,)|F),

veT;

soit
Ay = Ry sup E*(RJIMSV)’E)-
veT:

D’apres la décomposition de Doob, A, = M, — C,, avec {]\;[t} une P*-
martingale et C, croissant prévisible et nul en 0.

Puisque le marché est complet, il existe une richesse initiale V4 et une
stratégie autofinancée {(X,;,Yy)} t.q. Vo(X,Y) = RypMy, soit Vp(X,Y) =
My, et comme on a deux P*-martingales, V0 < t < T, V,(X,Y) = M,, soit
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A, = f/t(X, Y) —Cy, et A, = Vi(X,Y)—Cy,ouCy = R;C,. Une date d’exercice
optimale 7 vérifie A, = h(S;). Elle doit vérifier 7 < v = inf{t, Cyyq # 0},
car en exercant l'option a la date vy,.y, son propriétaire se constitue le capital
Ao = Vo (X)Y), et grace a la stratégie {(X,Y)}, son portefeuille vaut
strictement plus que 'option aux instants vpax + 1, Vimax + 2, ..., N.

On vérifie également que si l'acheteur de l'option exerce celle—ci a un
instant non optimal, le vendeur réalise un profit strictement positif.

6.5 Options américaines et options eu-
ropéennes

Proposition 6.5.1. Soit A; le priz a linstant t d’une option américaine
qui rapporte a son détenteur Z; si elle est exercée a linstant t, et E, le
priz a linstant t d’une option européenne qui rapporte a son détenteur Zr a
I’échéance. Alors Ay > E;, 0 <t <T.

Si de plus Ey > Z; Vt, alors By = A; Vt.

PREUVE: La premiere égalité est évidente, et elle résulte des propriétés de
martingale (resp. sur-martingale) de {E;} (resp. {A;}) sous P*. Si E; > Z,,
{E,} est une P* martingale (donc aussi surmartingale) qui majore {Z;}, donc
elle majore aussi {A;}, d’aprés la proposition 6.0.2.

Corollaire 6.5.2. Dans le cas des call(s) européen et américain de méme
échéance T et de méme prix d’exercice K, portant sur un méme unique actif
risqué de priz Sy a Uinstant t, Ay = E;, 0 <t <T.

PREUVE: On a Z; = (S; — K)4, et
By = Rp'E*((Sr — K) 4| F)
> E*(Sr — Ry'K|F)
= gt - R;lK, donc
Ry
E, >S5 ——K
LZ Ot R
Z St - Ka
mais on a aussi £, > 0, donc E; > Z;. 1l reste a appliquer la proposition. [l

Cette propriété n’est pas vérifiée pour un put, ni pour un call sur une
action distribuant un dividende.
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6.6 Options américaines et modele marko-
vien

Reprenons une option américaine qui rapporte a son détenteur Z; = h(.S;)
si elle est exercée a l'instant ¢, et supposons maintenant que {S;, 0 <t < T'}
est une chaine de Markov. Alors le prix A; se met sous la forme A; = u(t, S).
Posons a(t, z) = Ry 'u(t, ) et h(t,z) = R; *h(z). Il résulte de la proposition
6.3.1 ~
i(t,x) = h(t,z) VY Pyi(t+1,y),
Yy

d’ott 'on déduit la formule de récurrence

u(t+1,y)
u(t, x vZPIy P (6.2)

Et un temps d’exercice optimal est défini par

v=inf{t <T, u(t,S;) = h(S:)}.
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Chapitre 7

Options américaines dans le
modele de Black—Scholes

L’étude des options américaines dans le modele de Black—Scholes exige
des outils mathématiques complexes. Nous allons présenter ’'EDP associée,
par passage a la limite sur les formules de la sous-section 6.6.

Réécrivons la formule (6.2) dans le cadre de la sous—section 2.6, avec les
changements de variable :

v(t,x) = u(t,e®).
On obtient
1
v(t—ﬁ,x) = g(z)ve N (pfv(t,a: + % + %) +pNo(t, z + % — LN)) ,
(7.1)
avec
o 1 _
py =Py = ﬁ) = §—m+0(1\7 ),
o 1 o _
pY =Py = _ﬁ) =5+ 4\/N+O<N )
Posons

(Anv)(t, z)e™/N (pfv(t, A T S L>> .

NN N UN
69
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Alors (7.1) se rééerit

ot = 1) 2 (o),
(Anv)(t,x) —v(t — %,x) <0,
(v(t = 5> ) = 9D (Ax0)(6,2) = o{t = 1,2)) = 0

En admettant que v est suffisamment réguliere, on obtient, apres multiplica-
tion par N, a 'aide d’un développement limité, que quand N — oo,

N[(Anv)(t,z) — v(t — %,x)] —
Av(t,z) = %(t, )+ (r — %)%(t,m) + %%(t,x) —ru(t, ).

Donc le prix le 'option américaine est
At = ’U(t, log St),

ou v est la solution de I'inéquation variationnelle

et un temps optimal d’exercice de I'option est donné par le temps d’arrét

v=inf{t < T, v(t,logS;) = g(log S;) = h(S;)}.



Chapitre 8

Taux d’intérét et obligations

Jusqu’ici nous avons supposé que le taux d’intérét est une constante (ne
dépendant ni de l'aléa ni du temps). Une telle hypothese est acceptable
lorsque l'on traite des actions et des options sur actions, mais ce n’est plus
le cas lorsqu’il s’agit des obligations et des options sur obligations.

On appelle obligation zéro coupon un titre donnant droit a un Euro a
I’échéance T'. On notera O, r la valeur de ce titre a I'instant ¢.

8.1 Courbe de taux en avenir certain

Le taux d’intérét d'un prét dépend a la fois de sa date d’émission ¢, et
de la date d’échéance T'. Une personne empruntant un Euro a l'instant ¢
devra rembourser une somme R & la date T. Dans le cas du taux d’intérét
constant du modele de Black—Scholes, on aurait

Ry = exp|(T — t)r].

Plus généralement, dans un cadre déterministe, i.e. ou toutes les quantités
{RL., 0 <t < T} sont connues, 'absence d’opportunité d’arbitrage impose
que la fonction R vérifie

Ry =R Ry, VO<t<u<T.

De cette relation, jointe & R = 1, et a la continuité de R, on déduit qu'il
existe une fonction ¢t — r(t) telle que

T
RtT:eXp(/ T(S)dS),VOStST.
¢
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Dans ce cas, on doit avoir clairement

Our = exp (— /t Tr(s)ds) |

8.2 Taux en avenir incertain et obligations

On suppose maintenant que (on note R; pour RY)

t
R; = exp </ rsds) ,
0

ou {ry, t > 0} est un processus stochastique adapté a la filtration naturelle
{Fi, t > 0} d’'un mouvement brownien {W;, ¢t > 0} (i. e. a des ensembles de
mesure nulle pres, F; = o{W;, 0 < s < t}).

On fait I’hypothese suivante :

Il existe une probabilité P* équivalente a P sous laquelle
(H) Ot,u = (Rt)ilOt,ua 0<t<u
est une martingale, VO < u < T,

Puisque O, = 1, Oy, = (R,)™", et donc (H) implique que

O~t7u = [E* (exp [—/ rsds} |]-}> , donc aussi
0

Oy =E° (exp {—/ rsds] |.7-"t) .
¢

Pour tenter d’expliciter plus avant la quantité O ,,, il convient de préciser la
dérivée de Radon—Nikodym de la probabilité P* par rapport a P. Notons L
cette densité. Elle est telle que pour toute v.a. bornée X,

E*(X) = E(X Ly).
Si de plus X est Fi—mesurable, alors en posant L, = E(Ly|F;), on a
E*(X) = E(XL,).

L; est la densité de la restriction a F; de P* par rapport a P. Il résulte du
théoreme de Girsanov (dont une partie a été démontrée ci-dessus au chapitre
3.7) la
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Proposition 8.2.1. [l existe un processus adapté {q;, 0 <t < T} vérifiant

T
/ Gdt < oo p. s,
0

tel que pour tout 0 <t <T', p. s.

t 1 t
L; = exp (/ qsdWy — —/ q?ds) .
0 2 Jo

Corollaire 8.2.2. Le prix a l"instant t de [’obligation zéro—coupon d’échéance
u >t peut s’écrire

u 2 u
Oin=E (exp {—/ (rs + %S)ds —|—/ quWS} |.7:t> )
¢ ¢

PREUVE: Posons X = exp(— [," ryds). Il faut calculer E*(X|F;). Soit Y une
v.a. F;—mesurable et bornée. On a

E*(XY)=E(XYLr)
= E(E[X Lr|F]Y)

- (]E[XLTW Y) |
Ly

donc d’apres la caractérisation de E*(X|F;),

EIXL
(x| = S

d’ou le résultat.

Proposition 8.2.3. Pour chaque échéance u, il existe un processus adapté
{o}, 0 <t < wu} tel que sur [0, ul

dOyy = (11 — 01'q) O udt + Oy dW.

PREUVE: Utilisant d’abord la formule établie dans la derniere preuve, puis
la propriété de martingale de {O;,, 0 <t < u} sous P*, on obtient que pour
0<s<t<u,
E(OpLi| Fs) = E* (O, | Fs) L
= Oy, Ls.
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Donc {Oth, 0 <t < u} est une martingale sous P, qui est strictement
positive, donc son log est une semimartingale, dont la partie martingale est

de la forme .
/ 0rdWs,
0

et & nouveau puisque {O}vuLt, 0 <t < u} est une P-martingale,

5 5 t 1 t
Orn Lt = O, exp (/ 0LdW, — 5/ (9?)2d3) )
0 0

En multipliant par R;(L;)~!, on obtient

Ora = Ovuesp ( [ (= 020 d)/2is + [ (02 = aa.).

Le résultat s’en déduit en utilisant la formule d’Ito, et a condition de poser
ol =0y — q. O

Si 'on rapproche la formule de la proposition de celle concernant le taux
d’intérét, a savoir

th == T’thdt,

on voit que l'obligation est “plus risquée” qu’'un dépot a la banque. Le terme
ry — o/q; est une sorte de rendement moyen relatif par unité de temps de
I'obligation. Le terme —o}'q; est la différence entre ce rendement et le taux
sans risque. D’ou 'interprétation de —¢; comme une “prime de risque”. No-
tons que sous la probabilité risque neutre P*, W = W, — fg qsds est un
brownien standard, et

dOt,u = 'I"tOt’udt + Ot,uagth*.

8.3 Option sur obligation

Considérons pour fixer les idées une option européenne d’échéance T
sur une obligation zéro coupon d’échéance T, avec bien sur T < T'. S’il
s’agit d’un call de prix d’exercice K, la valeur de 'option a l'instant T' est
évidemment (O — K)4, et on va voir que l'on peut appliquer ici la méme
méthodologie qu’au chapitre 4.1.
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L’évolution du portefeuille de couverture est donnée dans le cas d’une
stratégie autofinancée par la formule

d‘/t(X, Y) - Xtht + }/;det7T’~

Définition 8.3.1. Une stratégie {(X:,Y:), 0 <t < T} est admissible si elle
est autofinancée et si la valeur actualisée

Vi(X,Y) = X, + YO 1

du portefeuille correspondant est, pour tout t, positive et de carré intégrable
sous P*.

Sous des hypotheses raisonnables, on peut couvrir une option européenne
d’échéance T < T".
Proposition 8.3.2. Supposons que supy<,<q |1:| < 00 p. s., infocyer [of | >

0, et T <T'. Soit H une v. a. Fr—mesurable, telle que He™ Jo' 7545 5ot de P*
carré intégrable.
Alors il existe Vy et une stratégie admissible {(X,Y)} tels que Vip(X,Y) =
H. En outre .
Vi(X,Y) = E* (e— J; Tstprt) .

PREUVE: On a

dVy(X,Y) = Y,dOy 1
= Y,0, ol dW; .

On en déduit que {V;, 0 <t < T} est une P* martingale, donc
V;(X, Y) _ efotrsdsE* (6_ fOTT’sdsH|ft> )

Il reste a exhiber une stratégie correspondante. Il résulte du théoreme de
représentation d’Ito que

T
Hei fOTrSdS — E* <H€* f()TTst) +/ Jtth*7
0

avec un certain processus {J;, 0 <t < T} tel que fOT J2dt < oo p. s. 1l suffit
alors de choisir

J * — [T rods J
V== X, =B (He B |FR) - 7.

Ot,T/Ut Oy
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8.4 Un modele de taux d’intérét

On va examiner le modele de Vasicek, qui est le plus simple (mais peut—
étre pas le plus satisfaisant). Dans ce modele, le processus {r;, 0 < t < T}
est solution de I'EDS

d?"t = CL(b — Tt)dt + Uth,

ou a, b et o sont des constantes positives, et ¢ est lui—aussi constant, ¢; = —A\.
Alors si W =W, + At, et b* = b — Ao /a, on a équivalemment

dry = a(b* —ry)dt + odW}.

On montre aisément que r; s’écrit
t
re =1roe” "+ b(1 — e ) + ae“t/ e dWs,
0
et que r; suit sous P la loi

N [ roe™™ +b(1 — e~ ™), 021_—6_2at ,
2a

et sous P* la méme loi, avec b remplacé par b*. Donc r; prend une valeur
négative avec probabilité non nulle, méme si elle est éventuellement proche
de 0.

Voyons maintenant le prix de I'obligation zéro—coupon.

O =E* (e 7|7,
_ U (Tt (e_ Jr Xsds|f~t> 7
avec {X; = rs — b*} solution de 'EDS
dX, = —aX,ds + odW?. (8.1)

Alors .
B (e IS F) = F(T —tr = 07),

ou F' est définie par
F(s,z) =FE" (e_ Jo det) ,
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{X7} désignant la solution de 'EDS (8.1) qui vérifie Xo = . Comme [ X7dt
est une v. a. r. gaussienne,

S 1 S
F(s,x) =exp <—E*/ X/dt + §Var [/ det}) .
0 0

Or ) . e
ok / Xodt =qp—
0 a
et S S S
Var {/ det} = / / Cov (XY, X7)dtdr,
0 o Jo
mais
t r
Cov(X], XF) = o?e R (/ e“de;/ e“de:>
0 0
2a(tAr) _
_ 0_26—a(t+7") € 1 7
2a
d’ot s 2 2 2
T g°s o —as g —as\2
Finalement

Oir =exp (—(T —t)R(T —t, 1)),

ou R(T —t,r;), le taux d’intérét moyen sur la période [t, T], est donné par la
formule

0.2

R(s,7) = R — (as)™* [(R —7)(1—e ) — —(1 — e *)?,

4a?

avec R = b* — 0?/2a®. R s’interpréte comme un taux a long terme, qui est
ici indépendant du “taux instantané spot” r. Cette derniere propriété est un
défaut du modele.
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Chapitre 9

Appendice : Deux rappels de
calcul des probabilités

9.1 Vecteurs Aléatoires (Gaussiens

Sipu € Ret o >0, on désigne par N(u,0?) la loi de Gauss sur R, de
densité (ov/2m) texp[—(z — pn)?/20?].

Une v.a.r. X est une v.a.r. gaussienne si soit il existe p € R, o > 0, t.q.
X ~ N(p,0?), soit la loi de X est la masse de Dirac en un point x4 € R (cas
o =0). Alors u = E(X), 0? = Var (X).

Définition 9.1.1. Un wvecteur aléatoire X de dimension d est un vecteur

., . : ) A
aléatoire gaussien si et seulement si pour tout ¢ = (c1,...,cq) €RY, ¢ X =
d

E ¢; X; est une v.a.r. gaussienne.
1

Il résulte de la définition que I'image par une application affine d'un v.a.
gaussien est un v.a. gaussien.

Lemme 9.1.2. La fonction caractéristique d'une v.a.r. X de loi N(u,0?) est
la fonction

o2
px(u) = exp {iuu - 71&1
PrReuvVE: 1l suffit de traiter le cas 4 = 0, ¢ = 1. Il faut montrer :

7wl

z2 | .
T gy — e_“2/2, u € R. On va en fait montrer que pour tout

79
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z € C,
1 z2 2
—E-4zx _z%)2
—— [ e 2 r =e
V2m /
Cette égalité est vraie pour tout z € R, puisque :
1 12 2 1 1
—Z 42x _ z%/2
— [ e 2 dr=¢"""—— [ e 2
s / V2T

Par convergence dominée,

i |fu(2z)|dx < 00 = i fo(x)dx = i fo(z)dz, donc:
/3 /3 -/

1 22 > 2" 2
—— [ e Ty = /x"e2dx,
V2T / ; nl\v2m

o 2n

et /2 = Z -
— 2"n!

Ces deux fonctions coincidant sur R, les coefficients des séries coincident.
Donc les fonctions coincident sur C. O

Si maintenant X est un v.a. gaussien d’espérance p et de matrice de
covariance Y alors pour tout u € R%, (u, X) ~ N((u, i), (Xu,u)) et donc il
résulte du Lemme :

px(u) = E[eY)]
1
= exp i) = (2]

On remarque que 'espérance et la matrice de covariance suffisent a ca-
ractériser la loi d’un vecteur aléatoire gaussien. Soit X une v.a.r. de loi

N(0,0%). Sa f.c. est px(u) = exp <—"22“2). En développant 1’exponentielle,

on obtient

AT

Ay eI G

D’oll en comparant avec le développement de e™¥ dont on prend
I’espérance,
o2 (2n)!

E(X?") =
(X™) 2nnl

E(X?) = 0.
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Théoréme 9.1.3. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire gaussien de
dimension d. Alors la suite de v.a.r. X1, ..., Xy est indépendante si et seule-
ment si les Xy sont 2 a 2 non corrélées, i.e. Cov(X) est une matrice diago-
nale.

PREUVE: La mnon corrélation est toujours une conséquence de
I'indépendance.

La réciproque n’est vraie que dans le cas gaussien. Si ¥ = Cov(X) est
diagonale, alors avec 1 = E(X),

ox(u) = expliu, 1) — 5 (Su,)

) 1
it g, — §Ekkui]

d

= H exp
;

= [ ex. ()
1

Le résultat découle alors du fait qu’une suite de v.a. Xi,..., Xy est

indépendante ssi pour tout u = (up,...,ug) € RY si X = (Xy,..., X)),
d

ox(ur,. .. ua) = [Tic; ox, (w). O

Ce Théoreme se généralise comme suit (nous omettons la preuve, qui est
essentiellement la méme qu’au Théoreme 9.1.3).

Théoreme 9.1.4. Soit X1, Xs, ..., Xy des vecteurs aléatoires de dimension
respective ki, ko, ... kg, et X = (X1, Xo, ..., Xq) le v.a. de dimension Zle k;
obtenu en concaténant les X;. Si le vecteur aléatoire X est un va. gaussien,

alors la suite de v.a. (Xy,...,Xq) est indépendante si et seulement si la
matrice Cov(X) est bloc-diagonale, c’est a dire qu’elle s’écrit
Cov (X7) 0 ... 0 0
Cov(X) = 0 Cov(Xs) 0 ... 0
0 0 . 0 Cov(Xy)
. . . X\ ,
Attention! Si X et Y sont 2 v.a.r. gaussiennes, v est pas forcément

un vecteur aléatoire gaussien. Donc si X et Y sont 2 v.a.r. gaussiennes
non corrélées (i.e. t.q. cov(X,Y) = 0) X et Y ne sont pas forcément
indépendantes !
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Exemple 9.1.5. Soit X et V indépendantes, X ~ N(0,1), P(V = —1) =
P(V=1)=1/2. Onpose Y =V x X. Alors

1 1 ,

“E uX ) o) —uX] _ —u /2‘

B[] + Bl = ¢

DoncY ~ N(0,1). En outre E(XY) = E(X?V) = E(X*)E(V) = 0. Mais X

et Y ne sont pas indépendantes! Pour tout a > 0,

py (u) = E[ewvx} =

P(X] < a) = P({|X] < af 0 {]Y]| < a})
#P(X] < a)P([Y] < a)
= (P(IX] < a))*

On peut vérifier directement que (X,Y") n'est pas un v. a. gaussien. P(X+Y =
0) =1/2, donc X +Y n’est pas une v. a. . gausienne.

On a par ailleurs la

Proposition 9.1.6. Soit Xy,..., X des v.a.r. gaussiennes indépendantes.
Alors le vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xy)" est un v.a. gaussien.

PREUVE: Supposons que chaque Xj est de loi N(ug, o). Alors par
I'indépendance

ox(u1,. .., uq HSOXk uy,) = exp ( Zukﬁbk - —Z(Tk“k> )

k=1

qui est bien la fonction caractéristique de la loi N(u, ), ou

o2 0 0 - 0

= 0 o 0 --- 0
=11 : : : : :
f 0 0 -+ 0 o3

g

Soit s un vecteur de R? et ¥ une matrice d x d auto-adjointe et semi-
définie positive. Si Y = (Y7,...,Yy) est tel que la suite Y7,..., Yy est i. i.
d., de loi commune la loi N(0,1), alors la loi de Y est la loi N(0, 1) sur R¢,
et celle de X = pu + X'2Y est la loi N(u,¥). Notons que ce n'est pas cette
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formule qu’il faut utiliser en général pour simuler un v. a. de loi N(u,X).
On utilisera plutot la formule X = p + 'Y, ou I' une matrice a d lignes (et
un nombre de colonnes qui peut étre différent) telle que I'T” = . 11 est en
particulier assez facile de calculer les coefficients de la matrice I en fonction
de ceux de X si l'on impose que I' est une matrice d x d triangulaire inférieure.
C’est la factorisation de Cholesky.

La loi d'un v.a. gaussien de dimension d n’admet pas forcément une den-
sité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?. C’est le cas si et seulement
si sa matrice de covariance est inversible.

Exercice 9.1.7. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur aléatoire quelconque, tel
que E[Xf] < 00 pour tout 1 < j < d. Montrer que si sa matrice de covariance
> n’est pas inversible, alors la loi de X n’admet pas de densité par rapport a
la mesure de Lebesque sur RY.

Dans le cas gaussien, on a la réciproque :

Proposition 9.1.8. Soit X un v.a. de dimension d, de loi N(u,X) [i.e.
gaussien avec B(X) = p, cov(X) = X]. Si rang (X) = d, alors la loi de X

admet la densité :

1 1
x) = exp |—= (27 (z — , T —
xlo) = s | =5 (57w ) )
PREUVE: Posons Y = X7V2(X — ). Alors la loi de Y est N(0,1). D’apres
la Proposition 9.1.3, Y7, ..., Yy est une suite de v.a.r. i.i.d., de loi commune

N(0,1). Donc la loi de Y admet la densité :

fry) = @2m) " exp (—|y|*/2)
Soit p € Cx(RY).
Elp(X)] = Elp(pn + £V/2Y)]

= (2m) 7% / TR 22y dy
R

= (2m) %2 / e PTPEPP o) (dét V) da
Rd

Le résultat découle alors de ce que C(R?) est une classe séparante. U

Exercice 9.1.9. Donner des exemples de vecteurs aléatoires de dimension
d > 2, dont la matrice de covariance est inversible, mais dont la loi n’admet
pas de densité par rapport a la mesure de Lebesque sur RY.
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9.2 Espérance Conditionelle

9.2.1 Par rapport a une o—algebre

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et G C F une tribu.

Définition de l’espérance conditionnelle d’une v. a. de carré
intégrable

Soit X une v.a.r. de carré intégrable. Si 'on identifie X et sa classe
d’équivalence [i.e. la classe des v.a. qui lui sont p.s. égales|, on peut écrire
X € L*(Q, F,P).

Pour pouvoir considérer L*(€2,G,P) comme un sous espace vectoriel de
L*(Q2, F,P), on va supposer pour tout le reste de cette section que G contient
tous les ensembles de P mesure nulle de F.

Remarque 9.2.1. L’hypothese que nous venons de faire est en réalité in-
utile. En effet, si ’'on note L>(G,Px) le sous espace vectoriel de L*(Q, F,P)
formé des classes d’équivalence qui contiennent au moins un représentant
G-mesurable, alors L*(G,Pr) est complet, comme image par une applica-
tion isométrique de L*(Q,G,P) (U'application qui a v € L*(Q2,G,P) associe
Iélément de L*(G,Px) qui contient u). C’est donc un sous espace vecto-
riel fermé de L*(Q2, F,P). Donc on peut se dispenser de l’hypothése que G
contient tous les ensembles de P—mesure nulle de F. Il suffirait de remplacer
ci-dessous L*(Q2, G, P) par L*(G,Px).

Définition 9.2.2. On appelle espérance conditionnelle par rapport a
G lopérateur de projection orthogonale dans L*(Q, F,P) sur L*(Q,G,P).

X étant une v.a.r. de carré intégrable, on appelle espérance condition-
nelle de X sachant G - notée EY(X) ou E(X|G) - l'image de la classe
d’équivalence de X par l'opérateur défini ci-dessus. E9(X) est donc un
élément de L?(Q,G,P), i.e. une classe d’équivalence. On considérera sou-
vent EY(X) comme étant une variable aléatoire G-mesurable (son choix a
I'intérieur d’une classe d’équivalence est arbitraire!). Par définition de la
projection orthogonale,

(%) E(YX) = E(YEY(X)), VY v.ar. G-mesurable et de carré
intégrable. Notons que les propriétés de la projection orthogonale entrainent
que

E(IX ~E(XI0)F) = _min E(X - VP,
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autrement dit E(X|G) est, parmi les (classes de) v. a. G-mesurables et de
carré intégrable, celle qui minimise la distance dans L? & X.
En choisissant Y = 1 dans (%), on obtient :

E(EY(X)) = E(X).

Lemme 9.2.3. Soit X une v.a.r. de carré intégrable. St X > 0 p.s., alors
E9(X) >0 p.s.

PREUVE: En appliquant (x) avec Y = 1igo(x)<o}, On obtient :
0 < E [Ligo(x)coyX] = E [Lgo(x)<o)E?(X)] <0

D’ou
P(EY(X) < 0) = 0.

Soit & nouveau X € L*(Q, F,P).
X=Xt-X"
D’aprés la linéarité de la projection orthogonale,
E9(X)=E9(XT) —E9(X")
Le Lemme 9.2.3 entraine que E9(X*) > 0, E9(X~) > 0 p.s. Donc :
E9(X)] < E9(X*) + ES(X™) = E9(|X|) ps.,
d’oui, par la formule établie juste avant le Lemme 9.2.3,
(+) E[ES(X)]) < E(IX]).

Définition de I’espérance conditionnelle d’une v. a. intégrable

Le Théoreme qui suit contient la définition de ’espérance conditionnelle
E9(X) dans le cas d'une v.a.r. X intégrable.

Théoréme 9.2.4. Si X est une v.a.r. intégrable, E9(X) est ['unique classe
d’équivalence de v.a.r. intégrables qui vérifie :

(i) B9(X) est G-mesurable, et
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(ii) E(ZX) = E(ZEY(X)), pour toute v.a.r. Z G-mesurable et bornée

PREUVE: Etant donné X intégrable, posons X, (w) = X (w)1{x(w)<n}- Xn
est de carré intégrable et on peut définir E(X,,|G). En outre la suite {X,,, n >
1} est de Cauchy dans L'(PP). Il résulte alors de (xx) que la suite {E(X,|G)}
est aussi de Cauchy dans L!(P). Appelons E9(X) sa limite. Clairement (i)
est satisfait. En outre, on sait que

E(ZX") = E(ZE9[X™"])), V Z G-mesurable et bornée.

(ii) s’obtient alors par passage & la limite dans L*(€2) dans cette identité.
L’unicité se déduit aisément du fait qui suit. Si Y est G—mesurable et
intégrable, et vérifie fG YdP = 0 pour tout G € G, alors

/ YdIP’:()et/ YdP =0. DoncY =0 p. s.
{Y>0} {Y <o}

On obtient alors le

Corollaire 9.2.5. Si X est une v.a.r. intégrable, E9[X] est l'unique (classe
d’équivalence de) v.a.r. intégrables qui vérifie :

(i) E9[X] est G-mesurable.
(it)” Pour tout G € G, [, XdP = [,E9[X]dP.
Exemple 9.2.6. Supposons que G est engendrée par une partition finie

(By,...,B,) de Q, avec P(B;) > 0 pour 1 < i < n. Alors E9[X] est la
v.a.r. constante sur chaque B; donnée par :

EI9[X)(w w; € B;.

En particulier, si G = {0, Q}, Eg[ = E[X].

Définition de ’espérance conditionnelle d’une v. a. non négative

Soit X une v.ar, t. q. X > 0 p.s. Alors si X,, = mf(X n), X, est
intégrable pour tout n, et X, T X p.s. Il résulte du Lemme 9.2.3 que
{EY(X,)} est une suite p.s. croissante, et on peut définir E9(X) comme
la limite p.s. de la suite E9(X,). On pourrait définir plus généralement
I’espérance conditionnelle d’une v. a. quasi-intégrable.
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9.2.2 Propriétés de I’espérance conditionnelle

Proposition 9.2.7. §i X, X;,X5 sont des v.a.r. intégrables,
a) Eg[aX1 + bXQ] = CLEQ[Xl] + bEg[XQ]

b) X >0p. s = E9X]>0p.s.
X>0p s =E9X]>00p.s.

c)SiH et GV o(X) sont indépendantes,
E[X|GV H]| =E[X|]]
en particulier, st H et X sont indépendantes,
EX|H] = E[X]

d) Si H C G, E*[EY[X]] = E*[X] en particulier, E[EY[X]] = E[X].
e) Si X est G—mesurable, Y et XY sont intégrables, alors

E9[Y X] = XE[Y]

Remarque 9.2.8. Une conséquence de cette Proposition est la double asser-
tion suivante, qui donne les deux cas ou BY(X) s’explicite aisément. Soit X
une v.a.r. intégrable.

Si X est G-mesurable, alors E9(X) = X.
Si X et G sont indépendantes, alors E9(X) = E(X).
PREUVE: a) découle de ce que la projection orthogonale dans L? est linéaire,

propriété qui se conserve par passage & la limite dans L.
b) la lere partie se démontre comme au Lemme 9.2.3. La deuxieme en

observant que XdP=0=PEX) <0)=0, des que X >0 p.s.
{9 (X)<0}
¢) On utilise le Corollaire 77, avec

C={GNH;GeG HeH

La deuxieéme partie résulte de la premiere en posant G = {0, Q}.
d) Pour tout H € H, / XdP = / E9(X)dP = / E*[EY(X)]dP. La

H
deuxiéme partie s’obtient alors en choisissant H = {0, 2}.
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e) Supposons tout d’abord X G-mesurable et bornée. Pour tout Z G-
mesurable et bornée,

E[ZE(XY)] = E[ZXY] = E[ZXES(Y)]

Pour passer au cas général, on approche X par X, = X1y x|<n, et on re-
marque que X,, — X p.s. et X,,Y — XY dans L'(Q). O

On a un Théoreme de convergence dominée pour les espérances condi-
tionnelles :

Proposition 9.2.9. Si X,, — X p.s. et s’il existe Z intégrable t.q. | X,| < Z
p.s. pour tout n > 1, alors X,, et X sont intégrables et

E9[X,] — E9[X] p.s. et dans L' ()
Montrons d’abord le :

Lemme 9.2.10. Soit {X,,},>1 une suite croissante [resp. décroissante] de
v.a.r. intégrables, et X une v.a.r. intégrable. Alors les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) X, = X p.s.
(ii) X, = X dans L'(Q).
De plus, si l'une des deux assertions est vraie, E9[X,] — E9[X] p.s. et
dans L*(Q).
PrReUVE: Si X, 1 X ps.ou X, | X ps., alors | X — X,,| | 0 ps., et
| X — X,| < |X — Xo| intégrable, donc E(|X — X,,|) — 0. Réciproquement,
X, — X dans L'(Q) entraine X,, < X p.s. [resp. X,, > X p.s.]. Donc il
existe Z intégrable t.q. X,, T Z p.s. [resp. X,, | Z p.s.]. Alors par unicité de
la limite en probabilités, Z = X p.s. Enfin, (ii) = E9(X,) — E9(X) dans
L*(€), donc aussi p.s. par ce qui précede, car EY(X,,) 1 ou |.
PREUVE: DE LA PROPOSITION 9.2.9

R9 (inf Xm) < inf E9(X,,) < sup E9(X,,) < Y (Sup Xm>

m>n m>n m>n m>n

Or infp>p X 1+ X, sup,,>, Xim | X ps., et aussi dans L'(Q) d’apres le
lemme, que 'on peut utiliser grace a I'hypothese de domination, d’ou :

EY(X) < liminf E9(X,,) < limsup EY(X,,) < E9(X)
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d’ou
E9(X,) — E9(X) p.s.

Proposition 9.2.11. Pour tout p > 1,

(i) Si X est de puissance p—iéme intégrable, E9[X] est de puissance p—ieme
intégrable.

(ii) Si X, — X dans LP(2),
EI9[X,] — E9[X] dans LP ().

PREUVE: Dans les cas p = 1 et p = 2, ces propriétés résultent de la construc-
tion. Dans le cas général, ces propriétés résultent de :

(k%) [E9(X)” < EI[IX]7],

qui entraine E[|E9(X)[P] < E[|X[?]. (**%) est un cas particulier de I'inégalité
de Jensen pour les espérances conditionnelles :

Proposition 9.2.12. Soit ¢ : R — R une fonction convexe. Alors pour toute
v.a.r. intégrable X t.q. ¢(X) est également intégrable,

P[E9(X)] < Eflp(X)).

PREUVE: On va utiliser la propriété suivante des fonctions convexes (qui est
facile & vérifier dans le cas o ¢ est de classe C) : il existe une suite (ay,, by,)
dans R? t.q. :

o(x) =sup(a,z+0b,), VexeR
Donc

o(X)>a, X +b, ps.,Vn>1,
et Eg[go(X)] p.s. > sup(an]Eg(X) +b,) = @(EQ[X])
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Proposition 9.2.13. Soit X un v.a. de dimension d, Y un v.a. de di-
mension k, G une o-algebre tels que X est G-mesurable, Y et G sont

indépendantes. Alors si f une application mesurable de R™* dans R t.q.
f(X,Y) est intégrable. Alors

BL(X.V)I0) = [ F(X Py

= E[f(z,Y)]

=X

PREUVE: Supposons tout d’abord que f est de la forme f(x,y) = g(z) xh(y),
avec g (resp. h) mesurable bornée de R? (resp. R¥) dans R. Alors

E[h(X)g(Y)|G] = h(X)E[g(Y)],

donc dans ce cas les deux formules de 1’énoncé sont correctes. Le résultat
n

est bien str encore vrai pour f(z,y) = > . a;hi(x)g;(y), si les h; et les g;
sont mesurables et bornées. Le résultat général est alors une conséquence du
Théoreme des classes monotones. U

9.2.3 Par rapport a une variable aléatoire

Rappelons qu’a tout v.a. Y, on associe sa “tribu naturelle” o(Y"), qui est
la plus petite sous—tribu de F qui rend Y mesurable. On pose :

Définition 9.2.14. Si X est une v.a.r. intégrable, on définit [’espérance
conditionnelle de X, sachant Y, par :

E(X]Y) £ E(X|o(Y))
l

Dans cette définition, Y peut étre un vecteur aléatoire de dimension quel-
conque. Remarquons que si o(Y) = o(Y”)

E(X[Y) = E(X[Y") p.s.
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Exercices

Exercice 10.0.15. A partir des mémes inéqgalités a ['instant T, montrer
que si Cy désigne le priz a l'instant t d’un call européen d’échéance T et de
priz d’exercice K, sur un sous—jacent de priz {S;} dans le modéle de Black-
Scholes,

Sy — Ke ™Y <, <8,

Montrer que le priz du put européen P, vérifie quant a lui
P, < Ke"T0),

Exercice 10.0.16. Soit {S;, 0 < t < T} le priz d’un sous—jacent qui suit
le modele de Black-Scholes. On pose U; = logS;. Déduire de la formule
d’Ito la forme de la différentielle de Uy, en fonction de dt et dBy. On pose
v(t,y) = u(t,e¥), ou {u(t,x)} est la solution de 'EDP de Black—Scholes.
Ecrire une EDP parabolique satisfaite par {v(t,y); 0 <t < T,y € R}.

Exercice 10.0.17. (Option “chooser”) On considére une option sur une ac-
tion {S;,0 <t < T} (laquelle suit le modele de Black-Scholes) qui fonctionne
de la fagon suivante : étant donnés 0 <t <T et K > 0, a l"instant 0, ’ache-
teur de l’option s’acquitte de la prime Xq ; a l'instant t il choisit entre call et
put; a linstant T' il a le droit d’exercer ['option choisie a l'instant t, au prix
d’ezercice K.

1 On note comme dans le cours Cy (resp. P;) le priz du call (resp. du put)
a Uinstant t. Montrer que l'intérét de 'acheteur est de choisir le call (resp.
le put) si Cy > Py, (resp. P, > C). Vérifier a laide de la formule de parité
call-put que Cy # P, p.s., sous P comme sous P*.
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2 En déduire que 'option rapporte p.s. a son acheteur a l'instant T

H = (Sr — K){1io>py + (K = Sr) 1 1<y
= (ST - K)+ =+ (K - ST>1{Ct<Pt}
= (K — S7)+ + (St — K)1i¢,>py

3 On rappelle que la théorie générale des options nous indique que Xy =
e "™'E*(H). Ecrire les événements Fy = {C; < B} et Gy = {C; > B} en
fonction de Sy, K et r(T —t). Montrer que e "TE*(St1p,) = e "E*(Si1p,),
et de méme pour Gy.

4 En déduire des formules pour les quantités Xg — Cy et Xog — Py, que ['on
explicitera sous une forme analogue a celle des formules pour Cy et Py a la
fin de la section 2.

5 Montrer que l'option “chooser” a la valeur max(Cy, P;) a linstant t. On
note {u(s,x)} la solution de ’EDP de Black—Scholes pour le call, {v(s,z)}
la solution de la méme EDP pour le put (ces EDP ne différent que par leur
condition finale a linstant T'). On note enfin {w(s,x),0 < s < t,z > 0}
la solution de la méme EDP avec la condition finale sup(u(t,z),v(t,z)) a
Uinstant t. Décrire un portefeuille de couverture pour l’option “chooser”, a
l'atde de ces trois quantités.

Exercice 10.0.18. Programmation On considére une option d’achat (call)
européenne portant sur un sous—jacant dont le cours a ['instant 0 est de 105
Furos, au prixz d’exercice K = 110 Furos, a échéance d’un an, avec un taux
bancaire & 5% (i.e. rT = 0,05), et une volatilité telle que o/T =0, 3.

1 Calculer le priz du call en appliquant la méthode de Monte—Carlo a la
formule

Co=E" | (57— Ke™™™), |,

avec 1 000 tirages. On prendra soin d’évaluer (de facon approchée) la va-
riance de la v.a. dont on cherche a estimer l’espérance, et on donnera un
intervalle de confiance pour la quantité cherchée.

2 Faire le méme calcul (y compris l'intervalle de confiance) en combinant la
meéme méthode appliquée a la formule pour le priz du put :

P =E [(Ke "= 57), ],

avec le méme nombre de tirages, et la formule de parité call-put.



93

3 Calculer une troisieme fois le priz de la méme option d’achat, en utilisant
cette fois la formule

Co = SoF(dy) — Ke "™ F(dy),

avec
1 T T
dlz—log & _I_T\/__}_i?
oVT K o 2
1 So T oVT
do=——=log | — | + -,
O’\/T K g 2

et la fonction de répartition F de la N(0,1) fournie par Matlab.

4 Comparer les résultats avec ceux donnés par un “pricer” a trouver sur
Internet.

5 Le priz du marché pour l’option ci—dessus étant de 15 Furos, en déduire la
volatilité implicite (i.e. inverser la formule de Black— Scholes) en utilisant la
méthode de Newton.

Exercice 10.0.19. Programmation Dans le modéle avec plusieurs sous—
jacents de la section 4.6, on note C' le prix du call de maturité T, de priz
d’exercice K, portant sur un panier comportant a; actions numeéro i, 1 < i <
d, et P le priz du put correspondant, i. e. C' = Ey avec

h(z) = <Z a;x; — K) ,

=1

et P = FEy avec
d
h(z) = <K - Z%’%’) ,
=1 +

avec Ey la quantité définie par la formule (4.4). On demande d’appliquer la
méthode de Monte Carlo au calcul du call dans le cas de cette option avec

d=75,

5 80
3 95

a= 81,8 =]105|, K =2000, T = 0,05,
2 75
4 35
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003 0 0 0 0
0 05 0 0 0
VIs=10 0 04 0 0
O 0 0 07 0
0 0 0 0 04

1. Calculer le prixz du call en appliquant la méthode de Monte—Carlo a la
formaule pour Cy avec 1 000 tirages. On prendra soin d’évaluer (de fagon
approchée) la variance de la v.a. dont on cherche a estimer [’espérance,
et on donnera un intervalle de confiance pour la quantité cherchée.

2. Préciser la formule de parité call-put dans ce cas. Faire le méme calcul
(y compris l'intervalle de confiance) en combinant la méme méthode
appliquée a la formule pour le priz du put Py avec le méme nombre de
tirages, et la formule de parité call-put. Comment les deux approches
se comparent-elles ?

3. Quelles méthodes de variables antithétiques peut—on combiner avec la
méthode de la question précédente ?
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