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Exercice

1. A tout nombre réel z, on associe sa partie positive z+ = sup(z,0) et sa partie négative,
qui est le nombre positif z~ = sup(—z,0). Donc z = z¥ — 27, |z} =zt + =~
~ a. Montrer quesiz, y >0, {z —y)* < z. )
~ b. Montrer que pour tout réel a, |a| = 2a¥ ~ a.
2. Soit {X,, n > 1} une suite de v. a. r. non négatives (X, > 0 p. s, ¥n 2 > 1), telles que
X, — X en probabilité, quand n — oco. On suppose en outre que me X,) — E(X) quand
n — oo, avee IB(X,) < co ¥n > 1, et IE(X) < co.
a. Montrer que X > 0 p. s.
b. Montrer que E[(X ~ X,,)*] — 0, quand n — oc.
¢. Montrer que X, — X dans L'(Q2, F,IP).
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1. Montrer que pour tout ¢ > 0, la fonction

Frobléme On rappelle que

fulz) = ———, z€R

w(z? + %)’
est la densité de probabilité d'une loi, appelée loi de Cauchy de paramétre c.

9. Montrer que si X est une v. & r. de loi de Cauchy, alors X n'est pas Eﬁomamgm (on ne
peut pas définir son espérance) et que IE[X?] = +o0.

3. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi, avec

IE[X?] < o0, alors
X+YN -

4. Soit Z une v. a. r. de loi exponentielle symétrique de paramétre A > 0, 1. e. de densité

A
5 exp(—Az|), zeR.
Montrer que la fonction caractéristique de la v. a. 1. Z est donnée par
\xu

ﬁNT_._& = ﬂv u € R.

5. En déduire que la fonction caratéristique de la v. a. 1. X de loi de Cauchy de parameétre
¢ est donnée par la formule

px(u) = exp(—clul), u€RR.



10.

Montrer que si X et Y sont deux v. a. r. indépendantes, respectivement de loi de Cauchy
de paramétre ¢, et de loi de Cauchy de paramétre ¢, alors X + Y suit la loi de Cauchy
de paramétre ¢ + ¢'.

Montrer que si X suit la loi de Cauchy de parameétre ¢, et o € IR, alors aX suit la loi de
Cauchy de paramétre |alc.

Montrer que si X et Y sont deux v. a. r. indépendantes, toutes deux de loi de Cauchy de
parameétre c, alors k|lm_.k suit la méme loi. Pourquoi ce résultat entraine—t—il nécessairement
que E{X? = +00?

Montrer que si la loi de X est symétrique par rapport 40 (i. e. s1 X et —X ont méme
loi), alors px{u) est réel pour tout u € R.

Montrer que si X et ¥ sont deux v. a. r. indépendantes non p. s. constantes, de méme loi
symétrique par rapport & 0, et telles que pour tous les @, 8 >0, X + BY a la méme loi
que {a + §)X, alors la loi commune de X et de Y est nécessairement une loi de Cauchy.
(On utilisera la question précédente, et on posera Plu) = log px(u)).

Rappel Si Y est une v. a. r. de loi de densité g, alors sa fonction caractéristique est la fonction
de IR dans € définie par

py (1) = [Efexp(tuY)] = \E exp{iuz)g(z)dzr.

Si en outre

\ oy (w)] e < 0,
R

AJors nécessairement Ia loi de Y admet la densité
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