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Résumé

Nous nous intéressons dans cette these aux ensembles fractals engendrés par des pro-
cessus aléatoires. Nous introduisons dans un premier chapitre le concept de fractale
et les notions qui lui sont associées telles que la mesure et la dimension de Hausdorff.
Nous étudions ensuite les oscillations du processus de Wiener multivarié indexé par une
classe de foncions. Leur convergence pour la distance de Hausdorff vers un ensemble
limite défini va nous amener a introduire un ensemble de points exceptionnels. Ce sont
les points pour lesquels les fonctions d’oscillations du processus de Wiener indexé par
une classe de fonctions visitent infiniment souvent une certaine fonction de 1’ensemble
limite. Nous calculons alors la dimension de Hausdorff de cet ensemble. Nous orientons
ensuite notre recherche vers I'étude des espacements uniformes de [0, 1]%. Nous étudions
I’ensemble des points appartenant infiniment souvent a de grands espacements et nous
montrons que c’est un ensemble fractal dont nous donnons la dimension de Hausdorff.
Enfin, nous proposons dans un dernier chapitre deux conjectures, I'une sur la mesure
de Hausdorff exacte d'un ensemble de points engendré par les espacements uniformes,

et I'autre portant sur I’étude du processus empirique uniforme des espacements.

Abstract

The aim of this thesis is to study fractal sets generated by random processes. We will
first introduce the concept of fractal and main related notions such as Hausdorff measure
and Hausdorff dimension. We will next study the oscillations of the multivariate Wiener
process indexed by a class of functions. The convergence, for the Hausdorff metric, to a
specific limit set will lead us to introduce a set of exceptional points. These are points for
which the oscillation functions of the Wiener process indexed by a class of functions will
visit infinitely often a function of the limit set. We will compute the Hausdorff dimension
of this set. Then we direct our research towards the study of uniform spacings of [0, 1]%.
We study the set of points infinitely often belonging to large spacings, and show that it
is a fractal set which we give the Hausdorff dimension. Finally, we will conjecture two
results, the first one on exact Hausdorff measure of a set generated by uniform spacings

and the second one based on the study of empirical process of spacings.
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Lexique

Abréviations
p.s. presque stirement (en anglais a.s pour « almost surely »).
i.s. infiniment souvent (en anglais i.0. pour « infinitly of-
ten »).
iid indépendantes et identiquement distribuées.
R.K.H.S Reproducing Kernel Hilbert Space (signifiant Espace de
Hilbert a noyau autoreproduisant).
f.d.r. fonction de répartition.
C.L.T. Central Limit Theorem (Théoréeme limite central).
Notations
~ Equivalence asymptotique.
4 Egahté en distribution.
14 Indicatrice sur A.
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|E| Mesure de Lebesgue de E C R.
vol(E) Mesure de Lebesgue de E C R, d > 1.

| E|| Plus grande distance euclidienne possible entre deux
éléments de £ C R, d > 1.

oF Frontiere de E.

E Ouverture de F.

#E Cardinal de F.

EX Espérance de la variable aléatoire X.
Var X Variance de la variable aléatoire X.

D’autre part, dans la suite de la theése, pour un processus { P(t),t € [0, 1]}, lorsque nous
étudions les oscillations du processus, nous noterons pour tout h > 0, t € [0,1 — h] et
s € [0,1],

AP(h,t;s) = P(t+ hs) — P(t).

Nous donnons ici un récapitulatif de certains ensembles exceptionnels étudiés afin de
faciliter le lecteur dans la compréhension des notations. Pour toute fonction f € K| et
toute fonctionnelle ©, € H; (voir Chapitre 3),

L(f) = {t €(0,1) : lim inf ?;"1(:;‘(’;2”) - H = 0},
L'(f) = {t €[0,1) : lim inf \/;:Z(lg’g“(?/';n) - H = 0},
R(f) = {t € 0,1) : lim inf |2Um B H - 0},

n=o || o, Tog(1/hy)

12



et enfin

f=yet
{te
9=
9=

te|

z€

ZE

: lim inf

n—oo

st |-}

W

AW (h,t;-) H _ 0}
2hlog(1/h)

: lim inf
h—0

hmlnf||L ) — Oyl F = 0},

hm1nf||@h —O,|lFr = 0}

13



14



Chapitre 0
Introduction générale

A. Position du probléeme
i) Processus empirique uniforme

Considérons {X; : i > 1} une suite de variables aléatoires, indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la loi F'. Pour tout n > 1, la fonction de répartition empirique
d’ordre n est notée .
FXz)=n"Y 1y, z€eR
i=1

Un des résultats fondamentaux de la statistique asymptotique est le théoreme de

Glivenko-Cantelli (1933) qui montre que

lim sup |[FX(z) — F(z)] =0 ps.

N0 4eR
Il nous assure la convergence de la fonction de répartition empirique vers la fonction de
répartition théorique. Nous ne savons rien néanmoins de sa vitesse de convergence. A

cet effet, nous introduisons le processus empirique de répartition

X (z) = n*(FX(z) — F(z)) zeR.

n

Nous pouvons nous contenter d’étudier le processus empirique uniforme défini par

an(t) =n'?(F,(t) —t) te(0,1],

15



CHAPITRE 0. Introduction générale

généré par des variables aléatoires, indépendantes, Uy, ..., U,, uniformément distribuées
sur (0,1) et ou

n

Fn(t) = n_l Z]lUigt te R.

i=1
En effet, grace a la transformation de quantile nous avons I'égalité oz (t) = a, (F*(t)).
Ne pouvant ici donner qu’une liste exhaustive des résultats obtenus sur le processus
empirique uniforme, nous exposerons les résultats utiles pour la suite de la these. Ceux-

ci concernent les lois fonctionnelles limites du logarithme itéré. Dans toute la suite du

document, nous noterons log; ¢ = log(log; _;t Ae), pour j > 2 et t > 0.

Notons AC(0,1) Pensemble des fonctions absolument continues sur (0,1) et f(s) la
dérivée de Lebesgue de f € AC(0,1). L’ensemble de Strassen est noté

Kl = {f € AC(0,1) : F(0) = o,/o1 2(s)ds < 1}.

Plus généralement, on note, pour tout ¢ > 0,
1,
K — {f € AC(0,1): f(0) =0, [ fA(s)ds < c}. (0.0.1)
0

Finkelstein [53] a montré que la suite de fonctions {(2log,n)~2a,(-)} est presque

stirement relativement compacte dans B(0, 1) et son ensemble limite est

F ={feKy: f(1)=0}.

REMARQUE 1. D’apres le formalisme exposé p. 167, on peut dire aussi que la suite

(21log, n)~*2a,, recouvre maximalement .# dans B(0,1).

Dans la lignée du théoreme de Finkelstein, nous nous intéressons ici aux lois limites
fonctionnelles des accroissements du processus empirique uniforme. Notons pour tout
n=>let0<h<l,

Aay,(h,t;s) = an(t + hs) — a,(t)

pour 0 < s <let0<t<1—h Aay(h,t;-) correspond a un incrément ou accroisse-
ment de a,,, de taille h, au point t. C’est en fonction de sa taille que 'on qualifie un

accroissement de petit, moyen ou grand.

La suite {h, : n > 1} désigne une suite de constantes positives, susceptible de vérifier

certaines des conditions ci-dessous.

16



H1) h, | 0,nh, Tooet 0 < h, <1pourn > 1,
H2) nh,/log,n — oo,
H3) nh,/logn — c € (0,00),

4) nh,/logn — 0,

aun

H6) nh,/logn — ¢ € [0, 0q],

H7) log(1/hy,)/logyn — oo,

HS8) log(1/h,)/logyn — d € [0, 0),

H9) log(1/h,)/logyn — d € [0, 0],

(H10) (1/hy) = o(n'/?(logy n)(log n)~/2) lorsque n — oo.

Mason [84] établit une version fonctionnelle du logarithme itéré pour le processus em-

(H1)
(H2)
(H3)
(H4)
(H5) nh,/logn — oo,
(H6)
(H7)
(H8)
(H9)

pirique de queue. Une extension de son résultat nous dit que sous (H1-2), pour chaque

to € [0, 1), la suite de fonctions
{(2hn1ogy n) Y2 Aa, (B, to;-) s n > 1},
est presque siirement relativement compacte dans B(0, 1) et son ensemble limite est K}.

A partir de ce résultat, nous pouvons facilement obtenir toute une famille de lois limites
(voir Deheuvels et Mason [38]). Sous (H1-2), pour tout ¢y € [0,1) et toute fonctionnelle
¢ : B(0,1) — R continue, nous avons

lim sup ® ((th log, n)_l/QAozn(hmto; )) = sup ®(f) ps.

n—00 felK(l)

En prenant ®(f) = +f(1), nous retrouvons la loi classique du logarithme itéré (voir

101)).

Pour un choix différent de normalisation, le comportement limite des accroissements
{Aay(hy,t;+) - 0 <t <1— h,} differe du résultat précédent. En effet, Deheuvels et

Mason [38] considerent la famille de fonctions
En, = {(2hnlog(1/hy) Y2 Ay (hpy ;) 1 0 <t <1 —hy}.
IIs obtiennent que sous (H1-5-7),

{&, : n > 1} recouvre complétement K. (0.0.2)

17



CHAPITRE 0. Introduction générale

REMARQUE 2. Ce théoréme équivaut a dire que la suite {&,, : n > 1} est presque
stirement relativement compacte dans B(0,1). De plus, pour tout € > 0, nous avons, a

partir d’un certain rang, les inclusions suivantes,
Ky C {(2h,1og(1/hy) 2 Ay (B, t;-) 1 0 <t < 1 — Ry} C (K%,

De méme que précédemment, nous pouvons obtenir une famille de lois limites. Sous
(H1-5-7), pour toute fonctionnelle ® : B(0,1) — R continue,

lim { sup <I>((2hn log(l/hn))I/QAan(hn,tp))} = sup ®(f) ps.

=00 0t —hy feK}

et
. . —-1/2 . _
Jim {,inf - @((2haTom(1/0) 2 Ba(h 1) } = inf @(f)  ps
Remarquons qu’en choisissant ®(f) = || f||, nous retrouvons le résultat de Stute [101]

sur le module de continuité.

REMARQUE 3. Les résultats de Mason [84] donnant une loi fonctionnelle du logarithme
itéré et celui de Deheuvels et Mason [38] donnant le recouvrement complet de K} par
la suite &,,,n > 1 ne sont pas incompatibles. En effet, le résultat de Mason [84] est
énoncé pour un tg fixé a priori. Au contraire, celui de Deheuvels et Mason [38], (0.0.2)
montre que pour A € (0, 1], il existe a posteriori une infinité de ¢, € [0, 1] tels que

lim sup || (2%, 1og(1/hn))~? Acvy (i, tx; D = A.

n—oo

De plus, nous pouvons affirmer grace a (0.0.2), que pour toute fonction f € K}, nous

avons

Aan(hn’ t; )
2h,, log(1/h,

lim  inf
n—00 tc[0,1—hp)

N fH =0 ps. (0.0.3)

En d’autres termes, sous (H1-5-7), il est possible pour n suffissmment grand, d’ap-
procher la fonction f par une fonction d’accroissement de taille h,, renormalisée par
2hy, log(1/hy,). Il est a noter que le choix de cette fonction d’accroissement est fait a pos-
teriori en fonction de h,,. Il est alors intéressant d’étudier 1’ensemble des points t € [0, 1)

pour lesquels la fonction d’accroissement renormalisée (2h,, log(1/h,)) 2 A, (b, t;-)

18



approche infiniment souvent la fonction f, lorsque n tend vers l'infini. Pour cela, nous

définissons ’ensemble

L(f) = {t € [0,1) : liminf [|(2hy log(1/hn)) Ay (h, ) — f]| = o}, (0.0.4)

ainsi que ’ensemble

Li=U {L(f) . fe 1}{5,/01 F2s)ds > AQ}.

Deheuvels et Mason [41] ont étudié ces ensembles et ont calculé leurs dimensions de
Hausdorff (ou dimensions fractales). Dans la suite, nous noterons dim A la dimension
de Hausdorff de A C R? (voir le Chapitre 1.1). Ils montrent que sous (H1-5-7), pour
toute fonction f € K} telle que [ f2(s)ds € (0,1) et tout A € [0,1), L(f) et Ly sont
presque stirement denses dans [0, 1] et

1,
dimL(f) =1— / f3(s)ds et dim L} =1 — A%
0
Par conséquent, nous en déduisons que, sous (H1-5-7), pour tout A € [0,1), ’ensemble

E(A) = {t € [0,1) : limsup Aay(hn, ;1) > A}

n—co .\ [oh log(1/hy)

est un ensemble dense dans [0, 1] et dim E(A) = 1 — A?%. Cela signifie qu'il existe des

points parmi [0, 1) au voisinage desquels se produisent infiniment souvent de grandes
oscillations de «,,. Ce résultat est surprenant car le processus étant engendré a par-
tir de variables uniformément distribuées, nous nous serions attendus a ne pas avoir

d’inégalités entre les points de [0, 1).

Ce phénomene avait déja été observé en 1981 par Hawkes [61]. Il étudie dans cet ar-
ticle les espacements uniformes. Soit Uy,...,U,_; un échantillon de n — 1 variables
indépendantes et uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1]. Les statistiques d’ordre

correspondantes sont notées

0=0""Y<v"V <. .. <U"Y <UD =1.

n

Les espacements uniformes d’ordre 1 sont alors définis pour tout n > 1 et 1 <17 < n,
par
pM =y _ gl (0.0.5)

(2
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CHAPITRE 0. Introduction générale

Beaucoup de travaux ont été réalisés sur I’étude de espacements uniformes. Citons Pyke
[92], Cressie [25], Devroye [43], Beirlant et van Zuijlen [12], Deheuvels [30] et Deheuvels
et al. [34]. Hawkes [61] montre une loi du logarithme itéré pour les espacements uni-
formes : Soit x € [0,1) et Z,(z) la longueur de I'espacement contenant x. Alors, avec

probabilité 1,
Zy,
lim sup L(x) =1,
n—00 10g2 n

pour presque tout x € [0,1). D’autre part, Hawkes [61] nous avons également avec

probabilité 1,
Zy,
lim sup nZn(7) =1
n—oo 5 logn

Hawkes [61] étudie alors I’ensemble des points exceptionnels suivants.
U(c) ={t €10,1) : limsupnZ,(z)/logn > c}.

I1 montre que pour 0 < ¢ < 1, avec probabilité 1, dimU(c) = 1 — c.

L’étude des espacements uniformes peut également se faire par 'introduction du proces-
sus empirique des espacements. Nous commencons par définir la fonction de répartition

(

o . .7 s 7 n
empirique associée aux espacements renormalisés nD; ), . ,nDﬁL”).

1 n
F,(t) = - z;]l{nDE”Kt} pour — oo <t < 00.
En remarquant la convergence de la loi de nDEn) vers la loi exponentielle standard, on
désigne par F(t),—oo < t < oo, la f.d.r. de la loi exponentielle standard (F(t) = 0
pour t <0, F(t) =1—e7", pour 0 <t < 00). Le processus empirique des espacements

uniformes est alors défini par
on(t) = n1/2<IFn(t) — F(t)) pour — oo <t < o0.

Pour faciliter les calculs, il est de coutume d’utiliser un changement de variable, grace
a la fonction de quantile G de F, définie par G(s) = —log(l — s), pour 0 < s < 1.
(Par convention, on note G(1) = 00). La fonction de répartition empirique modifiée est
alors notée U, (s) = F,,(G(s)), pour 0 < s < 1. Le processus empirique des espacements

modifié est alors défini, pour tout 0 < s < 1, par

an(s) = n'2(U,(s) — s). (0.0.6)
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Un des résultats fondamentaux dans ’étude de ce processus est le résultat d’approxi-
mation forte par un processus gaussien obtenu par Beirlant [9]. Tl établit 1'existence,
sur un espace de probabilité convenable, d’une suite de ponts browniens By, Bs, . .. telle

que, avec probabilité 1,

sup |an(s) — Tn(s)| = O(n~Y*(logn)**) lorsque n — oo, (0.0.7)
0<s<1
ou .
To(s) = Bn(s) — G(s)e~6® / Bo(u)dG(u) pour 0 < s < 1. (0.0.8)
0

Dindar [44] obtient une loi limite fonctionnelle pour les fonctions d’accroissements du

processus des espacements. Posons pour tout n > 1et 0 < h < 1,
Aap(h,t;s) = a,(t + hs) — ay(t)

pour 0 < s < 1et 0 <t < 1—h. D’autre part, 3, = (2h,{log(1/h,) +log,n})~'/2 pour
n > 1. Dindar [44] montre que sous les hypotheses (H1-9-10), la suite de fonctions

{BnAay(hp,t;-) : 0 <t <1 —h,},
_d_
recouvre complétement en probabilité I'ensemble IK§*' (voir (0.0.1)).

Le résultat de Deheuvels et Mason [38] exposé plus haut (0.0.2) a été étendu a des
versions plus générales. Deheuvels et Mason [39] traitent le cas de processus empiriques
indexés par des ensembles. Mason [86] obtient une loi fonctionnelle du logarithme pour
le processus empirique uniforme indexé par une classe de fonctions. Ce processus est
engendré par un échantillon Uq,..., U, de variables aléatoires indépendantes, uni-
formément distribuées sur (0,1)%. La classe de fonctions F vérifie certaines conditions
que nous explicitons dans la suite (voir p.55). Mason [86] (voir aussi Einmahl et Mason
[49]) définit le processus empirique uniforme local au point z € [0, 1]¢ indexé par f € F

par

(2 f) =0 2y {f(z ;nUi> _ Ef(z ;HU>} (0.0.9)

i=1
11 montre alors que {(21log(1/hy)) "%y, (hn, z;-), 2 € J} recouvre complétement un cer-
tain ensemble H que nous définirons par la suite, J étant un compact de R? d’intérieur

non vide.
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CHAPITRE 0. Introduction générale

Nous avons vu que le résultat de Deheuvels et Mason [38] est valable sous (H1-5-
7). Ce sont les conditions standard souvent appelées CRS (Csérg6-Révész-Stute). De
nombreux résultats ont été obtenus sous des conditions « non-standard » c’est a dire ne
vérifiant pas les conditions CRS. Lorsque (H7) n’est pas vérifié, nous sommes dans le
cas de ce que nous appelons des grands espacements. Nous sommes donc dans le cas ou
(H8) est vérifié. Deheuvels [31] a obtenu une loi limite fonctionnelle des accroissements
du processus empirique lorsque (H8) est vérifié. Plus précisément, il montre que sous
(H1-8), {(2h,logyn) Y2 Ac, (hp,t;+) : 0 < t < 1 — h,} recouvre maximalement K3+
et minimalement K¢. Autrement dit, pour tout € > 0, nous avons & partir d’un certain

rang les inclusions suivantes.
K< C {(2h, logy n) V2 A (hp, ;) 1 0 <t < 1— hy, Y C (KIHH)%. (0.0.10)

Des résultats analogues ont été obtenus pour des moyens accroissements (H3) par Ma-
son [84] (voir aussi Deheuvels et Mason [37] et Lucas [81]). Lorsque (H4) est vérifié,
nous sommes en présence de petits accroissements. Un résultat limite fonctionnel a été

établi dans ce cas par Deheuvels [32].

Louani et Lucas [77] ont étudié les fractales aléatoires engendrées par les accroissements
du processus empirique uniforme dans le cas de petits accroissements (c’est a dire sous

(H1-4)) et de grands accroissements (c’est a dire sous (H1-8)).

ii) Processus de Wiener

Soit {W(t) : t € [0,1]} la restriction & l'intervalle [0,1] d’un processus de Wiener
standard. Nous nous intéressons, comme pour le processus empirique uniforme, aux
fonctions d’accroissements du processus de Wiener. Celles-ci se définissent, pour 0 <
h <1, par

AW (h,t;8) =W (t+hs) —W(t), pour 0 < s <let 0<t<1—h.

Nous obtenons des résultats de lois limites fonctionnelles similaires a ceux obtenus pour

le processus empirique uniforme. Les calculs étant généralement moins compliqués dans
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le cas du processus de Wiener, les résultats relatifs au processus de Wiener ont pour la

plupart du temps été découverts avant ceux relatifs au processus empirique uniforme.

En 1985, de Acosta [2] (voir aussi Mueller [88] et Révész [94]) montre que, pour 0 <

h < 1, la suite de fonctions

AW (h, t; )
{ (2hlog(1/h))1/2

:te[O,l—h]}

recouvre presque slirement complétement ensemble de Strassen, noté plus haut K}.

Nous en déduisons donc que pour toute fonctionnelle ® : B(0,1) — R continue,

11m{ sup <1>((2hlog(1/h))—1/2AW(h,t;-))} = sup ®(f) ps.
h—0 | ogt<1-h fek}

lim{ inf <I>((2hlog(l/h))‘1/2AW(h,t;-))}: inf ®(f) p.s.

h—0 {O<t<1 FeK}
Une loi fonctionnelle du logarithme itéré pour le processus de Wiener a été établie en

1993 par Nina Gantert [55]. Plus précisément, elle montre que, pour ¢, € [0, 1), la suite

AW(h, tg; )
{<2mog2<1/h>>1/2’

h>0},

est presque sirement relativement compacte dans B(0,1) et son ensemble limite est
K. De la méme maniére que précédemment, on obtient que pour toute fonctionnelle
¢ : B(0,1) — R continue,

lim sup (2 logy(1/h)) /> AW (h, t; -)) = sup ®(f)  pss.
hl0 feky

Remarquons que si 'on choisit ®(f) = +f(1) on retrouve la loi du logarithme itéré de
Lévy [72].

Tous ces résultats ont amené Deheuvels et Mason [40] a considérer 1'ensemble

o AW (h,t;-
S(f) = {t €1[0,1): h%%)nfH(thoggl/h);l/z - fH = 0};

et pour tout A € [0,1), Pensemble

sv=U{st:femi, [ Ploas> A},
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CHAPITRE 0. Introduction générale

Ils ont établi que pour chaque fonction f € K} telle que [} f2(s)ds € (0, 1),
1,
dimS(f) =1 —/ f2(s)ds et dim Sy =1 — A.
0

A partir de ces résultats, on peut retrouver le théoreme antérieur d’Orey et Taylor [90]
qui ont étudié 'ensemble des points au voisinage desquels de grandes oscillations du

processus de Wiener ont lieu. En particulier, pour A € [0, 1),

AW (h, t;1)
dim By = dim <t € [0,1) : i - >Ap=1- A%
m By = dim {1 € [0.1) Mo (2hlog(1/h))7 }

Dindar [46] a généralisé ce résultat au processus de Wiener bivarié
{W(s,t),0 < s,t <1}

Plus précisément, pour tout A € [0, 1], il définit I’ensemble

, W ([s, s + h] x [t,t + h))| }
Fy=30<s,t<1:1 > Ay,
n={oss Mot (2R log(1/h2))172

ou W(ls,s+h]x[t,t+h]) = W(s+h,t+h)—W(s,t+h)—W(s+h,t)+W(s,t). Il calcule
la dimension de Hausdorff de cet ensemble et trouve dim Fy = 2(1 — A?). Ce résultat
a récemment été généralisé au cas de N parametres par Lin et Cheng [76]. Deheuvels
et Lifshits [36] généralisent encore ce résultat dans le cas ou la norme uniforme est

remplacée par une norme dite « consistante ».
B. Synthese des travaux

Nous indiquons dans cette partie les résultats originaux obtenus au cours de cette these.
Les premiers résultats obtenus concernent les oscillations du processus de Wiener multi-
paramétré indexé par une classe de fonctions et sont consignés dans le Chapitre 2 de
cette these. Mason [85] obtient un résultat limite fonctionnel analogue au résultat de
Mason [86] pour le processus empirique uniforme (0.0.9) dans le cas d’un processus de

Wiener indexé par une classe de fonctions. Ce processus indexé par f € F en z € R?
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est défini comme suit, pour 0 < h < 1, z € [0,1)? et f € F la classe de fonctions
considérée.
e zZ— U
Wi(h,z; f) = /Rdf<h1/d)dw(u)'
Mason [85] a alors montré sous certaines conditions que, pour J € R? un compact

d’intérieur non-vide, la suite
{(2hlog(1/R)) P W (h,2z;-) : 7 € T},

recouvre presque stirement completement un ensemble H que nous définirons plus tard
(voir Chapitre 2.2 p. 55). La démonstration est inspirée de celle de Mason [86] et
du travail d’Arcones [5; 6] sur les résultats de grandes déviations. Nous donnons la
démonstration complete de ce résultat. Dans une deuxiéme partie, nous étendons les
résultats de Ben Arous et Ledoux [13] et de Deheuvels et Lifshits [36]. Nous obtenons
ainsi une loi limite en remplacant la norme uniforme par une norme semi-consistante
(Théoréme 2.3.1). L’outil fondamental que nous utilisons dans la démonstration
est 'inégalité isopérimétrique (p.173) qui permet d’obtenir des résultats de grandes

déviations.

Dans le Chapitre 3, nous utilisons les résultats limites fonctionnels obtenus pour les
accroissements du processus de Wiener multivarié indexé par des classes de fonctions en
prenant une fonctionnelle ©, appartenant a I’ensemble limite H développé au Chapitre
2. Nous étudions alors 'ensemble des points exceptionnels de [0,1]? pour lesquels la
fonction d’accroissement du processus considéré s’approche infiniment souvent (au sens
de la norme uniforme) de la fonctionnelle ©,. En termes mathématiques, nous étudions

I’ensemble
S(0,) = {z € [0,1)% g nf [(2hlog(1/1) ™21V (h,2:-) = ©,() 1 = 0} _
Nous montrons alors que, pour toute fonctionnelle ©, € H telle que
. Pl e 0.1)

'ensemble S(©,,) est presque stirement dense dans [0, 1]¢ et

dim $(0,) = d (1 - /[0 . gp(u)zdu> .
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CHAPITRE 0. Introduction générale

Nous considérons également, pour tout A € [0, 1), 'ensemble

71]d

SA:U{L(@W)7®<P EHl,/[ <p2(u)du>A2},

0
et nous montrons que dim Sy = d(1 — A?) (Théoréme 3.1.11). Enfin, pour terminer
ce chapitre, nous établissons un résultat similaire pour les accroissements du processus
empirique uniforme indexé par une classe de fonctions dont nous avons exposé le résultat
limite fonctionnel démontré par Mason [86] précédemment. Nous obtenons donc une

généralisation des résultats de Deheuvels et Mason [41] et de Dindar [44] (voir aussi
Deheuvels et Lifshits [36]) (Théoréme 3.4.1).

Dans le Chapitre 4, nous généralisons les résultats obtenus par Hawkes [61] pour les
espacements d’ordre 1, au cadre multivarié. Une premiere difficulté est de définir un
espacement dans ce cadre plus large. Ce travail a été fait dans un premier temps par
Deheuvels [30] qui définit des espacements « blocs » qui correspondent aux plus grands
pavés ne contenant aucun point de I’échantillon considéré. En utilisant cette définition
et dans la continuité de Hawkes [61] et du Chapitre 3, nous considérons 1’ensemble
des points au voisinage desquels nous avons infiniment souvent de grands espacements.
Autrement dit, pour z € [0,1)? et en notant y,(z) 'espacement (en termes de longueur)

associé a z, nous considérons, pour tout 0 < ¢ < 1, les ensembles

V(c) ={z € [0,1)*: limsupnx’(z)/logn > c},

L(c) ={z € [0,1)* : limsupnx(z)/logn = c}.
Nous montrons (Théoréme 4.2.2) que, pour 0 < ¢ < 1, nous avons presque slirement
dim V' (¢) = dim L(c) = d(1 — ¢).

La démonstration de ce théoreme est basée sur le principe de distribution de masse
(voir p. 36). Nous introduisons une mesure positive sur notre ensemble et ce principe
nous permet d’obtenir une borne inférieure pour la dimension de Hausdorff.

Dans une deuxieéme partie, nous utilisons une définition plus générale des espacements,
donnée par Deheuvels et al. [34], qui autorise aux espacements de prendre des formes

plus générales (comme des boules par exemple). Nous montrons que nous obtenons
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des résultats similaires en imposant aux « formes autorisées » de satisfaire certaines

conditions dites « conditions d’entropie »(Théoréme 4.4.1).

Enfin, dans le Chapitre 5, nous proposons tout d’abord I’étude de la mesure de Hausdorff
exacte des espacements en conjecturant un resultat sous forme de test intégral a la
maniere de Koéno [70] (Conjecture 5.1.4). Ensuite nous portons notre intérét sur le
processus empirique uniforme des espacements {a,(s) : 0 < s < 1}, en rappelant (0.0.6).
A partir des résultats de Dindar [44], il est naturel d’étudier les ensembles de points
exceptionnels du processus empirique uniforme des espacements. Nous nous plagons
sous des conditions standards de la suite {h,, : n > 1}. Nous introduisons, pour f € K},

I’ensemble
R(f) = {t € 0,1): Hmint [ Guan(t + o) — anlt)) = £ =0},

Nous introduisons la condition suivante sur {h, : n > 1}.
(H11) 1/h, = o(n/?(logn)~Y/?).

Nous conjecturons alors que c¢’est un ensemble fractal et que sous (H1-7-11),

dimR(f) =1 — /01 £2(u)du.

(Conjecture 5.2.11).
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Objets Fractals
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Le concept de fractale ou d’objet fractal a été rendu populaire par Mandelbrot en
1975 dans le but d’étudier les processus et les formes irrégulieres et fragmentées. Il est
difficile de donner une définition qui n’exclue pas des ensembles qui mériteraient d’étre
vus comme des fractales. La plus courante cependant est celle donnée par Mandelbrot.
Une fractale est un ensemble dont la dimension de Hausdorff est quelconque. Notons
que 'on peut définir d’autres mesures de la dimension que celle de Hausdorff. Ceci sera

présenté par la suite.
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CHAPITRE 1. Objets Fractals

1.1 Dimension de Hausdorff

La dimension de Hausdorff est construite a partir d’'une mesure, la mesure de Hausdorff.
Elle a I'avantage d’étre définie pour n’importe quelle partie de R™. Cependant, dans de
nombreux cas, son calcul se révele tres compliqué. Voyons comment nous la définissons.
Pour toute partie A non vide de R", définissons le diametre de A par |A] = sup{|z—y]| :
z,y € A} ou |.| désigne la distance euclidienne. La famille dénombrable {U; : ¢ > 1} de
parties de R™ est un d-recouvrement de A si A C U2, U; et pour tout 4, 0 < |U;| < 0.

On définit alors la s*—mesure de A pour ¢ > 0 par

s —mes(A) = };il% linf { Z|UZ~|C : {U;} est un
= (1.1.1)
d-recouvrement de AH,

ou 'infimum est pris sur toutes les collections de d-recouvrements {U; : ¢ > 1} de A.
Cette mesure correspond a la mesure de Hausdorff. On peut remarquer que si d > c,

on a

Z ’Uz’d < 5d—cz ‘Uz‘c

3 (2

Nous voyons que si s¢ — mes(A) < oo alors s* — mes(A) = 0 pour d > c. 1 'y a
donc une valeur de ¢ pour laquelle s — mes(A) passe de oo a 0. C’est cette valeur
qui correspond a la dimension de Hausdorff de A (aussi appelée parfois dimension de

Hausdorff-Besicovitch). Nous écrivons :
dim(A) = inf{c > 0: s —mes(A) =0} =sup{c > 0: s —mes(4A) = c0}. (1.1.2)
Les propriétés suivantes sont immédiates :

s¢ —mes(A) > 0= dim(A)

2 c,
s¢—mes(A) =0 = dim(A) < c.

REMARQUE 4. Nous pouvons utiliser des recouvrements particuliers, qui meéneront

aussi a la dimension de Hausdorff. Utilisons par exemple des boules sphériques. Nous
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1.1 Dimension de Hausdorff

c
s -mes(A)

dim(A)

Fic. 1.1 — saut de la mesure

définissons une nouvelle mesure :

sy —mes(A) = (lsir% inf { > |Bi|¢: {B;} est un -recouvrement

de A par des boules}.

I est clair que s® — mes(A) < s§ — mes(A). Mais par ailleurs, si {U;} est un J-
recouvrement de A, on prend pour B; une boule de rayon |U;| < & contenant U;.
La collection {B;} ainsi choisie est également un d-recouvrement de A. Mais 3 | B;|¢ <
> (2|U;])¢ = 2¢3° |U;|°. On obtient donc que

s¢ —mes(A) < sy —mes(A) < 2° x s —mes(A).

Cela implique que le saut de oo a 0 est le méme pour les deux mesures : les dimensions
définies sont donc bien équivalentes.

Nous pouvons aussi utiliser les intervalles binaires. Pour une simplicité d’écriture,
plagons nous dans le cas ou A est un sous-ensemble de [0,1). Les intervalles binaire

s’écrivent de la forme [r27% (r +1)27%], ott k > 0 est un entier et r = 0,1,...,2F — 1.
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CHAPITRE 1. Objets Fractals

La « net mesure » est définie par
sy —mes(A) = (lsirr(l] inf { > U] : {U;} est un 6-recouvrement
par intervalles binaires}.

De la méme maniere que précédemment nous pouvons voir que
5¢ —mes(A) < & —mes(A) <27 x s — mes(A).

Cette nouvelle mesure redonne a nouveau la méme dimension. L’intérét de cette mesure
est que deux intervalles binaires sont soit disjoints, soit inclus I'un dans ’autre. Nous
pouvons donc nous restreindre a des recouvrements d’intervalles binaires disjoints. Cela

représente un net avantage par rapport a la mesure de Hausdorff.

1.2 Propriétés de la mesure et de la dimension de
Hausdorft

1.2.1 Mesure de Hausdorff

Voyons dans un premier temps les principales propriétés de la mesure de Hausdorff. On
peut vérifier qu'il s’agit bien d’une mesure et en particulier que s® — mes(&) = 0. De

plus, si {A;} est une collection dénombrable de boréliens disjoints, alors,

s¢— mes( U Ai> =) s —mes(A), (1.2.1)
i=1 i=1

et de maniére plus générale, pour toute collection dénombrable {A;} d’ensembles, nous
avons l'inégalité :
oo o
s¢ — mes( U Ai) <) s —mes(Ay). (1.2.2)
i=1 i=1
Nous allons voir que les propriétés d’échelle que nous connaissons bien pour les longueurs

et les surfaces sont encore valables pour la mesure de Hausdorff.
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1.2 Propriétés de la mesure et de la dimension de Hausdorff

Proposition 1.2.1. Si A CR" et A > 0 alors
s¢ —mes(AA) = X x s° —mes(A), (1.2.3)
ou M ={\x:z e A}

Démonstration. Si{U;} est un d-recouvrement de A alors {\U;} est un Ad-recouvrement
de AA. Ainsi,

s¢ —mes(AA) < )\I}TO inf Y |AU;|¢ = /\1(%210 inf XY |U;]° < X x s — mes(A).
En remplacant A\ par 1/\ nous obtenons 'inégalité dans ’autre sens. O
Nous obtenons un résultat similaire pour des transformations plus générales.

Proposition 1.2.2. Soit A € R" et f: A — R" une fonction qui vérifie la condition
de Hdélder , c’est a dire telle que

f(@) = fWl<Ale—yl*  (z,y) € 4,
pour des constantes v > 0 et a > 0. Alors, pour tout ¢ > 0,
s —mes(f(A)) <% x s° — mes(A).

Démonstration. Soit {U;} est un d-recouvrement de A. Nous avons alors 'inégalité
lf(ANU;)| < ~|U;|* Done, {f(ANU;)} est un e-recouvrement de f(A), ou € = y0“.
Ainsi,

Z IF(ANT)|7* < VC/QZ \Uil°,

ce qui nous permet de conclure. Il

REMARQUE 5. Dans la condition de Holder, si a = 1, f est dite lipschitzienne.

1.2.2 Dimension de Hausdorff

I1 est possible de vérifier qu'une courbe lisse (continiiment dérivable) a une dimension
1, une surface lisse a une dimension 2 et de méme pour les plus grandes dimensions. De
plus,

si A C B, alors, dim(A) < dim(B). (1.2.4)
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Nous pouvons aussi montrer que si {A;} est une suite dénombrable d’ensembles, alors
dim(Ui2; Ai) = sup;¢icootdim(4;)}. En effet, d’'une part nous avons dim(U;2, A;) >
dim(A;) pour tout j. D’autre part, si ¢ > dim(A;) pour tout i, alors s® —mes(4;) =0
et donc s — mes(U2; A;) = 0 ce qui donne Iautre partie de ’égalité.

Les propriétés de transformation de la dimension de Hausdorff découlent directement

des résultats analogues pour la mesure de Hausdorff donnés proposition 1.2.2.
Proposition 1.2.3. Soit A € R" et supposons que
@)~ @l <Az -yl (nye A).

Alors, dim f(A) < (1/a)dim A
Démonstration. Si ¢ > dim A, alors, par la proposition 1.2.2,

5% —mes(f(A)) < 7% x s —mes(A) = 0.
Donc dim f(A) < ¢/a. O
Il en découle directement le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.4. Soit A € R".
- Si f: A— R"™ est lipschitzienne alors dim f(A) < dim A,
- Si f: A— R" est bi-lipschitzienne, i.e.

nlr =yl < |f(x) = fW) < velr -yl (z,y€A),

0t 0 <y <72 < 00, alors dim f(A) = dim A.

1.3 Méthodes de calcul de la dimension de Haus-

dorff

Une technique que nous utiliserons souvent pour calculer la dimension de Hausdorff
d’un ensemble consiste a encadrer la dimension (avec les deux bornes égales). La borne

supérieure est assez simple a obtenir. En effet, nous avons vu que si s* — mes(A) = 0
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1.3 Méthodes de calcul de la dimension de Hausdorff

alors dim(A) < ¢. Donc pour montrer que dim(A) < ¢, il suffit pour tout 6 > 0 de
>

construire une famille de d-recouvrements {U;(d) : i > 0} particuliers de A tel que

iy 3 U(8)]° = 0,

Par contre, montrer que dim(A) > ¢ s’avere beaucoup plus compliqué. Un outil tres
utile pour les bornes inférieures est le lemme suivant donné par Orey et Taylor [90].

Voici une version améliorée donnée dans le “Lemma 3.5” de Deheuvels et Mason [41].

Lemme 1.3.1. Soit A € [0,1]¢ tel que A = N3_, B, 0ot By 2 Ey D ... est une suite
décroissante pour l'inclusion, de la forme E,, = U]k\/[:"i Lk o {Ly 1 < k< My} est

une collection de pavés disjoints de RY, tels que

lim [ max ]Imk\] =0et lim My = oo. (1.3.1)

m—00 | 1<k<Mpm

Supposons maintenant qu’il existe deux constantes A > 0 et 6 > 0 telles que, pour
tout pavé I C [0,1]¢, tel que |I| < A, il existe une constante m(I) telle que, pour tout
m = m(I),

My (I) = #{Lmnx CI:1< k< My} <M, (1.3.2)

alors, on obtient l'inégalité s* — mes(A) > 0.

Démonstration. Considérons un d-recouvrement Ui]il I; O Ade A.

oo My,

A= n {U Im,k},
m=1 k=1
les I; étant les intervalles ouverts tels que |I;| < § pour i = 1,..., N. Ainsi, pour tout

I; et tout m > my := max; ;< m(;) nous obtenons l'inégalité

Donc

al N
D Ik CLi: 1<k < My} <03 L M.
=1 =

Puisqu’il existe my tel que pour tout m > mq, Uff\/[:"{ I C Ui]il I;, les intervalles I,,,

qui ne sont inclus dans aucun des I; = (¢;,d;) pour @ = 1,..., N doivent contenir au
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CHAPITRE 1. Objets Fractals

moins un point parmi cy,...,cn,dy,...,dy. Les I, i,k = 1,..., M, étant disjoints,

nous avons

N
Y #{Ink €1 1<k < My} > My, —2N.
=1

Ainsi, pour tout m > max{mg, m;} tel que M,, > 4N, nous obtenons I'inégalité

N
STILIE = 07 (1 —2NM;,Y) > 1/2671 > 0. (1.3.3)

i=1
Le raisonnement étant effectué pour un d-recouvrement UY | I; quelconque de A, le

résultat (1.3.3) est vrai pour le recouvrement optimal. Donc s¢ — mes(A) > 0. O

Une autre méthode est le « principe de distribution de masse ». Soit p une mesure
positive finie sur A. Pour ¢ fixé, supposons qu’il existe v > 0 et § > 0 tels que u(U) <
~|U|¢ pour tout ensemble U avec |U| < §. Alors,

s° —mes(A) = p(A) /.

En effet, si {U;} est un recouvrement de A, alors

0 < u(A) = u(um) < S u) <A XU

Il suffit donc de prendre I'infimum et la limite pour avoir le résultat cherché. Le principe
de masse est simple, mais la condition u(U) < v|U| peut étre compliquée a satisfaire.
En fait, cette condition n’a besoin d’étre valide que pour des boules suffisamment pe-

tites, centrées sur chaque point de A.

Proposition 1.3.2. Soit u une mesure positive sur R™, soit A C R™ un borélien et

soit 0 < v < oo une constante. Alors, si lim,_ou(B.(x))/r¢ <~ pour tout x € A alors
s~ mes(A) > u(A)/.

Démonstration. Pour tout d > 0 posons
As ={x € A: (B (x)) < (7 — €)r® pour tout 0 < r < § et pour € > 0}.

Soit {U;} un é-recouvrement de A et donc de A;. Pour tout U; contenant un point = de
As, la boule B centrée en z et de rayon |U;| contient U;. Par définition, p(U;) < u(B) <
7|U;|¢ donc

1(As) < {p(U;) : U; intersecte As} < 7> |Uj|“.
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Et puisque As; — A quand 0 — 0 nous obtenons le résultat cherché. O]

Remarquons que 'égalité dim(A) = lim,_qlog (B, (x))/logr découle de cette propo-
sition (si la limite existe). Les deux lemmes suivants sont démontrés dans Falconer [51]
p-H8.

Lemme 1.3.3. Soit [0,1] = Ey et pour tout k > 1, E} est une union finie d’intervalles
disjoints fermés. On suppose que Ey_1 contient au moins my, intervalles de Ey, séparés

par des trous de longueur au moins €, ot 0 < €41 < €. Alors

(my...mg_q)

log
dim E; > liminf 1.3.4
kOl F7 e —log(muer,) (134)
Démonstration. Voir Falconer [51] p.59. O

Lemme 1.3.4. Soit 0 < s < 1 et soit (ng)g>1 une suite croissante d’entiers telle que
Nk = max{nf, 3n,1€/5} pour tout k. Pour tout k, soit Hy, C R les intervalles de longueur

~1/s y - -1
n, /s également espacés par des trous de longueur n; " — n, /s Alors,

dim () H, = s (1.3.5)

k=1

Démonstration. Voir Falconer [51] p.60. O

Le désavantage de la technique de « distribution de masse », est de devoir estimer la
« masse » d'un trop grand nombre de petits ensembles. La méthode du « potentiel
théorique »permet d’éviter cela. Pour ¢ > 0, le c-potentiel a un point x de R™ di a la

distribution de masse u est défini par :

du(y)
|z —yl°

¢“(w) =

La c-énergie de p est définie par :

:/¢C(x) // |x—y|

Théoréme 1.3.5. Soit A une partie de R". S’il existe une distribution de masse p sur
A telle que I°(p) < 0o alors s —mes(A) = oo et dim(A) > c.
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CHAPITRE 1. Objets Fractals

Démonstration. Supposons que [°(1) < oo pour une distribution de masse p dont le

support est dans A. Définissons

A = {x € A:lim,_ou(B,())/r° > 0}

Siz € Ay, on peut trouver € > 0 et une suite de nombres {r;} décroissant vers 0 et telle
que (B, (x)) = erf. Puisque que I¢(u) < oo alors pu({x}) = 0. Ainsi, par continuité de

i, en prenant ¢; (0 < ¢; < r;) suffisamment petit, nous obtenons que

(B, (e)\ By (2) > cerf (i = 1,2,...).

En prenant si nécessaire des sous-suites, on peut supposer que r;;; < ¢; pour tout i.
Donc les B,,(z)\By,(z)) = D;(z) sont des anneaux disjoints centrés en . Alors, pour
T € A1>

Z/ d,u Z iercr_c = 00,

¢(x) =

Iﬂc—yl

puisque |x —y|~¢ = r; ¢ sur D;. Mais puisque ]C(,u) < 00, alors ¢°(z) < oo pour presque
tout x. On en conclut que p(A;) = 0. Alors, en utilisant la propriété 1.7, nous pouvons

écrire que, pour tout v > 0,

s —mes(A) = s° —mes(A\A1) 2 p(A\A1) /v = (1(A) — p(A1)) /v = n(A) /7.

Donc s¢ — mes(A) = oo. O

1.4 Autres définitions de la dimension

La dimension de Hausdorff est la plus répandue parmi les notions de dimension connues
dans la littérature. Cependant, il existe d’autres définitions de la dimension. Nous allons

en présenter quelques-unes dans ce chapitre.

1.4.1 La box dimension (dimension de boite)

La box dimension ou dimension de boite, est apparue dans les années 1930 sous les noms

de dimension entropique, de densité logarithmique, ou de dimension métrique.

38



1.4 Autres définitions de la dimension

Soit A une partie de R" et soit Ns(A) le plus petit nombre d’ensembles de diameétre au
plus § qui peuvent couvrir A. Nous définissons alors la bozx dimension inférieure et la

box dimension supérieure de A par, respectivement :

log Ns(A
dlmBA = 1im5_>00g15g(6)7
— 10
E— —  log Ns(A
dlmBA = 1im5_>oof]-06g(5).

Si ces deux valeurs sont égales, nous ’appelons la boz dimension de A

dimp A = lim M.
—0 —logd
Expliquons brievement la formule. Si 'on veut couvrir un segment de longueur 1 par
des segments de longueur §, nous aurons besoin de 1/§ segments. Pour un carré de coté
1, il faudra 1/6% carrés de coté §. Pour un cube, 1/§2 et ainsi de suite. C’est pour cela
que §'il existe un nombre d tel que Nj(A) ~ 1/6¢ quand § — 0, alors d est la box

dimension de A. Cela équivaut a ce qu’il existe une constante positive k, telle que

lim N5(4) = k ou encore d = lim M.
5—0 1/64 §—0 —logd

Nous pouvons aussi définir la dimension de maniere équivalente en utilisant les mail-
lages. Considérons une collection de cubes du d-maillage de R™. 11 s’agit donc de cubes
de la forme

[m1d, (my + 1)d] x - -+ x [m,0, (m,, + 1)d],

ol my, ..., m, sont des entiers. Soit N;j(A) le nombre de cubes du d-maillage qui inter-
sectent A. Ils constituent une collection d’ensembles de diametre §y/n qui recouvre A,

donc

Nsya(A) < N5(A).

Si 6y/n < 1 alors
log Nsym(4) _  log N5(A)
—log(6y/n) ~ —log/n —logd’

Ainsi, en prenant la limite quand 6 — 0,

log N(A
dimp A < lim 08\ 5 )
—0 —logd
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CHAPITRE 1. Objets Fractals

D’autre part, n’importe quel ensemble de diametre inférieur a § est inclus dans 3" cubes
de maillage de c6té §. (On choisit un cube contenant un point de I’ensemble et on lui

adjoint ses cubes voisins). Donc
Nj(A) < 3"Ns(A).

En prenant le logarithme et la limite quand 0 — 0 nous obtenons que

log Ni(A
dimp A > lim 08T\ 1 )
s—0 —logd
Ainsi log N!(A)
: .. 108 N
dlmBA—(lsl_I% “Togd

Nous pouvons interpréter cette formule comme suit :

Le nombre de cubes de maillages de c6té o qui intersectent A est une indication sur
la régularité ou l'irrégularité de A. La dimension reflete a quel point les irrégularités
augmentent lorsque § — 0.

Nous pouvons montrer que la définition de la box dimension reste identique si nous
prenons pour Ns(A) :

— le plus petit nombre d’ensembles de diametre au plus d qui recouvrent A ;

— le plus petit nombre de boules fermées de rayon § qui recouvrent A ;

— le plus petit nombre de cubes de coté § qui recouvrent A ;

— le nombre de cubes d'un d-maillage qui recouvrent A ;

— le plus grand nombre de boules disjointes de rayon d dont les centres sont dans A.
En pratique nous utilisons pour Ng(A) la définition qui convient le mieux pour I’exemple
traité. La box dimension semble plus facile a calculer que la dimension de Hausdorff,
mais elle possede néanmoins quelques désavantages. Cela est introduit par la proposition

suivante :
Proposition 1.4.1. Soit A la fermeture de A. Alors,
@BZ = MBA et mBZ = EBA

Démonstration. Soit By, ..., By une collection finie de boules fermées de rayon ¢. Si
I’ensemble fermé Ule B; contient A, il contient aussi A. Donc le plus petit nombre
de boules fermées de rayon J qui recouvrent A est suffisant pour recouvrir A, d’ou le
résultat. Il
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1.4 Autres définitions de la dimension

Ainsi, si A est sous-ensemble dense d’une région ouverte de R"™, alors, dimpA =
dimpA = n. Par exemple, si A est 'ensemble des rationnels de [0,1], A = [0,1] et
donc dimpA = dimpA = 1. Chaque rationnel a une dimension 0 mais l'union est de

dimension 1. Nous n’avons donc pas la relation dimpg ;2 A; = sup, dimp A;.

1.4.2 Mesure et dimension de Tricot

Comme nous allons le voir, la dimension de Tricot [105] est un mélange entre la box
dimension et la dimension de Hausdorff. Comme pour la mesure de Hausdorff, elle est

définie par une mesure. Soit
¢ — mesro(4) = lim [sup{z B, : {Bi} € Ds(A)}], (1.4.1)

ou Ds(A) est 'ensemble des collections de boules disjointes de rayon au plus § dont les
centres sont dans A. Pour l'instant, s —meszo(A) n’est pas une mesure. (Le probleme

est le méme que pour la box dimension). Posons alors
s¢ — mesy(A) = inf { > st —mesro(4;) Ac Y Ai}.
i i=1

On peut vérifier que la s¢ — mesy(A) est une mesure. Nous pouvons alors définir la

dimension de Tricot de la méme maniere que la dimension de Hausdorff par :
dimy A = sup{c: s° — mesp(A) = oo} = inf{c: s° — mesy(A) = 0},
Ici, la propriété manquante a la box dimension est bien vérifiée.

Proposition 1.4.2. Pour toute collection dénombrable {A;},
dimp ( U AZ-) = sup dimy A;.
i=1 i

Démonstration. 1l est clair que dimp (U2, A;) = sup, dimy A;. D’un autre cdté, si nous

avons dimp A; < ¢, pour tout ¢, alors,
s¢ —mesr(|JA:) <D s —mesr(A;) =0,
i i

et donc dimp(U; A4;) < c. O
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CHAPITRE 1. Objets Fractals

1.5 Exemples de fractales

1.5.1 Ensemble de Cantor

L’exemple de fractale le plus connu et le plus facile a construire est 1’ensemble de Cantor.
Il est construit a partir du segment unitaire et une suite d’opérations de suppression. Soit
A T'ensemble de Cantor. A = N2, Ex ou les Ej sont définis de la maniere suivante :
Ey est Uintervalle [0,1]. E; est obtenu en supprimant le tiers du milieu. Donc E; =
[0,1/3] U [2/3,1]. E5 est obtenu en supprimant les deuxiémes tiers de ces intervalles.
Donc Ey =[0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1]. De la méme maniere, les Ej sont

obtenus en supprimant les deuxiemes tiers de chaque Ej_1.

Nous allons montrer que la dimension de A est dim(A) = log2/log3. Notons ¢ =
log2/log 3. Les intervalles de Ej, de longueur 37* sont appelés intervalles basiques. Le

recouvrement {U;} de A par les 2% intervalles de Ej de longueur 37% donne : s¢ —

mes(A) < limy o 3 |Us|¢ = limy,_oo 28377 = 1. Nous obtenons donc que
s¢ —mes(A) < 1 pour ¢ =log2/log3.

D’autre part, il nous faut montrer que Y |U;|¢ > 1/2 = 37¢ pour tout recouvrement
{U;} de A. En fait il suffit de le montrer pour {U;} collection finie de sous-intervalles

fermés de [0, 1]. Pour tout U;, soit k un entier tel que
37D Uyl < 37,

Alors, U; peut intersecter au plus un intervalle basique de Ej, puisque la séparation entre
deux intervalles basiques est au moins de 37%. Si j > k, alors U; intersecte au plus 2% =
2137k < 273°|U;|° intervalles basiques de F;. Si nous choisissons j suffisamment grand
pour que 3~V < |U;| pour tout U;, alors, puisque {U;} intersecte les 27 intervalles
basiques de E;, nous obtenons que 27 < Y, 2/3¢|U;|%, ainsi, Y |U;|¢ > 1/2 = 37

Nous voyons dans la proposition suivante que les dimensions de Hausdorff et de « box

dimension » de I’ensemble de Cantor sont identiques.
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1.5 Exemples de fractales

Proposition 1.5.1. Soit A un ensemble de Cantor. Alors

dimg(A) = dimp(A) = log2/ log 3. (1.5.1)
Démonstration. Considérons le recouvrement de A par les 2% intervalles de Ej, de lon-
gueur 37%. Alors, si 37F < § < 371 N;j(A) < 2F. Ainsi, par définition,

— —  logNs(A)  — log 2% log2
d A) =lims_o——————= < limy_, = )
imp(4) = lims—o —log d Hk log3k=1  log3

D’un autre coté, tout intervalle de longueur § avec 377! < § < 37% possede une
intersection non-vide avec au plus un des intervalles basiques de longueur 37% utilisé
dans la construction de A. Comme il y a 2* intervalles de ce type, alors, au moins
2% intervalles de longueur § sont nécessaires pour recouvrir A. Donc Ns(A) > 2% d’ou
dimp(A) > log2/log 3. O

L’ensemble de Cantor est un exemple d’ensemble auto-similaire. C’est a dire que le
méme objet géométrique est observable, méme en augmentant 1’échelle. Nous passons
d’un niveau d’observation a un autre par une transformation géométrique. Les objets

présentant ces homothéties internes sont a la base historique des fractales.

1.5.2 Le mouvement Brownien

Le mouvement Brownien a été découvert en 1827 par le botaniste R. Brown alors qu’il
observait des particules en suspension dans 1’eau. La particule soumise a un bombarde-
ment moléculaire, possede une trajectoire tres irréguliere qui correspond au mouvement
brownien. En 1923, Wiener a proposé un modele mathématique permettant de décrire
ce mouvement. Le processus de Wiener est un processus aléatoire {W(t),t € R} qui
vérifie :

e W(0) =0 et W(t) est continue,

e Pour tout ¢t > 0 et h > 0 'accroissement W (t + h) — W (t) est normal de moyenne 0

et de variance h.

Nous trouvons par la suite que W (t) est lui méme un processus gaussien, centré et de
variance t pour tout ¢. De plus, les accroissements sont indépendants et stationnaires.

Nous pouvons étendre cette définition en dimension n. Notons

W(t) = (Wi(t),..., Wa(t))
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CHAPITRE 1. Objets Fractals

sur R"™ un processus de Wiener en dimension n. Pour tout ¢, W;(¢) est un processus de

Wiener en dimension 1 et Wi(ty),..., W,(t,) sont indépendants.

REMARQUE 6. Soit E' = [a1,b1] X ... X [ay,, b,]. Alors,

PW(t+h)—W(t)eE) = ﬁ {(27rh)_1/2 /’” exp (- xi)da:i}

baie a; 2h
= (27rh)_"/2/ exp(—@)day
E 2h 7
ou x = (x1,...,x,). Puisque tout ensemble peut étre approché par une union de tels

parallélépipedes, la formule précédente est valable pour tout borélien E. Ainsi, si nous

prenons E = B,(0), nous obtenons en coordonnées polaires que :

7,.2

P(W(t +h) — W(t)| < p) = ch™"/? /io 7 exp(——)dr. (1.5.2)

Une propriété fondamentale du mouvement brownien est de satisfaire une condition de

Holder. On peut trouver une démonstration de cette propriété dans Falconer [51] p.263.

Proposition 1.5.2. Soit 0 < A < 1/2. Avec probabilité 1, le processus de Wiener
W:0,1] = R"”
(W (t+h) = W) <bla* (Jh] < Ho), (1.5.3)

pour Hy > 0, b ne dépendant que de .

Démonstration. Pour h > 0, nous avons, en utilisant (1.5.2) et le changement de va-

1/2

riables u = rh™"/*, que

P(W(t+h) —W(t)| > h?) = ch™™? /°° "L exp <_T2)dr

hY

. o n—1 —Uu
= c/m_l/2 u"" " exp (—2 )du
< /hA_l/2 exp(—u)du

— ¢y exp(—=h %) < eph 72,
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ou ¢; et ¢y dont des constantes indépendantes de h et £. Nous obtenons alors
P(|W((m — 1)279) — W(m277)| > 279* pour un certain j > ket 1 <m < 2j)
<oy 2279
j=k

— 022_k+1.

Ainsi, avec probabilité 1, il existe un entier K tel que
(W ((m — 1)279) — W(m2~7)| < 27

pour tout j > K et 1 <m < 27. Si h > 27K Tintervalle [t,t + h] peut, sauf peut étre
pour les points limites, s’exprimer sous la forme d’une union dénombrable d’intervalles
binaires contigus de la forme [(m — 1)277,m277] avec 2/ < h. En utilisant la continuité
de W, si k est le plus petit entier tel que 27% < h,

2-kX9 . 2h7
—27%) T (1-27)

(W (t+h)—W(t)| < 2%2—3’A =

O

Théoréme 1.5.3. Avec probabilité 1, le graphe d’un mouvement brownien W : [0, 1] —

R a une dimension de Hausdorff égale a 3/2.
Démonstration. Voir le théoreme 16.4 de Falconer [51]. O

Théoréme 1.5.4. La trajectoire d’un mouvement brownien dans R™ (n > 2) a une

dimension de Hausdorff et une box dimension éqgales a 2, avec probabilité 1.

Démonstration. Pour tout A < 1/2, W : [0,1] — R™ satisfait la condition de Holder
par la propriété précédente. Ainsi, par la proposition 1.2.3, nous en déduisons que
dim W([0,1]) < (1/A) dim[0, 1] < 1/A. Nous avons la méme inégalité pour la box dimen-
sion. Ainsi, la trajectoire a une dimension au plus de 2. Pour la borne inférieure, nous
utilisons la méthode du potentiel théorique présentée précédemment. Soit 1 < s < 2.

En utilisant (1.5.2), nous obtenons que
00 2
E<|W(t+h) - W(t)yS> _ Chfn/z/ 'r’*”"*lexp(%)dr
0
1 ~ -
— ,Ch—s/2/ w—5=2)/2 eXp(—w)dw
2 0 5

= oh™?, (1.5.4)
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en faisant le changement de variables w = r?/h, c¢; ne dépendant pas de h ni de ¢. Alors,
1 1 1 1
E(/ / W (t) - W@);Sdtdu) - / / E[W(t) — W ()| ~*dtdu
0o Jo 0o Jo

11
= //cl|t—u|_s/2dtdu,
0 Jo
m?

car s < 2. Pour pouvoir utiliser la méthode du potentiel il faut définir une mesure sur la
trajectoire du mouvement brownien. Posons donc py (A) = L{t: 0 <t < 1et W(t) €
A} ou L est la mesure de Lebesgue. puy (t) est la distribution de masse sur W (t). Pour
toute fonction f, nous avons [ g(z)dpus(x) = [y g(f(t))dt pour tout fonction g. Ainsi, on

obtient que
B( [ o= v @) 1)) < (155)

Ainsi, si s < 2 alors [[ |z — y| ™ *duw (x)dpw (y) < oo presque stirement, donc I°(uw) <

oo. En utilisant le Théoréme 1.3.5, nous trouvons donc que dim W (][0, 1]) > s. O

Nous pouvons avoir un cas plus général que le mouvement brownien standard, en af-
faiblissant les conditions de définition. Nous obtenons alors soit le mouvement brow-
nien fractionnaire, soit les processus stables (voir Cioczek-Georges et al. [24]). Pour le
mouvement brownien fractionnaire, les accroissements suivent toujours une loi normale
centrée mais ne sont plus indépendants. Le processus stable au contraire s’affranchit de

la condition de variance finie.

Définition 1. Un mouvement brownien ou processus de Wiener fractionnaire de pa-

rametre H € (0,1) est un processus gaussien réel {Wy(t) : t € R} qui vérifie :

1. Wg(0) =0,

2. BE[Wr®)P] =[t*" ,VteR,

3. Wg a des accroissements stationnaires.
Pour H = 1/2, Wy correspond au mouvement brownien standard. Le parametre H est
appelé parametre de Hurst. Nous pouvons montrer de maniere analogue au mouvement

brownien standard que Wy satisfait une condition de Holder et qu’avec probabilité 1,

son graphe a une dimension de Hausdorff et une box dimension de 2 — H. Ainsi, pour
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H =1/2, on retrouve le Théoreme 1.5.3.

Les processus stables ont été introduits par Lévy. (Voir Falconer [51] p.248).

Définition 2. Un processus stable est un processus aléatoire ayant ses accroissements
stationnaires et indépendants. Mais & part dans des cas particuliers (comme par exemple
le mouvement brownien), les processus stables ont une variance infinie et sont presque

stirement discontinus.
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Chapitre 2

Module de continuité

Sommaire
2.1 Introduction . ... ... ... .. ... 0000000, 49
2.2 Premiersrésultats . . . ... ... ... 0000000, 55
2.2.1 Démonstration de la partie (b) du Théoreme 2.2.1 . . . . . . 57
2.2.2 Démonstration de la partie (a) du Théoreme 2.2.1 . . . . . . 61
2.3 Résultats pour des topologies plus fortes . ... ... ... 66

2.1 Introduction

Il existe différentes manieres d’exprimer la loi du module de continuité du processus de
Wiener sur un intervalle. Une premiere forme est donnée par Lévy en 1948 [75] et Orey
et Taylor en 1974 [90]. {W(¢) : t > 0} étant un processus de Wiener standard, on a

lim<{ sup (Wt +h) - W(t)| =1 ps. (2.1.1)
hl0 | ogt<i—h 2h log(l/h)

On peut aussi exprimer le module de continuité de maniere uniforme par la formule :

+IW(t) — W(s
lim<{ sup sup { ) ( )} =1 ps. (2.1.2)
10 0<t,s<1 [t—s|<h 2hlog(1/h)
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Une version plus élaborée de (2.1.1) et (2.1.2) est énoncée par Mueller [88], Révész
[94] et de Acosta [2]. 1l s’agit d’une version fonctionnelle. On note H} I'ensemble des
fonctions absolument continues sur [0, 1] par rapport a la mesure de Lebesgue, de la
forme f(s) = J§ f(u)du pour s € [0,1], avec |f‘f{}) = [} f(u)?du < oo. Ici f(s) =
df (s)/ds désigne la dérivée de f par rapport a la mesure de Lebesgue. Il est a noter que
H{ est I'espace de Hilbert auto-reproduisant [RKHS] associé au processus de Wiener

sur [0, 1] (Voir Adler [3] p.66). On note alors sa boule unité par
Ky={feHy:|flfy <1},

souvent appelé ensemble de Strassen (voir [100]). On définit les fonctions indexées par

t et h,
W (t + hz) — W(t)

2hlog(1/h)

Men(z) = x € [0,1].
On note C[0, 1] 'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] et on définit I'ensemble

suivant de fonctions de C|0, 1]
Fn={mn() : 0<t <1—h}. (2.1.3)

Mueller [88] et Révész [94] montrent que l'ensemble limite de F;, dans la topologie
uniforme (c’est a dire la topologie induite par la norme-sup : ||f|| = sup,epqy [f(7)])
quand h — 0 est I'ensemble K} (voir le chapitre B pour la notion de convergence
d’ensembles). On en déduit, par application du lemme d’Arzela-Ascoli, une famille de

lois limites exprimées dans le résultat suivant :

lim{ sup <I>(nt7h)} = sup ®(f), p-s, (2.1.4)
hl0 | ogt<i—h feK]
ot ® : H — R désigne une fonctionnelle continue définie sur (C[0,1], ||-|). En

particulier, pour ®(f) = f(1) et ®(f) = [|f|| = sup,eo1[f(x)| on retrouve les lois
(2.1.1) et (2.1.2).

Le comportement des oscillations du processus de Wiener est tres voisin du comporte-
ment du pont Brownien B(t) < W (t) — tW(1). En effet, le facteur tW (1) y introduit

une contribution négligeable par rapport aux oscillations de W(+). De plus, il n’est pas

20



2.1 Introduction

étonnant que les oscillations du pont brownien soient tres voisines de celles du processus

empirique uniforme {a,(t) : 0 < ¢ < 1}. On désigne par

an(t) = vn(F,(t)—t), 0<t<1,

un processus empirique uniforme généré par des variables aléatoires, indépendantes

Ui, ..., U,, de méme loi uniforme sur [0, 1] et on

Fn(t> = nil Z ]1[0¢](Ul)
i=1

Les travaux de Csorgo et Révész (voir le livre de Csorgd et Révész [27]) et de Stute
[101] (voir Shorack et Wellner [97]) montrent en particulier que, si h,, est une suite de

constantes positives telles que, lorsque n — oo,
h, | 0, nh, 1 oo, nh,/logn — oo, log(1/h,)/loglogn — oo, (2.1.5)

alors

o, (t+ h,) — a,(t
lim sup { ( ) ( )} =1 ps. (2.1.6)
e | 0<t<I=hn 2log(1/hy,)

On a également, sous les mémes hypotheses,

+{an(t) — an(s)}

lim sup =1 ps. (2.1.7)

Il est a noter que (2.1.6) et (2.1.7) sont les analogues respectifs de (2.1.1) et (2.1.2).
Une version analogue du résultat mentionné plus haut, de Mueller [88] et Révész [94]
a été donnée par Deheuvels et Mason [38]. Ils définissent pour tout 0 < h < 1 et tout
n>l1,

Aay(h,t;s) = ap(t+hs) —a,(t), 0<s<1, 0<t<1.

Ils montrent que ’ensemble de fonctions

{ Acty(hn, t; )

0<t<1/hyy, (2.1.8)
2hy, log(1/hy,)

a pour ensemble limite quand n — oo I'ensemble K.
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CHAPITRE 2. Module de continuité

Enfin, des formulations plus élaborées de ces résultats sur le module de continuité sont
développées dans la derniere décennie. Celles-ci utilisent la notion de processus empi-
riques locaux indexés par des ensembles ou par des fonctions. En 1994, Deheuvels et
Mason [40] traitent le cas des processus empiriques locauz indezés par des ensembles. En
1997, Einmahl et Mason [49] obtiennent des résultats CLT (théoreme de la limite cen-
trale) ainsi qu'une loi du logarithme itéré pour des processus empiriques locaux indexés
par une famille de fonctions. En 2004, Mason [86] établit une version fonctionnelle
du module de continuité pour le processus empirique local indexé par une famille de
fonctions. Ces objets sont définis comme suit.

Soit. F une famille de fonctions vérifiant certaines conditions que nous expliciterons
plus tard (voir chapitre 2.2 F.i et F.ii). Soit ¢ € [0, 1]. Soient U, Uy, ..., U, des variables
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Le processus empirique local en t indexé par
f € F est alors défini par

ol b5 f) = 023" {f(t ;nU> - Ef(t ;nU)} . (2.1.9)

i=1

Cette définition découle directement de 'écriture suivante.

an(t + hn) - an(t) = \/E(Fn(t + hn) - (t + hn)) - \/E(Fn(t) - t)

[Lioarnn (U = (¢+ hn)] = (Lo (U) ~ 1}

{
{]1[t,t+hn}(Ui) P e[t t+ hn])}
{

u t—U; t—U
=n"1/? ]1[0,1]< - ) —En[o,”( ; )} (2.1.10)
i=1 n n

En remplagant dans (2.1.9), f par une fonction indicatrice, on obtient I’égalité (2.1.10).
Mason [86] démontre que sous les conditions Fi-v (définies par la suite 55) et sous les

hypotheses (2.1.5), pour J un sous-ensemble compact de R?, avec probabilité 1, la suite
{2 1og(1/hn)) 2an (b, t5) st € T},

est presque stirement relativement compact. Il détermine son ensemble limite, prolon-

geant les travaux antérieurs de Deheuvels et Mason [38]. Ce résultat prolonge également
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les travaux de Giné et Guillou [56], pour lesquels la classe F est la classe des noyaux

continus a supports bornés.

Dans ce chapitre notre but est d’utiliser les techniques utilisées par Mason [86] pour
établir une formulation générale de convergence du module de continuité pour le pro-
cessus de Wiener indexé par une famille de fonctions. Nous verrons qu’il est possible de
déduire de ce théoreme plus général les résultats (2.1.1) et (2.1.2) énoncés plus haut.
Jusqu’a présent nous avons étudié des processus univariés mais, pour se placer dans un
cadre plus général, nous allons travailler maintenant avec des parametres multivariés.
Nous étudierons donc le processus de Wiener & parametre dans R¢. Avant de présenter
les résultats connus dans le cadre du processus de Wiener multidimensionnel, nous al-
lons rappeler quelques définitions. Posons t = (t1,...,t4) € ]Ri pour un parametre de
R%. Posons s = (s1,...,8q), t = (t1,...,tq) et notons s < t lorsque s; < ¢;,5 =1,...,d.
Notons de méme 0 = (0,...,0) € RL.

Le processus de Wiener standard dans R?, noté {Wy(t) : t > 0} est un processus centré

réel a trajectoires continues, de covariance
d
cov(Wd(s), Wd(t)> =IIs Nt
j=1

Le processus {Wy(t),t € R%} est aussi appelé processus de Wiener multivarié & d pa-
ramétres. Pour la suite nos résultats seront exprimés sur {Wy(t),t € [0, 1]}, restriction
de Wy(+) a [0,1]%. Ce processus a été systématiquement étudié, depuis les travaux de
Kitagawa (1951) [67]. En 1956, Chentsov [21] établit la continuité presque stire des
trajectoires de Wy(+). La loi du logarithme itéré pour Wy(-) est donnée en 1972 par
Zimmerman [108] (mais seulement pour le cas bidimensionnel ou d = 2). En 1973, Orey
et Pruitt [89] montrent une version analogue du résultat (2.1.1) pour le processus mul-
tidimensionnel. Plus précisément, pour s < t, on note R = [[\,[s;,#;] et la mesure de

Wy (d > 1 quelconque) sur R est définie par
Wa(R) = / AWa(u). (2.1.11)
R

(Voir I'annexe A pour la définition d’intégrale de Wiener). On note également A(R) =
d

T(h) = {R = []lsi,t:] : 0<s <t <1let MR) < hd}. (2.1.12)
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CHAPITRE 2. Module de continuité

Ils obtiennent alors avec probabilité 1,

lim su [Wal£)]
h=0Rrer(n) \/2h%1og(1/h?)

= 1. (2.1.13)

D’autres résultats concernant les accroissements du processus de Wiener a plusieurs

parametres sont obtenus en 1978 par Csorgé et Révész [26]. Ils définissent ’ensemble
Lr= ((ZT, bT {R H Si, t; C DT bT) )\(R) < CLT}, (2114)

ott Dp(br) = {(uy,...,uq) : TI w; < T,0 <uy <br}et {ap: T >0} et {by: T >0}

sont deux suites monotones non décroissantes. Ils montrent le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1. Soient 0 < ap < TV et by > TY? deux fonctions non-décroissantes
de T. Soit

67 = (2ap(log Taz" + log(log bTa;l/d + 1% 4 loglog T)) /2.
On suppose que
(i) 61 est une fonction non-décroissante de T,

(ii) Taz" est une fonction non-décroissante de T,

(iii) Pour tout € > 0, il existe 8y = Oy(e) > 1 tel que

lim sup <l+esi1<O<Lb.

0
k—00 59k +1
Alors,

limsup sup dr|Wy(R)| =1 p.s.
k—oo ReLr

REMARQUE 7. Sion prend Ap =T et by = alT/ d, on retrouve la loi du logarithme itéré
de Chung [22].

D’autres travaux sont effectués sur les accroissements du processus de Wiener multidi-
mensionnel, mais seulement en dimension d = 2. C’est le cas notamment des résultats
sur les accroissements décalés ou “lag increments” du processus de Wiener bidimen-
sionnel. Pour cela, on peut se référer aux travaux de Hanson et Russo [59; 60| et de Lu
[78; 79]. Dans la suite de 'exposé, Wy(u) sera noté W (u) pour ne pas trop alourdir les

notations.
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2.2 Premiers résultats

Dans la continuité des résultats exposés, nous allons donner une formulation du module
de continuité pour le processus de Wiener indexé par une famille de fonctions. C’est un
résultat montré par Mason [85] dont nous donnons la démonstration compleéte ici, car
elle nous sera utile dans la chapitre suivant. Dans la suite, F, inclus dans un espace
séparable, désigne une famille de fonctions mesurables de R? dans R, ayant pour support
I¢ =[0,1]¢ et étant bornées par £ > 0. On note | - |5 la norme euclidienne sur R%. La

famille F, vérifie les conditions suivantes :
Fi: limjw),—oSupser Jra(f(x) — f(x +w))?dx =0,
Fii @ limy_ supsezr fra(f(x) — f(Ax))%dx = 0,
Fiii : pourtout A\ >1,z€ Rlet f € F, f(z— \) € F,
F.iv : F est une famille de fonctions de Vapnik—é’ervonenkis,

F.v: F est une famille ponctuellement mesurable. C’est a dire qu’il existe une sous-
famille 7y de F telle que 'on puisse trouver pour tout f € F, une suite de
fonction {f,} dans Fy pour laquelle f,(z) — f(z); z € R%

F.v permet de ne pas avoir & utiliser les mesures de probabilité extérieures. Soit z € R.
Pour la définition d’une famille de fonctions de Vapnik—é’ervonenkis, nous invitons le

lecteur a se reporter a I’annexe C.

On définit le processus de Wiener local indexé par f € F en z par :

Z—1u

W(h,z f) = / f( o )dW( ) (2.2.1)

Pour la définition de l'intégrale de Wiener, se reporter au chapitre A. Voyons d’ou
vient une telle définition. Pour d = 1, étudions les oscillations W (t 4+ hs) — W (t) pour
0 < s < 1. D’apres la définition (6) de 'intégrale de Wiener, on a

t+hs
W(t+ hs) — W(t) = / AW (u)

—/]l[tt—f—hs] )W (u /11[05]( )dW( ). (2.2.2)
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CHAPITRE 2. Module de continuité

En remplagant dans (2.2.1) la fonction f par une fonction indicatrice, on retrouve

(2.2.2). On peut vérifier que W (h,z; f) est un processus gaussien, centré. Posons
W(h,2z; f) _ Jpa f(/(z —0))dW (u)

\/2hlog1/h \/2hlog1/h

Soient f; et fo deux fonctions de F. Nous allons étudier Oy, ,(f) pour z € [0,1]%

Définissons le produit scalaire sur F par

(f1, fo)r, == /[071161 fi(a) fo(u)du. (2.2.4)

Soit G([0, 1]¢) le sous-espace de Hilbert de Ly([0,1]¢) induit par F. Soit H Pespace

de Hilbert a noyau auto-reproduisant (RKHS) généré par le produit scalaire défini ci-

@h,z<f) =

(2.2.3)

dessus. Gréace au théoreme 4D de Parzen [91] p.966, 'espace ‘H peut étre représenté
de la fagon suivante. (Pour de plus amples précisions, on se reportera a 'annexe E).
Soit o (F) la famille des fonctions bornées sur F. Pour tout & € G5([0,1]%) on note
0e(f) == (f,)r,, f € F, avec @¢ € lo(F). Chaque p¢ est défini de maniere unique
par £. Alors, H = {y¢ : € € G5([0,1]%)} avec le produit scalaire (p¢,, @e,) = (&1,2) 1,

Nous pouvons donc définir une norme sur ‘H de la maniére suivante.

pell3e = (€5 €) s (2.2.5)

Soit H; la boule unité dans H. On a donc

= {0.(). 1 € Frp € Gall0,11%), on 0,(f) = [ Fwip(wdu,

[0,1)¢

(2.2.6)
avec ¢*(u)du < 1}.
[0,1]¢
Soit ¥ € Hy et € > 0. Posons
B(0) ={¢ € loo(F) : ¥ = |7 <}, (2.2.7)
en notant pour toute famille de fonctions C
[¥lle = sup [ (f)]- (2.2.8)
fec
Enfin, notons
HE — {w € lo(F) : inf |l — 9|5 < g} . (2.2.9)
YeH1

Voici la loi fonctionnelle du logarithme pour le processus de Wiener local indexé par

des fonctions, défini précédemment, démontrée par Mason [85] :
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Théoréme 2.2.1. Soit J un compact de R? d’intérieur non vide. On suppose (F.i-ii).

On pose
ve=|(1+9)"], (2.2.10)

U avec probabilité 1

alors avec hy = vy,
(a) pour tout € > 0, il existe & tel que, pour h < 6, {On(-) : z€ J} CHS,

(b) pour tout 9 € Hy et € > 0, il existe k(V,¢) tel que pour tout k > k(0,¢), il existe
z. € J tel que Oy, , () € B:().

REMARQUE 8. Ce résultat est bien une généralisation du théoreme de Mueller. En effet,

prenons pour famille de fonctions
F={lpy:teo1]}.
Cette famille vérifie bien les conditions F.i-ii. On note alors
= {00 = [ e@e: [ E@ar <1},

En appliquant le Théoreme 2.2.1 avec la famille des fonctions indicatrices, on retrouve
pour (2.1.3) le résultat de Mueller [88].

2.2.1 Démonstration de la partie (b) du Théoréme 2.2.1

Un résultat tres important pour la démonstration du théoréme est le résultat de grandes
déviations. On définit la fonction de taux I(-) sur [ (F) de la maniére suivante. Pour
tout ¢ € I (F)

I(¢) = { %f[O,l]d fz(u)du S? Y = ¢¢ pour § € Ga([0, 1]d)7 (2.2.11)
00 sinon.
De plus, pour tout B C I, (F)
I(B) = inf{I(¢)) : ¢ € B}. (2.2.12)

PROPOSITION 1. Sous les conditions du Théoréme 2.2.1, pour toute suite {my,}n>1 et

tout points z;n,1=1...,my,, on a
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CHAPITRE 2. Module de continuité

(i) pour tout fermé F de loo(F)

limsup max e,log P{O, ,, . (-) € F} < —I(F), (2.2.13)

n—oo 1<i<man

(7i) pour tout ouvert G de loo(F)

lim inf (nin ¢, log P{On,2.(-) € G} > —I(G), (2.2.14)

avec £, = (2log(1/h,)) ™"

Démonstration. Nous allons utiliser les résultats de Arcones (2003-2004) [5] et [6]. Plus
précisément voila une généralisation de son théoreme 5.2 p.28. T est un ensemble
d’indexation. On note LDP, pour large deviation principle, le principe des grandes
déviations. Dans ce qui suit, /cl) signifie I'intérieur de A et A signifie la fermeture de A.
Le résultat suivant est énoncé dans le cadre suivant. (S5, S) est un ensemble mesurable,
p est une mesure positive sur S et {f(z,t),t € T} une classe de fonctions mesurables.

La fonction de taux générale est définie par
I(z) = inf {/2_172(x)d,u(x) : /f(x,t)v(a:)du(x) = z(t), pour tout t € T} )
ou z € lo(T).
RESULTAT 1. Soient {U,(t) : t € T} une suite de processus aléatoires gaussiens et {€,}
une suite d’entiers positifs tels que €, — 0. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a.1) Pour tout s,t € T, €, ' E[U,(s)Uy,(t)] converge quand n — oo,
a.2) (T,d) est précompact, pour
(a.2) (T, précompact, p

d*(s,t) = lim e;IE[(Un(S) - U"(t))g}’

n—oo

(a.3) lim, o lim sup,, ., SUPy(s 1<, e;lE[(Un(s) - Un(t))z} =0.
Alors, {U,(t) : t € T} satisfait un LDP dans loo(T) avec une vitesse €, *. Cela signifie

que

— inf I(z) < liminfe, log P{U, € A}

€A
< limsupe, log P{U, € A} < — inf I(2).

n—oo z€A
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2.2 Premiers résultats

REMARQUE 9. On voit que le LDP dans [, (7T') est équivalent au LDP pour des distri-
butions de dimensions finies avec en plus une condition respectivement a une certaine

pseudo-métrique qui rend T totalement borné.

Vérifions les conditions du RESULTAT 1 pour T'= F et {U,(t) : t € T} = {On, 2(f) :
feFtete,=c,=2log(1/h,))" " .

Pour tout f,g € F,

61:1E {@hn,z(f)@hn,z (g)}

Y e (L AL T
" 2hy, log1/h,

<1t [ 5ol

= [, fwyg(wdu.

F étant une classe de fonctions bornées de support [0, 1], (a.1) est vérifiée. La condition
F.iv implique que le nombre de recouvrement pour la norme d est borné (voir (C.0.1),
p. 172) donc (F,d) est précompact et donc (a.2) est vérifiée. Pour pouvoir appliquer le
RESULTAT 1, il reste & montrer que

lim limsup sup €, E[(On,..(f) — On,4(9))%] = 0. (2.2.15)

n=0 n—oo 4(f,9)<n

e B(On,2(f) = On,2(9))?] =&, E[(On,2(f — 9))?]

Ul = (2 — wh ) aw (w))
=& b 20, Tog(1/hny)
1 Z—1u

- _ )22
= g>(%ﬁ)ﬂm
_ N2
= [/~ 9P

On retrouve donc bien (2.2.15). On peut donc appliquer le RESULTAT 1. La proposition
1 est alors obtenue a partir de ce résultat. La fonction de taux de la proposition 1
se déduit de la fonction de taux générale en utilisant les espaces de Hilbert a noyau

auto-reproduisant et le théoreme 4D de Parzen [91] p.966, voir p. 56 et 'annexe E. [
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CHAPITRE 2. Module de continuité

Finissons alors la démonstration de la partie (b) du Théoreme 2.2.1. On pose
Zin = Ziy,.igm = (1) igh)/?),

avec 0 < i, < my := |h;Y¢] pour 1 < 7 < d. En se rappelant de (2.2.7), (2.2.11) et
(2.2.12), pour tout ¥ € H;, pour ¢ suffisamment petit, I(B.(J)) < 1. Cela est di au
fait que la fonction I est semi-continue inférieurement (pour montrer la semicontinuité
inférieure, on se réfere a Arcones [5]). De plus B.(¥) est un ouvert. Notons P, =
P(On,.2:,(-) & Be(V) pour 1 <y, ... ig < my). Ainsi,

P, = 'HO- . 'HOP(@hn,zi,n ¢ B:())
11= 1d=

= P(Oh, ,, ¢ B(1))m "
Mn d
— (1= P, € B.) ™.

En appliquant la Propriété 1, on trouve que pour 0 < p < 1 et n suffisamment grand

P, < (1= exp{=210g(1/h)1(B.(0)}) "

in d
< (1 — exp{~2plog(1/h)}) ™ < (1 — ng)trat
< exp{(m, + 1) log(1 — 2)}.

exp{(my, +1)*log(1 — h2)} = (1+ o(1)) exp{—(my, + 1)*h7}
= (1+o0(1)) exp{—h,"*"}.

Rappelons que h,, = [(1 4+ 7)"]. On en déduit que
Y P, <.
n=1
Ainsi, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli, on trouve qu’avec probabilité 1, pour

tout ¢ € Hy et € > 0, il existe n(d, e) tel que pour tout n = n(v, ¢), il existe z, € J tel
que Oy, z,(-) € Be(V).

60



2.2 Premiers résultats

2.2.2 Démonstration de la partie (a) du Théoréme 2.2.1

On pose b(h) = y/2hlog(1/h), k > 1 un entier,

t;- 1 1
Cr(e,y) = {% ¢ Hj pour un certain t € J et P <h< . }, (2.2.16)
et
1/vk_q,t;-
Dy(g,7) = WAL /vi1, 6 ) ¢ HJ pour un certain t € J ;. (2.2.17)
b(1/ve_1)

Nous allons utiliser la forme généralisée du lemme d’Ottaviani démontrée dans Mason

>€)
s 2

Pour cela, nous utilisons un résultat de Mason [86] qui nous permet de controler les

[86]. Pour cela, il faut montrer que

sup | [sup (| ) D

b(1/v-1) b(h) <1/2. (2.2.18)

1 1
o Shey Lo

oscillations. Pour f € H, considérons le processus

Y(f) = [ f)adw ().

Pour fi, fo € F, nous notons p la pseudo-métrique usuelle

p(f1, fa) = \/E(Y(fl) Y (f2))? = \//Rd(fl — f2)2(u)du.

Lemme 2.2.2. [ existe une fonction 1(6), de 6 > 0, ot ¥(0) — 0 quand § | 0 telle

que

limsup  sup Y(H) =Y/ =) p.s. (2.2.19)

O p(f1,f2)<vVah  \/2h1og(1/h)

Démonstration. 1’idée générale de cette preuve est donnée dans Mason [85]. 11 utilise
un inégalité de concentration pour réduire le probleme au contréle de l'espérance et
applique ensuite le RESULTAT 10 p.179. Exposons ici les détails de cette démonstration.

Posons
X(fla f2) = Y(fl) - Y(f2)7
ou (f1, f2) satisfont p(fi, fa) < V/6h. On applique le Résultat 9 p.179 a X(f1, f2).

Remarquons que

o*(X) = sup { E(Y (f1) = Y(f2))* : p(f1, f2) < V6h} < 6h.
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Alors, par (E.0.1), pour tout §, n > 0 et h € (0,1),

P( s XU f) ~ EX U 1) > oy/2hlog(1/m) < 2exp { - T OEIMY

f1.f2)<V6éh

En utilisant un argument de « blocage » (partition de sommes indexées par blocs) et le

lemme de Borel-Cantelli, on obtient

sup  |Y(fi) =Y (fo)| — E|Y(f1) = Y(f2)| = o(y/2h1og(1/h)).
p(f1,f2)<V/sh
On applique maintenant le Résultat 10 (voir p. 179). Nous utilisons alors F.iv pour
borner le nombre de recouvrement, ce qui nous permet d’obtenir que

Y(f) = Y(f2)

limlimsup  sup = 0.
ONOhI0 o pa)<aR /2R 10g(1/R)

O

Rappelons ici que | - |, désigne la norme euclidienne sur R?. D’aprés F.i-ii, il existe une
fonction A(6), § > 0 telle que

lim A(9) = 0 (2.2.20)
sup sup (f(x) — f(x +w))%dx < A(9). (2.2.21)
FEF |wla<s /RY
sup  sup / (f(x) — f(Ax))%dx < A(9). (2.2.22)
feF 1-6<A<1+6 JRE

Nous aurons souvent recours au lemme suivant pour utiliser le lemme 2.2.2.
Lemme 2.2.3. Pour tout 0 < <1, t,t' € R? et h,h/ >0

sup  sup  E(W(h,t; f) — W(h,t'; f))* < A(6)h. (2.2.23)
FEF |t—t/|2<oR1/d

et

sup sup E(W (h,t; f) — W(H,t; £))* < A(0)h. (2.2.24)
FEF (1-5)d<h/h <(1+)
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Démonstration. Commengons par montrer (2.2.23).

E(W(hts f) = Wnts ) = B( [ f(th:/d> ( hlm“)dw )
PCw) sG]

=i [ [0 f<x+t;bl_/dt>rdx.

R4

Puisque [h=Y4(t' — t)|, < 6, nous obtenons (2.2.23) grace a (2.2.21). La démonstration
de (2.2.24) est similaire en remarquant que

(Wt )~ W' s )" = [ [f(th_/;‘) (5]
—h/ ( F((h/R)Yix )2)dx.
Nous utilisons donc (2.2.22) pour obtenir (2.2.24). O

Revenons a présent a la démonstration de (2.2.18). Pour 1/v, < h < 1/vg_1,

Vi—1 h
1473 1/Vk_1

< 1

avec vg_1/vx = (1 4+ 0(1))1/(1 + 7). Donc pour tout 6 > 0, en prenant vy suffisamment
petit, on obtient
(1-6)*<hxy <(1+6)%

Nous obtenons alors grace au lemme 2.2.3 que

swp s B(W(ht f) - W(L/ven 6 ) < AG) /v,

feFr (1—5)d<hl/k_1<(1+(5)d
Or, pour k suffisamment grand, b(1/v;) < b(h) < b(1/vx—1) et donc

Wi(h,t; f) W/ vg1,t; f) W(h,t; f) = W(1/vg_1,¢; f)
P( W) b1 me) 25/2) S P( b /ve ) 25/2)'

Nous appliquons le lemme 2.2.2 qui nous dit que pour ~ suffisamment petit,

I Y (f1) = Y(fo)]
1m sup sup ; 1/ )
heo P(f17f2)<\/m ( Vg1

= ¥(A(0))  ps.
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Ainsi, pour tout £ > 0, pour £ suffisamment grand et ~ suffisamment petit,

<HW(1/Vk—ht§') W (h, t;-) > ;)

b(1/ve1)  b(h)
En utilisant la version généralisée du lemme d’Ottaviani exposée dans Mason [86], nous

sup lsup P < 1/2.

1 1
o Sh<p LY

pouvons donc en conclure que
P(Cile, 7)) < 2P(Di(c/2,7)). (2.2.25)

Nous allons a présent montrer que, pour tout € > 0,
> P(Dile,)) < oo. (2.2.26)
k=1

Pour cela nous introduisons une grille de points

tig = iy, igh = (i (/v )Y g (1 v 1)V,

1/d

avec 0 < i, < (v_1)"* = Mj. Nous trouvons donc que

P(Di(e.7)) < (M + 1)dP<W(bl({7;;1_’l()); ) ¢ Hiﬂ)
+ P(IW (1 /v, 6) = WL v tis )| > 55(1/m))

< P+ Py

Etudions dans un premier temps le comportement de P; ;. Nous appliquons la Propo-
sition 1, ot F' = H — HY?. Ainsi, pour tout p > 0, 2I(F) > 1+ p et

Py < (Mg + l)d exp{—2log(vy_1)I(F)}
< (M, + 1) exp{—(1 + p) log(vx-1)} < 1.7,

et puisque v, = [ (1 + )k,
o0
Z Pl,k < Q.

k=1
Nous allons maintenant étudier le terme P,j. On utilise une inégalité de Borell (voir

Van der Vaart et Wellner [106]) p.438.
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2.2 Premiers résultats

RESULTAT 2. Soit X un processus Gaussien séparable, centré et de variance finie. Alors,
pour tout A > 0,
A2 )

P(”XH>)\)<2€XP(_2EHXH2

(2.2.27)

Nous allons appliquer ce résultat pour X = W(1/vp_1,t;-) — W(1/vg_1,tix;-) et A =
(e/2)b(1/vg-1). Or,
t—u tixr —u 2
EW(1/vk-1,t f) = W(1 /v, tips ))* = E(/d f(_l/(:l) - f(’k_l/d>dW(u)>
R V-1 V-1
1 t — ti,k 2
= — [ [£60 = s+ )] e

Vi1 1/

De plus, [t — t;x| < \/E/uk,l. En utilisant (2.2.21), nous trouvons donc que

1

E|W(1/ve—1,t; f) = W(1/veo1, tags; f)II? < A AD)

Ainsi,

{_ (2/4)(2/vi—1)log(ve1) }
8/vk1A(Vd)

e2log vp_1 }

8A(Vd)

En se rappelant que v, = [ (1 +v)*|, nous avons donc

< 2eXp{—

00
ZP27k<OO.

k=1

Donc, Y22, P(Ck(g,7)) < co. En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, on en déduit
que
P(Ci(e,y)ioenk >1) =0,

ce qui acheve la démonstration de la partie (a) du théoreme.

CONCLUSION. Le Théoréme 2.2.1 nous permet donc de dire que la suite H" = {0, (f) :
f € F,s € J} a pour ensemble limite

Hy = {@(f) ou O(f) = /{071][1 f(u)e(u)du, avec / ¢*(u)du < 1}.

[0,1)¢
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CHAPITRE 2. Module de continuité

2.3 Résultats pour des topologies plus fortes

Jusqu’a présent, nous avons utilisé des topologies induites par la norme uniforme. Mais
la norme uniforme n’est pas forcément la mieux adaptée au processus de Wiener. Pour
cette raison, Ben Arous et Ledoux [13] obtiennent en 1993 une version non-topologique
du module de continuité. En se basant sur le méme argument, Baldi et al. [8] établissent
en 1992 une loi du module de continuité pour des normes holderiennes. Deheuvels et
Lifshits [35] poursuivent cette étude et explicitent de maniere plus générale les topolo-
gies pour lesquelles la loi du module de continuité reste valable. Nous allons étendre ce
résultat pour le cas du processus de Wiener multivarié, indexé par une famille de fonc-
tions. Nous ne traiterons pas dans ce chapitre le cas du processus empirique uniforme,

mais nous citons pour le lecteur les travaux de Berthet [14].

La démonstration est inspirée de celle de Deheuvels et Lifshits [35] et repose essen-
tiellement sur l'inégalité isopérimétrique. C’est un outil qui nous permet d’obtenir
des résultats de grandes déviations sans utiliser le résultat de Schilder [95]. Pour les
définitions sur les topologies et les résultats d’inégalités isopérimétriques, on se repor-

tera & 'annexe D.

Soit 7 la topologie induite par une semi-norme mesurable || - || sur [ (F) (voir p. 173),
c’est a dire que (CO0)(i-iii) est vérifiée. C’est une semi-norme consistante si elle vérifie

les deux conditions suivantes.
W (h,0;-
(C1) P(|™55)) < 00) =1,

(C2) L’ensemble H; est un sous-ensemble compact de (H,7) obtenu en munissant H

de 7.

Nous rappelons la définition de I’ensemble H; :

My ={0u(). S € Frip € Gall0. 1)), 02 ©,() = [ flwip(wdu,

[0,1)¢

avec / *(u)du < 1}.
[0,1)¢

Enfin, nous imposons des conditions en plus sur la norme.

(C3) limy, o supgepo pr/aja [|[(W (R, 0;-) — W(h, t; ))h~12|| = 0 en probabilité,
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2.3 Résultats pour des topologies plus fortes

(C4) pour toute suite 7, tel que limy o1y =0,

Wih,t;-) W, t;-)
Vh VTk

lim  sup
k=00 <h<ry

(C5) limp_o W(\’};)H =0.
Une norme est dite (5)-consistante si elle satisfait (CO(i-iii)-C1-C2-C3-C4-C5). Nous

allons montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. Soit || - || une norme sur H, (5)-consistante. Alors,
sup liminf  inf  ||©p, . — I =0, (2.3.1)
deHy k=00 sel0,1-h,/ 4
et
lim  sup inf ||Op,..— V| =0. (2.3.2)
P00 0 —nl/ 4 Ve

La démonstration se fait en trois étapes. Les deux premieres étapes permettent d’obtenir
(2.3.2), la derniere permet d’obtenir (2.3.1).

Etape 1 (Discrétisation). Posons {(z) = \/2log(1/x), 0 = (0,...,0) et i = (i1, ... ,iq).

Soit A € (1,2]. On note pour tout k > 1, r, = X% et 35 = (ilr,i/d,...,idr,i/d) ou
0<dy,...,0q < Lr,zl/dj + 1 := my(\). Posons alors
II :P< su inf [|©, ¢ —1U >€>.
k Ogil,...,idzmk(x\) {1967-[1 H kotik H}
Nous voulons démontrer dans cette étape que
Z Iy < oc. (2.3.3)
k=1
Remarquons d’abord que
W(Tk, 07 )

IT, < mk()\)dp(ﬁinﬁf{
€M

o e(rkw(-)H > f(rk)e).

Or, on sait que W(ry, 0;-)/+/r, est une variable aléatoire gaussienne centrée. Notons
B(g,r) = {f € H : ||f — ¢g|]| < r}. Nous allons donc appliquer le RESULTAT 8 &
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CHAPITRE 2. Module de continuité

Z = W(rk,O; )/\/Fk, K= Hl, B = H — {B(O,Z(Tk)eE) -+ é(rk)Hl}; A = B(O,K(Tk)é) et

r = {(r1). Nous obtenons alors que

VW - e(rk)ﬁH > E(W@)

<1- ¢(¢_I(P{HWH < e(ma}) +€(rk)>.

On remarque alors que {(ry) — oo quand k& — oo. Nous pouvons donc appliquer
le Lemme D.2.1 avec Z = W(ry,0;:)/\/r, 0 = supgey, [[V]|7, 6 = /o, m = 0 et

R = {(ry)e. Donc, pour k suffisamment grand,

¢—1<p{HWH < Um)e}) = e,

Ainsi, nous obtenons, pour k suffisamment grand que £(r;)~" < (2m)Y2(1 + 6) et en
utilisant (D.2.3), que

P( inf
YeH,

(2.3.4)

I, < mi(A)?(1 = o((1 4 0)E(re)))
m(N)® exp{—1/2(1 + 0)?((r;,)?}

k(N exp{—(1 +0)*log(1/ri)}.

NN N

(2.3.5)
Or, d’apres la définition de my(\) et de 7y,
(L ) + 1) exp{—(1+ 0)? log(1/r4) } = (1+ o(1))A~HIO+0*1],

Nous obtenons donc que > 77 II} < oo.

Etape 2 (Continuité). Pour tout k > 1 et 0 < iy, ...,iq < mg(\), nous posons

d
Jie = Jiy iy = H[irﬁi/d, (i + 1)7“,1/(1).

r=1

Nous allons montrer dans cette étape que pour tout € > 0,

> I, < oo, (2.3.6)
k=1
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2.3 Résultats pour des topologies plus fortes

ou

Tkt ik

I, = P( max sup  sup ||Opt — O

0t sia <M (A) vy ShSry, t€ i

|>5)

Pour cela, nous remarquons que

I, < (mp(\) + 1)dP< sup  sup ||Ont — Ot ll > 5)

rrr1Sh<rg t€Joyk

Wih,t;-)  W(ret;-)

< (me(N) + 1)dP< sup

[>r)

Te+1Sh<rg b(h) N b(?”k)
t;- t
+ (my(A) + 1)dP( sup Wi, ti) _ Tka Olc, H )
tEJo;k b(’rk)

< 151,k + PQ,k-

Nous pouvons récrire P, de la facon suivante.

Wire, t;)  W(re, tig; -)
\/T—k VTr

W(re,t;) m, H
VT

Py :P< - luax sup
01,0 5ig <M (A) tedik

< mk()\)dP( su

teJox

H > é(rk)€/2>

O(ry, 5/2)

Nous posons Ni(f) = SUDy (g, 1/4)a I(f (e, 0;-) — fre, t; ))/Tl/ZH pour f € H. Nous
allons montrer que Nj est une semi-norme mesurable. En se remémorant (C0), on
voit rapidement que Ny est une semi-norme. Reste a montrer que Ny est mesurable.
Pour cela, remarquons dans un premier temps que (f(rx, 0;-) — f(re, ;) /7, rk ® est une
application mesurable comme composition de deux applications mesurables. De plus,
par (C0), on sait que ||(f(rg,0;:) — f(rg, t ,-))/'rk/ || est une application non-négative
et mesurable. Puisque les applications non-négatives mesurables sont limites de suites
croissantes d’applications non-négatives, mesurables et simples (avec un nombre fini

de valeurs distinctes), on a donc la méme propriété pour SUDy g1/ | (f(rg, 0;-) —

f(re, t; ))/rk/ ||. D’autre part, par la condition (C3), P(Ng(W) < oo) = 1, pour tout
k suffisamment grand et 8(k) := 1/¢"'(P(N,(W) < 1)) — 0 quand k¥ — oo. On
peut donc appliquer (D.2.4) pour Z = W et R = {(ry)e. Nous obtenons alors pour k
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suffisamment grand,

E(’I"k)ZZ-IQ}
30(k)?

2e%log(1/r,)
S eXp{ T 36k }
< )\—21@52/3,8(/%)2‘

P(Nk(W) < z(rk)a) < exp{ -

Ainsi, on trouve que
S Py < oo (2.3.7)
k=1

Pour calculer P, j, remarquons que

) V)| ) Wk |,y
Ainsi,

1517k<P

(wa,t; ) Wkt

e H > e(h)g/z)

N P(H (e, t; ) H 5 _ Hhe/2 >
VTk [1—£(h)/L(rs)|
En faisant le méme raisonnement que pour Py, grace & (C4) et (C5), nous obtenons
ainsi que
S Py < o0 (2.3.8)
k=1

Donc (2.3.7) et (2.3.8) nous permettent d’obtenir (2.3.6). Ainsi, en combinant (2.3.6) et
(2.3.3) avec le lemme de Borel-Cantelli et 'inégalité triangulaire, nous obtenons, pour

e arbitrairement petit, (2.3.2).

Etape 3 : Argument d’occupation. Puisque les ©,, ¢, pour 0 < iy, ..., 49q < my(A) sont

des accroissements disjoints de W (ry,t;-)/y/Tk, nous avons avec ¥ € Hy et ||V, <1,

(mi(N)+1)?
P( min €., — V] > > _ P<||@rk TS )
0t ig<mp (A)
W (ry, 0;-) £ (e
— p(|2\ ) €
( NG )i > €3
W(Tkv O; ) € (ms(N)+1)* "
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Appliquons alors le Lemme D.2.2, avec Z = W (r,0;-)/\/ri, A = B(0,el(ry)) et h =
V(7). Puisque ((ry)e/2 — oo, par (C1), on a P(W(r4,0;-)/\/mx € A) > 1/2. Ainsi,
par (D.2.5),

1 (me(N)+1)?

1
1w < (1= S exp{—5 191, (0}

1

< exp{ = Sm(\) + 1) exp{= 9], log(1/r)}}
1 0|3 1 —149)3

< exp{ — 27"/,;17“,C ”Hl} < exp{ — 5" Pl }

Or, |93, <1et ry, =A% donc

o0

> I < oo
k=1

Nous pouvons donc en conclure que pour ¢ € Hy avec |93, <1,
o : €
liminf  inf 19t — V| < 3"

k=00 tefo,1—r, M/ 4)d

Par (C2), il existe une suite {¢y,..., 95} € Hy (avec |[9;][3, < 1pouri=1,...,N)et
Supger, {minigi<n |9 — 94|} < €/2. En appliquant le résultat précédent a 9 = 9J; pour
1 =1,..., N, nous trouvons que

sup lim inf{ inf 1O, t — 19”} <
deH, k=00 S0, 1—p t/4d

DN ™

En choisissant € > 0 arbitrairement petit, on obtient (2.3.1).
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Chapitre 3

Processus indexés par des fonctions

Sommaire
3.1 Introduction ... ............ 00000000, 73
3.2 Démonstration de la borne supérieure . . . . . ... . ... 80
3.3 Démonstration de la borne inférieure ... ... ... ... 85
3.4 Pour le processus empirique uniforme . . . ... ... ... 105
3.4.1 Préliminaires . . . . . .. ... 106
3.4.2 Démonstration de la borne supérieure . . . . . ... ... .. 108
3.4.3 Démonstration de la borne inférieure . . . . . . . . ... ... 112
3.5 Conclusion .. ... ... ... .00 e e, 112
3.5.1 Topologie non uniforme . . . . .. ... . ... ... ... .. 112
3.5.2 Vitesses de convergence . . . . . . ... ... 114
3.5.3 Nouvelle démonstration . . . .. ... ... .. ... ..... 116
3.5.4 Application statistique . . . . . . .. ... ... 118

3.1 Introduction

Nous allons commencer par faire un survol des résultats obtenus dans 1’étude des en-
sembles de points exceptionnels liés aux trajectoires de processus gaussiens et aux tra-

jectoires de processus empiriques uniformes. Cette étude a été marquée, en 1974, par
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

les travaux d’Orey et Taylor [90]. Ces auteurs considérent le processus de Wiener réel

standard {W(¢) : t > 0}. Partant de la loi du logarithme itéré pour ¢, fixé,
+ h) —
lim sup Vlto + 1) = Wko)} _ 4 p.s., (3.1.1)
h—0 \/2hloglog(1/h)

ils remarquent que le comportement du module de continuité n’est pas du méme ordre.

En effet, Lévy [75] a montré que
+ t+h)— t
lim sup (V(t+h) = Wt} =1 ps. (3.1.2)
h=00<t<1-h 2hlog(1/h)

Soit 0 < A < 1. Ils considerent alors 'ensemble

E(A) = {t € [0,1] : limsup HW(t+h) — W)} > A} :
h—0 2hlog(1/h)

(3.1.3)

On voit alors que (3.1.1) et (3.1.2) impliquent les deux égalités suivantes :
P(tye E(A)is.)=0 e P(EA)=21is.)=0,

ou « i.s » signifie « infiniment souvent » (en anglais « i.0. »). Cela signifie que pour tout
A € (0,1) et tout £y € [0, 1) fixé, avec probabilité 1, E(A) est non vide et ne contient pas
to. Orey et Taylor calculent alors la dimension de Hausdorff de cet ensemble exceptionnel
et montrent que E(A) posséde une dimension fractale (au sens de non entier, voir le
chapitre 1.2 pour des rappels sur la dimension de Hausdorff). Plus précisément, ils

montrent le théoréme suivant.
Théoréme 3.1.1. Avec probabilité 1,
dmEA)=1-A* (0<A<L). (3.1.4)

En 2001, Dindar [46] généralise ce résultat pour le processus de Wiener bivarié {W (s, t) :
0<s<00,0<t <00} Soit R=[s1,8] X [t1,ts] un pavé de R%. 11 définit

W(R) = W(Sg,tg) — W(Sl,tg) — W(SQ,tl) + W(Sl,tl),

et considere ’ensemble

F(A)=50<s<1,0<t<1:limsup W(R)| >A;,
hlo \/2h%log(1/h?)

ou R désigne le pavé [s, s + h] x [t,t + h]. Il montre le théoréme suivant.
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Théoréme 3.1.2. Pour tout A € [0, 1], on a avec probabilité 1,
dim F(A) = 2(1 — A?). (3.1.5)

Le résultat ci-dessus de Dindar a été généralisé pour un processus gaussien a N pa-

rametres par Lin et Cheng [76] en 2007.

Comme nous avons vu précédemment, les oscillations du processus empirique uniforme

et du processus de Wiener sont étroitement liées (voir p.50). Rappelons la notation
an(t) = vn(F,(t) —t), 0<t<1, (3.1.6)

pour désigner un processus empirique uniforme généré par des variables aléatoires

Uy, ..., U, indépendantes, de méme loi uniforme sur [0, 1], avec
) =n""> Ti4(U;). (3.1.7)
i=1

Soit {hy, : n > 1} une suite de constantes. On imposera a cette suite des conditions

parmi les suivantes :

1) hy | Onh, Tooet0<h, <1,
nhy,/logn — oo,
log(1/h,)/logyn — oo,
nh,/logy,n — oo,
nhy,/logn — ¢ € (0, 00),
nhy,/logn — 0,
log(1/hy,)/logan — d € [0, 00),
H.8) log(1/h,)/logn — 1.

(H.
(H.2)
(H.3)
(H.4)
(H.5)
(H.6)
(H.7)
(

Les deux théoreémes qui suivent, donnent une description partielle des oscillations du

processus empirique uniforme.
Théoréme 3.1.3. Sous (H1) et (H4), pourty € [0,1) fixé, on a

lim sup H{a,(to + hn) — an(to)}

n—00 \/2h, log, n

=1 ps. (3.1.8)
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Théoréme 3.1.4. Sous (H1),(H2) et (H3), on a

lim  sup Hon(t £ hn) = an()} =1 ps. (3.1.9)

=00 <t <l —hn, 2hy log(1/hy,)

Le Théoreme 3.1.3 a été démontré par Kiefer [66] en 1972 pour tp = 0. On peut
également démontrer le résultat pour ¢y € [0,1). Le Théoréme 3.1.4 coincide avec (1.3)
dans Deheuvels et Mason [38] et étend un résultat de Stute [101]. Ces deux résultats
sont les analogues respectifs de (3.1.1) et (3.1.2).

A partir de ces résultats, Deheuvels et Mason [41] montrent en 1995 I'analogue du
théoreme d’Orey et Taylor [90] pour le processus empirique uniforme. Ils considerent

I’ensemble

— - lim su an(t + hn) — an(t)
E(A) = {t c[0,1):1 m sup TR > A} : (3.1.10)

Ils montrent alors le théoréeme suivant.

Théoréme 3.1.5. Sous (H.1),(H.2) et (H.3), pour tout A € [0,1], on a presque
strement,
dim E(A) =1 — A% (3.1.11)

De plus, pour tout A € [0,1), E(A) est presque partout dense dans [0, 1].

Deheuvels et Mason [41] prouvent ce résultat dans le cadre fonctionnel que nous expo-
sons briévement ici. Rappelons que nous avons noté (p. 50) H{ ensemble des fonctions
absolument continues sur [0,1], par rapport a la mesure de Lebesgue, de la forme
f(s) = J& f(u)du pour s € [0, 1], avec |f|§{(1J = [ f(u)?du < oo et K} la boule unité du
RKHS H}. Nous pouvons exprimer K} de la fagon suivante :

L 1.¢2
Ko—{f€H0-|f|H})<1}~
Les incréments du processus empirique uniforme sont notés
Aay,(h,t;s) = a,(t + hs) —an(t), te€[0,1—h], sel0,1]. (3.1.12)

En 1988, Mason [84] obtient une loi du logarithme itéré pour &,. Il montre plus préci-

sément le théoreme suivant. (Dans la suite, I désigne la fonction identité).
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Théoréme 3.1.6. Sous (H1) et (H}), pour ty € [0,1) fixé, la suite de fonction
{(2hy 1ogy n) Y2 Aay (B, to; I),n > 1},
est presque sirement relativement compacte dans HY et son ensemble limite est KK} .

(Mason le montre pour ¢, = 0. Deheuvels et Mason [40], en utilisant un argument
naturel, le montrent pour ¢y € [0,1)). D’autre part, en 1992, Deheuvels et Mason [38]

obtiennent le théoréeme suivant.

Théoréme 3.1.7. Sous (H1),(H2) et (H3), la suite
{(2h, log(1/h,)) " *Act, (b, t; 1),0 < t < 1 — by}
est presque sirement relativement compact dans Hy et son ensemble limite est Kj.

Les Théoremes 3.1.6 et 3.1.7 sont les analogues respectifs des Théoremes 3.1.3 et 3.1.4.
Les conditions (H1),(H2) et (H3) sont souvent appelées les conditions CRS (Csorgé-

Révész-Stute). Pour f € HY, Deheuvels et Mason définissent alors les ensembles

Acy(hy, t; 1
L(f) = {te [0,1) hmmf” nlhn, fH } (3.1.13)
nee ly /2hy, log l/h
et pour A € [0, 1],
L= {L(f) feK), /01 Flu)2du > A2} . (3.1.14)

Deheuvels et Mason [41] calculent leur dimension fractale.

Théoréme 3.1.8. Sous (H.1),(H.2) et (H.3), pour tout f € K} telle que [} f(u)*du €
(0,1) et A € [0,1), les ensembles L(f) et L} sont presque partout denses dans [0, 1] et

satisfont

dim L(f) = 1 — /Olf(u)2du et dim L} =1 — A (3.1.15)

Autour de ces recherches sur les fractales engendrées par des accroissement du processus
empirique, nous pouvons également citer les travaux de Louani et Lucas [77]. Ils étudient
le comportement de &,(h,,t;s) pour t € [0,1 — h,], s € [0,1] et h, suivant d’autres
conditions que les conditions CRS. Ils posent Sy = {f € Hy : [flxs < 0} et d, =
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

(2h,dlog, n)'/? avec d > 1. Ils définissent ensuite, pour tout 1/d < o < 1, les ensembles

exceptionnels
L'(f) = {t € [0,1] : lim inf Hm”(gm — fH = o}, (3.1.16)
et
Li(d) = {L'(f) : f € Si\S1ya et | fluy = a}. (3.1.17)

Ces auteurs montrent le théoréme suivant.

Théoreme 3.1.9. Sous (H1) et (H7), pour tout f € S1\Si/q et tout 1/d < a < 1,

1

L= Sy < dim L'(f) < 1= |flag + -, (3.1.18)

et

1
1 —a < dim(L)(d) < 1_CH_E (3.1.19)

REMARQUE 10. Une suite {h, : n > 1} vérifiant (H1) et (H7) correspond a ce qu’on
appelle des grands accroissements. Une suite {h,, : n > 1} vérifiant (H1), (H6) et (H8)
correspond a ce qu’on appelle des petits accroissements. Louani et Lucas [77] montrent

I'analogue des résultats (3.1.18) et (3.1.19) pour les petits accroissements.

Revenons au probleme des oscillations du processus de Wiener. Deheuvels et Mason [40]
ont montré 'analogue du Théoreme 3.1.8 pour les oscillations du processus de Wiener,

en notant

AW (h,t;s) = W(t + hs) — W (t).

Is considerent une fonction f € K} telle que [} f2(u)du € (0,1) ainsi que 'ensemble
S() = {1 € 0,1) i inf (2R Tog(1/h) AW (1, 1;-) — f]| = 0.

Voici, dans le théoreme suivant, le résultat qu’ils obtiennent.

Théoreme 3.1.10. Avec probabilité 1, nous avons

dim S(f) = 1 —/01 2(u)du.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons établir une formulation plus générale des résultats fractals
obtenus par Orey et Taylor [90] pour le cas du processus de Wiener multivarié indexé
par une famille de fonctions puis pour le cas du processus empirique uniforme multivarié
indexé par une famille de fonctions. Nous verrons que les résultats énoncés ci-dessus

pourront s’obtenir & partir de notre formulation plus générale.

On utilise les notations du chapitre 2.2. Rappelons que |- |, dénote la norme euclidienne

usuelle sur R? et F est une famille de fonctions vérifiant
P im0 SUD e Ja(F()) — £ + w))2dx = 0,
Fii limy_qsupscr fpa(f(x) — f(Ax))?dx =0,
F.iii pour tout A >1,ze Rlet f € F, f(z - \) € F,
F.iv F est une famille de fonctions de Vapnik—éervonenkis,
F.v F est une famille ponctuellement mesurable.

On rappelle que le processus de Wiener multivarié¢ indexé par f € F en z € [0,1]%

s’écrit sous la forme suivante.

Z—1u

W(h, z: f) = /Rd f<W)dW(u), (3.1.20)

et on pose
W(hz: f) _ Jga f(R7 (2 = w))dW (u)

~ Phlogl/h J2hlog 1/h

On note O, la fonctionnelle ©,(f) = Jj ¢ f(u)p(u)du. De plus, pour A € [0,1], on
pose

@h,z(f)

(3.1.21)

Hp = {@@(f),f c F,p € Go([0,1]%) avec /

[0,1]¢

p*(u)du < AQ} : (3.1.22)

Nous avons montré dans le chapitre 2 que, pour tout compact J de R? d’intérieur non
vide, l'ensemble {O, ,(:),z € J} est presque siirement relativement compact et admet
pour ensemble limite H;. Ce résultat nous meéne a considérer les ensembles de points
suivants, pour O, € H; et ¢ € G2([0,1]%).

5(0,) = {z € 0.1 s i inf O, — O, = 0} (3.1.23)
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Sy=J {S(@@),@w € Hi,p € G([0, 1]d),/

[0,1]¢

©*(u)du > A2} : (3.1.24)
Nous allons démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.11. Pour tout ©, € Hy et p € G5([0,1]7) tel que [i5 170 ©*(u)du € (0,1)
et pour A € [0, 1),

dim $(6,) = d (1 - /[ y gpz(u)du> et dim Sy = d(1 — A?). (3.1.25)
0,1

La démonstration de ce théoréeme est basée sur le méme principe que pour le calcul de

la dimension de Hausdorff de I’ensemble de Cantor (voir le chapitre 1.5.1, p. 42).

3.2 Démonstration de la borne supérieure

Nous allons d’abord montrer la borne supérieure du théoreme, c’est a dire pour 0 <
A <1,

dim S, < d(1 — A?). (3.2.1)
En pratique, il nous suffit de montrer le résultat pour 0 < A < 1. En effet, remarquons
que si A; < Ay, Sy, C Sy, et donc, par (1.2.4), dim Sy, < dim Sy,. Ainsi, pour tout
0<A<1,dimS; < d(1—A?). Puisque A € (0,1) est arbitraire, dim S; = 0. L’inégalité
dim Sy < d étant triviale, nous avons bien montré qu’il suffisait d’établir le résultat
(3.2.1) pour 0 < A < 1.
Nous allons exposer tout d’abord quelques notations qui nous serviront pour la suite

de la démonstration. Soit
Sa+=UJ {S(Qp) 10, € Hl,/[ y ©?(u)du > A2} : (3.2.2)
0,1
Rappelons que pour tout ensemble G on définit son voisinage dans [ (F) par

G = { € l(F)  inf 0~ V5 < €).

Nous posons donc
S(h,e,A) ={t € [0,1]*: O+ ¢ H:}, (3.2.3)
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3.2 Démonstration de la borne supérieure

et
S(e,A) ={t €[0,1]: O ¢ H is }. (3.2.4)

On remarque alors que pour tout A > 0 et tout entier mg > 1, on a
Sar € S(A/m,A).
m=mg
Ainsi, compte tenu des propriétés de la mesure et de la dimension de Hausdorff [50]
et[51], pour montrer que s¢—mes(Sy+) = 0, il suffit de montrer que pour tout m > my,
s¢ —mes(S(1/m,A)) < oo. Pour établir (3.2.1) il nous suffit donc de montrer que pour
tout 0 < A<lete>0,

s90=A) _mes(S(e, A)) < . (3.2.5)

Le lemme suivant nous permettra de controler les oscillations entre deux points. Pour

f € F, considérons le processus

Y(f) = [ ) ().

Pour fi, fo € F, nous notons p la pseudo-métrique usuelle

p(f1, f2) = \/E(Y(fl) - Y(fy))? = \//Rd(fl — f2)%(u)du.

Lemme 3.2.1. [ existe une fonction 1(6), de 6 > 0, ot (0) — 0 quand § | 0 telle

que
Y -Y
limsup  sup Y(H) f2)] =(0) p.s. (3.2.6)
RO p(frf2)<v/h \/2hlog(1/h)

Démonstration. Voir Mason [85]. O

Rappelons ici que | - |, désigne la norme euclidienne sur R%. D’aprés F.i-ii, il existe une
fonction A(6), 6 > 0 telle que

lim A(3) = 0 (3.2.7)
sup sup [ (f(x) — f(x +w))%dx < A(6). (3.2.8)
fEF |wl2<s /RY
sup  sup / (f(x) — f(Ox))2dx < A(9). (3.2.9)
feF 1-6<A<1+6 JR?

Nous aurons souvent recours au lemme suivant pour utiliser le lemme 3.2.1.
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Lemme 3.2.2. Pour tout 0 < <1, t,t' € R? et h,h/ >0

sup  sup  E(W(h,t; f) — W(h,t'; £))* < A()h. (3.2.10)
FEF |t—t/|2<oh1/d
et
sup sup EW(h,t; f) — W (R t; f))* < A(6)h. (3.2.11)
FEF (1-8)d<h/W <(1+6)4
Démonstration. Ce lemme est démontré au chapitre 2, (voir le lemme 2.2.3). O

Pour établir (3.2.1) nous avons besoin de nouvelles notations. Compte tenu de (2.2.10)

et pour des entiers K > 1 et k > 0, on pose

1
tr(iy, K) = —— pour 0 < i, < Ky et 1 <7 < d.
KVk
De plus, avec la notation i = (i1, ..., i4), nous posons

te(i, K) = (te(in, K)o (i, ).

Posons enfin

e/2
Liy,.iak(, A) = ]l{@l/ug,tk(i,K) ¢ HA/ |2 (3.2.12)
Iy (i — LK), (i + 1L, K))  sily (e, A) =1,

%] sinon.
(3.2.13)

Lemme 3.2.3. Pour K > 1 suffisamment grand, il existe presque sirement N < oo

tel que pour tout k > N,

Vi(e, A) == U Sthye,A) S |J .. U Ly k(o) (3.2.14)

l/l/k<h<1/l/k,1 0<i1<KVk Og’id<KVk

Démonstration. Soit t € Uyjpacherywe  S(h.e,A). Ainsi, ©,¢ ¢ H{ pour un certain
he1/vd1/vi_[, ce qui signifie que pour tout O, € Hy,

||@h,t - ®<.0||J-' > ¢ pour h € [1/Vga 1/”1?—1[-
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3.2 Démonstration de la borne supérieure

Choisissons i = (i1, .. .,1q) tel que t € [1%, [ts(i, — 1, K), (i, + 1, K)[. Ainsi, en utili-

sant l'inégalité triangulaire, nous obtenons

1010t 40,60 = Oullr Z 1Ont —Opllz = [Ont = On e i) |7 = [|On,ts i, )0 — Oyt i) | 7-
(3.2.15)
Nous allons commencer par borner le terme ||©4¢ — Op 4, ,x)|| 7. En se rappelant de

(3.2.13), nous voyons que

2V/d
Kl/k

Lorsque nous appliquons le lemme 3.2.2 et (3.2.10) avec § = 2v/d/K, nous obtenons

It —tr(i, K)|2 <

wup BV (1, )~ W (A 13, 0 £ < A( 250 )10t

fer

Remarquons que la fonction b(h) = y/2hlog(1/h) est croissante pour 0 < h < e~!. Nous
déduisons alors du lemme 3.2.1, pour 1/vf < h < 1/vf |, qu’il existe une fonction 1(4)
de 6 > 0, ou ¢(§) — 0 lorsque § | 0 telle que

(W(h,t; f) = W(h, t(i, K); f)]

limsup ||©n¢ — Ot (i.x0) | 7 = lim sup sup

k—oo k—oo feF 2h log(l/h)
= lim sup Y(f1) =Y (/)]
hoee p(f1,f2)< \/ﬁ \/m
< limsu Y (/) =Y (/)
p

k—o0 o1 f2)< / 2\[) _d 2de10g Vk)
<v(4(%))

Ainsi, pour K > 1 suffisamment grand, il existe presque stirement N < oo tel que pour

tout k > N,
1Ont — Onuiollr < /4. (3.2.16)

De maniere analogue, nous nous occupons maintenant du deuxieme terme de droite
de (3.2.15). En remarquant que 1 < h'4y, < vy, /vi_1, nous appliquons le lemme 3.2.2
et (3.2.11) puis le lemme 3.2.1. Pour K > 1 suffisamment grand, nous obtenons qu’il

existe presque stirement N < oo tel que pour tout £ > N,

1Ot (i,70). @1/V e ( zK)H]-' /4. (3.2.17)
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Ainsi, nous déduisons de (3.2.15), (3.2.16) et de (3.2.17) que
||@1/1/Z,tk(iK -0 ||f /2.
D’apres (3.2.12), cela implique (3.2.14). [

Ce lemme implique par conséquent que nous ayons, pour tout A € (0, 1), la majoration

Kuy, Ky, 9 (1-A2?)
sd(1=A%) _ mes(Vi(e,A)) Z Z ( \/_) Liy, gk (8, A),

i1=0 iq=0 Kyk

et donc

S0 es(Spe) < Y {sd(l—AQ) — mes(Vk(E,A))}
k21

de

2
4145 ]1%1 77777 id7k(57A)

On note S; = ZKV% . ZK"]“ Li,.i,k(e,A). Alors, pour établir I'inégalité (3.2.1), il

1= iq

suffit de prouver que

o9 Ky Ky 2\/8 d(1-A?)
Sk z---z() TRER
k=1 Kl/k

i1=0  ig=0

2v/d
< ES < 00. 3.2.18
<3 (K) <0 3218)
Or, dans cette derniere formule,
I('l/].C Kl/k 9
ESi= > Y POumpnan(f) ¢ H")
i1=0 1q=0

= (Kvg + 1) PO ye0(f) & H3),

en notant 0 = (0,...,0). On utilise alors la PROPOSITION 1 (p. 57) sur les grandes
déviations avec g, = (2logvy) % et F = [(F) — HZM. Or pour p > 0, 2I(F) > A* + p.

On obtient alors les inégalités

ES), < (Kvp + 1) exp{—2dlog v (A% + p)/2}

<
< (Kvp + )% d(A +p).
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

(&

d(1—-A?)
K) (v + D)% O = (1 o1 = (14 0(1)(1+ 7).
k

Cela nous permet bien d’avoir (3.2.18) et donc (3.2.1).

3.3 Démonstration de la borne inférieure

Dans cette partie, nous allons montrer que pour toute fonctionnelle ©, € H; associée

a une fonction ¢ telle que 0 < A* = [, 10 p*(u)du < 1,

dim S(©,) > d (1 — /[o,l]d goz(u)du> : (3.3.1)

Fixons A € (0,1). En prenant A = A et ¢(u) = A, pour tout u € [0,1]¢ et puisque
S(©,) C Si, on obtient alors que dim Sy > d(1 — A?). Ceci, combiné avec (3.2.1), nous
donne pour 0 < A < 1,

dim Sy = d(1 — A?). (3.3.2)

Pour A = 1, nous savons que dim S; > 0 car la dimension de Hausdorff est toujours
positive ou nulle. Ainsi, en combinant ceci avec (3.2.1), nous trouvons que dim S; = 0.
Pour A = 0, en utilisant les propriétés de la dimension de Hausdorff [50] et (3.3.2), nous

obtenons les égalités suivantes.

dim Sy = dim ( U Sl/m) = supdim Sy, = supd(1 — m™?) =d.
m>1 m2>=1 m2>=1

Dong, il suffit de montrer (3.3.1) pour A € (0,1). Un des outils principaux de la

démonstration de (3.3.1) est le lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Soit A € [0,1]¢ tel que A = N3_, B, 0t By 2 Ey D ... est une suite
décroissante pour linclusion, de la forme E,, = Ufc\/[:"i Lk ot {Ly 1 < k< My} est
une collection de pavés d’intérieurs disjoints de R?, tels que

lim

m—00

max |Imk\] =0et lim M, = oo. (3.3.3)

1<k<Mm
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Supposons maintenant qu’il existe deux constantes A > 0 et 6 > 0 telles que, pour
tout pavé I C [0,1]¢ tel que |I| < A, il existe une constante m(I) telle que, pour tout
m = m(I),

My(I) = #{lmr CI:1< k< My} <M, (3.3.4)

alors, on a s¢ — mes(A) > 0.
Démonstration. Voir le lemme 3.5 de Deheuvels et Mason [41]. O]

Nous allons donc utiliser ce lemme en prenant pour A un sous-ensemble bien choisi de
S(0,) et ¢ = d(1 — A* —n) pour > 0 suffisamment petit. Ceci nous permettra de dire

que
SUN) _ es(5(0,)) > 51071 — mes(A) > 0.

En prenant n > 0 arbitrairement petit, on compléte ainsi la démonstration de (3.3.1).
Nous allons voir dans la suite comment construire ’ensemble A. Tout d’abord, nous
allons introduire quelques notations nécessaires au déroulement de la démonstration.

Soit {h, : k > 1} une suite de constantes telle que
(Hl) hk—>0,k’hﬁ—>ooet()<hk<1,

(H9) Pour tout 0 < ¢ < 1 et pour tout k suffisamment grand,

> hytexp{—h;;°/2} est une série convergente.
k>1

Pour tout k > 1 on pose my = |h '] et t(i) = (i1hg, ..., iqhi). On définit également
pour tout € > 0

Wie(e) = {(tk(i1)7 e 7tk(id)) L <, i <

(3.3.5)
||®hk7tk(i) - @SﬂH}- < 6}7

Uso(e) = {t € 10,1 O, — O] < g} (3.3.6)

Nous définissons le e—wvoisinage d’une partie mesurable V' C [0, 1]¢, pour € > 0, par

N(e, V) = U [z — e,z +e). (3.3.7)

x=(21,...,zq)EV 7=1
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

Nous montrons le lemme suivant, ou la fonction ¢ est définie au lemme 3.2.1. C’est un
résultat primordial dans la démonstration, car il nous permet de travailler uniquement
sur les points de la grille, mais d’obtenir des résultats sur tous les points de [0, 1]% si le

pas de la grille est suffisamment petit.

Lemme 3.3.2. Pour tout e € (0,1) et 6 = 0(c) < 1 tel que ¥(df) < ¢, il existe presque

sturement un ko(e,19) tel que, pour tout k = ko(e,v),
N(0hy/", Wiy(e)) C Urpl(20). (3.3.8)

Démonstration. Soit ty(i) = (tx(i1), ..., tx(ia)) € Wio(€) et t = (t1,...1q) € [0,1] tel
que, pour tout 1 < r < d, on ait |tx(i,) — ¢, < Hh,lc/d. L’inégalité triangulaire implique

que

1©n6 = Opllz <[Onit = Onytn 7 + Oni iy — Opll#

En utilisant le lemme 3.2.2 et le lemme 3.2.1, nous pouvons affirmer que, pour tout

e > 0, il existe ko(e) tel que, pour tout k > ko(e)

H@hk:t - @hkvtk(i)H]: < ¢(d9)

Ainsi,
Oyt — Onytrtiy|l 7 < €.
Donc,
[Oh,t — Oull 7 < 2e.
La conclusion du lemme est ainsi immédiate. 0

Pour la suite, pour tout € > 0, on pose § = 6(¢) comme dans le Lemme 3.3.2 et

ko(g) = ko(e,0(¢)). Pour toute partie mesurable E C [0, 1]¢, posons

mk(E) = #{(217 e ;id) 20 <0, tg <M,
d (3.3.9)
TT i), i + 1)) € E}

r=1
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

ainsi que, compte tenu de (3.1.21)

Niole) = #{(il, cvia) T 1<, i <y

(3.3.10)
[©niut = Ol < e}
Posons de méme, pour toute partie mesurable £ C [0, 1]%,
Neoles B) = #{(in, i) 1 < iy <
(3.3.11)
(tu(ia), - ta(i) € B, €1 — Ol < .
Enfin, pour tout 0 < iy,...,ig < my, posons
Xil ,,,,, iq — ]]‘{He)hkytk(i) - @90”}' < 5}' (3312)

On observera que les X; sont indépendants et identiquement distribués et suivent une

loi de Bernouilli, la probabilité de succes étant donnée par
pk(é“) = P(XO = 1) = P(”th,o — @wH]—' < 6), (3313)

ou 0 = (0,...,0). Les trois lemmes qui suivent (lemme 3.3.3, lemme 3.3.4 et lemme
3.3.5) sont des résultats qui nous permettent de mieux appréhender et évaluer les quan-

tités que nous venons d’introduire.

Lemme 3.3.3. Pour tout § € (0, \?), il existe des constantes 0 < §' < §, g9 = €0(d) > 0
et un entier ky(e,0) > 1 tels qu’on ait, pour tout € € (0,¢g¢] et tout k > ki(e,9),

pe(e) =0 = hY (3.3.14)
Démonstration. On note
N.(O,) = {2 € Lul#) £ [E(f) — 0,1 < <}. (3.3.15)

Rappelons la définition de Oy, 4, i) (3.1.21) ainsi que celle de py () (3.3.13). On constate

que
pi(e) = P(Onny € Ne(©y)).
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

En posant G = N.(©,,), on remarque que G est un ouvert de /o (F). On peut appliquer
la PROPOSITION 1 (ii) en prenant £, = (2logh,')~!. On trouve alors que pour k

suffisamment grand,

pi(e) = exp{—e; I(N(,))} > exp{—2log(h; ") I(N(,))}.

Or, I(N.(0,)) < I(0,) = A*/2. Donc, pour tout § > 0 fixé, il existe un £y(8) > 0 tel
que pour tout € € (0,e0(d)], A*> = < 2I(N:(©,)) < A% On obtient donc (3.3.14) en
choisissant §" € (0, \* — I(Ne(0,))). O

Soit E une union de pavés d’intérieurs disjoints de volume supérieur a S > 3%h;,. Alors

le résultat suivant est vérifié (on note vol(E) la mesure de Lebesgue de E) :

Lemme 3.3.4. Pour tout k > 1,

d
vol(E) 2h/"\ " vol(E) vol(E)
<[1- < mu(E) < . 3.1
3dhy, ( S1/d hy, mk( ) hi (33 6)

Démonstration. Puisque myg(.) est une fonction additive, il suffit de montrer le résultat
lorsque E est un pavé de [0,1]%. La partie droite de (3.3.16) est évidente puisque
myg(E)h < vol(E). D’un autre coté, pour tout k > 1,

o1/
him(E) = (vol(E)/* — 2h/")* > vol(E) (1 - \’01(1%)1/”[)

2\ vol(E)
> vol(E) 1_Sl/d > T

On retrouve bien (3.3.16) O

Lemme 3.3.5. Soite € (0,&q) ot &g est défini dans le Lemme 3.5.3 et soit § € (0,1—\?)
fixé. Pour tout o € (0,1) il existe presque sirement un entier kao(e,0,8) > 1 tel qu’on

ait, pour tout k > ks(e,0,0),
| Nio(e, E) — mi(E)pi(e)| < omi(E)pr(e), (3.3.17)

pour tout E, ou E est une union disjointe de pavés de mesure de Lebesgue vol(E)

s C o 1-A2—
supérieure ¢ hy " ~°
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Démonstration. Puisque Ny, (e,.) et my(.) sont des fonctions additives, il suffit de
montrer (3.3.17) lorsque E = I est un pavé de [0,1]? de volume vol(I) > h,i_’\t‘s.
On fixe ¢’ et ¢’ tel que 0 < 0’ < o et 0 < §’ < 4. On va montrer qu’il suffit de prouver

le lemme lorsque E' = J est un pavé de la forme

1:[ tk Zr tk Zr —|—€(k))))

défini pour 0 < i1,...,iq < 2my, et avec {(k) = Lh,;(’\2+6/)/dj. Pour vérifier cela, sup-
posons que (3.3.17) soit vrai pour E = .J, 0 = o’ et 6 = &'. Soit K (k) := [hd ~°]. Par

(H1), on peut choisir k(d,0) < oo tel qu’on ait, pour tout k > k(4,0),

3 < K(k), (3.3.18)
3%y, < hi N0, (3.3.19)
d
o 1+ 4/(K (k) —2)
(1+U){ RPN CETr < (1+0), (3.3.20)
- k

et

/ d
1_ 2h(>\2+6 )/d
i ) (3.3.21)

1_‘7<(1_0/){1+4/(K(k)—2

Pour tout £ > 1, on a
vol(I)'/4 J

hi,

On remarque que K > K(k) — oo. Pour k > k(§,0), il existe (K + 2)¢ intervalles
disjoints Ji, ..., Jx oy de la forme [T0_, [t (i,), i (ir + £(k))] tels que

(K~2) (K+2)?
U Lcrc (U J.
=1 (=1

1-A2—¢’
~ hy

Etant donnée la forme des intervalles Jg, on voit que vol(Jy) . De plus, on a

les inégalités suivantes :

(K — 2)%ol(J;) < vol(I) < (K + 2)%vol(J).
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

Ainsi, en appliquant les Lemmes 3.3.4 et 3.3.5 pour £ = J,, on en déduit que, pour

tout k suffisamment grand, on a

(K+2) (K+2)¢

Nyoo(e, 1) Z Niole, J) < (1 +a){ ; mk(Jg)}pk(e)
< (K + 2)d(1 +0o )vol(Jl)h,:lpk(e)

( d

< a1+ ool Dl ()

1+ 25

< (1+ 0/){W}dmk(1)pk(s)
< (L4 o)mu(1)p(e).- (3.3.22)

Un argument similaire montre que

Ny (g, 1) U:X? Nio(e, Jo) = (K — 2)* Ny (e, J1)
> (K = 2)(1 = o")my(J1)pi(e)
> (K = 2001 = o) IR a0y )
_ (K -2y YOUD) () gt

= (Ki—l—Q)d(l_o-) hk (
_ op(A2+d)/d ¢

> (- )2 Do)

> (1 - o)me(Dpi(c). (3.3.23)

Ainsi, on a donc vu qu’il suffit de montrer le lemme lorsque E est un pavé J de la forme
d
H tr(iy), tr(iy + £(K))] avec 0 < i, < 2my et 1 <7 < d. (3.3.24)
On note que le nombre total de pavés de cette forme est inférieur & h,'. Pour tout

k> 1 soit Qp = P(Ny,(e,J) > 151) ot 11 = (1 4+ 0")my(J)pr(g). On va alors utiliser
le résultat suivant démontré par Deheuvels et Mason [41]
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

RESULTAT 3. Soit Sy une variable suivant une loi binomiale de paramétres N et p.

Alors, pour tout r € [1,00],
P(Sxy = Nrp) < exp(—Nph(r)), (3.3.25)

et pour tout r € [0, 1],
P(Sy < Nrp) < exp(—Nph(r)), (3.3.26)

ot h est la fonction de Chernoff associée au processus de Poisson standard. Celle-ci est

définie par

rlogr —r+1 pour r > 0,
h(r)=14 1 pour r =0,
00 S1nomn.

On applique ce résultat pour Sy = Ny (e, J), p = pr(e), N =my(J) et r =140’ On

obtient alors, pour k£ suffisamment grand

Qi < exp{—mi(J)pe(e)h(1 + ')}
De plus, pour k suffisamment grand, on a

vol(J)/4
hy!?

Ainsi, en appliquant le Lemme 3.3.3, on constate que pour k suffisamment grand,

!
mk(J)>[ —2] > —p N

1. .
hilQr < byt exp{—ih,;‘S h(1+ o)}

(H9) permet d’affirmer que 35°, hy'Qr < co. Donc, en appliquant le lemme de Borel-

Cantelli on trouve qu’on a presque stirement, pour tout k£ suffisamment grand,
Nip(e, J) < (14 o")my(J)pi(e).

De la méme maniere, on définit Ry = P(Ny (¢, J) < ria) ot rpo = (1 —o")my(J)pr(e).
Par un raisonnement analogue on montre qu’on a presque stirement, pour tout k suffi-
samment grand,

Nio(e,J) = (1 — o' )ymy(J)pr(e).
On a donc bien montré que (3.3.17) est vérifié pour les E de la forme E = J ou J

est un pavé de la forme (3.3.24). Ceci permet de conclure la démonstration du Lemme
3.3.5. -
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

REMARQUE 11. Notons ici que dans le lemme 3.3.5, le choix de ks(e,0,0) se fait
indépendamment de E. En effet, ky ne dépendra pas de E, seulement du volume de F,

mais la condition du lemme vol(E) > h,lc_v_‘S supprime la dépendance.

On va montrer a présent qu’il existe une suite d’ensembles Ei, Es, ... satisfaisant les
conditions du Lemme 3.3.1 et telle que A = Nyr_, E, € S(0,). Le raisonnement se
déroule en trois étapes. Dans ’ETAPE 1, on établit I'existence d’une telle suite, par
un argument de récurrence. Dans 'ETAPE 2, on montre que {E,, : m > 1} satisfait
(3.3.4). Enfin, ’ETAPE 3, on applique le lemme 3.3.1 pour montrer (3.3.1).

ETAPE 1 : EXISTENCE DE FE,,. Dans un premier temps, nous introduirons plusieurs
suites que nous utiliserons dans la construction de E,,. Nous choisissons donc deux

suites de constantes non-négatives {o,, : m > 1} et {d,, : m > 1} telles que
(1li) 0 < o, < 1/2, pour tout m > 1,
(1) T2 (1 + 09)/(1— 03) < 2,
(liii) 09 = 0, d,, = 0, pour tout m > 1,
(1iv) Soe_i 0 < 1/3 < gmin(A%,1—\2).
Soit A, = Y1t dk. On remarque que pour tout m > 1,
A, < émin()\Q, 1— M%),
et 0 < 6, < A,, < 1. De plus, on choisit deux suites décroissantes de constantes
{em :m =1} et {6, : m > 1} telles que
(21) e1<1,em 1 0, & < O,y
(21i) O < (1/2)e7,,
(2iii) d¥?(1 + 26,,_ )d(l_)‘Z_QAm‘l) < ljf/‘g’;m7
iv) 07, 1/(1 = On1)? < 0 /2,
) (1= 00)7 < (14 0/ (2021 = 1))/ (1 + (1/2) o).

REMARQUE 12. L’existence des suites {o,, : m > 1} et {J,, : m > 1} est assurée
en prenant des suites qui convergent suffisamment vite vers 0. Les autres conditions

imposent une relation d’ordre sur trois des suites :

0., < em < 0p,, pour tout m > 1.
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

La relation avec la suite {0, : m > 1} est donnée par les conditions (2iii-iv-v), qui im-

posent que o, tende vers 0 moins vite que #,,. Ces quatre suites sont donc compatibles.

Pour la suite, on choisit ks (., 0m, 0m) = k1(€m, Om) = ko(em) définis dans les Lemmes
3.3.2, 3.3.3 et 3.3.5.
Les ensembles E,, sont construits par récurrence. C’est a dire qu’étant donnés F,,_; et
{Mp1,km-1, Ef,_1}, on construit E,, et {M,,, k., E¥,}. Les constantes M,, 1, k1 et
I'ensemble £ _, sont définis ci-dessous.
Soit

ko=1, Lo=1, DMy=1, (3.3.27)

et pour m > 1
= Ophy/® et LE,_ = Ly — Ly (3.3.28)
On choisit k,, un entier positif tel que les conditions suivantes soient vérifiées
(31) kp > max{ky_1,k2(€m, Om, om)},
(3ii) 3ULy, < 3%hy/" < BN e oL

)
(3iii) Ly, /(L 1)? < 1+ (1/2)0m,
)

2hl/cl
(3iv) 1— < (1-— L:n,l)d’
Sm
(3v) Zhﬂ}fgn_l < 0% pour m > 2,
kEm—1

(3vi) 2(1 — 374 ~hym < 02, pour m > 1,
(3vii) 6k < 0L M,_1(L5, ;)% pour m > 1.
En utilisant (H1), on peut bien choisir k,, tel qu’on ait (3i-3vii). Maintenant, pour tout
> 1, étant donnés k,,, et {M,,—1, km—1, E,_ }, on va définir les ensembles F,,, £, et
I'entier positif M,,. On pose
d

B, = U IT [teo. (ir): tr i) + Lun, (3.3.29)
1<i,eenir <My, r=1
(thp (81)5- st ey, (10)) EWiyyy o (Em)NES, g
avec Ey = [0,1]?
E: = U IT [thn (ir) st (i) + L3, (3.3.30)
11 ey SRy, r=1

(trepn (11) 505ty (id))EkaW(Em)ﬂE;‘n_l
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

avec Fy = [0, L;]%. En se rappelant de (3.3.11), on pose My = 1 et, pour tout m > 1,

Mm = Nkm,@(€m7E;1—1) = #{(21, P ,id) : 7:1, ce 7id = 1, ey Mgy

(3.3.31)
(tkm (il), N (Zd>> € ka,<p<€m) N E:nfl}'

Il est alors évident que pour tout m > 0, E,, (resp. E* ) est une union de M,, pavés de
longueur Ly, (resp. Ly,) qui seront notés I, , (vesp. I, ,) pour £ =1,..., M,,. De plus,
ces pavés sont disjoints puisqu’on a bien tg (i) + Ly < ty, (ir + 1) et tg, (i) + L, <
tx,, (ir + 1) par (3ii). On peut donc noter

Mp, M,
Bn=UlIne et E,=U I (3.3.32)
=1 =1

Cette construction montre que
E,.CE,, e E CE . (3.3.33)

Ainsi, pour le procédé de récurrence, il ne reste plus qu’a vérifier que M,, > 1 pour

tout m > 1. Pour cela, on va utiliser le lemme suivant.
Lemme 3.3.6. On a My(L3)? > (1 — 3744, De plus, si M,,_1 = 1 pour m > 1, alors
M, (LE)E > by +om, (3.3.34)
Démonstration. (3.3.27) et (3ii) impliquent conjointement que
Mo(Lg)! = (L))" = (Lo — L1)* = (Lo = 37Lg)* = (1 = 379"

Supposons que { My, hy, Ex, E; } soient définis pour tout k € {0, ..., m—1} et supposons
que M,,—1 = 1. On va appliquer le Lemme 3.3.5 pour 6 = 0,,, 0 = o, et £ = E* ;.
vol(Ef, 1) = My, _1(L:, )¢ > (L, )% > h,lc;)‘Q*‘Sm en utilisant (3ii). En se rappelant
de (3.3.31), on obtient par application du lemme :
M,
My, (B 1) Pk, (€)

1—0,, < <1+ 0,,. (3.3.35)

On peut aussi appliquer le Lemme 3.3.4 avec k = k,,, et S = (L, ,)¢, pour obtenir que

vol(E7, )
by,

(1 2hilw/f ) Ivol(E7, )

<my, (E5, ) <

(3.3.36)

m
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Grace a (3iv), on voit alors que

E*
M, (1) < hil. (3.3.37)

1— o, hit € —m\Emot)
o)l < 3, (T

En utilisant le Lemme 3.3.3, pour k& = k,,,, 0’ = 0,, et € = &,,,, on trouve
=0 < i (Em).- (3.3.38)
Gréace a (3.3.35) et (3.3.37), on obtient les inégalités

(1= o) ?hi ™ < (1= 000) ki Pt (Em)

M,y, my,, (E,_1)
< m m . €m
mkm(E:;m—l)pkm<€m) Mmfl(L:‘n—l)dpk (En)
M,,

< —m 3.3.39
Mm—l(L:nfl)d ( )

Par (1i), on note que pour tout m > 1, on a les inégalités 1/2 < 1 — 0,41 et 1+ 0,41 <

3/2. On obtient alors que

1
1/6 < (1—0p)——. 3.3.40
J6< (1= ) e (3:3.40)
A Taide des derniéres inégalités et de (3iii), on obtient que
L x  \dpA?
66mMm—1(Lm—l) hkm
1—o0,)? 2
X uMm—ﬂLjn—lyhlzl—M hkm'ggz
(1 + Um—i—l) "
1
< Myy——— L% < M, (L)% (3.3.41)
1+ Om+1
En utilisant (3vii), on trouve alors
Mo (L) = by +om, (3.3.42)
Cela acheve donc la démonstration du Lemme 3.3.6. O

Ainsi, a 'aide du Lemme 3.3.6, nous sommes donc en mesure de montrer que M,, > 1
pour tout m > 1. En effet, avec (1iv), on voit facilement que A\ — 146, < —2/3(1—\?).

D’autre part, avec (2ii), 6, < (1/2)e2, < 1/2. Ainsi, L}, < L,, < h,lcfnd/Q. On utilise le
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

2dh];r1l+>\2+6m 2dh_2(1 A%)/3

Lemme 3.3.3 pour voir que M, > . Ainsi, cette inégalité

=
combinée avec (H1) et hy, < 1 implique que M,, > 2¢ > 1.
Cette derniére propriété établit 'existence de {M,,, kp, En, EY}, pour tout m > 0.

ETAPE 2 : PROPRIETES DE E,,. Dans cette étape, on prouve existence de constantes c,
d et A telles que l'inégalité (3.3.4) du Lemme 3.3.1 est vérifiée pour tout pavé I C [0, 1]%
avec |I| < A. LI’ ETAPE 2 est la plus longue, car nous devrons nous ramener a plusieurs
situations possibles pour I. On voit, en se rappelant de (3.3.4) et (3.3.11), que pour
tout pavé I C [0,1]¢ et tout m > 1

Mm(I) < Nkm#’(gma])' (3343)

Nous sommes alors amenés a considérer différents cas.

Cas 1 Pour m > 1, I C I,_14, pour {y € {1,..., M,_1},
Cas 2 Pourm > 1, I NIy, # @, pour o € {1,..., M1},

Cas 3 Pourm=>1,INI, 1, =2, Y0 {l,..., My}

Cas 1. Pour tout m > 1, on suppose que I C I,,_14, ou by € {1,..., M,,_1}. Il faut

alors considérer 3 possibilités.

Possibilité 1a. On suppose que vol(I) > hy *~°" (Cela est possible par (3ii)). On
applique le Lemme 3.3.5, avec 6 = 0,,, 0 = 0,,,, £ = I et k = k,,,. En combinant ceci
avec (3.3.43), on obtient alors que
Mo (I) < (1 + o)y - vol(1)pg,, (em). (3.3.44)
Lorsque m > 2, on obtient que
vol(1) < vol(L—14y) = Ly = 0% by, < -

Donc, en utilisant le Lemme 3.3.6, on obtient les inégalités

My (L 1) 2 By 20mt > yol(1)Y+m=,
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Ensuite, a 'aide de (3.3.38) et (3.3.39), on trouve que

Mm([) _ Mm—l(L;kn—l)de(]);
M,, M., My (L —1)?
< et ORI o) 3
1 m 1
ST Ul T
< <(11j;:))2v01(1)1A25m—1 < mdd/Q(lAQsz_l)u’dd)\zdém_l.

(3.3.45)

Quand m = 1, on sait que My(Ly)? > (1 — 37%)% donc, en utilisant les inégalités

précédentes, on obtient que

1—|—0’1

<(1 =39 ——_vol(I
i SH ) (1_01)2‘70( )
g L+ _ —dy— 1+O’1 _ )2
< 1_3d d dd/2[d< 1_3d d dd/ZId(l /\)'
(-3 Iy < gy g

Possibilité 1b. On considere la situation ou
(Orhy/ M2 /2 < vol(I) < by Y0,

Dans ce cas, il est toujours possible de trouver un pavé I’ tel que I C I' C [0, 1]¢ avec
vol(I') = hi =% 1Tl est alors facile de voir que hy,, < 6;,1(2vol(1))/? et donc que

iAo L 90 dyol (1)1 ~20m, (3.3.46)

Pour tout m > 2, on applique (3.3.45) en remplagant I par I'. En combinant ceci avec
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'inégalité précédente et (3v), nous obtenons

/
M,,(I) < M,,(I') < 140, v
M, M,, (1 —0m)?

1 + O’m 1— )\2 m 7)\276777,71
STt e
B L
B (1 s )2 km h)\2+6m 1
m km
1+opn, 1-A2-26,m 0 n—d hy
< ﬁ\’()l([) " 20, Py m—
(]' O-m> hkmfl '
T+onm
< (1+0)2v01(1)1_>‘2_25m
1+on, dfd/2(17/\2726m)‘[‘d*dV*?d‘Sm_ (3.3.47)

h (1 - 0m>2

Pour m = 1, on applique le méme résultat que dans le cas précédent en remplacant [
par I'. En utilisant (3vi), on obtient donc que

1+O'1

—d\—d
Ml < (]. -3 ) mVOl(I/)
—d\— 1 -+ 01 2
< 1—3 d dihl Ae—
1
<(1- 3d)d<1+“1>2291dv01<1)“2251h§11
< (1]- + 01)2d—d/Q(l—)\2—2§1)|I|d—d)\2—2d§1 ' (3348)

Possibilité 1c. Enfin, on suppose que Vol(I) (O hl/d)d/Q. En rappelant que, pour tout
t=1,..., M, onavol(l,,) = (6, h )d. Donc, pour tout m > 1,

=0. (3.3.49)
Ainsi, en comparant les résultats obtenus pour toutes les possibilités du cas 1, on

conclut que pour tout I C [0,1]¢ vérifiant I C I,,,_14,, pour o € {1,...,M,, 1}, on a

les inégalités :

99



CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

< d /2(1—-X?—261) I d—dA*—2dd1 3.3.50
M, (1 _ 0_1)2 | | ) ( )
Mm(l) < 1+ Om dfd/2(17A2726m)‘[|d7d)\272d6m pour m > 2. (3351)

~
M,, (1—0m)?
Cas 2. On est dans le cas ou I n’est pas nécessairement un sous ensemble d'un I,,,_1 g,.

Possibilité 2a. Supposons que £y € {1,..., M,, 1} soit 'unique entier vérifiant
INLy_14 # 2.

Soit I' := I N I,—14,- Nous avons l'égalité M,,(I) = M,,(I'). De plus, I’ vérifie les

conditions du cas 1. On trouve donc, en utilisant (3.3.51), que pour tout m > 2,

M, (I) L+om o _apa-n2- —d\?—
) M g d/2(1=X2=28m) | 7| d—d\>~2dm, 3.3.52
o ﬂdfd/%lf)ﬁfﬂsm)|I‘d*d)‘272d6m. (3.3.53)

h (1 - Um)2

Possibilité 2b. Supposons que [ vérifie I N I,,,_1, # & pour au moins deux valeurs
différentes de ¢ € {1,..., M,,_1}. Pour tout m > 1, on appelle H(m) la propriété
suivante : V.J C [0, 1],

M ﬁ (1 + Uz) d/2(1—)\2_2Am)|J|d—d)\2_2dAm ol A = EWL: 5k (3354)

m 1_02

REMARQUE 13. Pour m = 1 et pour tout J C [0,1]¢, (3.3.50) implique (3.3.54). De
plus, pour tout m > 1 et J vérifiant les conditions du cas 1, (3.3.51) implique (3.3.54)

et (3.3.54) est encore vrai pour tout m > 1 vérifiant les conditions du cas 2a.

Dans la suite, OA signifie la frontiere de A et A signifie I'intérieur de A, pour A C R¥,
kE>1.

Lemme 3.3.7. Soit m > 2. On suppose que H(m — 1) est vrai et que J C [0,1]¢ un

pavé tel que
Mm—l o
oIN U I morpe=2. (3.3.55)
=1
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Alors, on a

M, (J) < 1+ (1/2)0m {5 (1 +Uz'> 4= U20-N =28 0) | 1A=V =208 (3.3.56)
M., l+on \l—o0;

Démonstration. Par (3.3.55), on voit que

M, (J) = Z My (I—10).

1S Mm—1
Im—l,ZgJ
Ainsi,

Mm(J) _ Z Mm([m—1,€>

Mn oG, Mm

I—1,0CJ
Mm<]m—1,€>

Im—l,lg‘]

De plus, par (3ii), on sait que vol(I,,_1,) = L%, |, > h,lc;)‘z_‘s*”. Donc, I,,,—1 4 satisfait les
conditions du cas la. On applique donc (3.3.45) en remplagant I par I,,_1, et vol([)

par L,, 1 et en utilisant (3iii),

M (In-1.4) < l+om .4 ;
X _ 2 “m—1 * d
M,, (11 +(;m) Miyp-1(Ly,—1) 1 (3.3.58)
Ao,y Ol

Ainsi, en combinant ’hypothese de récurrence H(m — 1), (3.3.57) et (3.3.58), on trouve

que
Mm(J) < Mmfl(’]) % <1+0m>2 % 1+(1/2)0m
M, = M, 1—o0,, 140,
< 1+ (1/2)om 14 <1 + Ji>2d—d/z(l—/\2—2Am_1)‘J|d—d)\2—2dAm_1'
1+ Om i=1 1-— g;
On retrouve donc bien (3.3.56). O

On appelle I’ le plus petit pavé qui contient les ensembles I,,,_ o vérifiant I,,, 1 ;NI # @,
oul<l< M, 1etI”"=1INI. On a alors

M (I) = My (I") < Mo (I'). (3.3.59)
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On va alors montrer, par un raisonnement récursif, que pour I selon les conditions du

cas 2b, (3.3.56) est vérifié. Nous pouvons voir que H(1) est vérifiée. Supposons que

H(m — 1) soit vérifiée pour tout m > 2. On voit que
M'm—l o
a[/ﬂ U [ m—1,4 — .
=1

On applique donc le Lemme 3.3.7 pour J = I'.

M, (I') < 1+ (1/2)om 1 (1 +Ui)2dg(l/\22Am_1)|[/‘dd)\22dAm_1
=1

M, = 140, 1—o0;
- 2_2Am—1
1+ (1/2)0,, m’<1—k05)2 vol(I')\ '™
< 1(1 : 3.3.60
140, 1—o0; vol( )VOI(I) ( )
Or, on a

d
VdUﬁgthUfM+2LmJ §:<>Wkwﬂnwﬁgﬁ. (3.3.61)

k=0

Dans un premier temps, on suppose que vol(I) > hy, . (3.3.61) et (3.3.28) impliquent

gik_ Lmt1
vol(1) @b/

( >2dk@d B <1+ 20,,-0)"

alors que

d
Q
Cette derniere inégalité, combinée avec (3.3.59), (3.3.60) et (2iii), donne

Myn(D) _ M
Mm\ m

H (1 + Uz) (1—/\2—2Am_1)’[|d—d>\2—2dﬁm—l (3.3.62)
= 1—o0; ‘ B

Supposons maintenant que vol(I) < hy, .. Nous remarquons ici que nous pouvons
écrire

S
rcnulJIr,

s=2
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3.3 Démonstration de la borne inférieure

ou I, est un pavé de coté L,, 1 et les I sont de coté de longueur h,lcfndfl et S <29 —1.
Nous avons donc les relations suivantes.

vol(I,)Y* < vol(I)Y¢ + L,,_,, pour tout 2 < s < S, (3.3.63)

vol(I,)"? = Ly, 1, (3.3.64)

vol(Iy) = L1 > h,lciil — Ly,—1, pour tout 2 < s < S. (3.3.65)

Gréace a (3.3.51), (3.3.63), (3.3.64) et (3.3.65), nous trouvons directement que

M, (1) < 14+ om /20N 26m) | =X 2d
M,, (1 —0m,)?

1+ o0, vol(1y) 1-3%~26m
<ot (P0D)

1-22-26,,

1+o0, (vol(ly) —d/2(1-N2—26,) | T1d—dN2—2d6m

< d 1] .
(1 —=0m,)? \ vol(1)

vol([y) o Ly ‘
vol(I) ~ \wvol(lp)Yd — L,,_,

d d
Lm—l ‘9m—1
g hl/d L - 1 — 9 - .
- H“m—1 m—1

km—l

En utilisant (2iv), nous trouvons donc que

M, (1) < (1/2)om (1 +Um)2d—d/2(1—>\2—26m)|[|d—d/\2—2d5m
M, ~ l+o, \1—0,
1/2)0,, & /1 i\ 2
m =1 i

Maintenant, nous allons étudier le cas similaire pour I, 2 < s < S. Nous pouvons
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

appliquer le lemme 3.3.7, (3.3.63) et (3.3.65), ce qui nous donne

M, (1) o 1+ (1/2)0, & <1+al- 2
=1

d—d/2(1—)\2—2Am_1) T d—d\?—2dApm—1
M, = l+o, ||

1—0'1'

\

1-A2—2A,
1+ (1/2)om (1 +0:\?2 [ vol(Iy) (- H20-X2=200) | [ d=dN =200
l+o0, f3\l—-0; vol(1)

1+ o0, 1—o0; vol(Iy)V/d —

d
1+(1/2)0m <1+01 ? 4420 —\2-2A,) |]|d d\2—2dA,, < 1 >

d
1+ (1/2)0m <1+Uz>2 —d/2(1-2%2—2A,) |I|d dA\?2—2dA, < Piem—1 )
\ =1 Lm 1
) 1-— 0m—1

1+o0,

L+ oety % (1400
(29-1) L) g-d/20-3=20m) | [|d—d)\*~2dAp,
< [] I : 3.3.67

S lton Zl(l—al) d ( )
ou nous avons utilisé (2v) pour le passage a la derniére ligne. En combinant (3.3.66) et
(3.3.67), on trouve

M,,(I) Mm(I’) M,, 5 M, (1)
< §
M, = M, Mm + M,,

s=1
1
g 2 + 7O-m H <1 + O-l>2d d/2(1— \2— QAM)‘I’d_d)‘Q_2dAm
1 +Um i=1 1 O-’L

< C H <1 + Ul) d—d/Q(l—)\2—2Am) |I|d—d)\2—2dAm’ (3368)
i=1

ou C' est une constante ne dépendant pas de m, grace a (1i) ; Nous obtenons donc bien

ce que nous espérions pour I selon les conditions du cas 2b.

Cas 3. On considére maintenant le cas ou I N 1,1, = @ pour tout £ € {1,..., M,,_1}.
On remarque que
My (1)
= 0. 3.3.69
T (3:3.69

Ceci implique (3.3.56) pour tout m > 1.

ETAPE 3 : CALCUL DE LA DIMENSION DE Sy. La remarque 13, combinée & (3.3.62)
(3.3.68) et (3.3.69), montre que H(m) est vraie pour tout m > 1, & une constante
pres ne dépendant pas de m. Ainsi, en appliquant (1ii), on trouve que pour tout pavé
I C0,1]¢ et pour tout m > 1,

My (1) < 2d~ 207X =28m )| 7|d0-N)=2dAm—s pp (3.3.70)
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3.4 Pour le processus empirique uniforme

En utilisant alors le Lemme 3.3.1, avec A décrit précédemment et en prenant A =1, =
d= 2N =28m-1) 6t ¢ = d(1 — A2) — d2A,,_1, on obtient que dim A > d(1 — \2) — d2A,,_1.

Il ne reste plus qu’a montrer que

A= () EnCS©,).

m=1
1/d 1/d .
Pour cela, remarquons que L, = 0,,h; ~ < h;/ °. Le fait que

km > k2(5ma0ma5m) > kO(gm)

implique par (3.3.2) que pour tout m > 1, N(L,,, Wi, o(em)) € Uy, »(2em). Or,
(3.3.29), (3.3.5) et (3.3.6) nous permettent de dire que pour tout m > 1, E,, C
N(Ly, Wy, »(em)). Cela signifie que, pour tout m > 1 et pour tout t € E,,,

thkm,t - @@H < ng

Puisque A = N°_, E,,, cette derniere inégalité est vérifiée pour tout t € A et tout
m > 1. Enfin, puisque €,, — 0 quand m — oo, on en déduit donc que A C S(O,).
Donc, pour tout A € (0,1) on a dim Sy > d(1 — A?). Ceci joint & (3.2.1) meéne donc a
(3.1.25). Le Théoreme 3.1.11 est donc démontré.

3.4 Pour le processus empirique uniforme

Les résultats qui ont été obtenus dans les deux paragraphes précédents concernent le
processus de Wiener indexé par des fonctions. Le méme travail peut étre réalisé pour le
processus empirique uniforme indexé par des fonctions. Soit U, Uy, Us,, ... une suite de
variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur [0, 1]¢. Soit z € R
On définit le processus empirique uniforme local en z indexé par la famille de fonction

F (définie précédemment comme vérifiant (Fi-v)) par

2~ U; 2—U } (3.4.1)

n
~1/2
Oén(ZQf):n /Z{f( 1/d )_Ef( 1/d)
i=1 n n
ou {h,;n > 1} est une suite de constantes vérifiant les conditions suivantes

(Hi) h, \\0,nh, /ocoet0<h,<]1,
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

(H.ii) nh,/log(1/h,) — oo,
(H.iii) log(1/h,)/loglogn — oo.

Pour étudier le comportement du processus, on considere sa version normalisée. On

pose donc b, = \/2h, log(1/h,) et
an(z; f) o (2; [)

Lo(z f) = - (3.4.2)

bn /2, log(1/h,)

En utilisant les mémes notations que pour le processus de Wiener, avec (2.2.4), (2.2.6),
(2.2.7), (2.2.8) et (2.2.9), Mason [86] a montré que sous (H.i-iii) et (F.i-v), pour J un

compact de R? d’intérieur non vide, avec probabilité 1, {L, (h,,2,.) : z € J} est presque

stirement relativement compact et son ensemble limite est H; ((2.2.6)). Ce résultat nous

amene a considérer ’ensemble
L(O,) = {z € 0,1)" : liminf || L, () — O, = o} . (3.4.3)

Pour A € [0, 1], Ha est défini par (3.1.22). Enfin,

LA = U {L(@(‘O%@@ € Hl, Y < GQ([O, 1}(1),/

[0,1]¢

”(u)du > A2} . (3.4.4)

De maniere analogue au processus de Wiener, nous allons établir le théoreme suivant :

Théoréme 3.4.1. Pour tout ©, € Hy et tout ¢ € Ga([0,1]%) tel que [ 10 9*(u)du €
(0,1) et pour A €]0,1),

dim L(O,) = d (1 - /[

071]d

@2(u)du> et dim Ly =d(1 — A?). (3.4.5)

3.4.1 Préliminaires

Soit v > 0 et vy = [(1 + v)¥], comme défini dans la partie précédente. Soit 7, une
variable aléatoire suivant une loi de Poisson standard de parametre n, indépendante
des variables U, Uy, U,,.... On considere alors une version poissonisée du processus

empirique uniforme indexé par des fonction L,, :

IL,(z; f) ! 3" { f (“ﬁ) ~Ef <Z_1/dU> } . (3.4.6)

- \/Znhn log(1/hy,) i=1 n
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3.4 Pour le processus empirique uniforme

On va utiliser le résultat suivant qui va nous servir pour passer du processus empirique
au processus de Poisson. On peut trouver sa démonstration dans le Lemme 2.1 de Giné,
Mason et Zaitsev [57]

RESULTAT 4. Soit II,, le processus défini ci-dessus. Pour tout n suffisamment grand,
pour tout 2',..., 2™ € [0,1]¢ et pour tous boréliens By, ..., By, € lo(F), il existe une

constante C' telle que
P(L,(Z;f) ¢ Bs,i=1,....m) <CP(I,(Z; f) ¢ B;,i=1,...,m). (3.4.7)

On aura également besoin pour la suite d’un résultat de grandes déviations. La fonction
de taux I(.) sera la méme que celle utilisée précédemment (2.2.11). Mason [86] a montré

le résultat suivant :
RESULTAT 5. Sous les conditions (F.i-ii) et (H.i-iii), pour toute suite {m, : n > 1}
d’entiers positifs et tous points 2"i=1,...,m,, n =1, on a
1. Pour tout fermé F de loo(F)
lim sup max e, log P(IL; ,(.) € F) < —I(F);

n—oo 1<i<mn

2. Pour tout ouvert G de l(F)
liminf min e,log P(IL;,(.) € G) > —I(G);

n—oo 1<i<mn
oull; () =1, (2in;.), i=1,...,m,, n>1et
e, = (2log(1/hy,))~". (3.4.8)

D’autre part, grace au Lemme 3 de Mason [86], on sait que

RESULTAT 6.

lim lim sup sup sup | L, (2, f)| = 0.
170 n—oo zeJ feF

Enfin, pour la suite de la démonstration, il est utile de montrer le résultat suivant.
La démonstration est établie par Mason [86] et repose sur une version généralisée du

lemme d’Ottaviani.

RESULTAT 7. Poure >0 et A >0, on a pour tout z € [0,1]? et j suffisamment grand,

P( i Ln(z; f((hn/hl’wrl))) ¢ Hi\ pour vy <mn < l/j+1)

bl’j +1

(3.4.9)
<2P(Ly,, () ¢ H{?).
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

3.4.2 Démonstration de la borne supérieure

On va montrer une partie du Théoreme 3.4.1 et plus précisément que, pour tout A €
[0,1], on a
dim Ly < d(1 — A?). (3.4.10)

Pour cette démonstration, nous allons nous servir des notations suivantes :

Ln(e,A) = {z € [0,1]%: L(z; f) & H5), (3.4.11)

et
L(e,A) ={z € [0,1]%: L,(z; f) ¢ H5 is.}, (3.4.12)

et enfin
¢*(u)du > AQ} : (3.4.13)

1t -Uften.e, cm |

[0,1)¢
En raisonnant de la méme fagon que pour le processus de Wiener, on voit que pour
obtenir (3.4.10), il suffit de montrer que, pour tout A € (0,1),n € (0,d(1 — A?)) et
e >0,

st _ es(Lie, A)) < oo. (3.4.14)

On rappelle que pour v > 0, v, = [(1 +v)*]. Pour j > 1 et § > 0, on pose

t;(ip,0) = i,0hY% 0 <i, <myavecm; = [(0hY4 )7 —Tet 1 <r<d, (3.4.15)

V+1’ Vit1

et en notant i = (i1,...,iq), t;(i) = t;(i1,...,14) = (i1hy,,,0,...,14h,, ., 0). De plus,
pour 0 < e < A/2,

bn . e
Liia (&) = T L (6505 £ (o))  HE? pour vy < < vy,

Vj+1

(3.4.16)
et
ti(ir—1) t;(i+1) .
! s ! S ]ll iq.9 E,A = 1,
Iz1 ..... Zd,j(€> = H |: Vd Vd e dJ( ) (3417)
16 sinon.
Nous allons montrer qu’a partir d’un certain rang,
Ln(57A> Q U U ]’il 7777 id,j(g)u (3418)

11=0 1q=0

pour j suffisamment grand. Pour cela, on va se servir des deux résultats suivants :
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3.4 Pour le processus empirique uniforme

Lemme 3.4.2. Avec probabilité 1

bn
limsup max — 1| sup sup|L,(z )| — 0, (3.4.19)
j—00 V<N Vj+1 Vjt+1 z€[0,1]4 fexr 7=0
et
limsup max  sup sup ’Ln(z;f((hn/h,,jJrl)d-)) — L,(z f)| — 0. (3.4.20)
j—oo  Vi<NRVitl xe(01]d fF =0

Démonstration. Voir le lemme 4 de Mason [86]. La démonstration est analogue a celle
des Lemmes 3.5 et 3.6 de Deheuvels et Mason [38]. O

Inégalité 3.4.3. Soit {F,}n>1 une suite de classes de fonctions mesurables sur R?
valeurs réelles, bornées et vérifiant les conditions Fiv-v. Supposons que pour un certain
k > 0, pour n suffisamment grand,

o2 = sup E(¢*(X) < K*h,,. (3.4.21)
feFn

Alors, il existe des constantes Dy > 0 et Dy > 0 telles que, pour tout p > 0 et n

suffisamment grand,

p( max [Tz > (5 + p)len> < 2exp{—Do(p/r)log(1/h)},  (3.4.22)

1<m<2n
ot T (f) = XjLi{9(X;) — Eg(X)}.
Revenons a la démonstration de (3.4.18). Soit t € L,(g,A) et i = (iy,...,1q) tel que

t e 1%, {tj(f;gl), tj(igl) . Pour tout ©, € H,,

[ Ln(t; ) — Oyl > &. (3.4.23)

Or, pour v; < n < v;41, nous obtenons en utilisant I'inégalité triangulaire
) 7 J+1 )

Lalt. £) = ()] < [Lnlt.) = Lalts Q). )|+ [Lat0).) = 5= Lalts 0. )
* bbn La(t; (), f) = La(t; (1), f((hn/huj+1)1/d-))’ (3.4.24)
L0, () 0,05
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Dans un premier temps, nous allons majorer le premier terme de droite de (3.4.24).
Remarquons que [t — ¢;(i)]s < 20h11,]/,d. Appliquons l'inégalité 3.4.3 pour la classe de

fonctions suivantes.
t— . t:(1) — - )
Fn = {f( w) —f( ](E/d ) =) < 29h,ﬁj/,d}.

Pour cela, nous allons calculer o2.

E(f(h, (¢ — X))—f(h‘“d(tj(i) - X))
= [ (P04 = w) = £, (15(0) = w))) “du

b / — 1o B i

< hnA(20).

2

Dans la derniére inégalité, nous avons utilisé (3.2.8) et le fait que h,, - /hn, < 1 lorsque
v; < n < vj41. Nous pouvons donc appliquer l'inégalité 3.4.3 pour 2 = A(26). Avec

Borel Cantelli, nous en déduisons donc que pour 6 suffisamment petit et n suffisamment

grand,
|Ln(t, f) — L,(t;(1), f)| < /6. (3.4.25)
Ensuite, le lemme 3.4.2 nous permet d’affirmer que, pour 7 suffisamment proche de 0,
. bn .
Lalt;0), f) = = La(t;0), /)] < /6, (34.26)
Vi+1
et b
S Lty 0, 1) = Lo (50, £y )%)) | < /6 (3.4.27)
Vjt1
Nous obtenons donc a partir de (3.2.15), (3.4.25), (3.4.26) et (3.4.27) que
bn . 1/d
o Lt (D), f((ha /P, 1) 1)) = Op(f)] > /2.
Vj+1

Nous avons donc établi I'inclusion (3.4.18) pour j suffisamment grand. Ainsi, pour tout
A€ (0,1),

SO mes(Ly(e ) € Y o Y ORI, ). (34.28)

l/+1
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3.4 Pour le processus empirique uniforme

On pose S; = 3020+ il 1iy..ia(e, A). Ainsi, pour montrer (3.4.10), il faut que

o] mj mj

E Z Z (2‘9h1£/f1>d(1 AQ)]lil ,,,,, id,J (57 A)

< > (20m) ) MIES; < oo, (3.4.29)
7j=1
Or,
mj m; bn . l/d 6/2
ES;=> > P<bLn(tj<l);f((hn/hyj+1> ) ¢ H,” pour v;_; <n < Vj>.
=0 ig=0 Vit

On utilise alors le Résultat 7, avec € = €/2. On trouve donc
ES; < 2(m; +1)?P(L,,.,(0; f) ¢ HY"). (3.4.30)
On voit alors que pour obtenir (3.4.29), il faut obtenir une borne supérieure de
P(Ly,..(0; ) ¢ Hi").

Pour cela, nous allons utiliser les inégalités de grandes déviations. Puisqu’il n’est pas
possible de les appliquer directement au processus empirique, nous utilisons un pro-
cessus poissonisé I1,,(h,,z; f) en intermédiaire (sur lequel nous pourrons appliquer les
résultats de grandes déviations). Rappelons que II,, est défini selon (3.4.6). On sait

alors, d’apres le Résultat 4, qu’il existe une constante C' telle que
P(Ly,, (0: f) ¢ HY") < OP(IL,(0: f) & HY").
On utilise a présent le Résultat 5. On obtient que

P(IL,,,, (0; f) ¢ HY") < exp{—2log(1/h,,,,)I(F)},

avec F = Io(F) — HY*. Or, il existe une constante positive p > 0 telle que 2I(F) >
A? + p. Ainsi,
ES; < 20(my + 1)*R5tr

Vj+1?

pour j suffisamment grand. Donc

Zl 20hY/4 )10 Z f -
= =
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

D’aprés 'hypothése (H-iii) et pour n suffisamment grand h,, < (logn)~%”. Donc hy, <

(logv;)~2 = O(j~2) quand j — oo. Donc

I/+1

3 (20RY/4 )N B < oo,
7j=1
et on a donc (3.4.10) qui est vérifiée.

3.4.3 Démonstration de la borne inférieure

La démonstration reste tres similaire a celle pour le processus de Wiener indexé par
des fonctions. On montre donc dans cette partie que pour tout ©, € H; telle que
0< A= f[O,l]d QOQ(H)CZU < 1,

dim (O, (1 . /cp ) . (3.4.31)

Pour A = 0 ou A = 1, on a vu que le calcul reste valable. La démonstration est basée sur
le Lemme 3.3.1. C’est a dire que l'on va trouver un ensemble A vérifiant les conditions

du Lemme 3.3.1 et qui soit inclus dans L(©,). De cette facon, on aura, pour n > 0,
sA1=A=n) _ mes(L(O,)) = sT=X=1) _ mes(A) > 0.

En prenant > 0 arbitrairement petit, on montre alors (3.4.31). La construction de
I’ensemble A et son application étant tres similaire au cas du processus de Wiener, on

ne la réécrit pas.

3.5 Conclusion

3.5.1 Topologie non uniforme

Il serait a présent intéressant de continuer sur le raisonnement du chapitre 2.3, c’est
a dire obtenir des résultats analogues en travaillant sur des plus fortes topologies. Des
résultats ont déja été obtenus dans ce domaine. En effet, Deheuvels et Lifshits [36]

étudient le processus

AW (h, t; )
2hlog(1/h)
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ou AW (h,t;s) = W(t + hs) — W(t). C’est 'analogue de (3.1.12) pour le processus de
Wiener. Ils définissent la consistance d’'une norme v par les deux conditions suivantes.

(Se référer a 'annexe D p.173 pour les notions de topologie).

(C17) v est semi-continue inférieurement respectivement a la topologie uniforme.

(C27) 1l existe € > 0 tel que, avec probabilité 1,

sup V(W(el + (1= 0,)) — W(&l)) < 0.
01,02€[0,¢]

On note C la classe des normes consistantes. Pour tout semi-norme consistante v, f €

C[0,1] et a > 0, les ensembles suivants sont introduits.

T(v, f) = {t € [0,1] : i inf w(2h log(1/h)) " 2AW (b, t5-) — f) = o}, (3.5.1)

T(v,) = {t € [0,1] : imsup(_inf_v((2hlog(1/h))"V2AW (h,t:-) - f)) > o},

hlo  feaKg

(3.5.2)

ou AK = {A\z : z € K} pour A € R et K un ensemble. Deheuvels et Lifshits [36]

établissent le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.1. Soit N = {v, : n > 1} C C une famille dénombrable de normes
consistantes. Alors, avec probabilité 1,

dim ( U T, a)) =1—a? Va € [0, 1], (3.5.3)
veN
et
dim( N 7. f)) —1-|fl% VS EKS (3.5.4)
veN

Il reste donc a montrer une généralisation de ce théoreme pour des processus multivariés,
indexés par des familles de fonctions. On pourrait commencer par le processus de Wiener
multivarié indexé par une famille de fonctions (3.1.21), puis pour le processus empirique

uniforme multivarié indexé par une famille de fonctions (3.4.2).
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

3.5.2 Vitesses de convergence

Une autre généralisation pourrait se faire a partir des travaux sur les vitesses de conver-
gence. Reprenons I'étude des fonctions d’oscillations AW (h, t;s) = W (t + hs) — W (t).

Nous savons que de Acosta [2] a montré que pour tout 0 < h < 1, la suite de fonctions
{(2hlog(1/h))YV2AW (h,t;5) : 0 <t < 1—h}

est presque siirement relativement compacte dans K. Nous pouvons méme préciser que

ce recouvrement est complet. Ainsi, pour tout € > 0,
Kg € {(2nlog(1/n)) ™ ?AW (h,t;) : 0 <t < 1— h}* C (Kp)™.

Nous pouvons étudier la vitesse de la convergence intérieure et de la convergence
extérieure (voir Annexe B). En 1985, de Acosta [2] établit pour tout f € K}, avec
probabilité 1, que

e ~1/2 o) Fll —
lll}lllénfolglgil |log h| x |[(2h|log h|) " /*AW (h,t;s) — f|| = by, (3.5.5)

o by = 7/{4(1 — |f\%{é)1/2}. Il s’agit de la vitesse de convergence intérieure. Ce genre
de résultat est souvent appelé résultat de type Chung. Pour tout f € Ki, ¢ > 1 et
|f ‘%{é < 1, Deheuvels et Mason [42] considérent alors I'ensemble S(f, c) défini par

S(f,¢) = {t € [0,1] : ip ol log hl x |[(2h|log A) ™2 AW (h, ;) = f1] < cbf}. (3.5.6)

Ils montrent le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.2. Soit f € K| et |f\]H(1] < 1. Alors, pour tout ¢ > 0, avec probabilité 1,

dim S(f,¢) = (1 = | flm)(1 — ¢72). (3.5.7)

Gorn et Lifshits [58] (voir également Lucas [80] ainsi que Berthet et Lifshits [17]) ob-
tiennent une vitesse de convergence pour lim infy, o || (2h] log h|)~Y/2AW (h, t; s)— f|| dans
le cas ou |f |]H(1) = 1, lorsque la variation totale de |f| est bornée. Plus précisément, no-
tons v la mesure définie par [’v = f (b) — f (a), vs (resp. v,.) la partie singuliere de v
(resp. la partie absolument continue de v) par rapport a la mesure de Lebesgue. Soit
p: R — R la fonction de Csdki (voir [58]) définie en posant p(a) la plus petite valeur

propre du systeme de Sturm-Liouville. Nous avons alors le théoréme suivant.
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3.5 Conclusion

Théoréme 3.5.3. Pour tout f € K} telle que |f|%{(1) =1 et |fly < oo,

AW (h,t;-)
(@hloa(1/h)) 172

i(lo(1/1))* -1 ==

te[0,1—-h]
ot zy est l'unique solution de l’équation
: 1
5(2) = 423 (LF ()] + welv) — / (4230 (W))du =0 2z > 0.
0
Pour tout f € K} telle que ’f|]2Hé =1et|f|y =

AW (h,t;-)
(2R log(1/h))"/?

. 2/3 .
lm(log(1/h))™" _inf

-
Lucas [80; 82] étudie pour f € K, |f|1%{5 =1, |f|y < oo et ¢> 1 I'ensemble
D(f,c)= {t € [0,1] : lir&%nf\log h| x ||(2h|log h|)"Y2AW (h,t;-) — f|| < czf}.
Il montre qu’avec probabilité 1,
dim D(f, ) = 0.

Afin d’obtenir plus d’information sur cet ensemble, Lucas [82] s’intéresse alors a sa

mesure de Hausdorff.

Un travail analogue a été effectué pour le processus empirique uniforme. En effet, nous

avons presque stirement le recouvrement de K{ par la suite
{(2hnlog(1/hy)) Y2 Acu( b t;-) : 0 <t < 1= hy},

pour (h,),>1 une suite vérifiant les conditions CRS (voir p.22). Berthet établit des
vitesses de convergence extérieure (dans [15]) ainsi que des vitesses de convergences
intérieures (dans [16]) pour différentes tailles d’accroissement (c’est a dire pas seulement

sous les conditions standard CRS).

Au vu des résultats obtenus, nous pouvons imaginer trouver la vitesse de convergence

intérieure du processus Oy, , vers H; analogue a celle trouvée par de Acosta donnée dans
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I’équation (3.5.5). La conjecture que nous pouvons faire est que pour tout ¢ € Go([0, 1]%)
tel que [ yja ¢*(u)du < 1, il existe une certaine constante d,, telle que

limlog(1/h) inf ||©, — O4|lF = d,.

s log(1/h) _inf 11Oz = Ollr =d,

Nous serions ainsi amenés & étudier pour tout ¢ € Gy([0,1]%) tel que [, 4 ¢*(u)du < 1

et ¢ > 1, 'ensemble
L(©y,¢) = {z €[0,1]: lim inf log(1/1)[|On = o]l < cdy}.

Nous pourrions également étudier la vitesse de convergence extérieure, qui est vraisem-
blablement plus lente (voir Berthet [16]) et trouver des résultats de vitesse de conver-
gence relativement au processus empirique indexés par une classe de fonctions L, (z, f)
(3.4.2). Ceci n’est pas exhaustif mais nous pouvons voir qu’il reste un nombre important

de résultats a développer dans cette thématique.

3.5.3 Nouvelle démonstration

D’autre part, nous pourrions étudier le probléeme présenté dans ce chapitre sous 'angle
abordé par Khoshnevisan et Shi [65]. Ces auteurs donnent en effet une nouvelle démonstration
au fameux théoréme d’Orey et Taylor [90]. Leur démonstration est basée sur le « prin-

cipe de distribution de masse »(voir p. 36). Rappelons que I'ensemble étudié est

_ : limsu ‘W(t+h)_W(t>’
B(A) = {’f R Y TSP }

et le but est de démontrer que
1-A?<dimE(A) <1-— A% (3.5.8)

Dans leur article, le résultat précédent est donné généralisé pour un mouvement brow-

nien fractionnaire X (voir Définition 1 p. 46). Ils définissent ainsi I'ensemble

_ L IX () - X()
Ea(A) = {te[o,l].l ity >A}.
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3.5 Conclusion

Théoreme 3.5.4. Soit X un mouvement brownien fractionnaire de paramétre o, B C

[0,1] un fermé et A > 0. Alors, avec probabilité 1,
dim(E) — A* < dim(E N E,4(A)) < dimp(E) — A?, (3.5.9)
ou dimp désigne la « box dimension » (voir p.38).

En prenant £ = [0, 1] on retrouve le résultat (3.5.8) d’Orey et Taylor [90]. Le principe de
distribution de masse est introduit sous la forme du lemme suivant (Frostman’s lemma).
Notons B(0, 1) la classe des boréliens mesurables sur [0,1] et pour toute mesure positive
et >0,

t—h,t+h
0<h<1/2 tc[h,1—h] h?

Lemme 3.5.5. Pour tout E € B(0,1) satisfaisant § < dim(F), il existe une mesure
positive p telle que Ag(p) < 0o.

Khoshnevisan et Shi [65] introduisent également la notion de co-dimension supérieure

stochastique (codim) d’un ensemble aléatoire E par

codim(F) :=inf{p € [0,1] : VG € B(0,1) avec dim(G) > 5, P(ENG # @) = 1}.

(3.5.10)
Un des résultats fondamentaux de cette notion est le lemme suivant.
Lemme 3.5.6. Soit E un ensemble aléatoire. Alors, pour tout G € B(0,1),
dim(F N G) > dim(G) — codim(F),  p.s. (3.5.11)

Pour montrer la borne inférieure de (3.5.8), Khoshnevisan et Shi [65] introduisent 1’en-

E.(h,A) = {t €[0,1] : sup [X(¢+ ) - X() > A},

o<r<h o /2r2@log(1/r)

et montrent grace au lemme 3.5.5 que, pour tout A € [0, dim(E)),

semble

P(E,(AN)NE #@)=1.
D’apres la définition de la codimension, cela montre que

codim(E,(A)) < A%
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CHAPITRE 3. Processus indexés par des fonctions

Ainsi, en appliquant le lemme 3.5.6, ils retrouvent la borne inférieure de (3.5.9) et donc

la borne inférieure de (3.5.8).

Il serait donc intéressant de reprendre la démonstration du Théoréme 3.1.11 en utilisant
la méthode proposée par Khoshnevisan et Shi [65], en généralisant si possible le concept

de mouvement brownien fractionnaire indexé par une classe de fonctions.

3.5.4 Application statistique

Pour terminer ce chapitre, nous pouvons voir quelles applications statistiques nous
pourrions obtenir des résultats précédents. Une application qui vient a l’esprit porte
sur ’estimation de la densité par noyau. Cela vient de la similarité entre ’expression du
processus empirique uniforme indexé par des fonctions et celle de I'estimateur a noyau.

Rappelons rapidement ces notations.

Soit Z1, ..., Z, un échantillon de variables aléatoires i.i.d. de densité fz. Les oscillations
locales en z € [0,1]¢ du processus empirique engendré par I'échantillon Zi, ..., Z,,

indexé par une classe de fonction F s’exprime pour f € F de la fagon suivante.

L —7Z; —Z;
anle, f) =n""3 ) - B C ) |

L’estimateur & noyau de fz en z € R? est donné par

frenl®) = : k(%)

ou K est un noyau, c’est a dire une fonction non-négative bornée a support borné,
intégrable telle que [ K (u)du = 1.

On remarque alors que

an(z, K) _ nh, fxn(z) — Efgn(z)
\2fzha log(1/h,) V 2log(1/hn) \/ fz(2) '

Or, nous avons calculé la dimension de ’ensemble des points ou les oscillations du

processus empirique renormalisées approchent une fonction cible de ’ensemble limite.

Plus précisément, si

L(O,) = {z € [0, 1] : lim inf

n—oo

(2, [)
‘ \/2fz()11n log(1/hy) 6“”Hf - O}’
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3.5 Conclusion

alors, dim L(©,) = d(l — Jio,1j¢ QOQ(u)du). Ce résultat nous montre donc qu'il existe des
points ou fz est mal estimé, méme en utilisant une infinité d’estimateurs, c’est a dire

une infinité de noyaux.
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Chapitre 4

Espacements multivariés

Sommaire

4.1 Introduction . . . . . . @ @ i i i v v v v i e e e e e e e e e

4.2 Espacements multi-dimensionnels blocs . . . ... ... ..

4.3 Démonstration du Théoréme 4.2.2 . . ... . ... ... ..

4.3.1 Borne supérieure pour dim Vi(e) . . ... ... ... ... ..

4.3.2 Borne inférieure pour dim L(¢) . . . . .. ... ... ... ..

4.4 Espacements multi-dimensionnels . . . . . . ... ... ...

4.1 Introduction

De la méme maniere que nous avons obtenu des ensembles exceptionnels a partir des

oscillations de processus empiriques et processus de Wiener, nous allons étudier les

dimensions d’ensembles exceptionnels construits a partir des espacements d’une distri-

bution uniforme. Contrairement a précédemment, les résultats dans ce domaine sont

peu nombreux. On peut néanmoins citer l'article remarquable de Hawkes [61]. Afin

d’exposer ses résultats, nous allons introduire quelques notations. Soit Uy, ...

échantillon de n —1 variables indépendantes et uniformément distribuées sur I'intervalle

[0, 1]. Les statistiques d’ordre correspondantes sont notées

0=0""Y<v"Y <. .. <U"™Y <UD =1.

n

121



CHAPITRE 4. Espacements multivariés

Les espacements uniformes d’ordre n correspondent aux intervalles {Ui(fl_ 1), Ui(”_l))
pour i = 1,...,n. Ainsi, la longueur associée a I’espacement [Ui(fl_l), Ui("_l) ) est donc
Dl(n) = Ui(n_l) - Ui(fl_l), pouri=1,...,n. (4.1.1)

Il existe une vaste littérature sur les résultats de distribution des espacements et les
statistiques associées (voir Pyke [92]). L’étude de fonctions d’espacements telles que 'es-
pacement uniforme maximal de rang n, noté M,, = max;gi<nt1 DE") débute avec les tra-
vaux de Lévy [73] et Darling [28]. En 1978, Slud [98] montre que nM,,—logn = O(log, n),

ou log; est le logarithme itéré j fois. Devroye [43] affine ce résultat en montrant que

nM, —logn ]

li S.
el T2 log, n P-5
et M1
lim infw =—1 np.s.
n—o0 log, n
Deheuvels [29] établit le résultat suivant, pour j > 4.
lim sup(nM, —logn — 2logyn —logyn — ... —log;_; n)(log; n)"t=1ps.

n—oo

Hawkes [61] étudie le comportement local des espacements. Notons wu,(z) 1'unique es-

pacement contenant = € [0,1) et Z,(x) sa longueur. Il montre le théoreme suivant.

Théoréme 4.1.1. Avec probabilité 1,

Zn
lim sup Zn() =1, (4.1.2)
n—00 log 10g7’L

pour presque tout x € [0, 1].

Pour comprendre le sens de ce théoreme, rappelons le résultat suivant obtenu par Slud
[98] en 1978.

Théoréme 4.1.2. Avec probabilité 1,

R (4.1.3)
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4.2 Espacements multi-dimensionnels blocs

Au vu de ces résultats, Hawkes étudie les ensembles exceptionnels des points pour
lesquels I’'espacement est égal ou supérieur a l’ordre de grandeur donné dans le Théoreme

4.1.2. Tl montre qu’il s’agit d’ensembles fractals et calcule leur dimension de Hausdorff.

Théoréme 4.1.3. Soit, pour 0 < ¢ < 1,

D(c) ={z€0,1): liflnqsogp nZy(x)/logn = c}, (4.1.4)
et
Ule) ={z€10,1): li{ln_)sogp nZ,(z)/logn > c}. (4.1.5)

Alors, presque sirement,
dimD(c)=1—¢, et dimU(c)=1-c (4.1.6)

Nous allons montrer une version plus générale de ce théoreme, en considérant des va-

riables uniformes a valeurs dans [0, 1]%.

4.2 Espacements multi-dimensionnels blocs

L’étude des espacements multivariés commence avec les travaux de Deheuvels [30]. La
définition qu’il propose (voir ci-dessous) n’est pas la seule possible. Nous pouvons citer

en particulier Janson [64] et Deheuvels et al. [34].

Définition 3. Soit Uy, ..., U, un échantillon de n variables aléatoires uniformément
distribuées dans [0,1]%. On définit un espacement bloc d’ordre n comme tout sous-
ensemble de [0,1]¢ de la forme [T%,[a;, a; + ¢[ (qu'on appelle pavé) qui ne contient
aucun point parmi Uq,..., U, et qui ne peut pas étre agrandi par stricte inclusion
en un pavé ayant les mémes propriétés (inclus dans [0, 1]¢ et ne contenant aucun des

Uy, ..., U,). Lespacement correspondant est défini par la longueur du c¢6té du pavé.

REMARQUE 14. Avec probabilité 1, il existe une infinité d’espacements blocs distincts

associés a une longueur d’espacement donnée.
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CHAPITRE 4. Espacements multivariés

REMARQUE 15. Dans le cas unidimensionnel (d = 1), le nombre total d’espacements
d’ordre n est égal a n + 1. Pour d > 2, le nombre total de longueurs d’espacements est

inférieur a dC?2,, — d.

REMARQUE 16. Nous verrons dans la section 4.4 que nous pouvons définir des espa-
cements multi-dimensionnels plus généraux, qui ne se réduisent pas a des pavés mais

peuvent adopter des formes plus générales.

Deheuvels [30] étudie le comportement asymptotique de ces espacements multidimen-
sionnels. En notant M, ,, le k'™ plus grand espacement associé & Uy, ..., Uy. Il établit

le théoreme suivant.
Théoreme 4.2.1. Pour tout k > 1,
n{My,}* —logn = O(log, n) p.s. quand n — oo. (4.2.1)

Soit z € [0, 1) Notons x,(z) 'espacement (en terme de longueur) associé a z. Considé-

rons les ensembles suivants.

V(ce)={z€[0,1)": liin_)s;ip nx%(z)/logn > c}, (4.2.2)
L(c) ={z € [0,1): hinj;jp nx%(z)/logn = c}. (4.2.3)

Nous allons établir le théoreme suivant.
Théoreme 4.2.2. 570 < ¢ < 1, alors, presque surement,
dim V(¢) = dim L(c) = d(1 — ¢). (4.2.4)

Nous ferons la démonstration de ce théoréme en deux étapes. Dans la premiere, nous ob-
tiendrons une borne supérieure pour dim V'(¢) et dans la deuxiéme, une borne inférieure

pour dim L(c).

4.3 Démonstration du Théoréeme 4.2.2

4.3.1 Borne supérieure pour dim V' (c)

Nous voulons montrer dans cette partie I'inégalité

dim V' (c¢) < d(1 —¢). (4.3.1)
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Si (4.3.1) est vérifiée, en remarquant que L(c) € ,>; V(c —1/n), on en déduit que
pour tout n > 1, dim L(c) < d(1 — ¢+ 1/n) et donc que

dim L(c) < d(1 — ¢). (4.3.2)

Nous allons donc montrer que l'inégalité (4.3.1) est bien vérifiée. Soit p > 1 un entier

positif. Posons v; = 7% pour j > 1. On introduit les ensembles

Vo) = {2€ 0.7 ox, (1) > (e ) log

1
V() = {z €0, 1)4: ijgj(z) > (c+ E)logvj, i.s. en j}.

Nous allons montrer que

o) = V(o). (4.3.3)

p=>1
L’inclusion U,>; V,(¢) € V(c) est évidente. Montrons I'inclusion opposée. Soit z € V(c).
Soit un entier p > 1, tel que
limsup ny(z)/logn > ¢+ 1/p.

Or, pour tout j, il existe un entier n tel que n — 1 < v; = 7% < n. Alors,

vixs, (@) _ (n—1)xi(z) _ nxa(@n—1

log v; - logn logn n

On obtient donc que
hmsupvjxv (z)/logv; > c+1/p,

j—00
et donc V(c) € Up»1 Vp(c). Pour obtenir (4.3.1), il nous suffit donc de montrer que pour
tout p > 1, s4179 —mes(V,(c)) = 0 (on se référera au chapitre 1 pour des détails sur la
mesure de Hausdorff et la dimension de Hausdorff). Pour cela, nous aurons besoin de

nouvelles notations. Nous désignons par v; la taille de I’échantillon considéré (nombre

de variables) et 7, = (clogv;/v;)"/%. Pour tout 0 < i,...,4i4 < |7;] et j > 1, nous
posons
vl +1
I, iag) =[] [’ br { (4.3.4)
r=1 7j
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D’autre part, pour tout 0 < 4y,...,7q < |7;] et j > 1,

1 si J(iy,...,4q4;7) contient au moins un coin d’un espacement de c6té
Ly iy = de longueur supérieure a <(c + 11))105;@]> ,
J
0 sinon,
(4.3.5)
et enfin,
JZ,,’L, si ]11 121,
Iy vig) = o d) s L (43.6)
g S1 ]li1,~~~,id;j =0.
Nous voyons facilement que UZLITLJO . Ugﬁo I(iy,...,i4;j) est un v/d/7-recouvrement de

V,(c). L'idée de la démonstration est donc de montrer que la dimension de

L75] [75]

U U TG ia ),

11=0 1q=0
est inférieure a d(1 — ¢). En utilisant les propriétés de la dimension de Hausdorff, cela

se ramene a montrer que

[75] L75]
STES N TGy ia )P, < oo (4.3.7)

j>1  i1=0  iz=0

Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 4.3.1. Soit un échantillon Uy, ..., U,,, de taille v; et J un pavé de [0, 1]¢ de

1/d

coté de longueur Tj_l = (clogw;/v;)/*. Notons B; le nombre d’espacements de J dont

la longueur est supérieure a ((c+ 1/p)logv;/v;)/¢. Nous obtenons alors que, pour une

constante a > 0 et pour tout j suffisamment grand,
P(B; > 1) < av; ), (4.3.8)

Démonstration. Supposons que I'événement {B; > 1} soit vérifié. Il existe alors un

espacement A, , de co6té de longueur supérieure a

((c+1/p)log v, fu;)*,

tel que A, , N J # . Soit alors R(A,, ;) le pavé de coté de longueur

((c +1/p) log vj/vj)l/d,
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4.3 Démonstration du Théoréme 4.2.2

ayant I'un de ses sommets coincidant avec I'un des sommets de A, ,. Mais R(A,, ;)
étant aléatoire, nous ne pouvons pas faire directement des calculs de probabilités. Nous
procédons alors par recouvrement (en utilisant des pavés non aléatoires). Considérons
une grille de pas 1/2(1/2p)"4(logv;/v;)/? sur le pavé J. Pour la suite, nous noterons
K, 1 < m < K les pavés de sommets courant sur la grille, de c6té de longueur

(c+1/2p)logv;/v;, avec

d

(clogvj>1/d

K= 1(1g)1/d = 2%2p. (4.3.9)

2\ 2pvj;

Pour l'expliquer autrement, pour chaque point de la grille nous construisons les 29
hypercubes tous de coté de longueur ((c+ 1/2p)logv;/v;)*/?¢ correspondant & ce point.
Puisque R(A,, ) est vide, au moins I'un des K,,,, 1 < m < K est également vide. Cela

est vrai car

logv;y1/d logv;y1/d
((e+1/p)=22) " > ((e+ 1/2p)=22) " 4 2 1/2(1/2p) V" (log v /v) .
j j
Ainsi,
K
P(B;j > 1) < > P(K,, ne contient aucun des Uj).
m=1
Or

1/2p)logv;\ v
P(K,, ne contient aucun des U;) = K<1 _ (et 1/2p)log UJ)

Uj

—( +o(1))v§f/2p.

J
Nous obtenons donc que pour une constante a > 0,
a

c+1/2p?
v /2p

P(B; > 1)<

pour j suffisamment grand. O]
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Ainsi,
L75] L75]

ZE Z Z | (i1, ,id;j)|d(1_c)1i1,---7id;j

j=1 i1=0  ig=0

d(1—c)
= <\/3> T/P(B; > 1)
i>1

Tj
V¢
< de(l_c)/zT]dCP(Bj > 1) < de(l_c)/262d2p(clog UJ')_CT{ﬂ
> > v
L1
< b (logwv;) ap?
j=1 U,

olt b > 0 est une constante. En se rappelant que v; = j* nous pouvons en déduire que
(4.3.7) est vérifiée et donc que (4.3.1) et (4.3.2) le sont aussi.

4.3.2 Borne inférieure pour dim L(c)

Nous allons dans ce paragraphe, établir I'inégalité suivante.
dim L(c) > d(1 — ¢). (4.3.10)

Cela suffit pour montrer le Théoréeme 4.2.2. En effet, supposons que (4.3.10) soit vérifiée.
En remarquant que U,>; L(c+1/n) € V(c), nous avons alors dim V' (c) > d(1 — ¢). En

combinant ce résultat avec (4.3.2) et (4.3.1), nous obtenons bien (4.2.4).

Soient A et B deux pavés de [0,1]%. La distance entre A et B est notée

d(A,B) = min |x—y| (4.3.11)

x€A,yeB

Pour montrer (4.3.10), nous aurons besoin des deux lemmes suivants. Ce sont les ana-
logues des lemmes 1.3.3 et 1.3.4, pour des ensembles inclus dans R?. Les démonstrations

ci-dessous sont basées sur le « principe de distribution de masse »(voir p. 36).

Lemme 4.3.2. Soit [0,1]9 = Ey et pour tout entier j > 1, E; est une union finie de
pavés disjoints fermés Q;, i = 1,...,4(j). On suppose que E;_y contient au moins m;
pavés de E; et que pour tout i # i’ € {1,....4(j)}, d(Qs,Qv) = ¢€j 0u 0 < €41 < ¢j.
Alors,

=X 1 ceeMmy
dim (] E; > liminf d og (11 mgl )
j—o0 — log(m;e?)

(4.3.12)

j=1
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Démonstration. On suppose que F;_; contient exactement m; pavés de Ej. Si ce n’est
pas le cas, on élimine les pavés en trop, ce qui ne changera pas la borne inférieure
(4.3.12). On définit une mesure positive p sur (72, Ej, en attribuant a chacun des

my ... m; pavés de E; la mesure (ou masse) (my ...m;)" "

Soit U un pavé tel que 0 < vol(U) < &%, vol(U) représentant la mesure de Lebesgue de
U. Rappelons également que |U| désigne le diametre de U. Nous voulons estimer p(U).
Soit j l'entier tel que

el < vol(U) < el_,. (4.3.13)
Le nombre de pavés de F; qui rencontrent U est

(i) au plus m; puisque U rencontre au plus un pavé de E;_j,

d
. Ul dvol(U)
(ii) au plus <\/85j + 1) <2 s
Le deuxieéme point s’explique par le fait que les hypercubes de F; sont espacés d'une
distance d’au moins ¢;. Or d’apres (4.3.13), 1 < %. L’inégalité (ii) se démontre alors
J

naturellement. Nous trouvons donc que

(U
w(U) < (my...m;)" " min {2dvo <d ),mj}
j
1 S
<(my...my)! (2dVO(dU)> mjl-’s,
&
pour tout 0 < s < 1. Ainsi,
2dsdfds/2
o) . (4.3.14)

‘U’ds A (m1 c. mj_l)mjej

Or, (4.3.14) est borné par une constante ssi

s < liminflog(my...mj_1)/ — log(mj»s?).
=00

Le résultat se déduit directement de D'application du « principe de distribution de

masse ». O

Lemme 4.3.3. Soit 0 < s < 1 et soit n1,na, ... une suite croissante d’entiers telle que

Njt1 = max{nj»,élnjl-/s} pour tout j. Pour tout j, soit H; C R? les pavés de cotés de

-1 . . L _
longueur n; /s, la longueur entre les milieur de pavés consécutifs étant de n; L Alors

dim () H; > ds. (4.3.15)

j=1
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CHAPITRE 4. Espacements multivariés

Démonstration. Soit Ey = [0,1]¢ et pour tout j > 1, E; correspond aux pavés de H;
inclus dans E;_;. Ainsi, chaque pavé I de E;_; contient au moins (nj__l{ n; — 2) > 24

pavés de E;. De plus, la distance entre deux pavés consécutifs de £ (voir (4.3.11)) est

au moins de n;l — n}l/ *>1/ 2nj’1 pour j suffisamment grand. On applique alors le
Lemme 4.3.2, en remarquant que remplacer (nj__lfsn] —2)? par n; d{ n; ~? ne change pas
la limite.
00 lo nn N d— d/s d
dim () H; > dlmﬂE = liminfd 8l 2/ i-2) = 1). (4.3.16)
j=1 j=1 i=ee —log(n; " ndn; 4y — log 24

Puisque n;y1 = n ;, alors logn;_; est le terme dominant dans le numérateur et le

dénominateur. Or,

log n? d

d—=3"1  —g— —gs.
—logn;_ d/ B dfs
La conclusion du Lemme 4.3.3 est alors immeédiate. O

Expliquons en quelques mots 1'idée de la démonstration. Nous construisons un réseau
sur [0,1]%. Pour K; un entier suffisamment grand, les pavés [1°_,[i,/ K}, (i, + 1)/K;)
sont les composants du réseau. Nous montrons que « la plupart » des pavés du réseau
contiennent un sous-espacement 7'(iy,...,74,J) d'un échantillon de taille N;, dont la

longueur des c6tés est a peu pres (clog N;j)/N;. Alors, 'ensemble

A= U T(i1,. .04, ]),
11,...,04 pairs
est constitué de (1/2K;)? pavés de cotés de longueur (clog N;)/Nj;, séparés par une
distance d’au moins 1/ K. Nous vérifierons que nous pouvons appliquer le Lemme 4.3.3
a A, et que le nombre de pavés du réseau qui ne contiennent pas d’espacement de la

longueur considérée est « petit »

Nous avons donc besoin de résultats sur la distribution des espacements. Soit {d;,j > 1}
une suite décroissant vers 0. La suite {IN;, j > 1} correspond a la taille de I’échantillon

considéré. Elle vérifiera les conditions suivantes.

N1) La suite N; est croissante et croit suffisamment vite pour que la suite n; = |v;| =
|(clog N;/N;)~(1=9/4] vérifie les conditions du Lemme 4.3.3, c’est & dire nj,; >

max{n] 4n; Ye *} pour tout j.
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4.3 Démonstration du Théoréme 4.2.2

- —(c+25; 2d (clog N; \27¢
N2) La série 335, N, (e20;) _ 25—(03{,@) est convergente.
z i i

Lemme 4.3.4. Supposons que 0 < ¢ <1 et que {0;,j > 1} soit une suite décroissante
vers 0. Soit J un pavé de [0,1]%, de cété de longueur V;l. Pour tout j > 1, notons M,

le nombre d’espacements de J dont la longueur des cotés est comprise dans l'intervalle

Kclog]\fj)é, ((c+6j)logNj)é].

N; N;
Alors,
> P(M; =0) < oo. (4.3.17)
i>1

Démonstration. Pour tout j > 1, notons C; le nombre d’espacements de J, de coté de
longueur strictement inférieure a (clog N;/N;)'/?. De plus reprenons la définition de B;
du lemme 4.3.1 en remplacant 1/p par §;, 7; par v; et v; par N;. Nous pouvons alors

remarquer que

P(M; >1) > P(B; = 0) x P(C; = 0). (4.3.18)

Supposons que {C; > 1}. Il existe donc un espacement Y de c6té de longueur stric-
tement inférieure & (clog N;/N;)Y/?. Soit @ un pavé de [0,1]? de coté de longueur
(clog N;/N;)Y4 et tel que Y C Q. Comme précédemment, puisque @ dépend de
I’échantillon, nous ne pouvons calculer de probabilité 1'utilisant. Nous construisons alors
sur le pavé J une grille de pas 5;/ d(log N;/N;)¥4/2 et sur chaque point, 4 hypercubes
de coté de longueur ((C +6;) log N, /Nj)l/d. Le nombre de pavés construits sur la grille

est donné par la formule suivante.

l—c d
clog N; d —c
2 )T | 2 (el (4.3.19)
6]1/0! log N; 1/d 5j Nj . o
T( N;j )

Puisque T est un espacement inclus dans ), ) contient au moins 2 points de I’échantillon

U,, ..., U, Ainsi, puisque

1/d 1/d 1/d 1/d
(c+ 6,1/ log N; / < clog N; / L9 x 0;"" (log N; /
! N, “\ N 2 N, ’

J J J
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CHAPITRE 4. Espacements multivariés

il existe au moins un pavé de la grille qui contient au moins 2 points de 1’échantillon.

Ce qui signifie que

224 (clog N;\ © (clog N;
P(C->1)<< . —
’ o \ N N;
2—c
<22d<clogNj>
i\ N
Donc,
22d [ clog N;\>°°
PC,i=0)>1- "+ —"2 . 4.3.20
€= z1- 5 () (4.320)

Alors, (4.3.8) et (4.3.20) impliquent que

1 224 clog Nj\2-c
PO 2 1) 2 (1= e ) (- 5 (5 )
j J

J

224 rclog Nj\2~¢ 1 224 1 clog N;j\?>~¢
21_&( N, > _NC+25J'+&NC+25J'< N, > ’
J J j J i J
Ainsi,
1 224 rclog N:\2—¢ 22 1 clog N\ 2—¢
o S L
( J ) Njc—i-%j 5j Nj 5], Njc—l—26] Nj
Or,
1 +22d(clogNj>2_c_22d 1 (clogNj>2_C
N;+26j 5]’ Nj 5]‘ Njc+25j Nj

1 224 clog Nj\2-¢
:(1+o(1))<w_%(03§j1)2 )

J

Nous obtenons donc que pour j suffisamment grand,

1 224 clog N;y2—c
P(M;=0)< —5 — —(—+2) -
J Nj +26 5] ( Nj )
Nous utilisons enfin la condition N2) pour obtenir la conclusion de ce lemme. ]

132



4.3 Démonstration du Théoréme 4.2.2

Nous allons maintenant démontrer I'inégalité (4.3.10). Rappelons d’abord que v; ! =

j
(clog N;/N;)1=9/4 Pour tout 0 < 4y, ...,i4 < |v;], nous posons

J(’il,...,id,j) - H {iryfl?(ir+ 1)”;1)

r=1
Si J(i1,...,14,7) contient un espacement (de '’échantillon de taille N;) de c6té de lon-
gueur dans
log N;\ /4 log N,;\ /4
) 0; ! > ] )
(=5) (e =y
(c’est le cas si M; > 1), on choisit cet espacement et on l'appelle T'(iy, ..., 14,7). Si-

1/d

non, on prend n’importe quel pavé de coté de longueur (clog N;/N;)'/* et on I'appelle

S(i1,...,14,7). On définit ensuite

Sj: U S<i17"'7id7j); T'j: U T(Zlavzdaj)?
11,...,04 pairs ©1,...,04 pairs
et enfin
jz1 j=1 Jjz1
Par construction, les R; sont des pavés dont le coté a une longueur comprise entre
(clog Nj/N;)Y4 et ((c + &) log N;/N;)*/¢ et chacun séparé par une distance supérieure
a (clog Nj/N;)1=9/4 Remarquons que le Lemme 4.3.3 est encore vrai lorsque les pavés

Y5 En utilisant la condition N1), nous

Hj ont des cotés de longueur équivalente a n;
pouvons alors appliquer le Lemme 4.3.3 avec nj_l = Vj_l = (clog N;/N;)1=9/d et 5 =

1 — ¢. Nous obtenons donc que
dim R > d(1 —¢). (4.3.22)

Or, d’apres (4.3.21) R = SUT et TNV(c) C L(c). De plus, (4.3.22) nous permet

d(1—c)

d’affirmer que s —mes(R) > 0. Donc si nous montrons que s?=¢ —mes(S) = 0,

nous aurons alors s%1=¢ — mes(L(c)) > 0 et donc (4.3.10). Pour cela, nous savons que
les S(i1,...,14,7), 0 < 4q,...,14 < |v;], forment un recouvrement de S. Il faut donc
que

Lv;] 21

SN YT Sy i, )] < o0,

j>1i1=0  iq=0
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CHAPITRE 4. Espacements multivariés

ou |A| désigne le diametre de A. Or, pour montrer I'inégalité précédente, il suffit de

montrer que

lv;) [v]

SSES Y (SGy iy )40

jzl  i1=0  4=0
1 \d log N\ 1-¢
:Z<2yj> P(Mj:0)<03§ J) < 0. (4.3.23)

i1 J

Mais, en se rappelant que v} 1 (clog N; /Nj)(l‘c)/ 4 on trouve en remplagant v; dans
(4.3.23) et en utilisant le Lemme 4.3.4, que

5 (3o -0 (555 5 () 7 -0 <o

i>1 J

Nous avons ainsi obtenu l'inégalité suivante.
5= _mes(L(c)) > 0.
Nous pouvons donc en conclure que
dim L(c) =2 d(1 — ¢) et dim V' (c) > d(1 — ¢).

Le Théoréme 4.2.2 est donc démontré.

4.4 Espacements multi-dimensionnels

Au vu des précédents résultats, il est naturel de se demander si ceux-ci resteraient
valables, si au lieu de se restreindre a des espacements blocs, nous autorisions les es-
pacements a prendre des formes plus générales, comme par exemple des boules, ou
des boréliens quelconques parmi un famille d’ensembles convenables. Cette question a
été soulevée par Deheuvels [30] & la fin de son article et une nouvelle définition plus
générale d’espacements multi-dimensionnels est donnée par Deheuvels et al. [34]. Les
formes autorisées doivent satisfaire certaines conditions d’« entropie ».

Nous allons dans un premier temps donner la définition d’espacements multi-dimen-
stonnels, puis nous étudierons le comportement asymptotique d’ensembles de points

analogues aux précédents.
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4.4 Espacements multi-dimensionnels

Rappelons quelques notations. Nous considérons I’échantillon Uy, ..., U, de n variables
aléatoires uniformément distribuées sur [0, 1]%. Nous rappelons que la mesure empirique

d’un borélien B de [0, 1]¢ au rang n est définie par
1 1 .
Mn(B) = %Zﬂ{UiEB} = g#{Ul € Ba I<i< n}
i=1

Notons B¢ la classe de tous les boréliens de [0, 1]¢. Soit C C B? une classe de sous-

ensembles de [0, 1] telle que
(C.1) @ eCet (0,1 € C,

(C.2) Pour tout a > 0 « petit », C, = {C € C: A\(C) = a} est non-vide, ot A dénote
la mesure de Lebesgue,

(C.3) Pour tout a > 0 « petit », si C' € C et A(C) > a, il existe C" € C, tel que C" C C,

(C.4) Pour tout a > 0 « petit », si C' € C est tel que \(C') < a, alors, il existe C' € C,,
tel que C' C C’.

Nous donnons une définition d'un espacement multivarié.

Définition 4. Soit Uy, U,,... une suite de variables aléatoires indépendantes uni-
formément distribuées sur [0, 1]¢. On définit un espacement multivarié de rang n, relati-
vement a la classe C, tout ensemble C' € C tel que C' ne contient aucun des Uy, ..., U,
et C' ne peut étre élargi au sens de I'inclusion en un ensemble C” € C ayant les mémes
propriétés (c’est a dire que C” ne contienne aucun des Uy, ..., U,. L’espacement est

alors le volume de C' (au sens de la mesure de Lebesgue).

Soit z € [0, 1]¢. On définit, relativement & C, (noté w.r.t C pour la traduction anglaise
with respect to) 1’espacement multi-dimensionnel contenant z associé a 1’échantillon
U, ..., Uy, par

Sp(z) = sup {)\(C’) :CeC,Cozetnu,(C)= O}. (4.4.1)

Clairement, S, (z) dépend de la « quantité » de formes autorisées pour les espacements.
On se place donc dans le cadre de I'article de Deheuvels et al. [34], qui pour caractériser
cette « quantité », définissent les nombres suivants. Soit E € B? une classe d’ensembles,
E,={FE € E: \FE)=a}l.
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CHAPITRE 4. Espacements multivariés

Pour tout 0 < (I —v)a <a <1,

min{m > 1 : il existe des ensembles B, ..., B,, € B¢
tels que pour towtE € E,, B; C E,

Ng(a,v) =

et A(F — B;) <wvapour 1 <i<m},

oo 8’il n’existe pas un tel m > 1,

et pour tout 0 < a < 1,

max{m > 1 : il existe des ensembles E1, ..., E,, € B?

tels que A(E; N E;) = 0 pour tout i # j,
Kg(a) =

pour 1 <4,j < m},

0 s’il n’existe pas un tel m > 1.

Nous nous plagons donc dans le cas ol les deux conditions suivantes sont vérifiées.
Q1) limsup,,log Nc(a,v)/log(1/a) <1  pour v > 0 petit,
Q2) liminf, glog Kc(a)/log(1l/a) > 1.

Considérons alors les ensembles suivants.

Wie)={ze[0,1]*: liglsogp nS,(z)/logn > c}, (4.4.2)
O(c) ={z € [0,1]¢: liﬂsot}p nS,(z)/logn = c}. (4.4.3)

Ce sont les analogues respectifs de (4.2.2) et (4.2.3).

Théoréme 4.4.1. Relativement a la classe C définie plus haut, sous les conditions Q1)

et Q2), si 0 < ¢ < 1, alors, presque sirement,
dim W(c) = dim U(c) = d(1 — ¢). (4.4.4)
La démonstration de ce théoreme étant tres similaire a celle du théoréme 4.2.2, on ne

la réécrit pas.

REMARQUE 17. Les conditions Q1) et Q2) sont les mémes que celles données par De-

heuvels et al. [34]. Elles nous permettent de limiter la quantité d’ensembles appartenant
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a la classe C. Les quantités N¢(a,v) et Kc(a) sont liées au concepts de 1’e-entropie
et I’e-capacité (voir par exemple I'article de Kolmogorov et Tihomirov [68]). Dans la
démonstration du Théoreme 4.4.1, Q1) intervient dans le lemme 4.3.1, ot (4.3.9) est

remplacée par

logvjjy) " clogvj'

Uj

K’ = No((e+1/(2p)) 2%

J

La condition Q1) permettra de ne pas avoir K’ trop grand. Elle est utilisée de la
méme facon dans le Lemme 4.3.4 (voir (4.3.19)). La condition J2) intervient dans
la démonstration de la borne inférieure lors de la construction d’un réseau d’ensembles

disjoints.
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Chapitre 5

Propositions de perspectives sur

I’étude des espacements
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5.1 Mesure de Hausdorff exacte

Les travaux présentés ci-dessus pourraient étre prolongés par l'étude de la mesure de
Hausdorff exacte. Nous allons exposer les résultats de la littérature qui nous ont amenés
a proposer cette direction de recherche. En 1954, Lévy [74] étudie la continuité uniforme
du processus de Wiener {W(¢);t > 0}. Afin d’avoir plus de précisions quant aux grandes
valeurs de |W (¢t + h) — W(t)| quand h | 0, deux groupes de fonctions sont définis : la
classe supérieure U et la classe inférieure V. Notons @ la classe de fonctions ¢ vérifiant
certaines conditions que nous n’explicitons pas ici. La fonction ¢ € ¢ appartient a U si

pour t donné,

W (t+h) — W(t)] < (2h)2¢(h),
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pour h suffisamment petit. V est le complément de U dans ®. Lévy [72] montre que la

fonction
o(t) = c(2log t)%,
appartient a U (resp. V) si ¢ > 1 (resp. ¢ < 1). Le résultat suivant est un test intégral qui

permet de conclure quant a ’appartenance a une classe ou ’autre selon la convergence

de l'intégrale.

Théoréme 5.1.1. Une fonction ¢ positive, continue et strictement croissante appar-

tient a la classe supérieure ou inférieure selon que l’intégrale
/OO wg(t)e’%“"z(t)dt
converge ou diverge.

Ce résultat est démontré par Chung, Erdos et Sirao [23]. Jain et Taylor [63] obtiennent
un résultat similaire pour le processus de Wiener & valeurs dans R?. En 1977, Kéno
[70] utilise ce principe de test intégral pour obtenir la mesure de Hausdorff des points
d’irrégularité du mouvement brownien. Ses résultats sont motivés par les travaux d’Orey
et Taylor [90] dont nous avons déja largement parlé p.73 et de Jain et Taylor [63]. 11
définit {W9(t);0 < t < 1} un processus de Wiener standard, & valeurs dans R? et ¢

une fonction positive, continue telle que

o(z) T oo (x ] 0). (5.1.1)

De plus, . est la classe des couples {{(u,,v,)}5°, de suites telles que wu,, > 0, v, > 0,
3> U+ v, >0etu, +v, | 0(n 1 o0)}. Koéno [70] définit 'ensemble suivant, pour ¢
sous la condition (5.1.1).

E(¢) ={0 <t < 1L, H(un,va)} € 7

Wt + wn) — WU —vp)|| > Vin + 0n¢(Un +v,) ) (5.1.2)

Il s’intéresse alors a la mesure de Hausdorff de cet ensemble. Nous utilisons ici la forme
générale de la définition de la mesure de Hausdorff d'un ensemble A, pour une fonction

h notée h — m(A). La fonction h est une fonction positive, continue, telle que

h(z) | 0 quand = | 0, (5.1.3)
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et
h(z)/x T oo quand x | 0. (5.1.4)

On définit la mesure de Hausdorff sur ’ensemble de A par
h—m(A) = }511)1[1) [mf { Z>Zlh(|Ul|) : {U,;} est un

d-recouvrement de A H : (5.1.5)

ou l'infimum est pris sur toutes les collections de d-recouvrements {U; : ¢ > 1} de A. 1
est clair qu’il suffit de prendre h(x) = x° pour retrouver la définition habituelle. Kono

établit le résultat suivant.
Théoréme 5.1.2. Sous la condition 5.1.1 et pour n suffisamment grand,
p(27"72) < 2191072 p (27" 2n?), (5.1.6)
alors,
h—m(E(¢)) =0 (resp. 00) p.s.
si et seulement si 'intégrale
I(h,¢) = /+ a2 a)e O ) do
converge (resp. diverge).

Ce que nous proposons serait d’obtenir un analogue de ce théoreme pour les espace-
ments. Rappelons brievement les notations et résultats obtenus sur les espacements, au
cours de ce chapitre. Soit Uy, ..., U,, un échantillon de variables aléatoires uniformément
distribuées dans (0, 1). Nous avons noté u, (x) 'unique espacement contenant x € [0, 1)

et Z,(x) sa longueur. Hawkes a établi le résultat suivant.
Théoreme 5.1.3. Soit, pour 0 <c <1,
D(c) ={z €10,1) : limsupnZ,(x)/logn = c},

et
Ulc) ={x €[0,1) : limsupnZ,(z)/logn > c}.

n—oo

Alors, presque strement,

dimD(c)=1—¢, et dimU(c)=1-c.
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Soit ¢ une fonction vérifiant les conditions suivantes.
p(x) — 00 et p(x)/z — 0 quand z — 0. (5.1.7)

Dans le méme esprit que Kéno, nous définissons, pour toute fonction ¢ vérifiant (5.1.7),

p(n)

I’ensemble

F(o)={z€[0,1] : Z,(z) > i.s.en n}. (5.1.8)
Nous conjecturons que le théoreme a obtenir devrait étre le suivant.

Conjecture 5.1.4. Sous certaines conditions,

h—m(F(p)) =0 (resp. +0o0) p.s. (5.1.9)

st et seulement si . )
J(h :/ 2@ p(=)d 5.1.10
()= [ (L) (5.1.10)

converge (resp. diverge).

La borne supérieure reste comme d’habitude la partie la plus simple a montrer. En effet,

nous voulons montrer que la convergence de J(h, ) implique que h — m(F(y)) = 0.

Pour k = 1,2,..., notons v, = 28 et t¥ = i/vy, i = 0,..., 1. Nous introduisons alors
I’ensemble ()
AF :{ sup |2, (s)] > P } (5.1.11)
sE[tf,tﬁrl) Vi

En utilisant le méme raisonnement que pour le Lemme 4.3.1, ainsi que la condition

(5.1.7), nous obtenons que

P(a) < (1- 2Ny

= (1+o(1)) exp{—¢(vx)}.

Ainsi,
S°5° PADK(IE ) < 3 3 exp{—p() (5 )
k=1i10 k=1i+0
< 2 mwexp{ =) (")

< [ exp{—p(@)bh(1/a)ds.
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En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, la conclusion est alors immédiate. Pour la borne

inférieure, nous supposons que J(h, p) = oo et nous voulons montrer 'inégalité
h—m(F(¢)) > 0. (5.1.12)

Pour cela, nous allons utiliser un résultat d’Eggleston [48], dans la version donnée par
Hawkes [61] (Lemma 1, p.299).

Lemme 5.1.5. Soit m; une suite d’entiers et soient d; et p; deux suites décroissantes
d’entiers. On suppose que Ry = [0,1] et R; correspond auz intervalles de longueur au
moins d;, séparés dune distance d’au moins p; et chaque intervalle de R; contient au

moins mjiy intervalles de Rjy1. Alors, si Lj = [];<;m; et

J]—00

lensemble h —m(N;>o ;) >0 .
Démonstration. Voir le théoreme 6, page 56 d'Eggleston [48]. O]

L’idée de la démonstration est la méme que celle utilisée précédemment (voir p. 130).
Soit {d;,7 > 1} une suite décroissant vers 0. La suite {N;, j > 0} correspond a la taille
de I’échantillon considéré. Elle vérifiera certaines conditions qu’il faudra expliciter et

les conditions ci-dessous.
N1) La suite N; est croissante,
N2) La série 35 ;50 exp{—(1 + 6;)¢(N;)} est convergente .

Lemme 5.1.6. Soit J un intervalle de longueur v; ' = h(p(N;)/N;). Pour tout j > 1,

notons M; le nombre d’espacements de J dont la longueur est comprise dans l'intervalle

N;j N;j

Alors,
ZP(MJ» =0) < 0. (5.1.14)
Jjz1
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Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Lemme 4.3.4. Pour tout j > 1,
notons C; le nombre d’espacements de J donc la longueur est strictement inférieure a

©(N;)/N;. Nous pouvons alors remarquer que

En utilisant le méme raisonnement que précédemment, on trouve que

P(C;>1) < SOSVAJ[J)
Ainsi,
P(M; > 1) > (1 - exp{—(1+6;)p(N;)}) (1 - (’ngvjj))
S1- 9"§VN> — exp{—(1+ 8)p(N;)}
+ %‘@ijj)exp{_u +6;)0(Ny)}

Nous obtenons donc I'inégalité suivante.

an

N;

P, = 0) < P (14 8)0(N)) -

J

exp{—(1+9;)p(N;)}

Or, pour j suffisamment grand, p(N;)/N; — p(N;)/Nje~(1+2)¢N5) < 0. Nous obtenons

donc, pour j suffisamment grand,
P(M; = 0) < exp{—(1+d;)o(N;)}-

L’utilisation de la condition N2) nous permet de conclure la démonstration de ce lemme.
O

Rappelons ici que nous avons posé v; ' = h(¢(N;)/N;). Nous construisons une subdi-

vision de [0, 1], en posant pour 0 < i < vj et j > 1,
J(i,j) = [iyfl7(i+ 1)”]‘_1)‘

Si J(i,j) contient un espacement (de l’échantillon de taille N;) de longueur dans
[0(N;)/N;, (1 + 6;)p(N;)/Njl], (c’est le cas si M; > 1), on choisit cet espacement et
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on l'appelle T'(7, j) sinon, on prend n’'importe quel intervalle de longueur ¢(N;)/N; et

on l'appelle S(i, 7). Nous définissons ensuite
Sj: U S(%]) Tj: U T<i7j)7
i pairs i pairs
Rj == Sj U 7}, R = ﬂj;le, S = ﬂ];lSj, et T = ﬂ]}l]}'
Par construction, les R; sont des intervalles de longueur comprise entre ¢(N;)/N; et
(1 +6;)¢(N;)/N; et chacun séparés par une distance supérieure & v; . Nous voulons

appliquer le lemme 5.1.5 afin de montrer que h — m(R) > 0. Pour cela, il nous faut

vérifier que nous avons bien (5.1.13). Selon les notations utilisées, nous avons

d. — P(N;) p; = 1
i = v Py P
N; J
Une nouvelle condition sur N; sera a trouver de maniere a ce que chaque intervalle de
R;_; contienne au moins m; = d;_1v; — 2 > 2 intervalles de R; et
tim inf ") Lin1pi
j—o00 dj

Nous pourrons donc appliquer le lemme 5.1.5, ce qui nous permettra d’obtenir h —
m(R) > 0. L’objectif étant de montrer que h — m(7T") > 0, il suffira donc de montrer
que h —m(S) > 0. 1l faut donc que

[vj]
Z>:1 ; h(]S(i, 7)) < oc.

Autrement dit, il suffit que

lvs]
& . 1
2 B (S5 = 2 5w P(M; = 0)h(p(N;)/N;) < oo.
> =0 i1
Or, rappelons nous que v, 'h(¢(N;)/n;). En utilisant le lemme 5.1.6, on trouve donc

que
> S0P (M, = Oh(A(N)/N)) = X2 3 PO, = 0) < oc.

Jj=1 j=1

Nous aurons donc obtenu que h —m(S) = 0 et donc h —m(T") > 0.
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5.2 Processus empirique des espacements

5.2.1 Introduction

Une autre perspective de travail est I’étude du processus empirique des espacements.
Nous allons commencer par donner quelques rappels et définitions. Soit {U,, : n > 1}
une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur l'in-
tervalle [0, 1]. Nous utilisons les mémes notations qu’au Chapitre 4. Ainsi, rappelons
que Uén), cee U,Si)l désignent les statistiques d’ordre de I’échantillon Uy, ..., U, et les
espacements uniformes sont notés D™ = U™ — g™ pour i = 1,...,n. Nous

allons commencer par donner des résultats classiques sur les espacements, sous forme

de lemmes.

() 4 pm).

Lemme 5.2.1. Pour toutn > 1 et pour tout 1 <1< n, D;
Démonstration. Voir Pyke [92], p. 397. O

Lemme 5.2.2. Soit {w, : n > 1} une suite de variables aléatoires i.i.d de loi expo-
nentielle standard Exp(1) et S, = w1 + ... + wy, pour tout m > 1. Alors, nous avons

[’égalité en loi suivante.

(D" 1 <i<n}L{w/S,:1<i<n} (5.2.1)

Démonstration. Voir Pyke [92], p. 403. O

Lemme 5.2.3. Indépendamment de ¢, pour 1 < i < n, la loi de nDZ(") tend vers la lot

exponentielle standard Exp(1), lorsque n — oo.
Démonstration. Dans (5.2.1), n/S, £1. On applique alors le lemme de Slutsky. O

De nombreux résultats sur les lois limites d’espacements ont été donnés par Darling

[28] qui étudie les statistiques de la forme

S, =3 f(DM),

pour des fonctions réelles convenables. Cressie [25] étudie des statistiques similaires pour

des espacements d’ordre k. Pyke [92] étudie d’autres constructions probabilistes des

146



5.2 Processus empirique des espacements

espacements et obtient plusieurs théoremes limites pour les statistiques d’espacements.
On consultera a ce sujet les articles de Beirlant et al. [11] et de Beirlant et van Zuijlen
[12].

Introduisons quelques notations qui seront utiles par la suite. La fonction de distribution

empirique des espacements re-normalisés est notée

1 n
F.(t) = - 2 1{nD£n><t} pour — oo <t < 00. (5.2.2)
Notons
0 pour t < 0,
F(t)=31—¢e pour 0 < ¢ < 00, (5.2.3)
00 sinon,

la f.d.r. de la loi exponentielle standard Exp(1). Le processus empirique des espacements

est alors défini par
dn(t) = n1/2(IFn(t) - F(t)) pour — oo <t < 0.

I est naturel d’introduire la fonction de quantile de la loi Exp(1). Celle-ci est définie

par

inf{t >0:F(t) > s}t =—log(l —s si0<s <1,
Gls) = { (t) = s} g(l—s) (5.2.4)
00 sis=1.

Observons que F(G(s)) = s pour 0 < s < 1 et G(F(z)) = x pour x > 0. De
maniere analogue, nous définissons la fonction empirique de quantiles des espacements
re-normalisés en remplacant formellement dans (5.2.4) F(t) par la fonction F,(t) de
(5.2.2). On obtient ainsi

Gn(s) =inf{t > 0:F,(t) > s} pour0<s<I1.
Le processus empirique de quantiles des espacements est alors défini par

Tn(S) = nl/Q(Gn(s) — G(S))/G'(s) pour 0 < s < 1.
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Nous introduisons maintenant de nouvelles versions des processus empiriques et pro-
cessus empiriques de quantiles des espacements. Leur intérét est d’étre plus facilement

contrblables. Pour cela, notons, pour 0 < s < 1,

Un(s) = Fn(G(s)),
Va(s) = F(Gy(s)).

Nous définissons alors le processus empirique des espacements modifié, pour 0 < s < 1,

par

Tl Z {]1{F(HD§"))<S} B S} ESYE) Z []l{an.")g— log(1—s)} 3]7 (5.2.5)
et le processus de quantiles des espacements modifié, pour 0 < s < 1, par
bu(s) = n'/?(Va(s) — 5). (5.2.6)

De nombreux résultats limites ont été obtenus pour ces processus (voir en particulier
Shorack [96], Rao et Sethuraman [93]). En 1984, Beirlant [9] obtint pour la premiére fois
des résultats d’approximation forte pour ces processus. Ses deux théoremes principaux

sont les suivants.

Théoreme 5.2.4. Sur un espace de probabilité convenable, il est possible de définir le

processus {a,(s) : 0 < s < 1} construit a partir de Uy,Us, ... ainsi qu’une suite de
ponts browniens By, By, ..., de telle sorte qu’avec probabilité 1,
sup |an(s) — Tn(s)| = O(n~Y*(logn)**) lorsque n — oo, (5.2.7)
0<s<1
o1 )
[.(s) = Bu(s) — G(s)e’G(s)/ By, (u)dG(u) pour 0 < s < 1. (5.2.8)
0
Démonstration. Voir Beirlant [9]. O

Théoreme 5.2.5. Sur un espace de probabilité convenable, il est possible de définir le

processus {vn(s) : 0 < s < 1} construit a partir de Uy, Us, . .. ainsi qu’une suite de ponts
browniens By, Bs, ..., de telle sorte qu’avec probabilité 1,
sup [vu(s) = T.(s)] = O(n~*(logn)?) lorsque n — oo, (5.2.9)
0<s«<1l

148



5.2 Processus empirique des espacements

ol

1
I (s) = By(s) — G(s)e~6© / Bo(u)dG(u) pour 0 < s < 1. (5.2.10)

0
Démonstration. Voir Beirlant [9]. O

Aly, Beirlant et Horvath [4] ont généralisé ces résultats d’approximation pour les pro-
cessus basés sur des espacements d’ordre k. Apres pondération éventuelle Beirlant et
al. [10] établissent en 1991 des lois faibles de type Bahadur-Kiefer pour ces processus.

Ils obtiennent le théoréme suivant.

Théoreme 5.2.6. Nous avons la convergence en probabilité suivante.
n**(logn)~Y?|la, + b b2 51 lorsque n — oo. 5.2.11
g n n n q

Beirlant et al. [10] ont également obtenu des résultats de type Bahadur-Kiefer, du type
de (5.2.11), pour des processus pondérés. Dindar [44] établit des lois fonctionnelles du
logarithme itéré pour le processus empirique des espacements et le processus de quantile
des espacements. Rappelons quelques notations que nous avons déja utilisées dans les
chapitres précédents. Notons Hj I'espace de Hilbert auto-reproduisant [RKHS] associé
au processus de Wiener standard sur [0,1] (voir p.50). K} désigne la boule unité du

RKHS Hj]. Plus généralement, on note pour tout ¢ > 0,
K= {feH:|flfy <c}. (5.2.12)

Soit une suite de constantes positives {h, : n > 1}. Nous imposerons a cette suite des

conditions parmi les suivantes.

(H1) h, | 0, nh, T ooet0<h, <1,

(H2) (log(1/ha))/ logan — ¢ € [0,00],

(H3) 1/h, = o(n'/?(log,n)/(logn)3/?,

(H4) h, — h, h € (0,1),

(H5) (1/hn) = o(nlogyn/(logn)*),

(HG) (1/hn) = o(n'/?(logn)~"/2),

(H7) nh,/logn — oo,

(H8) (log(1/hy))/logyn — oo lorsque n — oo.
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Notons ici que (H8) correspond a (H2) pour ¢ = oco. Dans le théoréme suivant, nous

supposerons que £ est 1'espace des fonctions bornées sur [0, 1] et d la distance uniforme.
D’autre part, notons pour ¢t € [0,1 — h] et s € [0, 1],

Aap(h,t;s) = a,(t + hs) — an(t). (5.2.13)
Théoréme 5.2.7. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), l’ensemble

{ Aay(h,t;-)
(2h,{log(1/h,) + logy n})1/2

:0<t<1—hn}

_c_
recouvre complétement en probabilité T .

Démonstration. Voir Dindar [44]. O

Dindar [44] obtient également une loi du logarithme itéré pour les incréments du pro-
cessus empirique des espacements lorsque la taille de la fenétre est plus grande (sous la
condition (H4)).

Théoréme 5.2.8. Sous l'hypothése (Hj), l'ensemble des fonctions sur [0, 1] défini par

{ Aap(h,t;-)

e

est relativement compact en probabilité dans l’ensemble des fonctions bornées de [0, 1]

muni de la norme uniforme et a pour ensemble limite [’ensemble 1L défini par
L={f(t+hl)—f(t): f€Kgtec[0,1—h]}.

Dans ’énoncé de ce théoreme, I désigne la fonction identité de [0, 1] dans lui-méme.

Démonstration. Voir Dindar [44]. O

Enfin, Dindar [44] établit un théoréme analogue au Théoreme 5.2.7 pour le cas du

processus de quantiles des espacements. Nous notons pour t € [0,1 — h] et s € [0, 1],

Ay (h,t;s) = Y (t + hs) — v, (t).

150



5.2 Processus empirique des espacements

Théoréme 5.2.9. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H5), nous avons en probabilité

le recouvrement complet par

{ Afyn(hvtv )
(2h,{log(1/h,) + logy n})1/2

:0<t<1—hn}

c

de lensemble IKS*" .

Démonstration. Voir Dindar [44]. O

5.2.2 Oscillations exceptionnelles

L’objectif serait d’étudier les oscillations exceptionnelles du processus empirique des
espacements, {a,(t) : 0 <t < 1}, a la maniere des travaux d’Orey et Taylor [90]. Pour
cela, nous allons rappeler des résultats présentés précédemment et que nous utiliserons

dans cette partie. Soit
an(t) = vn(F,(t) —t), 0<t<1,

un processus empirique uniforme généré par des variables aléatoires, indépendantes

Ui, ...,U,, de méme loi uniforme sur [0, 1] et ou
E(t) =n""Y 1pq(U).
i=1
Notons 3, = (2h, log(1/h,))~/? et

Aay(h,t;s) = a,(t + hs) —a,(t), te€[0,1—h],sel0,1].

Deheuvels et Mason [41] consideérent I’ensemble défini pour tout f € K} telle que
Jo f*(u)du € (0,1) par

L(f) = {t € [0,1) : liminf | B, A (B, ;) — f]| = O},

Rappelons ici que || - || désigne la norme-sup sur [0, 1]. Deheuvels et Mason [41] établis-

sent le théoréme suivant.
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Théoréme 5.2.10. Sous (H1), (H7), (H8) et pour tout f € K} telle que [} f?(u)du €

(0,1), nous avons avec probabilité 1,

1.
dim L(f) =1 — / F2(w)du. (5.2.14)
0
Démonstration. Voir 'article de Deheuvels et Mason [41]. O

Dans ce théoreme, dim L(f) désigne la dimension de Hausdorff de L(f) définie aupa-
ravant (voir p.33). Nous voudrions donc obtenir un analogue de ce théoréme pour les
oscillations du processus empirique des espacements. Dans ce but, pour f € K}, nous

introduisons 1’ensemble

R(f) = {t € 0,1) : lim inf ||, Aa, (b, t5-) — | = o}. (5.2.15)
Nous proposons la conjecture suivante.

Conjecture 5.2.11. Sous les conditions (H1), (HG), (H8) et pour tout f € Kj telle

que [} f2(u)du € (0,1), nous avons avec probabilité 1,

dim R(f) =1~ [ ' P (w)du. (5.2.16)

Nous remarquons que nous obtiendrions ici le méme type de résultat que pour le pro-
cessus empirique classique (Théoréeme 5.2.10). Voyons comment, de maniére intuitive,
nous pouvons prédire ce résultat. Rappelons que le processus empirique des espacements
s’écrit
1 & 1 &
Z[l{anmg, o1y = vn Zm{F(nDE“)@} —1,
i=1

an(t) = n
=1

ou F(t), définie par (5.2.3) est la f.d.r. de la loi exponentielle standard. Par le lemme
(n)

5.2.3, nous savons que la loi de nD; " tend vers la loi exponentielle standard lorsque n —
0. Donc F (nDZ(")) tend vers une loi uniforme. Les oscillations du processus empirique
classique vont ainsi étre du méme ordre, asymptotiquement, que les oscillations du

processus empirique des espacements.

Une autre maniere de le voir est de remarquer que le processus empirique classique
et le processus empirique des espacements admettent tous deux des approximations

fortes avec des ponts browniens. Or nous savons que leurs oscillations sont régies par
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5.2 Processus empirique des espacements

les oscillations d'un processus de Wiener. Il est d’ailleurs a noter que le méme type de
résultat est obtenu pour I’étude des oscillations du processus de Wiener (voir Théoréme
3.1.10).

5.2.3 Conclusion

Au vu des résultats obtenus au cours de cette these et des perspectives de recherche
déja proposées, une série d’extension vient naturellement a 'esprit : Que se passe-t-il
pour des topologies différentes de la topologie uniforme ? Peut-on étendre les résultats
pour des oscillations du processus empirique uniforme des espacements indexées par des
classes de fonctions ? Peut-on calculer la mesure de Hausdorff exacte de I’ensemble des
points exceptionnels ? Il semble raisonnable de penser obtenir des résultats similaires a

ceux déja obtenus.
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Conclusion

Dans le premier chapitre de cette these, nous avons présenté le concept de fractale 1ié
a la notion de dimension, ainsi que les principales applications qui en découlent. Nous
nous sommes alors intéressés aux oscillations du processus de Wiener indexé par une
classe de fonctions. Suite a une loi limite du logarithme (voir Chapitre 2) et dans la
continuité des travaux d’Orey et Taylor [90] et Deheuvels et Mason [41], nous avons
introduit un ensemble de points exceptionnels générés par les oscillations du processus
de Wiener indexé par une classe de fonctions. Nous avons calculé alors la dimension de
Hausdorff de cet ensemble dans le Chapitre 3. Nous avons obtenu un résultat analogue

en remplacant le processus de Wiener par le processus empirique uniforme.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux espacements uniformes engendrés par un
échantillon de variables indépendantes et identiquement distribuées dans [0, 1]¢, selon
la loi uniforme. Nous avons considéré, dans la suite des travaux de Hawkes [61] 'en-
semble des points de [0,1]? appartenant infiniment souvent & de grands espacements
(voir Chapitre 4) et nous avons calculé la dimension de Hausdorff de cet ensemble.
La difficulté & travailler dans [0, 1]¢ survient déja au moment de définir un espacement
multidimensionnel. Nous avons utilisé la premiére définition donnée par Deheuvels [30]
qui se restreint a des « espacements blocs »puis nous avons fait 1’étude qui, dans le
cadre plus général donné par Deheuvels et al. [34], autorise des formes plus générales

aux espacements.

De nombreuses perspectives de recherche découlent naturellement de ces travaux. Nous

en présentons ici quelques unes.

Nous avons vu dans la conclusion du Chapitre 3 que Khoshnevisan et Shi [65] abordent
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Conclusion

le résultat d’Orey et Taylor sous un angle différent et en obtiennent alors une démon-
stration différente. La différence se situe principalement dans le calcul de la borne
inférieure. Ils se servent du « Principe de distribution de masse » exposé au Chapitre
1 et utilisé pour calculer la borne inférieure des ensembles exceptionnels engendrés par
les espacements (Chapitre 4). Il serait alors intéressant de reprendre la démonstration
du théoreme 3.1.11 et du théoreme 3.4.1 dans le but de réduire sa longueur. Nous pour-
rions également envisager de généraliser ces résultats au cas du mouvement brownien

fractionnaire.

La plupart des résultats ont été obtenus dans le cadre de la topologie uniforme. Celle-ci
n’étant pas forcément la mieux adaptée, Deheuvels et Lifhsits [35; 36] ont étudié ces
phénomenes dans des topologies plus fortes. Nous avons obtenu au Chapitre 2 un
résultat limite fonctionnel pour une topologie semi-consistante. Il est donc envisageable
de poursuivre dans cette direction et d’étudier les ensembles fractales générés par les
oscillations du processus de Wiener indexé par une classe de fonctions pour une norme

semi-consistante.

Des résultats de type Chung ont été obtenus par de Acosta [2] et précisent la vitesse de
convergence des fonctions d’oscillation vers 'ensemble limite (voir p. 114). Les résultats
sur la dimension de Hausdorff des ensembles exceptionnels peuvent alors étre améliorés
avec ces vitesse de convergence. Des résultats de ce type sont obtenus par Deheuvels et
Mason [42], Lucas [80; 81] et Lucas et Thilly [83]. Nous pourrions donc poursuivre les

travaux dans cette direction.

De plus, nous avons vu p.139 qu'une maniere d’affiner les résultats consiste a calculer
la mesure de Hausdorff exacte. On peut citer ici les travaux de Chung, Erdos et Sirao
[23], Kono [70] et Jain et Taylor [63]. Un objectif serait d’obtenir les résultats proposés
dans le paragraphe 5.1, relatifs aux espaces engendrés par les espacements uniformes et
réussir ainsi a montrer la conjecture 5.1.4. De plus, nous pourrions trouver des analogues
de ces résultats pour les ensembles engendrés par les oscillations du processus de Wiener

ou du processus empirique uniforme, tous deux indexés par une classe de fonctions.

Enfin, nous avons orienté notre recherche vers ’étude du processus empirique des espa-

cements modifié. Nous pourrions poursuivre ainsi les travaux de Dindar [44] qui établit
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une loi fonctionnelle du logarithme. Nous introduisons ’ensemble des points généré par
les oscillations du processus empirique des espacements et proposons de calculer sa di-
mension de Hausdorff et prouver alors la Conjecture 5.2.11. Comme mentionné dans
le paragraphe 5.2.3, nous pouvons proposer d’étudier les diverses pistes de recherche
proposées (topologies non-uniformes, oscillations indexées par une classe de fonctions,

mesure exacte de Hausdorff) relativement au processus empirique des espacements.
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Annexe A

Processus de Wiener

Un processus stochastique {W(t) : ¢ > 0} sur un espace (£2, F, P) est un processus de

Wiener si ¢’est un processus gaussien centré de covariance
cov(s,t) = sAt.

On en déduit alors que le processus de Wiener s’annule a l'origine. Découle de cette

définition, le corollaire suivant.

Corollaire A.0.12.
EW(t)—W(s)* = |t —s|.

Démonstration.

EW(t) — W(s))? = EW(t)> + EW(s)? — 2EW (t)W (s)
= cov(t,t) + cov(s, s) — 2 cov(s,t)
=t+s—2sNt=|t—s|

O

De cette propriété, nous obtenons la propriété de stationnarité des accroissements (en
calculant la covariance). Nous pouvons également vérifier que les accroissements sont
indépendants. D’autre part, nous avons un résultat d’auto-similarité, exposé dans la

propriété ci-dessous.
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Proposition A.0.13. Les processus {W (t) : t > 0} et {y"/2W(qt) : t > 0} sont égauz

en distribution.

Démonstration. D’apres la définition, pour tout ¢ > 0 et h > 0, les accroissements du
processus de Wiener W (¢ + h) — W (¢) suivent une loi gaussienne de moyenne nulle et
de variance nulle. Ainsi,
m .2
POW(t+h) = W(t) < ) = (2nh) 2 [ e (;L)du.

Ainsi, pour tout v > 0,
P(W(t+h) —W(t) <z) = P(W(yt +~h) — W(yt) < v"%).
O

Nous définissons 1'intégrale de Wiener ou intégrale stochastique de la maniere suivante.
Soit W un processus de Wiener standard et {F;};>; sa filtration. Nous définissons
premierement l'intégrale stochastique pour un processus adapté simple. Un processus
adapté h = {h(t) : t > 1} est dit simple si pour tout ¢t € (0,7, il s’écrit,

n

h(t) == Z fi]l[ti,ti+1] (t)’

i=1

ou n est un entier positif, {¢; : 1 <7 < n+1} est une suite finie telle que 0 < t; < ... <

tre1 < T et ou &, ..., & sont des variables aléatoires telles que &; est F;,-mesurable.

Définition 5. Pour un processus adapté simple h, nous définissons I'intégrale de Wiener
par

I = [ B0 (0) = 36 (tisr) — W(2). (A0.1)

i=1
Proposition A.0.14. Soient h, hy, hy des processus adaptés simples. Nous avons alors

les propriétés suivantes.

(P1) EI(h) =0,

(P2) E[I(h)I(ho)]* = 5 E(ha(t)ha(t))dt,

(P3) [] ahi(t) + bho(t)dW () = a [y hy(t)dW (t) +b [y ho(t)dW (L), oti a et b sont des

constantes.
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Graphe d'une réalisation du processus de Wisner

Démonstration. Puisque W (t;11) — W (t) et F;, sont indépendants,
El&(W(tiya) = W(t)] = EGEW (ti1) = W(t))] = 0,
car W est centré. Nous obtenons donc (P1).

Bl () (h2)] = B| S0 60 (1) = W(t) TV (t501) = W(t,)

J

= B[ S &0V ) - W)V (100) ~ W(1,)]

Sii < j, (W(tis1) — W(t;)) est Fy,-mesurable, alors que (W (t;j11) — W(t;)) est indé-

pendant de F;,. Donc 'espérance est nulle. Le raisonnement est le méme pour j <. I
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ANNEXE A. Processus de Wiener

reste donc
BlI(h)(hs)] = b}Z (tis1) Wwﬂ
= ZE fi i i—i—l) ZE @ H—l )

-/ " Blhy (Oha(t)dt.

Nous avons donc montré (P2). La démonstration de (P3) étant triviale, nous ’omettons
ici. [

Nous allons maintenant donner une définition de I'intégrale de Wiener pour un processus

h plus général. Dans la suite, nous dirons que h appartient a H? si fOT Eh(t)*dt < oo.

Proposition A.0.15. Pour tout h € H?, il existe une suite de processus simples {h,,
n > 1}, telle que

T
lim [ E[h,(t) — h(t)]*dt = 0. (A.0.2)
n—o0 0

Démonstration. Voir Ash et Gardner [7]. O

Nous donnons a présent la définition de I'intégrale de Wiener pour tout h € H2.

Définition 6. Pour tout h € H? et pour toute suite {h, : n > 1} de processus simples

convergent vers h (voir (A.0.2)), nous posons
T T
I(h) = / hAW (8) = lim [ ha()dW(t) = lim I(hy). (A.0.3)
0

n—oo 0 n—oo

Nous avons les mémes propriétés que pour les processus simples.
Proposition A.0.16. Les processus h € H? vérifient les propriétés (P1), (P2) et (P3).

Pour la définition de l'intégrale multiple de Wiener (c’est a dire pour un processus
de Wiener multiparamétré) le principe est le méme, on se reportera a l'article de Ito
[62] ou Wiener [107]. D’autres définitions pour 'intégrale de Wiener ont été données,
notamment, la définition de Stratonovich. La formule de Stratonovich remplace &; par

(& + &iy1)/2 dans (A.0.1). Ainsi, pour h un processus adapté simple,

Larae(h) = 32 S5 W 1,0) — W (1),

=1
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L’avantage de cette définition réside dans le fait qu’elle ne choisit pas une direction du
temps privilégiée contrairement a celle d’Ité ce qui implique que les processus stochas-
tiques définis dans par l'intégrale de Stratonovich satisfont des équations différentielles
stochastiques invariantes par renversement du temps. Nous ne rentrerons pas dans les

détails de cette intégrale ici.
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Annexe B

Convergences d’ensembles

Plagons-nous dans ’ensemble des fonctions bornées de [0, 1], que nous notons B(0,1).
On munit B(0, 1) de la topologie définie par la norme-sup || f|| = supyc.<; |f(s)]. Soit
A C B(0,1) et € > 0. Notons alors .4° 'ensemble des fonctions f € B(0,1) telles qu’il
existe une fonction g € A telle que || f —g|| < e.

Définition 7. Une suite d’ensembles A,, de B(0,1) est dite relativement compacte s’il
existe un ensemble K tel que A, C K pour tout n, avec K un sous-ensemble compact
de B(0,1).

Il est alors intéressant d’introduire les notions d’ensemble limite eztérieur et d’ensemble

limite intérieur

Définition 8. Pour une suite A,, relativement compacte, son ensemble limite est B C
B(0,1) si B est 'ensemble des limites de toute sous-suites de .4,, convergente. On dit

aussi que A,, recouvre mazimalement B.

On peut alors voir B comme ’adhérence asymptotique de A,. On I'appelle aussi I’en-

semble limite extérieur, comme nous ’avons mentionné plus haut.

REMARQUE 18. Si la suite A,, est relativement compacte, ’ensemble B ne peut pas

étre vide.

Proposition B.0.17. L’ensemble B est compact dans B(0,1).
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ANNEXE B. Convergences d’ensembles

Voyons maintenant I’analogue de cette définition pour l’ensemble limite intérieur

Définition 9. Pour une suite 4, relativement compacte, nous dirons que .4, recouvre
minimalement B' C B(0,1), si B est I’ensemble constitué des limites de toutes les suites

convergentes de A,,.

L’ensemble B’ peut étre vu comme l'intérieur asymptotique de A, et parfois nommé

ensemble limite intérieur. Il est évident que B’ C B.

Définition 10. Lorsque B’ = B, nous dirons que A,, recouvre complétement B.

Pour les besoins de cette these, plagons nous dans un cadre probabiliste. Supposons que
la suite A,, est une suite de sous-ensembles aléatoires. Nous pouvons caractériser ces
définitions a l'aide des criteres suivants.

RC(i) P (liminf, .4, C B°) = 1.

RC(ii) Pour tout f € B, P (limsup,_,..{f € A5}) =1
RC(iii) P (liminf, .. B C A5) = 1.

RC(iv) Pour tout f € B', P (limsup,_,. {f ¢ A3}) = 1.
Nous avons alors la définition suivante.

Définition 11. La suite de sous-ensembles A,, est presque stirement relativement com-
pacte dans B(0, 1) d’ensembles limites (B, B’), si les conditions RC(i-ii-iii-iv) sont véri-

, ;. DS
fiées. Dans ce cas, nous écrivons A, ~~ (B, B').

REMARQUE 19. La condition RC(i) impose que les fonctions adhérentes de A,, soient
presque siirement incluses dans B et RC(ii) impose que toutes les fonctions de B soient
presque stirement fonctions adhérentes de A,,. Ainsi, RC(i,ii) caractérise le recouvre-
ment mazimal. De la méme maniére, nous pouvons voir que RC(iii,iv) caractérise le

recouvrement minimal. Nous en déduisons la propriété suivante.

Proposition B.0.18. La suite A, recouvre presque strement complétement B si et

seulement si les criteres RC(1,iii) sont vérifiés avec B' = B # &.
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Certains auteurs expriment cette convergence de A,, vers B a l'aide de la distance de
Hausdorff. La distance de Hausdorff peut se définir de deux facons. Premierement, pour
tout A C B(0,1) et B C B(0,1) non vides et f € B(0,1), nous définissons

d(f.B) = inf || - g]|. (B.0.1)
geB
Introduisons la quantité
d(A, B) =supd(f, B). (B.0.2)
feA

La distance entre A et B est alors égale a
A(A,B) =6(A,B) Nd(B, A). (B.0.3)
Une autre définition est la suivante :
A(A,B)=inf{e >0: AC B°, B C A%}. (B.0.4)

Nous pouvons vérifier que ces deux définitions sont équivalentes. En effet, pour tout
e>0,d(f,B) <essi fe€ Bet §(A B) <essi AC B Ainsi, la suite A, recouvre

presque stirement complétement B si A(A,, B) — 0 quand n — 0.
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Annexe C

Classes de Vapnik-éervonenkis

Lorsque nous travaillons avec des processus indexés par des familles de fonctions, nous
avons souvent besoin de controler la taille des familles. Considérons une famille de
fonction F munie d’une norme ||.||. L’entropie est une notion souvent utilisée pour
calculer la taille d’'un ensemble. Pour la définir nous utilisons le nombre de recouvrement
N(e, F,||-|l). C’est le nombre minimum de boules {g € B(0,1) : ||g — f|| < e} de rayon
e nécessaire pour recouvrir ’ensemble F. (Les centres des boules n’appartiennent pas
forcément a F mais sont de normes finies). L’entropie est le logarithme du nombre
de recouvrement. Pour controler alors 1’entropie ou le nombre de recouvrement, nous
nous restreignons a des familles de fonctions particulieres. Les familles de fonctions de
Vapnik—éervonenkis sont souvent utilisées.

Définissons d’abord les classes d’ensembles de Vapnik—(vjervomenkis7 en anglais les V(-
class. Soit C une classe d’ensembles de X. On dit que C sélectionne (“picks out”) un
certain ensemble fini {z1,...,x,} C X si on peut lécrire {z1,...,2,} NC pour C € C.
On dit que C pulvérise (“shatters”) {xy,...,x,} si C sélectionne ses 2" sous ensembles.
Le VC-index V(C) de C est le plus petit n tel qu’il n’existe pas d’ensemble de dimension

n pouvant étre pulvérisé par C. Nous pouvons exprimer 'index de maniere formelle :
ACoxy, . x,) =H#{CN{xq,..., 2.} : C €C},
V(C) = inf {n s max Ap(Coxq, ..., x,) < 2”} .

L1seeTn

Ainsi, une collection C d’ensembles est une classe de Vapnik- Cernonenkis ou VC-class

si son index V(C) est fini. Donc, par définition, le nombre d’ensembles sélectionnés par
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ANNEXE C. Classes de Vapnik-éervonenkis

une classe de Vapnik—éervonenkis de n’importe quel ensemble est strictement inférieur
a 2™. Mais ce qui est surprenant, c’est que ce nombre est en fait un nombre polynomial
O(nV(C)_l), bien en dessous de 2"~ 1. Il y a alors un lien particulier avec les recouvre-
ments. Nous pouvons en effet montrer qu’il existe une constante universelle K telle que
pour toute classe de Vapnik—éervonenkis C d’ensembles,

1 > r(V(C)—1)

N(e,C,L(Q)) < KV(C)(4e)"® <

- : (C.0.1)

pour toute mesure de probabilité Q) et » > 1 et 0 < € < 1. Pour de plus amples
informations a ce sujet, nous invitions le lecteur a se référer au livre de Van der Vaart

et Wellner [106] p.134.

La théorie des classes d’ensembles de Vapnik Cervonenkis peut s’appliquer aussi aux
familles de fonctions. Pour cela nous avons besoin du sous-graphe d’une fonction. Le

sous-graphe d’une fonction f : X — R est le sous-ensemble de X x R donné par

{(@,t) : t < f(2)}. (C.0.2)

Une collection de fonctions F a valeurs dans R est une famille de fonctions de Vapnik-
Cervonenkis (en abrégé, famille de fonctions VC) ou en anglais une VC-subgraph class, si
la collection de tous les sous-graphes de fonctions f dans F forme une classe de Vapnik-
Cervonenkis d’ensembles dans (X x R). Et comme pour les ensembles, le nombre de

recouvrement d’une famille de fonctions VC croit de maniére polynomiale.

On peut citer un exemple de famille de fonctions VC (cf. le Lemma 2.6.15 de van der
Vaart et Wellner [106]). Un espace vectoriel F de dimension finie, composé de fonctions
mesurables de X x R, est une famille de fonctions VC, avec V(F) < dim(F) + 2. Les
familles de fonctions indicatrices 1(_ 4, pour ¢ € R sont un autre exemple simple de
famille de fonctions VC.
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Annexe D

Topologies et inégalité

isopérimétrique

D.1 Topologies sur des espaces fonctionnels

La topologie uniforme, induite par la norme-sup est la topologie la plus souvent utilisée
sur Iespace C10, 1] des fonctions continues sur [0, 1]. Ce n’est pourtant pas forcément
la mieux adaptée a I’étude du processus de Wiener W (-)Nous avons vu dans le chapitre
2.3 T'utilité d’utiliser des topologies plus fortes. Soit X un espace mesurable et notons U
la topologie uniforme. Soient B les sous-ensembles boréliens de (X', U). Nous appelons

|| - || une norme mesurable sur X si

(CO0) (i) f — |If|l est B-mesurable,
(i) Pour tout f,g € C[0, 1], lf + gll < [[f] + llll;
(iii) Pour tout f € C[0,1] et A € R, [|Af|| = [AlIIf]],

(iv) Si f € C[0,1], alors ||f|| =0= f =0.

On dit de plus que || - || est une semi-norme mesurable si (C0)(i-ii-iii) est vérifié mais
pas nécessairement (CO0)(iv). Les normes et semi-normes que nous considérons peuvent

étre infinies. Nous utilisons alors les conventions 0.00 = 0 et ¢ + 0o = 0.
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ANNEXE D. Topologies et inégalité isopérimétrique

D.2 1Inégalité isopérimétrique

Notons X un espace de Hausdorff localement convexe et B ’ensemble des boréliens de
X. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans X de distribution P, gaussienne centrée.
Cela implique l'existence d’un noyau H sous espace linéaire de X, muni d’une norme
hilbertienne | - |g. L’espace de Hilbert H est communément appelé espace de Hilbert
a noyau autoreproduisant (RKHS pour reproducing kernel Hilbert space) associé a X.
(Voir Adler [3] pour avoir plus de détails). Notons K = {h € H : |h|ig < 1} la boule
unité du RKHS H. Enfin, notons ¢(z) = (2r)~"/2 [*_ e "*/2dt pour z € R et

¢ '(s) = inf{x : () = s} pour 0 < s < 1.

L’inégalité isopérimétrique (voir Borell [18], Sudakov et Tsyrelson [102]) peut alors étre

énoncée de la maniere suivante.

RESULTAT 8. Pour tout r > 0 et A € B et B € B tels que BN (A+ 1K) = &, nous
avons l’inégalité
Pz(B) <1 —¢{¢ 1 (Py(A)) +71}. (D.2.1)

Ce résultat est démontré dans Ledoux et Talagrand [71]. Le lemme suivant est démontré
par Talagrand [103] et Deheuvels et Lifshits [35]. Il va nous étre utile pour la démon-

stration.

Lemme D.2.1. Soit ||-|| une semi-norme B-mesurable sur X telle que l'on ait P(||Z|| <
o0) = 1. Soit m tel que P(||Z]| < m) = 1/2, 0 = supyex |2 et 8 = 1/¢7(P(| Z]| < 1)).
Alors, pour tout R > m,

R—m

R—
P(IZ] > R) <1- qb(CT) et P(|Z] > R) > 1— ¢( ﬁm). (D.2.2)
En utilisant les inégalités suivantes (voir Feller [52] p.175),
1
(27) 2271 (1—22) exp ( _ 222) <1—o(2) < (2m) 2
1

X exp ( — 222) pour tout z > 0, (D.2.3)

nous obtenons en posant z = (R —m)/o ou z = (R —m)/f3,

R? R?

@P(|Z] > R) < exp ( - 302) ot (i0)P(|Z]| > R) = exp ( - 3!62> (D.2.4)
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D.2 Inégalité isopérimétrique

Enfin voila un dernier résultat de Deheuvels et Lifshits [35] que nous utiliserons par la

suite.

Lemme D.2.2. Soit h € H et A € B un sous-ensemble symétrique de X. Alors

PyA+h) > exp{ - ;|h|?H}PZ(A). (D.2.5)
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Annexe E

Espaces Hilbertiens et processus

gaussiens

Nous donnons ici des définitions basiques sur les espaces de Hilbert.

Définition 12 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace de Banach

dont la norme est issue d'un produit scalaire.

Définition 13. Soit H un espace de fonctions de Hilbert sur un ensemble X, (-,-) le
produit scalaire associé. Pour (z,y) € X x X la fonction K(y,x) est appelé noyau

auto-reproduisant de H si

1) Pour tout z € X, K,(y) = K(y,x) est une fonction de y appartenant a H
2) Pour tout x € X et f € H, f(x) = (f, K,).

La propriété 2) correspond a la propriété de reproduction.

Définition 14. Un espace de Hilbert H de fonctions sur un ensemble X est ap-
pelé Espace de Hilbert a noyau auto-reproduisant (RKHS) s’il existe un noyau auto-

reproduisant K de H.
Le théoréeme suivant de Parzen (Théoreme 4D, p.966) permet d’expliciter le RKHS.

Théoréme E.0.3 (Parzen). S’il eziste un espace de mesure (Q, B, ) et une famille
de fonctions {f(t),t € T} dans Lo(Q, B, ) tels que le noyau K vérifie K(s,t) =

Jo f(s)f(t)du, alors Uespace de Hilbert H a noyau auto-reproduisant associé au noyau
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ANNEXE E. Espaces Hilbertiens et processus gaussiens

K peut s’exprimer comme suit : H est l'ensemble des fonctions g définies sur T,

représentées par

o(t) = [ 4" F(t)dp.
pour une unique fonction g* appartenant au sous-espace de Hilbert Ly(f(t),t € T) de
Ly(Q, B, ), de norme ||g|* = [o lg*[*dp.

Pour le cas du mouvement brownien sur [0, 1], I'espace de Hilbert auto-reproduisant

qui lui est associé s’exprime de la facon suivante.
t . .
h={f: 50 = [ oyt f € La(0,1)}

ou f désigne la dérivée de f par rapport a la mesure de Lebesgue. D’autre part, le

noyau associé¢ a ce RKHS correspond a la boule unité.

]K(l):{felHé:/olfQ(t)dtgl}.

Le mouvement brownien est un cas particulier de processus gaussien. Voyons la définition

et quelques propriétés des processus gaussiens.

Définition 15. On appelle processus gaussien indexé par T', tout processus (X (t))ier
tel que, pour tout famille finie (¢1,...,t,) de T, le vecteur aléatoire (X (¢1,...,X(t,))

suit une loi gaussienne dans R?.
Dans la suite, nous ferons intervenir les processus séparables.

Définition 16. On dit qu'un processus (X (t))ier, T muni d’une métrique d, est
séparable 8’1l existe un sous ensemble dénombrable 77 C T tel que, pour tout ouvert O

de T, on ait avec probabilité 1,

sup X (t) = sup X (t).
teO teonT”

Soit X un processus Gaussien centré, séparable, indexé par T'. Pour alléger les notations,

pour tout t € T'; X; = X (t). On définit p la métrique intrinseque sur 7" par

p(s,t) =/ E(Xs — X3)2

De plus, on note ||.X|| = sup;cp | X¢|. Le résultat suivant est obtenu par Borell (voir van
der Vaart et Wellner [106] p.438
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RESULTAT 9. Notons 02(X) = sup,er E(X?). Alors, pour tout t > 0,

P(IX] - E|X]| > 1) <2exp{ —%sz)} (E.0.1)

Le résultat suivant est également présenté dans van der Vaart et Wellner [106] p.101.
Pour I'exposer, introduisons pour tout ¢ > 0, N (g, p,T) le nombre minimal de boules

de rayon e nécessaire pour couvrir 7' dans la métrique p.

RESULTAT 10. Pour une constante universelle K > 0 et pour tout € > 0,

E sup | X, — X, <K/ Jlog N(s, p, T)ds. (E.0.2)
0

p(s,t)<e
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