Chapitre 2

Chaines de Markov

Introduction

Une chaine de Markov est une suite aléatoire {X,;n =0,1,2,...}, définie
sur un espace de probabilité (2, F,IP), a valeurs dans un ensemble E qui
peut étre arbitraire, mais qui sera ici soit fini soit dénombrable, et qui jouit
de la propriété de Markov. Sans donner tout de suite une définition formelle,
indiquons qu’une suite de Markov a la propriété que connaissant X,,, on peut
oublier le passé pour prédire ’avenir. Une facon de fabriquer une telle suite
est de se donner une suite de v.a.{Y,, n > 1} qui sont mutuellement indé-
pendantes, et globalement indépendantes de X, a valeurs dans F', et une
application f:IN x F x FF — E, t.q. pour n > 1,

Xn = f(n7 anh Yn)

D’une certaine fagon, c’est le modéle le plus simple d’une suite de v. a. non
indépendantes.

Les deux chapitres qui suivent donneront un apercu des nombreuses ap-
plications des chaines de Markov. Notons que nous allons présenter la théorie
des chaines de Markov homogeénes (dans la formule de récurrence ci—dessus,
cela revient a prendre f indépendante de n, et les Y,, de méme loi), méme
si dans plusieurs applications on a besoin de chaines non homogeénes. Méme
dans ces cas-la, les propriétés asymptotiques des chaines homogénes sont
cruciales.
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34 CHAPITRE 2. CHAINES DE MARKOV

2.1 Définition et propriétés élémentaires.

Nous allons définir et étudier les chaines de Markov {X,;n € IN} a va-
leurs dans un espace (fini ou) dénombrable E. On notera x,y, ... les points
de E. Pour alléger la rédaction, on conviendra que pour chaque condition fai-
sant intervenir une probabilité conditionnelle IP(A|B), celle—ci n’est supposée
vérifice que dans le cas o IP(B) > 0.

Définition 2.1.1. Le processus stochastique {X,;n € IN} a valeurs dans
E est appelé une chaine de Markov si pour tout n € IN, la loi condition-
nelle de X, 11 sachant Xy, X1, ..., X, est égale a la loi conditionnelle sachant
X, t.eVrg,...,x,, Yy € E,

IP(Xn+1 = y|X0 = ZL‘Q,Xl =T1y... ,Xn = l‘n) = IP(Xn_H = y|Xn = ZL‘n)

Un critére simple qui permet dans la plupart des cas de vérifier qu'un
processus est une chaine de Markov est donné par le :

Lemme 2.1.2. Soit E et F' deux ensembles dénombrables, et f une applica-
tion de IN x E X F dans E. Soit Xo,Y7,Ys,... des v.a. mutuellement indé-
pendantes, Xo a valeurs dans E et les Y, a valeurs dans F, et {X,,, n > 1}
le processus a valeurs dans E défini par

Xn+1 = f(n7Xn7 Yn—l—l)a n € IN.
Alors {X,,, n € IN} est une chaine de Markov.

PREUVE

P(X,1 =y|Xo=x0,..., X, =x,)
P(Xp=w0,..., X0 =20, Xpp1 = 9)
P(Xy=xg,..., X, =)
B P(Xo=x0,...,Xn=2Tpn,Yni1 = 2)
B Z IP(Xo=z0,..., X, =)

{zf(n,xn,2)=y}
= Y PYa=2)
{Z;f(nvxnvz):y}
IP(Xn = Ty, Xpnp1 = y)
P(X, =z,)
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O

Une chaine de Markov est I’analogue d’un systéme déterministe défini par
une relation de récurrence du type :

Tn41 = f(n7$n)>

par opposition aux systémes “avec mémoire’du type :
Tpi1 = [N, Tpy Tp1, .., T1,X0).
Ici la fonction f(n,-) est remplacée par la “matrice de transition” :
P, =P(X, 41 =y|X, =2).

Dans toute la suite, cette matrice P = (P,,; =,y € E) sera indépendante de
I'instant n. On dit que la chaine de Markov est homogéne.

La matrice P est dite markovienne (ou stochastique), au sens ou elle
vérifie la propriété que Vo € E, le vecteur ligne (P,,; y € E) est une mesure
de probabilité sur F, c’est a dire :

P,y >0,Vy€E; Y Ppy=1

yek

Comme on va le voir, la loi d’une chaine de Markov est entiérement détermi-
née par la donnée d’une “loi initiale” (u,; = € E), qui est la loi de Xy, et de
la matrice de transition de la chaine.

Définition 2.1.3. Soit u une probabilité sur E, et P une matrice marko-
vienne. Un processus stochastique {X,; n € IN} a valeurs dans E, et défini
sur un espace de probabilité (2, F,IP), est une chaine de Markov (u, P) (i.e.
de lot initiale v et de matrice de transition P) si :

(i) TP(Xo==zx)=p,, Vx € E.
(ZZ) IP(Xn_H = y|X0 = Zgy..- aXn—l = Tp-1, Xn = l‘) = ny,
vx()u sy Tp—1, T, Y.
Proposition 2.1.4. Une CNS pour qu’un processus {X,, n € IN} a valeurs

dans E soit une chaine de Markov (u, P) est que ¥Yn € N, la loi du v.a.
(Xo, X1,...,X,) soit donnée par

]P(XOZIL'Q,Xl:l‘l,...,Xn:l‘n):,uxOPmoml XX P

Tn—1Tn*
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PREUVE
CN. Si IP(XO =20,...,Xp_1 = xn—l) > 0,

IP(XO =20, .- ,Xn = fL'n) = IP(Xn = xn|X0 = Tpy .- aXn—l = xn—l)
X - x P(Xy = 21| Xo = 20)IP(Xo = o)

et I'égalité ci—dessus résulte de la définition. Sinon, les deux membres de
I’égalité de I’énoncé sont nuls (considérer le plus petit indice & tel que IP( Xy =
{L‘Q,...,Xk :ZL‘k) :0)

CS. Le (i) de la définition résulte de I'égalité de I'énoncé. Le (ii) s’en
déduit aisément. Démontrons en fait plus que (ii).

]P(Xn+1 — xn+1, . e 7Xn+p — :Cn+p|X0 — .ﬁCO, . e ,Xn - .Tn)
_/~L£B0P$0:B1 XX P,

Tntp—1Tn+p

PaoProzy X =+ X Pry_1a,

(ii) s’en déduit en choisissant p = 1. O

On a en fait montré le :

Corollaire 2.1.5. Si {X,,; n € IN} est une chaine de Markov (u, P), alors
pour tous n,p, To, ..., Tnip

]P(Xn+1 = Tn+ls--- 7Xn+p = $n+p|Xo =T, Xp = $n)
= Pl'nl'n+1 XX Pl'n+p—lxn+p'

Une probabilité p sur F est considérée comme un vecteur ligne, une ap-
plication g : ' — IR est considérée comme un vecteur colonne, ce qui justifie

les notations
(NP)y = Z,uxpmy

zeFE
(Pg)x = Z Pa&ygya
yeE
et I'intégrale d’une fonction g par rapport & une mesure p s’écrit (si la somme
converge absolument)
Hg =Y lhale

zel

Proposition 2.1.6. Soit {X,,,n € IN} une chaine de Markov (u, P). Alors
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(1) P(Xn=y[Xo=2) =P (Xnyp = y|Xp =) = (P")ay

(i) P(X, =y) = (uP"),
(1ir) IE[g(Xy)|Xo = 2] = (P"g)a

PREUVE
(i)

P(X,=y[Xo=2)= > PX,=y,Xp1=2n1,..,X1 = 21[Xo = )

I
—
v
3
N—
8
<

(i)  On remarque que

= P(X, =y, Xo =)

zeFE

= Z IP(Xn = y|X0 = x)Umv

el
et on utilise (i).

(iii)  On utilise & nouveau (i) a partir de :

Elg(X,)|Xo = 2] =Y g,P(X, = y|Xo = 2)

yer

2.2 Exemples

2.2.1 Marche aléatoire sur FE = Z¢

Soit {Y,,;n € IN*} une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans Z?, de loi commune
A, et Xy une v.a. a valeurs dans Z%, indépendante des Y,,. Alors la suite
{X,, n > 0} définie par

XnJrl =X, + Yn+17 €N
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est une chaine de Markov (p, P), avec p=loi de Xy, et P, = A\,_,. Le cas le
plus classique des marches aléatoires dans Z? est le cas des marches aléatoires
symétriques partant de 0, i.e.

= do
1
Aey = —,
DY
oil (ey,...,eq) est une base orthonormée de IR%.

2.2.2 Processus de Galton—Watson

C’est un processus de branchement {Z,;n € IN} ou Z,, désigne le nombre
d’individus de sexe male de la n-iéme génération portant un nom donné,
ces individus étant tous issus d’un méme ancétre, 'unique male formant la
génération 0 (Zy = 1 p.s.). On suppose que chacun des maéles de la n—iéme
génération engendre £ enfants males (1 < i < Z,,) de telle sorte que

Zn

n

Zny1 = E &
1=1

Notre hypothése fondamentale est que les v.a. {£fi = 1,2,...,n =
0,1,2,...} sont i.i.d., de telle sorte que en particulier Z, et {{f,..., &), ...}
sont indépendants.
Les {Z,, n € IN} forment une chaine de Markov (u, P), a valeurs dans
IN, avec pu = 4y,
Pry = (0™)y,

ot p*®, la z—éme puissance de convolution de la loi p sur IN des &) i.e. la loi
de la somme de z v.a. i.i.d. de loi commune p.

2.2.3 File d’attente en temps discret

On considére une file d’attente qui se forme a un guichet. X,, désigne le
nombre de clients dans la file en attente ou en train de se faire servir a 'instant
n. Entre les instants n et n+1 arrivent Y, clients, et si X,, > 0 partent 7,1
clients. On suppose que Xy, Y1, 71, Y3, Z5... sont indépendantes, vérifiant
0 <IP(Y, =0) <1, etles Z, vérifiant P(Z,, = 1) =p=1—-1P(Z, = 0).
C’est a dire que

Xnr1 = Xo + Yo — Lix, >0 Znt1-
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2.3 Propriété de Markov forte

Soit {X,;n € IN} une chaine de Markov a valeurs dans F, définie sur
I'espace de probabilité (2, F,IP). Etant donné p une probabilité sur E, on
utilisera la notation IP,, pour désigner n’importe quelle probabilité sur (€2, F)
telle que sous IP, la suite { X,,, n > 0} est une chaine de Markov de loi initiale
i, i. e. la loi de X est la probabilité u, soit

IP,(Xo=12) =i, x € E.

Dans le cas u = J,, on notera IP, pour IPs,. IP, s’interpréte comme la pro-
babilité conditionnelle, sachant que Xy = x. Pour tout n > 0, on notera F,
la tribu des événements “déterminés par Xg, Xq,..., X, i.e.

Fo = {{w; (Xo(w), ..., Xn(w)) € Bp}, B, € P(E")},

ou l'on a utilisé une notation qui reviendra de temps en temps dans ce livre, a
savoir P(F’) désigne I’ensemble des parties (ou sous—ensembles) de I'ensemble
F.

Théoréme 2.3.1. Soit {X,;;n > 0} une chaine de Markov (u, P). Alors
pour tout n € IN, x € E conditionnellement en {X,, = x}, {X,ip;p > 0} est
une chaine de Markov (0, P) indépendante de (Xo, ..., X,), autrement dit
pour tout A € F,, et pour tout m >0, x1,...,x, € F,

PAN{X,i1=21,..., Xpim = 2 }| Xy = 2)
=P(AIX,=2)P, (X1 =21,..., X =2,)

PREUVE

Il suffit de faire la preuve dans le cas A = {Xo = yo, X1 = v1,..., X, =
Yn} (A est une réunion au plus dénombrable d’événements disjoints de cette
forme, et le cas général s’en déduira donc par la o—additivité de IP). II suffit
de considérer le cas ¥y, = x, car dans le cas contraire les deux membres de
I’égalité sont nuls. Le membre de gauche de I'égalité de I’énoncé vaut

]P(XO :yo,...,Xn :ZL',Xn_H :$1,...,Xn+m :ZL‘m)
P(X, =x)

ce qui vaut, en appliquant deux fois la Proposition 2.1.4,

IP(A)

memlxpmmx---XP

ITm—1Tm?
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soit
P(AIX, =2)P. (X1 =21,..., X\ = 2p).

t

Le résultat précédent dit en particulier que le passé et le futur sont condi-
tionnellement indépendants, sachant la position de la chaine a 'instant pré-
sent n.

Nous allons maintenant étendre la propriété de Markov en remplagant
I'instant fixe n par un instant aléatoire qui vérifie une propriété particuliére.

Définition 2.3.2. Une v.a. T a valeurs dans IN U {+o0} est appelée un
temps d’arrét si Vn € IN,

{T =n} e F,.

Autrement dit, 'observation de Xg, X1, ..., X, la chaine jusqu’a l'instant
n, permet de décider si oui ou non 7" vaut n.

Exemple 2.3.3. i) Vi€ n, linstant S; du premier passage a l'état x :

g {inf{n >0; X, =x} siunteln existe,

+00, s1non;
est un temps d’arrét, ainsi que linstant du “premier retour 7 a [’état x

T _ inf{n > 1, X,, =z} si un tel n existe,
! 400, SiMO0MN.

Remarque 2.3.4. Avec la convention que l'inf de ’ensemble vide vaut +00,
il est inutile de définir ces temps sur deux lignes :

T, =inf{n > 1; X, = x}.
T, est bien un temps d’arrét, puisque
{T,=n}={X1#z}n...N{X_1 # 2} N{X, =z}
ii) VYA CE, le temps d’atteinte de A

Ty =inf{n > 1; X, € A}
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est un temps d’arrét.
ii1) Par contre, l'instant de dernier passage en A

Ly =sup{n>1;X, € A}
n’est pas un temps d’arrét.

On notera Fr la tribu des événements “déterminés par Xg, Xq,..., X717,
définie comme la tribu des événements B € F tels que Vn € IN,

Bn{T =n} € F,.

Théoréme 2.3.5. (Propriété de Markov forte) Soit {X,, : n > 0} une chaine
de Markov (u, P), et T un temps d’arrét. Conditionnellement en {T < oo} N
{ X1 =2}, {X71in;n > 0} est une chaine de Markov (0, P) indépendante de
Fr. Autrement dit, pour tout A € Frp, et pour tout m >0, xq,...,x, € F,

]P(A N {XT+1 =T1,... 7XT+m = l‘m}|XT = IL‘,T < OO)
:]P(A‘XT =, T< OO) X ]Pm<X1 :xlw"uXm :xm)

PREUVE Il suffit de montrer que Vn € IN,

]P(A N {T = TL} N {XT+1 =T1y... 7XT+m = ZL‘m}|XT = l‘)
=PAN{T =n}| Xy =2)P.(Xy =21,..., X;n = ),

ce qui résulte du Théoréme 2.3.1, puis de sommer sur n.

2.4 FEtats récurrents et transitoires
On définit comme ci—dessus
T, = inf{n > 1; X,, = x}, et on pose la

Définition 2.4.1. L’état x € E est dit récurrent si P, (T, < c0) = 1, et
transitoire dans le cas contraire (i.e. si P,(T, < c0) < 1).

On définit le nombre de retours a l'état z :

N, = Z 1{Xn::v}

n>1
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Proposition 2.4.2. a) Six est récurrent,
P, (N, = +00) = 1.
b) Six est transitoire,
PL(N, = k) = (1 - LI, k>0,
avec 11, = P, (T, < 00) (en particulier N, < oo, P, p.s.)
PREUVE Posons

T2 = inf{n > T,, X,, = v}
=T, + inf{n >0, X1, = z}.

On vérifie (exercice) que T? est un temps d’arrét.
P, (T2 < 00) = IP,(T? < o0|T, < 00)IP,(T, < 0)

= P (T} =T, +n|T, < 0)P,(T, < o).
n=1

Mais, en utilisant le Théoréme 2.3.5 on obtient

P, (T2 =T, + n|T, < )
=P, (X1 # 2., Xryyn1 # 2, Xy = 2|1, < 00)
=P, (Xy #x,..., X1 #2,X,=2)
=P, (T, =n)

Finalement

P, (T? < o0) = (IP,(T, < 00))?, soit
Po(N; = 2) = (Po(T;; < 0))?,

et on montre en itérant le méme argument que
P.(N, > k) = (IP(T, < 0))*, k€ IN.

Les deux parties de la Proposition se déduisent aisément de cette relation.
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Corollaire 2.4.3. L’état x est récurrent ssi

o0

n=0
PREUVE

E.(N,) = 3 P,(X, = )

n>1

=D (PMa

n>1

D’aprés la proposition, cette quantité est infinie lorsque x est récurrent. Mais
si x est transitoire,

E.(N,) = i k(1 —TI,)I*
k=1
=J[0-1.)" <

Définition 2.4.4. On dit que l’état y est accessible & partir de x (noté
x — y) s’il existe n > 0 tel que P (X,, = y) > 0. On dit que les états x et y
communiquent (noté <) six —y ety — x.

La relation & < y est une relation d’équivalence (exercice), et on peut
donc partitionner E en classes d’équivalence modulo la relation <.

Notons que z — y < 3In > 0 t.q. (P"),, > 0, puisque P,(X,, = y) =
(P™)4y (Proposition 2.1.6(1)).

Théoréme 2.4.5. Soit C' C E une classe d’équivalence pour la relation <.
Alors tous les états de C' sont soit récurrents soit transitoires.

PREUVE Soit x,y € C. 1l suffit de montrer que x transitoire = y transitoire
(car alors par l'absurde y récurrent = x récurrent). Comme z < y, d’aprés
la derniére remarque 3 n,m > 0 t.q. (P")y, > 0 et (P™),, > 0. Mais ¥r > 0,

(P )0y 2 (P")ay (P")yy(P™)ya)

et
o0 1 o0
(P)yy € ——— S (PMHHM), < o0,
; " (P")my(P@yx%
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Définition 2.4.6. Une chaine de Markov (u, P) est dite irréductible si
E est constitué d’une unique classe d’équivalence. Elle est dite récurrente
irréductible si elle est irréductible et si tous les états sont récurrents.

Proposition 2.4.7. Toute chaine de Markov irréductible sur un espace fini
E est récurrente vrréductible.

PREUVE Par I'absurde, puisque E est fini, il y a au moins un état qui est
visité une infinité de fois avec une probabilité non nulle, donc p.s. d’aprés la
dichotomie de la Proposition 2.4.2, et cet état (donc tous les états) est (sont)
récurrent(s).

2.5 Le cas récurrent irréductible

Dans cette section, on suppose la chaine irréductible récurrente. Nous
allons commencer par étudier les excursions successives de la chaine entre
deux retours successifs a 1’état x :

gk; = (XTQQWXT;C-FU e ,XT§+1), kf 2 O

Ces excursions sont des suites aléatoires de longueur aléatoire finie > 2,
formées d’états de E distincts de x, sauf le premier et le dernier qui sont
égaux a x. Notons U I’ensemble des suites

u=(x,T1,...,2pn, ),

avecn > 0, xy # x,1 < { < n.U est dénombrable, et constitue I’ensemble des
valeurs possible des excursions &y, &1, . . .. Ces v.a. prennent donc leurs valeurs
dans un ensemble dénombrable, et leur loi de probabilité est caractérisée par
les quantités

P& =u), uel.

Proposition 2.5.1. Sous P, la suite (£y,&1,...) des excursions est i.i.d.,
c’est a dire qu’il existe une probabilité {p,, u € U} telle que pour tout k > 0,
Ug, ..., up € U,

k
P, (& = ug, &y = u, ..., E = ug) = HPW-
=0
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PREUVE C’est une conséquence de la propriété de Markov forte. En effet,
{& = up} € Fr,, et 'événement

{51 :ul,...,é'k :uk}
est de la forme
{XTx-‘rl = T1,... 7XTx+p = l‘p},

pour p >0, x1,...,7, € . Donc

P.(E =wup, & =g, .. ., E = uyg)
P,({& =uo} N{Xp 11 =21,..., Xy 4p = 2 }|T: < 0)
=P, (& = u)Pu(X1 =21,..., X, =2)
P.(& = uw)P.(E =uy, ..., E1 = ug)
u

- ]Pm(50 = 0)11:);1;(50 = Ul) X ... X ]Pm<50 = uk)
= PugPuy X -+ X Puy,
si {py,u € U} est la loi de & sous IP,. ]

On appelle mesure sur £ un “vecteur ligne” {~,;z € E} tel que 0 <7, <

00, Vz. Dans le cas ol la mesure est finie, E Y. < 00, on peut la normaliser

zel
Ve

Ez fyz

invariante (par la matrice de transition P) si

pour en faire une probabilité sur F, ( , T E E) . Une mesure v est dite

YP =1, ie.

nyyPyx =, r € L.
yekE
Une mesure 7 sera dite strictement positive si v, > 0, Vo € E.
Une mesure de probabilité v est invariante ssi la chaine (v, P) a la pro-
priété que v est la loi de X,,, ¥Yn € IN, donc Vn, {X,1,m;m € IN} est une
chaine (v, P).

Remarque 2.5.2. Soit ™ une probabilité invariante, c’est a dire une proba-
bilité qui vérifie 1P = mw, ou encore Vx € E,

> Py = mo(1 = Pra),
y#x
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sout
P(X, #z, X1 =2) =P(X, =z, X1 # 7),

ce qui signifie qu’a l’équilibre, le nombre moyen de départs de [’état x entre
les instants n et n + 1 est égal au nombre moyen d’arrivées a l’état x entre
n et n+ 1. On voit que I’équation qui caractérise la probabilité invariante est
tres intuitive.

Théoréme 2.5.3. Soit {X,,;n € N} une chaine de matrice de transition P
récurrente irréductible. Alors il existe une mesure strictement positive inva-
riante 7y, unique & une constante multiplicative pres.

PREUVE Existence Posons v;=nombre moyen de visites a I'état y lors de
I’excursion &, partant de x, soit

T
vy = B Z Lix,=y}
n=1
n=1
=> ) P.({Xp1=2zn—-1<T}n{X, =y}
z€E n=1
:Z< IP:B<Xn1:Z>n_1§Tm>> sz
z€EE \n=2
= (v"P)y.

Notons que 'on a utilisé la récurrence a ’avant derniére égalité. On va main-
tenant utiliser l'irréductibilité de la chaine. 3 n,m tels que (P"),, > 0,
(P™)ye > 0. Donc, puisque 77 =1,

0 < (P")ay =7 (P")ay < (v°P"), = 7;
”Y;(Pm)ym <(YP")e=7,=1

Donc 7" est bien une mesure strictement positive, qui vérifie v¥ = 1.
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Unicité Soit A invariante telle que A, = 1. On va montrer que A > %, puis
que A = ~*. Notons que cette partie de la preuve du théoréme n’utilise que
I'irréductibilité.

Ay = Poy + Z)‘zlpzw

z17#x
:Pa:y+ mezlpzly+ Z )‘Z2P2’22’1P?«’1y
z17x 21,227

00
ZZ Z sznpznzn_lx"'xpzly

n=0 z1,...,2n#x
= Po(Xps1 =y, T, >n+1)
n=0

Donc 1 = X\ — ~* est aussi une mesure invariante, et u, = 0. Soit y € E, et
n tel que (P"),, > 0. Alors

0=p, = ZMZ(Pn)zw > 1y (P") ya-
z€FR

Donc p,, = 0, et ceci Vy € E. O

On a vu qu'un état x est récurrent si
P, (T, <o) =1.

Posons m, = IE,(T,).
Si cette quantité est finie, ’état x est dit récurrent positif, et sinon
récurrent nul.

Théoréme 2.5.4. On se place a nouveau dans le cas irréductible. Un état x

est récurrent positif ssi tous les états sont récurrent positifs, ssi il existe une

1
probabilité invariante, et dans ce cas elle est donnée par m = (1, = —, x €
m

E). :

PREUVE Notons que

me =D %

yek
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X
Donc si = est récurrent positif, la probabilité = = (7, = W—y, y € E) est une
probabilité invariante. ’

Réciproquement, si 7 est une probabilité invariante, par l'irréductibilité
(cf. la fin de la preuve de l'existence dans le Théoréme 2.5.3), 7 est strictement

. . , L s
positive, donc si x est un état arbitraire, A\ = [\, = £, y € F'| est une
Ty
mesure invariante qui vérifie A\, = 1. Par lirréductibilité et la preuve de
I'unicité dans le Théoréme 2.5.3,
T ﬂ-y 1
mx:nyy: — = — < .
Ty Ty
yeE yeE

Donc 'état z, comme tous les états, est récurrent positif. U

La dichotomie suivante résulte des deux théorémes précédents : dans le
cas récurrent irréductible, la chaine est récurrente positive s’il existe une pro-
babilité invariante, récurrente nulle si toute mesure invariante est de masse
infinie (>, m; = +00). En particulier, si |E| < oo, il n'existe pas d’état
récurrent nul, tout état récurrent est récurrent positif.

Corollaire 2.5.5. Soit {X,,} une chaine de Markov irréductible, récurrente
positive. Pour tout x € E, on pose T, = inf{n > 0, X,, = z}. Alors pour tout
y ek,

E,(T,) < co.

PREUVE Remarquons que
T, > Tolir,<1,),
d’oul en prenant ’espérance sous IP,,
my > B, (T,|T, < T,)P,(T, < T,).
Mais il résulte de propriété de Markov forte que IE,(T,|T, < T,) > IE,(T}),

et de l'irréductibilité que IP, (7, < T) > 0. Le résultat est établi. O

Remarque 2.5.6. Cas non irréductible. Limitons nous pour simplifier
au cas |E| < oo. Il existe au moins une classe récurrente (nécessairement ré-
currente positive), donc il existe au moins une probabilité invariante. Toute
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probabilité invariante ne charge que les états récurrents. S’il y a une seule
classe récurrente, alors la chaine possede une et une seule probabilité inva-
riante. Sinon, a chaque classe récurrente on associe une unique probabilité
mwvariante dont le support est cette classe, et toutes les mesures invariantes
s’obtiennent comme combinaison linéaire convexe des précédentes. Donc des
qu’il existe au moins deux classes récurrentes, il y a une infinité non dénom-
brable de probabilités invariantes.

Revenons au cas irréductible. On peut maintenant établir le théoréeme
ergodique, qui constitue une généralisation de la loi des grands nombres.

Théoréme 2.5.7. Supposons la chaine irréductible et récurrente positive.
Désignons par m = (7., x € E) son unique probabilité invariante. Si f : E —
IR est bornée, alors IP p. s., quand n — oo,

LS = Y mf (@),
k=1

zel

PREUVE Par hypotheése, il existe ¢ tel que |f(z)| < ¢, Vz € E.

Définissons
No(n) = Y Lix,—a,

1<k<n

le nombre de retours a I'état z avant 'instant n. On veut étudier les limites
quand n — oo de

n

Désignons par S S ... S¥ ... les longueurs des excursions
0, E1,...,&, ... partant de . On a

SO ST < < S SN

Donc
SO 4.4 G n S0 ... gN=(
z a < <z z
N.(n) ~ Ng(n) — N, (n)

Mais par le caractére i.i.d. des & (donc aussi des S¥),

R A
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Comme N,(n) — 400 P, p.s.,
n

N, 1
ﬂ — — [P, ps.
n My

— m, P, p.s.

Cette convergence a également lieu IP,, p.s., Vu loi initiale, puisque les li-
mites de N””T(”) sont les mémes pour la chaine {X,;n > 0} et pour la chaine
{ X7, 4n;n > 0}

Soit maintenant F' C E. On note f = Z . f ().

zeFE

%;f(Xk) —f’ = meZE (Ni(bn) —m) f(z)
< CZ ann) — | + Z <er(bn) + m)
zeF ¢ F
_ CZ Nmnn) o +C£ ( - N;,;En)) +2€Z7Tl“
zeF vEF o F
§2CZ Nxén)—% +QCZ7T$ ¢
vEF ofF

On choisit F fini tel que Z e < 43, puis N(w) tel que Vn > N(w),
c

x¢F
N,(n €
Z ﬁ — Ty S R
n 4c
zeF
et le résultat est établi dans le cas f bornée. O

On va maintenant établir un théoréme de la limite centrale, en nous li-
mitant - pour simplifier - au cas E fini.

Théoréme 2.5.8. Soit {X,;n € IN} une chaine de Markov a valeurs dans
E fini, de matrice de transition P irréductible. Soit m ['unique probabilité
invariante de la chaine, et f: E — R telle que

ﬂf:ZWwaC:O.

zeFE
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Alors il existe o5 > 0 tel que, quand n — oo,
Ly X loi A
N Zf( k) converge en loi vers o7,
1

ot Z ~ N(0,1).

PREUVE

- if(xw =S vap (M )

B N (n) N,.(n) n
_erEmfm\/ - < r—— Nm<n>>

Par le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme ergodique, cette
derniére quantité se comporte quand n — oo comme

Ny(n) S04...4 g
> wato TE )

UM

Gk _ gk _ 1
avec Sy = S; — —.

x
Par le théoréeme de la limite centrale pour les v.a. i.i.d., le vecteur dont
la x—iéme coordonnée est

= aNz(n)

Sp4--+ S

converge en loi quand n — oo vers un vecteur aléatoire gaussien centré. En
outre, on a les convergences p.s.

N, (n)

n

— 1y, T E K.

On en déduit la convergence en loi de la somme ci-dessus vers une v.a.
gaussienne centrée. Il
Le calcul de la variance a]% ne se déduit pas aisément de la preuve ci—
dessus. On va donner - sans démonstration - une formule pour aj%. Au moins
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sous les hypothéeses du Théoréme 2.6.7 ci—dessous, la quantité suivante est

bien définie : .
= E,[f(X,)], z€E.
n=0

Notons que
L —-P)Qf =T
On a
03 =3 m(Qf)? Zm (PQS):

zel

—QZm Q) me

2.6 Le cas apériodique

On vient de montrer en particulier que dans le cas irréductible récurrent
positif,

1 n
n Z Lixy=yy = Ty DS,
k=1

quand n — co. En prenant ’espérance sous IP,, on obtient que
I~ o
- Z(P Jay — Ty, Va,y € E.

On voit que les moyennes de Césaro des (P*),, convergent. On peut se poser
la question : est—ce que

(P")yy — Ty, Yo,y € E 7

Il est facile de voir que ce n’est pas toujours le cas sous ’hypothése irréduc-
tible et récurrent positif.

Considérons une marche aléatoire sur £ = Z/N, N entier pair (i.e. on
identifie 0 et N)

avec les Y, i.i.d. a valeurs dans {—1,1}, autrement dit

X,=Xo+Yi+---4Y,) mod N.
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Cette chaine est irréductible, et récurrente positive car E est fini. Mais
(P?k+1) . = 0, pour tout x € E. Dans le cas particulier N =2, on a P?* = |
et P+l = p,

Pour espérer avoir la convergence souhaitée, il faut faire une hypothese
supplémentaire

Définition 2.6.1. Un état x € E est dit apériodique si AN tel que

(P")zr >0,  pour tout n > N.

Lemme 2.6.2. S P est irréductible et sl existe un état apériodique x, alors
Vy,z € E, 3M tel que (P"),, > 0, Vn > M. En particulier, tous les états
sont apériodiques.

PREUVE D’aprés l'irréductibilité 3r, s € N tels que (P")y, > 0, (P*),, > 0.
En outre
(PT-HH-S)

dés que n > N. Donc on a la propriété désirée avec M = N +r + s.

.2 (P")ya(P")ez(P?)zz > 0,

Y

Remarque 2.6.3. Placons nous dans le cas irréductible, récurrent positif.
Soit m la probabilité invariante. m, > 0, Vy € E. Donc (P"),, > 0 a partir
d’un certain rang N est une CN pour que (P")y, — m,. On va voir mainte-
nant que c’est une CS.

Théoréme 2.6.4. Supposons P irréductible, récurrent positif et apériodique.
Soit m l'unique probabilité invariante. Alors si {X,;n € IN} est une chaine
de Markov (u, P), Vy € E,

P(X, =y) — m, n— oo,
501t
(Upn)y - 7Ty7
pour toute loi initiale . En particulier, Vx,y € E,
(P")ay — .

PREUVE On va utiliser un argument de couplage. Soit {Y,,n € IN} une
chaine de Markov (7, P), indépendante de {X,,;n € IN}, et © € E arbitraire.
On pose

T =inf{n >0; X, =Y, =z}
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Etape 1 Montrons que IP(T' < c0) = 1.

{W,, = (X,,,Yn);n € IN} est une chaine de Markov a valeurs dans E x E,
de loi initiale A (avec A(yu) = jtoTy), et de matrice de transition p(x,u)(y,v) =
P,,P,,. Comme P est apériodique, Vz,u,y, v, pour n assez grand

(P") @) = (P")ay(P")uw > 0.
Donc P est irréductible. En outre, P posséde la probabilité invariante
T(zu) = TaTy-

Donc, d’aprés le Théoréme 2.5.4, P est récurrent positif. 7" est le premier
temps de passage de la chaine {W,} au point (z,x); il est donc fini p.s.

Etape 2 On pose

Z = Xn, n<T;
Y,, n>T.

On va maintenant montrer que {Z,;n € IN} est une chaine de Markov (u, P).

Notons que par la propriété de Markov forte, les deux processus { X7,;
n >0} et {Yry,);n > 0} sont des chaines de Markov (4., P), indépendantes
de (Xo, ..., Xr). Par conséquent, {Z,,n € IN} est, comme {X,}, une chaine
de Markov (u, P).

Etape 3 On va conclure. On a trois identités

P, =y)=m,
P(Z, =y) =

3

)

(Xo=yn<T)+PY,=y,n>T)
Donc

[P(Xn =y) —my| = [P(Zn = y) = P(Ys, = y)]
<IPP(n<T)

— 0,

quand n — oc. 0]
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On va maintenant préciser la vitesse de convergence dans le théoréme
précédent, sous une hypothése supplémentaire, dite condition de Doeblin :
dng € N, B> 0 et une probabilité v sur E tels que

(D) (P")ay > Bvy, Yo,y € E.
Remarque 2.6.5. La condition (D) est équivalente a la condition

dre E, ng>1 tels que inﬁj(P"“)ym > 0.
yE
Elle entraine que cet état x est apériodique. Mais elle n’entraine pas l'irréduc-
tibilité (il est facile de construire un contre—exzemple). On verra a l'ezercice
2.9.5 que cette condition entraine [’existence d’une unique classe récurrente,
donc d’une unique probabilité invariante.

Lemme 2.6.6. Si P est irréductible et apériodique, et E fini, alors la condi-
tion (D) est satisfaite.

PREUVE Choisissons z € E. Vy € E, 3n, tel que n > n, = (P"),, > 0.

Posons 7 = sup n,,, @ = inf(P"),,. Alors a > 0, et Vy € E,
yeE Y

(P")ye > .

Donc la condition (D) est satisfaite avec ng = n, = «a, v = d,. O

Par ailleurs, la condition de Doeblin est trés rarement satisfaite dans le
cas cardE = 400, car alors typiquement Vn € IN, y € F,

inf (P"),, = 0.

zel

Théoréme 2.6.7. Supposons que P est irréductible et satisfait la condition
(D). Alors P est apériodique, récurrente positive, et siw désigne sa probabilité
mvariante,

D HPYay —my| <2(1=p)Ml va € B, neN,

yeE
ot [n/ng| désigne la partie entiére de n/ng.

Nous allons tout d’abord introduire un outil qui nous sera utile dans la
preuve du théoréme.
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Définition 2.6.8. On appelle couplage de deux probabilités p et q sur E tout
couple aléatoire (X,Y) de deuz v.a. a valeurs dans E, telles que p soit la loi
de X et q celle de'Y .

Lemme 2.6.9. Soit p et q deux probabilités sur E. On a [’égalité

lp-qhi=2  inf  PXAY),

(X,Y) couplage de p,q

PREUVE : Tout d’abord, si (X,Y") est un couplage de p et ¢,

P(X=Y)=) PX=Y =z

zeFE

<Y e A,

zeFE
d’olt

PX#AY)>1-) p, A

zeFE

= Z(pm - qg:)Jrv

zeFE
et

lp—alls =D [pe — al

zeFE

<2P(X £Y).

D’un autre coté, posons o = > _pps A e Si &, U, V et W sont des v.
a. indépendantes, avec P(§¢ = 1) = 1 —P(( = 0) = a, U de loi r t.q.
Te = a 'py A, Vdeloi ptq. p, = (1 —a) Hps — q.)", W de loi q t.q.
T = (1 —a) (¢ — p,)T, alors

X=¢U+(1-9V,
Y =¢U+(1-OW

réalise un couplage (X,Y’) de p et ¢ tel que 2IP(X #Y) = ||p — |- O

PREUVE DU THEOREME 2.6.7 : La chaine étant irréductible, la condition
(D) entraine clairement son caractére apériodique.
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Etape 1 On va tout d’abord montrer que pour toutes probabilités i et

vsur E,
| P™ — vP™||, < 2(1 — g)/mol, (2.1)

Pour cela, d’aprés le Lemme 2.6.9, il suffit de construire un couplage (X,,, Y;)
des probabilités uP™ et vP™, tel que
P(X, #Y,) < (1— g)h/ml,

Supposons que n = kng + m, avec m < ng. Etant donné (X, Yy) de loi
pxvsur Ex E pour £ =0,1,...,k =1, on définit (X(41yng, Yie+1)n,) €D
fonction de (X, Yon,) comme suit. On se donne une suite {&,, Uy, V;, £ > 0}
de v.a.indépendantes, les £, de Bernoulli t.q. IP({, = 1) = =1-1P(§ = 0),
les Uy de loi m = 7 m et les V; de loi uniforme sur [0, 1]. On note enfin

Quy = (1 - 5>71((Pn0)my — my),

et f: Ex0,1] — E telle que si V suit la loi uniforme sur [0, 1], f(x, V) suit
la loi Q,., z € E. On pose alors

Xerryno = &Ur + (1 = &) f(Xeng, Vi)
Yiesyng = &Ur + (1 = &) f (Yeny, V).

Notons que I'on a bien construit un couplage (X, Yon,) de pP et vPo,
pour £ =0,...,k, tel que

P(Xong # Yiny) < P(Mmpbm = 0) = (1 = B)".

Il reste a construire un couplage (X,,,Y,,) de uP"™ et vP", tel que {X, #
Yot C{Xkno # Yino}» ce qui est facile.

Etape 2 Montrons maintenant que pour toute probabilité u, {uP", n >
0} est une suite de Cauchy dans I'espace de Banach ('(E). Si v = uP™,
d’apres (2.1),
[P = Py = [P" — uP"y < 26",
oit ¢ = (1 — )™ d’ou le résultat.

Etape 3 Il résulte de la 2éme étape que la suite de probabilités {uP™, n >
0} converge dans ¢'(E), vers une probabilité 7 sur E. Mais

7P = lim puP"" =7,

n—0o0
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donc 7 est invariante, et la chaine est récurrente positive. En conséquence,
d’aprés (2.1), pour toute probabilité p sur F,

lnP" =l < 2(1 = g)t/rel,

ce qui établit la vitesse de convergence annoncée, et ’apériodicité.

2.7 Chaine de Markov réversible

On se place dans le cas irréductible, récurrent positif. La formulation de
la propriété de Markov “passé et futur sont conditionnellement indépendants
sachant le présent” nous indique que si {X,,;n € IN} est une chaine de Mar-
kov, alors VN, {X,iv = Xn-n;0 <n < N} est aussi une chaine de Markov. En
général, la chaine retournée n’est pas homogéne, sauf si {X,,} est initialisée
avec sa probabilité invariante 7.

Proposition 2.7.1. Soit {X,;;n € IN} une chaine de Markov (m, P), avec w
probabilité invariante et P irréductible. Alors la chaine retournée {XN.0 <
n < N} est une chaine de Markov (7, P), avec

Wypyx =Py, Va,y € E
PREUVE

]P(Xp-i-l = x|Xp =)
=P(X, = 2| Xp 1 =)
P(X, =x)
=P(X,.1=vylX,=2) X ——————.
( +1 y‘ ) IP(Xn+1 — y>
]

On dit que la chaine {X,,;n € IN} est réversible si P = P, ce qui a lieu
si et seulement si la relation suivante dite d“équilibre ponctuel’est satisfaite :

T Ppy = 1y Py, V2, y € F,

avec m probabilité invariante. Il est facile de vérifier que si une probabilité
7 satisfait cette relation, alors elle est invariante par P. La réciproque n’a
aucune raison d’étre vraie.



2.7. CHAINE DE MARKOV REVERSIBLE 29

Remarque 2.7.2. Si 7 est la probabilité invariante d’une chaine irréductible
(et donc aussi récurrente positive), la chaine n’est pas nécessairement réver-
sible par rapport a w. Supposons que cardEl > 3. Alors il peut exister x # vy
t.q. Py =0# Py,. Dot 7, P, =0 # m,P,,. Les transitions de y a x de la
chaine initiale correspondent aux transitions de x a y de la chaine retournée,
donc Py, #0 = ny 240, dow P+ P.

Remarque 2.7.3. Etant donné une matrice de transition d’une chaine de
Markov récurrente irréductible P, un probleme classique est de calculer sa
probabilité invariante.

Un autre probléme, qui apparaitra au chapitre suivant, est de déterminer
une matrice de transition P irréductible, dont la chaine associée admette
comme probabilité invariante une mesure ™ donnée.

Le second probleme est facile a résoudre. En fait il existe un grand nombre
de solutions. Le plus simple est de chercher P telle que la chaine correspon-
dante soit réversible par rapport a la mesure donnée . Autrement dit, il suffit
de trouver une matrice markovienne irréductible P telle que la quantité w, Py,
s0it symétrique en x, Y.

Pour résoudre le premier probléeme, on peut la aussi chercher a résoudre
[’équation

o Ppy = Ty Py, Va,y € L,

qui contrairement a [’équation mP = w, nimpose pas de sommation en 1.
Mazs cette équation n’a de solution que si la chaine est réversible par rapport
a son unique probabilité invariante, ce qui n’est pas forcément le cas.

Supposons maintenant que l'on se donne le couple (P,m), et que l'on
veuille vérifier si oui ou non m est la probabilité invariante associée a la
chaine de matrice de transition irréductible P. Si la quantité m, Py, est sy-
métrique en x,y, la réponse est oui, et on a méme mieux, la réversibilité. Si
non, il faut vérifier si ouwr ou non 1P = w. Une facon de faire ce calcul est
donnée par la Proposition suivante.

Proposition 2.7.4. Soit P une matrice de transition irréductible, et ™ une
probabilité sur E. On pose pour tout x, y € F,

p _ %Pyma Sil‘#y,
W P... stx=1.

Alors m est la probabilité invariante de la chaine de matrice de transition P
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et P est la matrice de la chaine retournée ssi pour tout x € E,

> Py =1

yek

2.8 Statistique des chaines de Markov

Le but de cette section est d’introduire des notions élémentaires sur la
statistique des chaines de Markov.

On a vu que pour tout n > 0, la loi du vecteur aléatoire (Xg, X1,...,X,)
ne dépend que de la loi initiale i et de la matrice de transition P.

La premiére question que 'on peut se poser en statistique des chaines
de Markov est : peut—on estimer le couple (i, P) au vu de l'observation
de la suite (Xo, Xi,...,X,), d'une telle facon que l'erreur d’estimation soit
“petite” quand n est “grand”. Comme on va le voir ci-dessous, on peut estimer
P. Par contre, on ne peut raisonnablement estimer la loi initiale p que si
celle—ci coincide avec la probabilité invariante, et que 1’on est dans le cas
irréductible et récurrent positif, ce que nous supposerons dans toute la suite
de cette section.

Commencons par I'estimation de la probabilité invariante .

Pour tout x € F,

1 n
An_ z : 1 7

est un estimateur consistant de p,, puisqu’une conséquence immédiate du
théoréme ergodique est que

Proposition 2.8.1. Pour tout x € E, i) — i, p.s., quand n — o0.

Passons maintenant & I'estimation des P,,, x,y € E. On choisit I'estima-

Yo
teur

n—

1
1 {Xe=2,Xp11=y}
0

n—1
> Lix—a)
{=0

. "
n _
P, =

On a la
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Proposition 2.8.2. Pour tout x,y € F, ng — Py p.s. quand n — oo.

PREUVE On a bien sir

n—1 -1 n—1

. 1,25: 17253
ny - (ﬁ 1{Xz::v}> ﬁ 1{Xz=:r7Xe+1=y}'

(=0 =0

On sait que
n—1
PRI
n {Xp=x} M-
=0

Pour n > 0, posons )?n = (Xp, Xpny1). Il n'est pas tres difficile de vérifier que
{X,, n > 0} est une chaine de Markov irréductible et récurrente positive
a valeurs dans E = {(z,y) € E x E, P,, > 0}, de matrice de transition
Ployyuw) = OyuPus, et de probabilité invariante fi(gy) = fyPyy. Le théoréme
ergodique appliqué a la chaine {X,} entraine que

n—1

1
ﬁ Z 1{XZ:1”7X£+1=3/} - Mmey
/=0

2.9 Exercices

Exercice 2.9.1. Montrer que la chaine (X,,, n € IN) a trois états 0, 1, 2, de
matrice de transition

1 0
Q=1|p 1-p—q q] (p.g>0,p+q<1)
0 0 1

et d’état initial 1 (P(Xo = 1) = 1) change d’état pour la premiére fois a un
instant aléatoire T' > 1 de loi géométrique. Montrer ensuite que X est une
v.a. indépendante de T, de loi (p/(p+q),0,q/(p+q)), et enfin que X; = Xp
sit>1T.

Exercice 2.9.2. Soit {X,; n € IN} une chaine de Markov de matrice de
transition

12 0 0 0 1/2
0 1/2 0 1/2 0
pP=]0 0 1 0 0

0 1/4 1/4 1/4 1/4
/2 0 0 0 1/2
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Déterminer les classes d’équivalence, les états transitoires et récurrents, et

les mesures invariantes.

Exercice 2.9.3. On considére une chaine de Markov{X,; n € IN} a valeurs
dans l’espace fini E = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de transition P, dont les
termes hors—diagonaux sont donnés par

2/3 1/3 0 0 0

/4 - 0 0 1/5 2/5
p_| 0 0 - 12 0 0
“lo o0 23 - 0 0

o 0 0 0 - 1/2

o 0 0 0 1/2 -

1 Déterminer les termes diagonaux de la matrice de transition P.

2 Montrer que E est constitué de trois classes d’équivalence que [’on préci-
sera, l'une T étant transitoire, les deuxr autres R, Ro récurrentes.

3 Déterminer une probabilité invariante admettant R1 comme support, et
une probabilité invariante admettant Ro comme support. En déduire
toutes les probabilités invariantes.

Exercice 2.9.4. Soit P une matrice markovienne sur un ensemble fini £/ de
cardinal d.

a Montrer que la probabilité m est invariante ssi
7l — P+ A) =a,
ou A est la matrice d X d dont tous les éléments sont égaux a 1, et a le
vecteur de R dont tous les éléments sont égaux & 1.

b Montrer que P est irréductible ssi I — P + A est inversible.

c Déduire des questions précédentes une méthode de calcul de 7.

Exercice 2.9.5. Soit P une matrice markovienne sur un nensemble fini ou
dénombrable E, qui satisfait la condition (D) de la section 2.6.

1. Onsuppose d’abord la condition (D) satisfaite avec ng = 1. Montrer
qu’il existe un état récurrent, qui est p. s. visité par la chaine une
infinité de fois, quelque soit le point de départ. En déduire que la chaine
posseéde une unique classe récurrente. (Indication : on pourra montrer
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qu’il existe v € E, 3 > 0 tels que la chaine puisse étre simulée comme
suit : a chaque instant n, on va a l'état x avec la probabilité 3, et on
fait un autre mouvement (qui lui dépend de l’état ou est la chaine) avec
probabilité 1 — 3).

2. Montrer que le résultat est encore vrai dans le cas général de [’hypo-
theése (D). (Indication : considérer la chaine échantillonnée { Xy,,, k =

0,1,...}).

Exercice 2.9.6. Montrer que si x est récurrent, alors Z(P")w = 400 851
n>0

ey, =0ssix/y.
Exercice 2.9.7. Marche aléatoire sur Z On pose
Xn=Xo+ Y1+ -+ Y,

ot les X, prennent leurs valeurs dans Z, les Y, dans {—1,1}, Xo, Y1, .., Y,, ..
étant une suite indépendante, et pour tout n,

PY,=1)=p=1-1PY,=-1), 0<p<l1.

a Montrer que la chaine {X,} est irréductible.

b Montrer que dans le cas p # 1/2, la chaine est transitoire (utiliser la loi
des grands nombres).

c On considére le cas p = 1/2. Montrer que la chaine est récurrente (on
évalueray, . (P")oo en utilisant la formule de Stirling n!~/2mn(2)").
Montrer que la chaine est récurrente nulle (on cherchera une mesure
invariante). Préciser les valeurs de

limsup X,, et liminf X,,.

Exercice 2.9.8. Marche aléatoire sur Z¢ On pose

ot les X, prennent leurs valeurs dans Z?, les Y, étant i.i.d., globalement
indépendants de Xy, de lor donnée par

P(Y, = +e;) = (2d)™, 1<i<d,

{ey,...,eq} désignant la base canonique de Z°.
Montrer que {X,} est une chaine de Markov irréductible a valeurs dans
7%, récurente nulle si d = 1,2, transitoire si d > 3.
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Exercice 2.9.9. On reprend la marche aléatoire a valeurs dans Z dans le cas
symmétrique (cas p = 1/2), et on va établir la récurrence par un argument
totalement différent de celui de [’exercice 2.9.7. On suppose pour simplifier
que Xo =z € Z.
Pour tous a,b € Z, avec a < x < b, on pose
Top = inf{n > 0; X,, &la,b[},
T, =inf{n > 0; X,, = a},
Ty, = inf{n > 0; X,, = b},

et on remarque que

Xont,, =+ Z Yilir, ,>k-1}-
k=1

a Montrer que les v.a. Yy et 1¢r, ,~r—1} sont indépendantes. En déduire que
]EXn/\Ta,b =X.

b Montrer que | Xy, ,| < sup(lal, [b]), Tup < 00 p.s., et

]EXTa,b =X.
c Etablir les identités
b—=x r—a
]P(XTa,b = a) = b—a’ IP(XTa,b = b) = b—a’

¢ Montrer que P(T, < T,) — 1, quand n — oo.

d Montrer que T, < co p.s., et que de méme Ty, < oo p.s. En déduire que la
chaine est récurrente.

Exercice 2.9.10. Marche aléatoire réfléchie en 0 Les {Y,,} étant définis
comme a l'exercice 2.9.7, on définit la chaine de Markov{X,} a valeurs dans
IN par la formule de récurrence

Xpy1 = 1{Xn>0}Yn+1 + 1{Xn:0}'

On suppose bien sir que Xo € IN. On notera ci-dessous {X} la marche
aléatoire de exercice 2.9.7, avec le méme Xy et les mémes {Y,} que ceux
utilisés dans la définition de la chaine {X,}. On utilisera dans cet exercice
les résultats de [’exercice 2.9.7.
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— a Montrer que la chaine ainsi définie est irréductible a valeurs dans IN.
Préciser sa matrice de transition.

— b Montrer que p.s., X, > X, Vn. En déduire que {X,} est transitoire
dans le cas p > 1/2.

- ¢ On pose T = inf{n > 0, X,, = 0}. Montrer que X,, = X| si T > n.
En déduire que la chaine est récurrente dans le cas p < 1/2 (on pourra
par exemple montrer que l’état 1 est récurrent).

—d Montrer que la chaine est récurrente nulle dans le cas p = 1/2, ré-
currente positive dans le cas p < 1/2 (on montrera que dans le premier
(resp. le second) cas, la mesure (1/2,1,1,1,...) (resp. la mesure pu dé-
finie par

1—-2p 1 =2p pﬂﬁ_1 > 1

MO:Q—(l—p>’ IU/!L'_ 2 (1_p)x+17 =

est une mesure invariante).

Exercice 2.9.11. Chaine de naissance et de mort Soit {X,,} une chaine
de Markov a valeurs dans E = IN, de matrice de transition P définie par

PJ:,J:—l = {4z, PJ:,J: =Tz, Px,x+1 = Pz,

avec pour tout t € IN, pp +r.+q¢ =1, 9 =0, ¢ >0 stz >0, et p, >0
pour tout x € IN.

Pour x € IN, on pose 7, = inf{n > 0, X,, = x}. Etant donnés trois
états a, x et b tels que a < x < b, on pose u(x) = IP,(1, < 7). On définit
{Va, € N} par o =1 et pour x >0, v, = q1 X -+ X @z /p1 X +++ X Dy

1. Montrer que la chaine est irréductible a valeurs dans IN.

2. Pour a < x < b, établir une relation entre u(x) —u(z+1) et u(x —1) —
u(z). Caleuler u(a) — u(b) en fonction des v,, et en déduire que pour

a<x<b,
y=b—1 y=b—1

u(z) = Z Vy/ Z Ty

y=x
Traiter le cas particulier ot p, = q, pour tout x > 0.

3. Calculer P1(19 = o00) et montrer que la chaine est récurrente ssi
Yoo Yy = +oo.
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4. Détermainer les mesures sur E invartantes par P, et en déduire que la
chaine est récurrente positive $si

- PopP1 X =+ X Pg1
q1q2 X + -+ X (g

< Q.

r=1

5. Montrer que dans le cas récurrent positif la chaine est réversible. (Indi-
cation : on remarque tout d’abord que pour x > 0 la relation 7, = (7 P),
s’écrit

mex,xfl + mezv,:erl = 71'mflpmfl,m + 7Tm+1Pm+1,m-

On considere ensuite le cas x = 0, puits on montre par récurrence que
mez,x-l—l = 7Ta:+1Pa:+1,a:a Va > 0)

Exercice 2.9.12. File d’attente On considére une file d’attente en temps
discret qui se forme a un guichet, suivant le phénomeéne suivant : & chaque
instant n € IN, il arrive un client avec la probabilté p, (0 < p < 1) et pas de
client avec la probabilité 1 — p. Lorsqu’il y a au moins un client en attente,
a chaque instant un client est servi et quitte le systéme avec la probabilité
q, 0 < q < 1, et personne ne quitte le systeme avec la probabilité 1 — q
(un client qui arrive a l'instant n repart au plus tét a Uinstant n 4+ 1). Tous
les tirages ci—dessus sont indépendants entre eux. On note X,, le nombre de
clients présents dans la file a ["instant n.

1. Montrer que {X,, n € IN} est une chaine de Markov irréductible a
valeurs dans IN. Préciser sa matrice de transition Py, x,y € IN.

2. Donner une CNS sur p et q pour que la chaine {X,} posséde une pro-
babilité invariante. On supposera dans la suite que cette condition est
satisfaite et on notera {m,, x € IN} lunique probabilité invariante que
l’on déterminera.

3. Calculer IE,(X,).

4. On précise maintenant que les clients sont servis dans 'ordre de leur
arrivée. On désigne par T le temps de séjour d’un client quelconque. Le
systeme étant initialisé avec sa probabilité invariante, quelle est [’espé-
rance de T ¢

Exercice 2.9.13. File d’attente On considére une file d’attente qui se
forme a un guichet. X,, désigne le nombre de clients dans la file en attente ou
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en train de se faire servir a l’instant n. Entre les instants n et n+1 arrivent
Y,11 clients, et si X,, > 0 partent Z, .1 clients. On suppose que Xq, Y1, Z1,
Ys, Zs ... sont indépendantes, avec les Y, i.i.d. vérifiant 0 < IP(Y,, =0) < 1,
et les Z,, vérifiant P(Z, =1)=p=1-1P(Z, =0).
1. Montrer que (X,;n € IN) est une chaine de Markov dont on précisera
la probabilité de transition.

2. On note ¢ la fonction génératrice des Y,, p celle des Z,, V¥, celle des
X,,. Calculer W, .1 en fonction de V,,, ¢ et p.

3. Montrer qu’il existe une unique probabilité invariante dont on calculera
la fonction génératrice ssi (Y1) < p.

Exercice 2.9.14. Aloha discret Le but de cet exercice est d’étudier le
protocole de communication suivant : des usagers se présentent aux instants
{1,2,...,n,...} pour transmettre un message via un canal, qui ne peut trans-
mettre qu’un message a la fois. Lorsque deux ou plus usagers se présentent
en méme temps, aucun message ne passe, chaque usager en est averti, et il
tente de se représenter plus tard. On cherche une politique de retransmission
“distribuce”, i.e. telle que chaque usager puisse décider quand se représenter,
sans connaitre les intentions des autres usagers. Le protocole “Aloha discret”
stipule que chaque usager dont le message a été bloqué tente sa chance a
[instant suivant avec la probabilité p. Si son tirage aléatoire lui indique de
ne pas se présenter, il tente sa chance a ['instant sutvant avec la probabilité
p, et ainst de suite jusqu’a ce qu’un tirage lui indique de tenter sa chance.
On appelle Y, le nombre de messages “frais” (i.e. qui se présentent pour la
premiére fois) arrivant au canal de transmission a linstant n. On suppose
que la suite {Y,} est i.i.d., avec IP(Y, =1i) = a;, i € IN, et E(Y,,) > 0. Soit
X, le nombre de messages retardés en attente d’étre transmis a [’instant n.

1. Montrer que {X,} est une chaine de Markov dont on précisera la ma-

trice de transition.

2. Montrer que {X,} est irréductible, mais n’est pas récurrente positive.

Exercice 2.9.15. Programmation On reprend la file d’attente de [’exercice
2.9.12.

1. Simuler et tracer une trajectoire de {X,, n >0} den =1 an = 1000,
pour p = 1/2 et successivement ¢ = 3/5,7/13,15/29,1/2.

2. Puisque {X,} est irréductible, récurrente positive et apériodique,
(P")ye — my. Tracer au choiz lhistogramme (ou la fonction de ré-
partition) empirique de (P™),., pour n = 100, 500, 1000, pour une taille
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d’échantillon de 10%. On représentera ’histogramme (resp. la fonction
de répartition) de w sur le méme graphique. On traitera les casp = 1/2,

q=3/5,7/13.

. Comparer graphiquement les quantités

nt Z 1{Xk:$}7 reN
k=1

et Uhistogramme de w, pour n = 103,10% 10°. On traitera les cas
p = 1/2, ¢ = 3/5,7/13. Pour chaque valeur de q, on pourra choisir
[intervalle utile des valeurs de x au vu des tracés de la question précé-
dente.

2.10 Problémes corrigés

2.10.1 Enoncés

Probléme 2.10.1. On considére une chaine de Markov en temps discret
{Xn; n € N} a valeurs dans Uespace fini E = {1,2,3,4,5,6}, de matrice de
transition P, dont les termes hors—diagonauxr sont donnés par

.12 0 0 0 0
/3 - 0 0 0 0

p_ |0 0 - 0 78 0
“ 14 14 0 - 174 14
0 0 3/4 0 - 0

0 1/5 0 1/5 1/5

. Déterminer les termes diagonauz de la matrice de transition P.
. Déterminer les classes d’équivalence de la chaine.

. Montrer que les états J et 6 sont transitioires, et que [’ensemble des

autres états se décompose en deux classes récurrentes que l’on précise-
ra. Dans la suite, on notera T = {4,6}, C la classe récurrente contenant
1, et C' lautre classe récurrente. Pour tout x,y € E, on définit p, =
P, (T < ), ou T :=inf{n > 0; X,, € C}.

1, sizecC,
Pa

. Montrer que

0, sixzecl



