V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Théoréme 7 (Perron)

Soit A € M,(R) une matrice positive et primitive. Alors
© p(A) est une valeur propre de multiplicité 1 de A,

Q@ v=(v,..., )eE ) tel que Vie{l,...,n}, v; >0,
@ VA e Spc\{p(A)}, [N < p( ) (on dit que la v.p. p(A) est
dominante).

Nous ne montrerons que les conclusions 1 (en partie) et 2 du théoréme
sous des hypothéses plus fortes :

Théoréme 8

Soit A € M,(R) une matrice strictement positive telle que p(A) = 1.
Alors

@ p(A) =1 est une valeur propre de A,
Q Iv=(v1,...,vy) € Eya) tel que Vie {1,...,n}, v; > 0.
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Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas

nécessairement une valeur propre de A :
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Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
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nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := <_1 1 est

primitive,

Matrices stochastiques et théoréme de Perron



V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas

-1 -1
primitive, yyy = X?> + X —1 = (X - *1%\/5) (X _ %\/3)

. . . 0o -1
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := est
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas

nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := _01 :1) est
primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc
p(M) = 15
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := _01 :1) est
primitive, xp = X? + X — 1= (X - ’1%\/5) (X — %‘@) donc

p(M) = 255 ¢ Sp(M).
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := _01 :1) est
primitive, xp = X? + X — 1= (X - ’1%\/5) (X — %‘@) donc

p(M) = 255 ¢ Sp(M).
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := _01 :1) est
primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc

p(M) = 1135 ¢ Sp(M).

Théoréme 8 (Frobenius)

Soit A € M,(R) une matrice positive et irréductible.
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := _01 :1) est
primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc

p(M) = 1135 ¢ Sp(M).

Théoréme 8 (Frobenius)

Soit A € M,(R) une matrice positive et irréductible. Alors
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
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Soit A € M,(R) une matrice positive et irréductible. Alors

@ p(A) est une valeur propre de multiplicité 1 de A,
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := _01 :1) est
primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc

p(M) = 1135 ¢ Sp(M).

Théoréme 8 (Frobenius)

Soit A € M,(R) une matrice positive et irréductible. Alors
@ p(A) est une valeur propre de multiplicité 1 de A,
Q Iv=(v1,...,vy) € Eyn) tel que Vie {1,...,n}, v; > 0.
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := _01 :1) est
primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc

p(M) = 1135 ¢ Sp(M).

Théoréme 8 (Frobenius)

Soit A € M,,(R) une matrice positive et irréductible. Alors
@ p(A) est une valeur propre de multiplicité 1 de A,
Q Iv=(v1,...,vy) € Eyn) tel que Vie {1,...,n}, v; > 0.

Remarque : Si A € M,(R) est positive et irréductible, la v.p. p(A) n'est

pas nécessairement dominante :
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas

. . . 0o -1
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := 1 .1 est

primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc
p(M) = 155 ¢ Sp(m).

Théoréme 8 (Frobenius)

Soit A € M,,(R) une matrice positive et irréductible. Alors
@ p(A) est une valeur propre de multiplicité 1 de A,
Q Iv=(v1,...,vy) € Eyn) tel que Vie {1,...,n}, v; > 0.

Remarque : Si A € M,(R) est positive et irréductible, la v.p. p(A) n'est

0 1) est irréductible

pas nécessairement dominante : la matrice M := (1 0
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas

. . . 0o -1
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := 1 .1 est

primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc
p(M) = 155 ¢ Sp(m).

Théoréme 8 (Frobenius)

Soit A € M,,(R) une matrice positive et irréductible. Alors
@ p(A) est une valeur propre de multiplicité 1 de A,
Q Iv=(v1,...,vy) € Eyn) tel que Vie {1,...,n}, v; > 0.

Remarque : Si A € M,(R) est positive et irréductible, la v.p. p(A) n'est

0 1) est irréductible

pas nécessairement dominante : la matrice M := (1 0

et positive, Sp(M) = {1, -1}
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V. Les théorémes de Perron-Frobenius

Remarque : Si A € M,(R) est primitive et non positive, p(A) n'est pas

. . . 0o -1
nécessairement une valeur propre de A : la matrice M := 1 .1 est

primitive, xp = X? + X — 1= (X — ’1%\/5) (X - %‘@) donc
p(M) = 155 ¢ Sp(m).

Théoréme 8 (Frobenius)

Soit A € M,,(R) une matrice positive et irréductible. Alors
@ p(A) est une valeur propre de multiplicité 1 de A,
Q Iv=(v1,...,vy) € Eyn) tel que Vie {1,...,n}, v; > 0.

Remarque : Si A € M,(R) est positive et irréductible, la v.p. p(A) n'est

01 . )
1 0) est irréductible

et positive, Sp(M) = {1, -1} et p(M) =1 =| —1].

pas nécessairement dominante : la matrice M :=
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques.
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :

Proposition 9

Soit A€ M,(R) une matrice stochastique.
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Proposition 9
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :

Proposition 9
Soit A€ M,(R) une matrice stochastique. Alors p(A) = 1.

Preuve :
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :

Proposition 9
Soit A€ M,(R) une matrice stochastique. Alors p(A) = 1.

Preuve :
1 1
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :

Proposition 9
Soit A€ M,(R) une matrice stochastique. Alors p(A) = 1.

Preuve :
1 1
o A[:|=]:|doncleSp(A)
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :

Proposition 9

Soit A€ M,(R) une matrice stochastique. Alors p(A) = 1.

Preuve :
1 1
@ Al :|[=]:[|donc1e Sp(A) donc p(A) > 1,
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :

Proposition 9

Soit A€ M,(R) une matrice stochastique. Alors p(A) = 1.

Preuve :
1 1
@ Al :|[=]:[|donc1e Sp(A) donc p(A) > 1,
1 1
° p(A) < [IAll..
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On applique le théoréme de Perron au cas des matrices primitives
stochastiques. Tout d'abord :

Proposition 9

Soit A€ M,(R) une matrice stochastique. Alors p(A) = 1.

Preuve :
1 1
@ Al :|[=]:[|donc1e Sp(A) donc p(A) > 1,
1 1
° p(A) < Al = 1.
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,,(R) une matrice stochastique et primitive.
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :

Théoréme 10

La suite (Ak)keN converge

Matrices stochastiques et théoréme de Perron



V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :

Théoréme 10

La suite (Ak)keN converge vers une matrice stochastique
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :

Théoréme 10

La suite (Ak)keN converge vers une matrice stochastique de la forme
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :

Théoréme 10

La suite (Ak)keN converge vers une matrice stochastique de la forme
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :

Théoréme 10

La suite (Ak)keN converge vers une matrice stochastique de la forme
X1 Xn
X1 Xn

ol (xq,...,Xp) est un vecteur stochastique,
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :

Théoréme 10

La suite (Ak)keN converge vers une matrice stochastique de la forme
X1 Xn
X1 Xn

ol (xq,...,Xp) est un vecteur stochastique, appelé état limite.
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Soit A € M,(R) une matrice stochastique et primitive. Alors :

Théoréme 10

La suite (Ak)keN converge vers une matrice stochastique de la forme
X1 Xn
X1 Xn

ol (xq,...,Xp) est un vecteur stochastique, appelé état limite.
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On peut déterminer |'état limite / € My ,(R) de A sans passer par la
réduction de Jordan de A :
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On peut déterminer |'état limite / € My ,(R) de A sans passer par la
réduction de Jordan de A :

Proposition 11

tle M,1(R)
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On peut déterminer |'état limite / € My ,(R) de A sans passer par la
réduction de Jordan de A :

Proposition 11

t/ € M, 1(R) est l'unique vecteur propre stochastique associé a la valeur
propre 1 de *A.
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On peut déterminer |'état limite / € My ,(R) de A sans passer par la
réduction de Jordan de A :

Proposition 11

t/ € M, 1(R) est l'unique vecteur propre stochastique associé a la valeur
propre 1 de *A.

— | est 'unique vecteur ligne stochastique tel que 'A'/ = */.
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

On peut déterminer |'état limite / € My ,(R) de A sans passer par la
réduction de Jordan de A :

Proposition 11

t/ € M, 1(R) est l'unique vecteur propre stochastique associé a la valeur
propre 1 de *A.

— | est 'unique vecteur ligne stochastique tel que 'A'/ = */.

Matrices stochastiques et théoréme de Perron



V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif :
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

0,9 0,1 0
A=|(0 05 05
0,8 0 0,2
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

0,9 0,1 0
A=|(0 05 05
0,8 0 0,2

est stochastique et primitive,
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que

tAtl — t/
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que

0,954 40,85 =k
AT =< {0,14 +0,5h =h
0.5h+0,2 — 1
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que

0,94 +0,85 =h
tAt t L =38k
Al =" < {0,141 +0,5h =h < g, heR
/2 = §/3

0,5h+0,25 =1
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que

0,94 +0,85 =h
tAt t L =38k
Al =" < {0,141 +0,5h =h < g, heR
/2 = §/3

0,5h+0,25 =1

De plus,
h+bhb+h=1<
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que

0,94 +0,85 =h
tAt t L =38k
Al =" < {0,141 +0,5h =h < g, heR
/2 = §/3

0,5h +0,2 =4k
De plus,

5
/1+/2+/3=1<:>/3=£
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que

0,94 +0,85 =h
tAt t L =38k
At =t < { 0,14 +0,5h —h =i — gl heR
0,5h+0,2 =h 2 753
De plus,
5
/1+/2+/3=1<:>/3=£
donc
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V. Le cas des matrices primitives stochastiques

Retour a I'exemple introductif : La matrice

est stochastique et primitive, et son état limite est le vecteur ligne
stochastique / = (b h k) tel que

0,94 +0,85 =h
tAt t L =38k
At =t < { 0,14 +0,5h —h =i — gl heR
0,5h+0,2 =h 2 753
De plus,
5
/1+/2+/3=1<:>/3=£
donc

I=(82 & 3)=(0,7547... 0,1509... 0,0943...).
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