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[I. Norme euclidienne

Soit (E, {-,-)) un espace euclidien. On note || - || I'application
E —[0,400[; vi= /{v,v).

Soient v,w € E.

Lemme 3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

(v, w)| < [[vIlllwll et | (v, w)| = [v]|[lwll ssi v et w sont lics.

Corollaire 4 (Inégalité triangulaire)

lv + wil < [lv]| + [jwl]

Conséquence

L'application || - || est une “norme” sur E, appelée norme euclidienne.

Remarque

Ona {v,w) =3 (Iv+wl? = [IvI* - [w]?).
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[I1. Orthogonalité

Soient v, w € E et A un sous-ensemble de E.

Définition 5

On dit que v et w sont orthogonaux si (v, w) = 0.
On appelle le sev

At :={veE| YweA (v,w) =0}

de E |'orthogonal de A.
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[I1. Orthogonalité

Soient v, w € E et A un sous-ensemble de E.

On dit que v et w sont orthogonaux si (v, w) = 0.
On appelle le sev

At :={veE| YweA (v,w) =0}

de E |'orthogonal de A.

Remarque 6

@ Une famille de vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux, appelée
famille orthogonale, est libre.

° {OE}J‘ = Fet ELf = {OE}

Lemme 7 (Théoréeme de Pythagore)

v et w sont orthogonaux ssi ||v + w|? = ||v||? + || w]|2.
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[I1. Orthogonalité

Soit F un sev de E.

Proposition 8

Q@ dim(E) = dim(F) + dim (F*)
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[I1. Orthogonalité

Soit F un sev de E.

Q@ dim(E) = dim(F) + dim (F*)
@ E=FaFt
@ (FHy =F

On appelle projection orthogonale sur F la projection de E sur F

parallélement a F*, notée pe.

On appelle symétrie orthogonale par rapport & F la symétrie par rapport
a F parallélement a F*, notée sg.

Soit v € E.

Proposition 10

d(v, F) = inf [lv = wll = [lv = pe(v)]|
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IV. Orthogonalité et dualité

Pour v € E,onnote A, : E >R ; wr— (v,w).
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Pour v € E,onnote A, : E >R ; wr— (v,w).

Théoréme 11

L'application A: E — E* ; v+ A, est un isomorphisme linéaire
“canonique’.

Conséquence

Vo € E*, v e Et.q. Yw € E, po(w) = (v,w), et v = A_l(gp).
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Corollaire 13

dim(E) = dim(F) + dim (F*)
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V. Bases orthogonales, bases orthonormales

Soit B = {e1,..., ey} une base de E.
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Soit B = {e1,..., ey} une base de E.

Définition 14

@ On dit que B est une base orthogonale si
Vi, j € {1,...,[’1},I'7éj$ (e,-,ej> =0.
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V. Bases orthogonales, bases orthonormales

Soit B = {e1,..., ey} une base de E.

Définition 14

@ On dit que B est une base orthogonale si
Vi,j€{l,...,n},i #j= (e, ) =0.

@ On dit que B est une base orthonormale si
VI,_] € {1, acag I’I}, (e,-7 6j> = 5,‘j.

La base canonique de R" est une base orthonormale pour (-, )can-

Remarque 16

© Si B est une base orthonormale alors, pour tous
v=Y, xie,w=_,ve€E (v,w) =3, Xy

© PourtousveE, v=>" (v,e)e.

© On peut “normaliser” une base orthogonale en une base
orthonormale.
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V. Bases orthogonales, bases orthonormales

Théoréme 17

Il existe toujours une base orthonormale pour (E, (-, -)).
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V. Bases orthogonales, bases orthonormales

Théoréme 17

Il existe toujours une base orthonormale pour (E, (-, -)).

Preuve : A partir d'une base {v1,...,v,} de E, on peut construire une
base orthonormale a I'aide du
procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt.
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