L3 Mathématiques 2020,/2021 Calcul Matriciel : Contréle continu

Calcul Matriciel : Contréle continu (22 octobre 2020)

Durée : 2h. Les documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits.

Exercice 1 1. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et soit F' un sous-espace vectoriel
de E. Montrer que I'annulateur de F' est un sous-espace vectoriel du dual £* de F.

2. Donner la définition d’une base orthonormale dans un espace euclidien.

3. Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton.

Solution : Voir cours.

Exercice 2 1. Montrer que la famille {(1,-2,-1),(—1,1,2),(1,0,0)} est une base de R?
et déterminer sa base duale. En déduire une équation linéaire du plan vectoriel de R3
engendré par les vecteurs (1, —2,—1) et (—1,1,2).

Solution : Notons vy := (1,—-2,—1), vy := (—1,1,2) et v3 := (1,0,0). Si I'on considére

1 -1 1

la matrice A := | —=2 1 0] de M3(R) dont les colonnes sont les coordonnées des
-1 2 0

vecteurs vy, vo et v3 dans la base canonique de R?, on a det(A) = —3 # 0 donc la matrice

A est inversible et la famille {v1, v2,v3} est une base de R3.

Notons-la B et notons By = {e1, ez, e3} la base canonique de R3. Alors A = Pg,_,z et
la matrice de passage Pp;—p- de la base duale Bj = {e],e5,e3} de la base canonique a la
base duale B* = {v],v3,v;} de la base B est égale a la matrice

0 —% % 0 0 1
t e 2 1 1
Pop l=A1=t[o -1 2 |=[-2 1 1
" , Ui doPd
3 3 3 3 3
Ainsi, B* = {vf,v3,v5} = {—3e5 + 1e}, —tes+ Zel, ef + €5 + 1e3 )
Enfin, si F := Vect{v,v2}, on a FO = Vect{v}} et
0 3 3 1 1
F = (F) {(z,y,2) e R’ | vj(z,y,2) =0} =4 (z,y,2) ER |x+§y+§z:o .

2. On considére les formes linéaires sur R?

R3 — R R3 - R R3 — R

o (l‘,y,Z) = —y+z’ w2 (a:,y,z) = 2z’ 73 ({L‘,y,Z) — —$+y+22’

On note {f1, f2, f3} la base duale de la base canonique de R3. Ecrire les coordonnées de
©1, @2 et p3 dans cette base et montrer que la famille {1, 2, 3} est une base de (R3)*.
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Solution : On a ¢1 = —fa + f3, w2 = 2f1 et p3 = —f1 + fo + 2f3. Si I'on note alors

0o 2 -1
M:=|-1 0 1 | lamatrice dont les colonnes sont les coordonnées des formes linéaires
1 0 2

1, 2 et w3 dans la base { f1, fa, f3} de (R?’)*, on a det(M) = 6 # 0 donc M est inversible
et la famille {¢1, @2, p3} est une base de (R?’)*

Exercice 3 Soit (F, (-,-)) un espace euclidien et soient F, F» deux sous-espaces vectoriels de

E.

1. Montrer que (Fy + F»)* = Fit N Fi-.

Solution : Soit v € (Fy + Fy)*. Soit wy € Fy, alors (v,w;) = 0 car wy € Fy C Fy + I
et v € (Fy + Fp)t. Ainsi v € FIL Soit maintenant we € Fy, alors (v,wg9) = 0 car
wo € Fy C F1+ Fyetve (Fy+ Fg)l. Ainsi v € FQJ- et donc v € Ff‘ ﬂFQL. On a donc
(Fy + Bt C FEn Fy-

Réciproquement, soit v € FlL N FQL, et soit w € F] + Fy : il existe wy € F} et wy € Fy
tels que w = wy + ws et donc

<U7w> = <U,’LU1 +'U}2>
= (v,w1) + (v,wz) (le produit scalaire (-,-) est linéaire & droite)
= 0—|—O(carw1eFletveFf-,etwgeFQetveFj-)
= 0

Ainsi v € (F} + F»)* et on a donc (Fy + F»)* C (Fy + Fp)*.
Au total, (Fy + )t = Fit N F-.

2. Montrer que Fj- + F5t C (Fy N Fy)*t.

Solution : Soit v € Fj- + Fs- : il existe v1 € Fj- et vy € F3- tels que v = vy + va. Soit
maintenant w € Fy N F5, alors

(v,w) = (v1 + v2,w)
= (v1,w) + (v2,w) (le produit scalaire (-,-) est linéaire & gauche)
= 0—|—O(carw€F1etvleFf,ethFQetvgeFj)
=0

Ainsi, v € (Fy N Fp)* et donc Fi- + F5- C (Fy N Fy)*.

3. En utilisant un argument de dimension, montrer que Fj- + FQJ' = (FiN )t
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Solution : On a
dim (F + F#) = dim (F{") + dim (F*) — dim (F{" 0 Ff)
= dim (Ff) + dim (Ff) — dim ((F1 + FQ)L> (par la question 1.)
—dim(F)) 4+ (dim(F) — dim(F3)) — (dim(E) — dim(F; + F»))
) — (dim(Fy) + dim(Fy) — dim(Fy + F3))
= dim(F) — dim(F; N Fy)
— dim ((Fi N F))

Comme de plus, par la question 2., on a l'inclusion Fi-+ F5- C (FiNF,)*, on a finalement
Végalité Fi- + Fy- = (F1 N Fy)t.

Exercice 4 1. Déterminer une base orthonormale du sous-espace vectoriel
F := Vect {(1,0,1),(1,2,3)} de R3, par rapport au produit scalaire canonique de R3.

Solution : On note vy := (1,0, 1) et vy := (1,2, 3). Les deux vecteurs v; et vy forment une
famille libre et génératrice de F' donc une base de F, a laquelle on applique le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormale de F'.

On pose

1
e = nv1=10
1

1 1 -1

4
€ = U2—<U2’€;>61: 2 -3 o)l=1|{ 2
H61H 3 1 1

et la famille {e1, €2} est alors une base orthogonale de F'.

Si 'on pose enfin

€1 1 (1)
e = —— = —
lell ~ V2
€9 1 _21
ey = — = —
leell ~ V6 \ |

la famille {e1, ea} est une base orthonormale de F'.

2. Montrer que la matrice
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de M3(R) est inversible et déterminer la décomposition QR de A.

Solution : On a det(A) = —4 # 0 donc la matrice A est inversible.

Pour obtenir la décomposition QR de A, commengons par appliquer le procédé

1 0
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux vecteurs colonnes vy := | 0 |, vy := | —1
-1 2
-1
et v3:= [ 2 | de A considérés comme des vecteurs de R3 : comme A est inversible, la
1

famille {v1, v2,v3} est une base de R? (et la matrice A est la matrice de passage de la base
canonique de R3 a la base {vq,v2,v3}).

On pose donc

1
e = vy=1|0
—1
0 1 1
L <U2761> o —2 _
€2 = UV — 261— -1 *? 0 == -1
el ) AW
-1 1 1 2 1
._ (vs,€1) (v ea) —2 —2 A
Jerl : 1 O At :
.3 !
€3 = 563 = 2
1
puis
€1 1 1
e = = 0
lal ~ V2 )
€9 1 1
€9 = = -1
lel = V3
€h 1 ;
€3 = — = —
l1 = V6 \;

Shg )5
sl
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la matrice orthogonale de O3(R) dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs e, es
et e3 dans la base canonique de R? (il s’agit de la matrice de passage de la base canonique
de R3 a la base {e1, e, e3}).

On calcule enfin la matrice de passage de la base {e1, e2,e3} a la base {v1,va,v3}. On

v = €= \/561

Vo = —€1] +e€= —\@61 + \/§62
2 2 2 2 2
vy = —61—§€2+63=—61—§62+§6§,= 261—\3[624-\3[63
et on pose alors

VI V2 -3
R=|0 3 -28
2v6
o 0 =

la matrice de passage de la base {e1,e2,e3} a la base {v1, v, v3}.

La décomposition QR de la matrice A est ainsi

1 1 1
ARG V2 V2 =2
A=QRr=| 0 -5 |0 V3 -
1 1 1 0 0 2V6
N ERVE R 3

(on pouvait également obtenir la matrice R en calculant le produit ‘QA : comme Q est
orthogonale, A = QR & R ='QA).

Exercice 5 On considére la matrice

3 0 8
D=3 -1 6
-2 0 =5
deMg(R)
1. Montrer que xp = (=1 — X)3.
Solution : On a
3—-X 0 8
xp =det(D — X1I3) = 3 -1-X 6
—2 0 -5—-X
3—X
] B
(=1 =X)[3 = X)(=5 - X) + 16]
= (-1 -X)(X%2+2X +1)
= (-1-X)(X+1)?
= (-1-X)°
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2. Déterminer le polynéme minimal de D.

Solution : Comme xp = —(X + 1)3, le polynéme minimal de up est X + 1, (X +1)2 ou
(X +1)3. Or X + 1 n’est pas un polynéme annulateur de D (car D # —I3) et

2

4 0 8
(D+IL)?*=|3 0 6| =03
-2 0 —4

donc pup = (X +1)2

3. La matrice D est-elle diagonalisable ? Triangularisable ?

Solution : Comme le polyndme minimal de D n’est pas scindé a racines simples, D n’est
pas diagonalisable. Mais xp est scindé (sur R) donc D est triangularisable.

4. Déterminer la forme de Jordan de D.

Solution : D posséde une unique valeur propre, a savoir —1, et D n’est pas diagonalisable.

-1 1 0 -1 1 0
La forme de Jordan de D est donc | 0 —1 0 Jou [ O —1 1 |. Considérons
0o 0 -1 0o 0 -1
4 0 8
alors la matrice nilpotente U := D+ I3 = | 3 0 6 |. L’indice de nilpotence de U
-2 0 —4

est 2 d’aprés un calcul précédent. La forme de Jordan de D contient donc un bloc de
Jordan de taille 2 et la forme de Jordan de D est donc

5. Déterminer une réduction de Jordan de D.

Solution : Avec les notations de la question précédente, choisissons un vecteur Y € M3 1 (R)

0 1 4
tel que UY # | 0 |, par exemple le vecteur Y := [ 0 |. Alors UY = | 3 |. Enfin, pour
0 0 -2
compléter la famille libre {UY, Y}, choisissons un vecteur dans le noyau de U et qui ne
0

soit pas dans Vect{UY,Y}, par exemple Z := | 1
0
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La famille {UY,Y,Z} est alors une base de Ms(R) et, si l'on note P la matrice

4 1 0
inversible |0 0 1], on a alors
8 0 0
-1 1 0
PlDpP=(0 -1 0
0o 0 -1



