L3 Mathématiques 2020/2021 Calcul Matriciel : Feuille de TD 7

Feuille de TD 7 : Matrices stochastiques et théorémes de
Perron-Frobenius

Exercice 1 Soient n € N\{0} et A € M, (R).

1. Montrer que la matrice A est positive si et seulement si pour tout vecteur v = 0 de R",

Av = 0.
Solution : Supposons que la matrice A = (aij)lgi,jgn soit positive et soit v = (z1,...,2y)
un vecteur de R™ de coordonnées positives ou nulles. Pour tout i € {1,...,n}, on a

n
(Av); = >} aij >0,
jzlvv

=0 =0

donc Av = 0.

Réciproquement, supposons que, pour tout vecteur v = 0 de R"™, Av > 0, et notons
e1,...,en les vecteurs de la base canonique de R". Soit j € {1,...,n}, alors e; = 0 et
donc Ae; > 0, le vecteur Ae; étant la j¥™¢ colonne de A. Ainsi, tous les coefficients de la

matrice A sont positifs ou nuls i.e. A est une matrice positive.

2. Montrer que la matrice A est strictement positive si et seulement si pour tout vecteur
v = 0 non nul de R™, Av > 0.

Solution : Supposons que la matrice A = (a; ;) soit strictement positive et soit v =

1<i,j<n
(z1,...,2y) un vecteur non nul de R™ de coordonnées positives ou nulles. En particulier,
il existe un indice jo € {1,...,n} tel que z;, > 0. Alors, pour tout i € {1,...,n}, on a

n
(A’U)Z = Z Qi jT5 = G4y T, + Z a;j T; > 0,
j=1 S~ Y~

>0 >0

donc Av > 0.

Réciproquement, supposons que, pour tout vecteur v = 0 non nul de R", Av > 0. Em-
ployant les mémes notations que dans la question précédente, si j € {1,...,n}, les coor-
données du vecteur e; sont positives ou nulles et non toutes nulles, donc Ae; > 0. Comme
le vecteur Ae; est la j®™me colonne de A, on obtient que tous les coefficients de la matrice
A sont strictement positifs i.e. que A est une matrice strictement positive.
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Exercice 2 1. Donner un exemple de matrice positive non nulle de Ma(R) dont le rayon
spectral est nul.

. . . 0 1 L
Solution : Considérons la matrice A := <0 0> € M3 (R). Le polynéme caractéristique de
A est X2, A posséde donc une unique valeur propre égale a 0 et son rayon spectral est
donc 0.

2. Donner un exemple de matrice positive non nulle de My (R) dont le rayon spectral est une
valeur propre de multiplicité 2.

Solution : Considérons la matrice identité I, = ((1) (1)

téristique est (1 — X)? et son rayon spectral est donc égal & son unique valeur propre 1,
qui est de multiplicité 2.

> de M3(R) : son polynéme carac-

3. Donner un exemple de matrice positive non nulle de Ma(R) dont le rayon spectral est une
valeur propre non dominante.

01
10
de B est X2 —1 = (1 — X)(—1 — X), ses valeurs propres sont donc 1 et —1, son rayon
spectral est 1, et 1 n’est pas une valeur propre dominante de B car | — 1| = 1.

Solution : Considérons la matrice B := ( ) € M3(R) : le polynéme caractéristique

Exercice 3 Les matrices

1 10 010 010
A=11 11 B:=11 01 C:=(0 0 1
011 010 1 10
de M3(R) sont-elles primitives ? Irréductibles ?
Solution :
2 11
e Ona A? =2 3 2| donc la matrice A est primitive, en particulier irréductible.
1 2 2
1 0 1
e OnaB?= [0 2 0] doncla matrice est irréductible, mais non primitive car B> = 2B
1 0 1

et donc, pour tout k € N\{0},

Bk 27-1B? ik = 2p, pe N\{0},
2PB sik=2p+1,peN.



L3 Mathématiques 2020/2021 Calcul Matriciel : Feuille de TD 7

e Ona (C® =

— =

11
2 1| donc la matrice C' est primitive, en particulier irréductible.
2 2

Exercice 4 Soit n € N\{0} et soit A € M,,(R) une matrice positive et primitive. En particulier,
il existe m € N\{0} tel que la matrice A™ soit strictement positive.

1. Montrer que, pour tout entier k > m, la matrice A* est strictement positive.

Solution : On montre la propriété par récurrence sur k € N, k > m.

Le résultat est vrai pour £ = m. Supposons maintenant la propriété vraie pour k € N,
k > m fixé, et considérons la matrice A**1. Si on note C1,...,C, les colonnes, dans
I'ordre, de la matrice A, on a

ARFL = AF 5 A = AR (C4] -+ |Cy) = (AFCy|-- - |ARCy,)
Or, pour tout j € {1,...,n}, les coefficients de la colonne C; de A sont positifs ou nuls
(car la matrice A est positive) et non tous nuls (car sinon, pour tout I € N, la 5™ colonne
de A! serait nulle donc A ne pourrait étre primitive) donc, comme AF est une matrice

strictement positive, d’aprés la question 2. de 'exercice 1, les coefficients du vecteur AkC’j
sont strictement positifs. La matrice A¥*! est donc strictement positive.

2. Montrer que la matrice —A est primitive.

Solution : On a (—A)?™ = A?™ et cette derniére matrice est strictement positive (2m > m)
donc la matrice —A est primitive.

1 00
Exercice 5 Etudier les valeurs propres de la matrice A:= |2 0 1 |e M3(R). La matrice 4
310

est-elle primitive 7 Irréductible ?

Solution : Ona x4 = (1-X)(X%2-1) = (1-X)?(—1—X). Ainsi Sp(4) = {—1;1} et p(A) = 1 est
une valeur propre double de la matrice positive A. D’aprés les théorémes de Perron-Frobenius,
A ne peut donc étre ni primitive ni irréductible.

Exercice 6 On considére la matrice

A= €M4(R)

o O O
O O O N
O O = O
o N O O
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1. Montrer que la matrice A est irréductible.

Solution : On a

0080 00 0 16 16 0 0 0
» [0 0 08 s [8 00 0 . 0 16 0 0
T=looool T loao o] T =0o 0 16 0
0200 008 0 0 0 0 16

La matrice A est donc irréductible.

2. Vérifier les conclusions du théoréme de Frobenius appliqué a la matrice positive et irré-
ductible A en calculant les valeurs propres de A.

Solution : D’aprés le calcul précédent, on a A* — 16, = 0 autrement dit le polynome
X4 — 16 est un polynéme annulateur de A. Comme X* — 16 = (X2 + 4)(X? —4) =
(X —20)(X +2i)(X —2)(X +2), onaSpc(A) < {2i; —2i;2; —2} et donc p(A) = 2. Comme
det(A + 2ily) = det(A + 2ily) = det(A + 2I4) = det(A — 214) = 0, on a réciproquement
{2i; —2i;2; —2} < Spc(A). Ainsi x4 = X* — 16, et p(A) est bien une valeur propre simple

2
. . . 2
de A. De plus, si Y € My 1(R), Y € Ker (A —214) si et seulement si Y € Vect N et
1
2
2 .
1 est un vecteur propre de A pour la valeur propre p(A) = 2 de coordonnées strictement
1
positives.

3. La matrice A est-elle primitive ?

Solution : La matrice A n’est pas primitive car la valeur propre p(A) = 2 n’est pas
dominante.

Exercice 7 Pour chacune des matrices stochastiques suivantes, déterminer si un vecteur d’état
limite existe et, si oui, le déterminer :

0.6 0.3 0,1
Am (8’3 8?) B (2 é) c—[o0 01 009
90, 0.1 0 009

Solution :
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e La matrice A est stochastique et strictement positive (en particulier primitive) : la suite
des puissances successives de A converge donc vers une matrice dont toutes les lignes sont
identiques, égales au vecteur d’état limite de la matrice A.

De plus, ce vecteur est I'unique vecteur stochastique [ = (l1 lg) de M 2(R) tel que

taty ¢ 0,4 0,9\ (&

Al="1 < (Q6 0,1) \Uy
0,411 + 0,9, =1
0,601 + 0,1l =1

—0,6l; +0,9>, =0
0,61, —0,9l, =0

= llzglz, lQER

. Comme 5 5
l1+12=1<:>712+l2=1<:>12=*,

2 5
I’état limite de la matrice stochastique primitive A est le vecteur ligne [ = (% %)

1 1 . . .
e Comme B = <(1) O) et B? = < 0 (1)> , la suite des puissances successives de B ne converge

pas, et la matrice B ne posséde donc pas d’état limite.

e La matrice C? est strictement positive : la matrice stochastique C est donc primitive et la
suite des puissances successives de C converge vers une matrice dont toutes les lignes sont
des copies du vecteur d’état limite de la matrice C, qui est 'unique vecteur stochastique

l = (ll Iy l3) de M173(]R) tel que

0,6 0 0,1\ /U L
‘cli=% < 10,3 0,1 0 la | = | I
0,1 0,9 0,9/ \I3 ls
(0,61, +0,1l5 =0
< 10,3l +0,10 =y
\07 151 + 0,902 + 0,913 =13
(—0, 41, +0,1l3 =0
< 10,301 —0,9 =0
k0, 1l + 0,95, —0,1l3 =

i =411
= ! 43,l3€R
la =153

Comme

1 1 3
lLH4+l+l3=1< -1 — s +l3=1=l3=—
1+t 13 ®43+123+3 =13 1

5
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I’état limite de la matrice stochastique primitive C' est le vecteur ligne | = (1% 1—16 %)

Exercice 8 Soit n € N\{0} et soit A € M, (R). On suppose que la suite (A¥) ey Converge vers

une matrice L € M, (R).

N

1. Montrer que AL = LA = L.

Solution : Pour tout k € N, on a A x A¥ = AF x A = AF*1 Or la suite (Akﬂ)keN
converge également vers L et lapplication qui a toute matrice de M, (R) associe son
produit & gauche par A est continue sur M,,(R) ainsi que I'application qui & toute matrice
de M, (R) associe son produit a droite par A, donc

kEToo (A % Ak) B kll}foo (Ak X A) - kgrfoo (AkJrl) < Ax kgr-f-loo (Ak) - kEI-ir-lso (Ak> x A= lim (Ak+1)
< AL=LA=1L.

2. En déduire que

(a) toute colonne de L est soit nulle soit un vecteur propre de A,

Solution : Ecrivons L = (C4]---|Cy) ot C,...,Cp € M, 1(R) sont les colonnes de
L. Alors

AL = L < (ACy|---|ACy) = (C4] -+ |Cy) & Vje{1,...,n}, AC; = C}.

Ainsi, pour j € {1,...,n}, si le vecteur C; n’est pas nul, il s’agit d’un vecteur propre
de A (pour la valeur propre 1).

(b) toute ligne de L est soit nulle soit un vecteur propre de !A.
Solution : Notons Ly, ..., Ly les lignes de L (dans l'ordre). Alors

LA=Le'(LA)=Les"AL="T <« (A'Li|---|'A'L,) = ("L|---|'Ly,)
< VYie{l,...,n},'A'L; ='L;.

Ainsi, pour i € {1,...,n}, si le vecteur ‘L; n’est pas nul, il s’agit d’un vecteur propre
de 'A (pour la valeur propre 1).



