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Données binaires 0, 1
Modeéle auto-logistique, modeéle hiérachique

Estimation : Vraisemblance complétée, et probléme dans |'étape E

- Méthodes de Monte-Carlo

- Importance sampling

- Approximations de Laplace

- Approche variationnelle

Jaakola T., Jordan M., 2000, Bayesian parameter estimation via variational
methods. Statistics and Computing (2000) 10, 25-37
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1. Le modele
2. Estimation
3. Quelques résultats
4. Discussion
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Le modéle

Cécile

Domaine fini D= {s;:i=1,...,n} CR?,
avec s; = (sj1,52) pour i =1,...,n

Processus Z =(Z(s1), ..., Z(s,))T , a valeurs dans E = {0,1}",

Z(s;) | Y(si) ~ Ber(p(si))

Les Z(s;) | Y(s;) sont indépendantes
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Le modéle

Domaine fini D= {s;:i=1,...,n} CR?,
avec s; = (sj1,52) pour i =1,...,n

Processus Z =(Z(s1), ..., Z(s,))T , a valeurs dans E = {0,1}",

Z(s;) | Y(si) ~ Ber(p(si))

Les Z(s;) | Y(s;) sont indépendantes

eY(S,‘)
plsi) = 1+eY(s)
ou encore logit(p(s;)) = In _plsi) = Y(si)
1—p(s)
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Le modéle

On pose
Y(s) = X(s)"B +¢(s).
Premier terme : X(s) = (Xi(s), -+, X,(s))T; B doit &tre estimé.
Second terme : variation spatiale a petite échelle,
e ~N,(0,X),

2 doit étre estimée.
Si £ = X(0), les paramétres sont alors B et 6.

Cécile Hardouin IVIODA UnNIVeMethode variationnelle pour I'estimation d'un




La vraisemblance

Y n’est pas observé,
On consideére la vraissmblance complétée,

(2, e[ B.2]=[Z]eB] x[e] 2],

log de la vrais. complétée,

L(Ze | BE)=—Y In(1+e )+ Y v(s)Z(s)

seD seD

1 1
—5In(detX) Est—le—g In 27

avec Y (s) = X(s)TB +¢(s).

On utilise un algorithme EM.
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Algorithme EM

Notons ¢ = (B, X).
On définit

alp.9") = E[L(Z 2| 9) | Z.9"] .

o Initialisation (@,
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Algorithme EM

Notons ¢ = (B, X).
On définit

alp.9") = E[L(Z 2| 9) | Z.9"] .

o Initialisation @(®,
o A la /—ieme étape,
(I-1)
Etape E, on calcule g(@, " ").
Etape M, on maximise g(¢, (p(lfl)) pour obtenir
P! = argmax, q(g, ! Y)).
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Algorithme EM

Notons ¢ = (B, X).
On définit

alp.9") = E[LZ.2|9) | Z.9"].

o Initialisation @(©,

o A la /—ieme étape,
Etape E, on calcule g(@, "), Ele | Z,(i)m} is unknown
Etape M, on maximise g(¢@,»""~%)) pour obtenir
P\ = arg maxy q(@, P,
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Algorithme EM

E step: Monte Carlo
Importance Sampling
Laplace Approximation

On remplace par un VEM
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Algorithme EM

Etape E

E step: Monte Carlo
1. On simule M fois les & sous la loi conditionnelle [e | Z,(p(’)] .
Cette loi n'étant pas connue, on simule € avec un algo. de Metropolis

2. On approxime les espérances E [g(s(s)) | Z,(p(/)] par
gm(s) = ﬁ Z%ﬂ g(s(m)(s))
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Algorithme EM

Etape E

Algorithme de Metropolis

© Initialisation avec tirage de &.
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Algorithme EM

Etape E

Algorithme de Metropolis

© Initialisation avec tirage de &.
@ On tire &; de loi h(gy). Choix de h ?
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Algorithme EM

Etape E

Algorithme de Metropolis

© Initialisation avec tirage de &.
@ On tire &; de loi h(gy). Choix de h ?
@ On calcule f(gg, z) et f(e1,z) les densités de [eo, Z | @] et [e1,Z | @]

(avec [Z,& [ @] = [Z ] &, 9] x [¢ | g]).
On calcule le ratio d'acceptation de Metropolis

Si f(e1,z)h(eg) > f(eg,z)h(e1), alors on garde €;. Retour en 2.
Sinon, on tire u suivant une loi uniforme sur [0;1] ; si u < rp ;1 alors
on garde &1, sinon on conserve la valeur initiale gy. Retour en 2.
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Algorithme EM

Etape E

Algorithme de Metropolis
Choix de h 7 Chib and Greenberg 95

h: N(em,—cH(en)™)

¢ doit étre calibré
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Algorithme EM

Etape E

Cécile

Algorithme de Metropolis - Inconvénients
@ Choix du burn-in

o Calibrage de ¢

o Calcul du mode ¢, de f(e, z) puis recalculer N(gn, —cH(em)™1).
@ Le temps: simulation de M champs
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Algorithme EM

Etape E

Algorithme de Metropolis - Inconvénients
@ Choix du burn-in
Calibrage de ¢
Calcul du mode e, de (e, z) puis recalculer N(e,, —cH(emn)™1).
Le temps: simulation de M champs
ET surtout, le Yocp In(1 4+ €¥®)) pose probleme...

Changements de h....Rien a faire
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Importance Sampling

Principe de I'importance sampling
Ona Xy, ..., Xy de loi f(x)
Xi, ..., Xy de loi h(x), h est I'importance density

—

= fxf(x)dx = fx%h(x)dx = Eh[X%]

~
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Importance Sampling

Principe de I'importance sampling
Ona X, ..., Xy de loi f(x)
X1, ..., Xum de loi h(x), h est I'importance density

—

Er[X] = [ xF(x)dx = [ xj2h(x)dx = Ey[X}

]

F(X
(X

~

ici, X =g(e), f =f(e| Z,¢) et h une densité pour &.
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Importance Sampling
1. On simule M fois les &

2. On approxmeE[ (e(s)) ] Z, ¢! ]par

M
Z_: (s))Pm

(Z(s) | ) )
T A(Z(s) [ el g)

m
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Importance Sampling
1. On simule M fois les & sous la loi conditionnelle {e | (p(’_l)}

e~ N(0,2(9""=1))) semble judicieux

2. On approxime E [g(E(S)) | Z@“‘”} par L1 &(¢(™)(s)) pm

A nouveau le Y ocpIn(1+ ey(s)) pose probléme...ll ne se simplifie pas.

Changements de lois pour les €....Rien 3 faire
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Approximation de Laplace
La densité f(e| Z, ) est proportionnelle a exp L.(Z, ¢ | @).

On cherche &, le mode de L.(Z, € | @) et on écrit un devt de Taylor a
I'ordre 2 de L. (Z, & | @) en &p:

)
L(Ze | @)= Le(Ziem | @)+ (e—em)' o Lc(Z 2] @)L,

+%(£ — )T (H(em)) (& — £m) + ...

a2
avec H(epm) = WLC(ZIS | @) le,-
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Approximation de Laplace
Alors f(e | Z,¢) est approx. proportionnelle a

exp Lc(Z, em | @) X exp [_%(5 —&em) (—H(em)) (e —&m)] ;

c.a.d. une distribution gaussienne.

[f(e|Z @)de =1~
Cnstex expLc(Z, em | @) x | — H(em)| 7Y% x (21)"/2

Finalement on a les approximations

Ele|Z,¢] ~ e
Var(e | Z,9) ~ —H(em) L.
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Approximation de Laplace

L'étape E doit calculer E [L.(Z, e | @) | Z,¢],

avec Lc(Z, e | @) =

—YeepIn(1+eY6))+ ¥ Y(s)Z(s) — Lin(det ) — LeT=e—2In2n

seD

Il reste a calculer E[In(1+ €¥())]. On suit la méme méthode.
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Algorithme EM

Etape E

EM avec Approximation de Laplace
C'est facile, assez rapide, mais biais négatif.

En fait, c’est In(1+ e¥(®)) qui nous embéte.
L'approche variationnelle va nous débarrasser de cette fonction.

=
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Algorithme EM

Etape E

EM Variationnel

On consideére la fonction logistique,

. e* _ 1
146X 14ex’

g(x)
Jaakola et Jordan (2000):

A=) (49)

Ing(x) > Ing(t)+

ol A(T) = %tanh(r/2) - 3’“)2;1/2.

De plus, on a I'égalité pour T2 = x2.

On applique ceci & —In(1+eY®)) =Ing(—Y(s)), pour chaque s € D.
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Algorithme EM

Etape E

EM Variationnel
On introduit des paramétres variationnels T = (t(s1), ..., T(s,))";

On obtient une fonction minorante pour L,
L(Z,e|BZ)>L(Ze|B.Z ),

Et en plus, ona Lc(Z,e | B,X) = L(Z, & | B, X, T) pour
(s))>2=Y(s))? i=1,---n
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Algorithme EM

Etape E

EM Variationnel

On part d'une initialisation des 7(s;), et alternativement, on maximise en
paramétres du modéle, puis on met a jour les paramétres variationnels;

it : L(Ze|BZ)=L(Ze|B.Z 1)

[(Z,e | BT)<L(Ze|B .2 7)<L(Ze|p 2, T)

On itére cette procédure pour obtenir a la fin
LC(Z' € | :Bmax'z‘max' Tmax) = LC(Z'S | ﬁmax’z‘max)'
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Algorithme EM
Etape E

EM Variationnel
X—T
2

Ing(x) > Ing(t)+ —MT)(x* = 7°)

[(Z e | BT 7) = To(t)+Talt, B) + Ta(t. BE) — %5’2*18 — 2 In(det )

T = T { AR x6pzE - )}
s€D
et
) _e(s)2A(x(s))
HnpE) =) { e iz o et |

A X, UniveMeéthode varia




Algorithme EM
Etape E

EM Variationnel
On a

) —e(s)A((s))
T3(t,BE) = Z { +e(s) [Z(s) isl - 2;(i(5))X(S)Tﬁ] }

seD 2
Notons M =(M(sy), ..., M(s,))T, avec
M(s) = Z(s) — 5 — 2\ (x(s))X(5)'.

Alors on écrit

1 1
T3(t,B.X) — EeTZ’ls =M — ESTW’ls
ou

W =314+ 2A(1),

A(T) = diag(A((s)))
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Algorithme EM

Etape E

EM Variationnel
On obtient

~ 1 1
[(Ze|B L T)=Ti(t)+Ta2(T.B) + &' M— ESTW_IS— 5 In(det X)+cor

Pour T fixé,

ple | Z,ﬁ,Z,T)O<eXp{Tl(T)—i—TQ(T,ﬁ)-}-;”TW—l”}

1 1 .
< e { e W e},
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Algorithme EM
Etape E

Variational EM
A T fixé,
[e| Z,B.2Z, 7] = N(u, W)

alp.p"i7) = E|L(Zelp.7)|Z9"]
= Ti(0)+Ta(t.B) +u"™M

—% Tr(WO +a0a w1y — % In(det =)+ const.
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Algorithme EM
Etape E

VEM /—iéme tour

alp.9"i7) = E|L(Zelp.7)|Z9"]
= Ti(t)+Ta(z,B) + "™
—% Tr(WY +70a0Tyw-1y — % In(det X)+const.

Paramétres du modéle: X et B (dans T, et M)
Paramétres variationnels: T, dans T1, To, M et W
M(s) = Z(s) — £ — 2A(7(s))X(s)TB.

W =371+ 2A(7)
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Algorithme EM

Variational EM
@ E-step. Calcul de g(e, (p(’—l);?(lfl))_
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Algorithme EM

Variational EM

@ E-step. Calcul de g(e, (p(’—l);?(lfl))_
@ M-step for the model parameters.
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Algorithme EM

Variational EM

@ E-step. Calcul de g(g, !~V 2= 1))
@ M-step for the model parameters.

~(/ ~
a Caleul B = argmaxg <T2( o ﬁ)+”T' bty 2™y ﬁ)
T ,
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Algorithme EM

Variational EM

@ E-step. Calcul de g(g, !~V 2= 1))
@ M-step for the model parameters.

() -
a Caleul B~ = argmaxg (TQ( (I=1) .B) +P‘£(|f | A0-1) ?(H)MA(H) ﬁ)
. 2071,

b MAJ B(/); calcul de M

Euis calcul
20 = argmaxs {~3 Tr(W+aa")W_1, ) — }in(dets) |

?(/71)'3(/) et ”%(1—1),3(’),2(/_1)’
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Algorithme EM

Variational EM

@ E-step. Calcul de g(g, !~V 2= 1))
@ M-step for the model parameters.

() -
a Caleul B~ = argmaxg (TQ( (I=1) .B) +P‘£(|f | A0-1) ?<I71)MA(,,1) ﬁ)
. 2071,

b MAJ B(/); calcul de M

Euis calcul
s = arg maxy, {—%Tr(( ﬁﬁT)W 1 1)

?(/71)'3(/) et ”%(/—1),3(’),2(/_1)’

) — %In(detZ)}

=
© Variational parameter update:

Update £(/ Then compute T = arg max; {Tl( )+ Ta(t, B

Ao — 3 Tr(WHaaDW_ L)
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Algorithme EM
Etape M

Step 2-a

On veut maximiser (a T fixé)

T(B7) =

L {=AT()(X()'B)* + X(s)'B(Z(s) — 3 — 2A(x(s))(s)) }

seD

2.T(t,B) = G(t, B); soit on résoud G(T, B) = O;

Sinon,
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Algorithme EM

Etape M

Step 2-b
Avec W1 =371 4+ 2A, (et & T, B fixés), on cherche

$() = arg maxs, {—%Tr(( ﬁﬁT) b — %In(det Z)}
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Algorithme EM

Etape M

Step 2-b
Avec W1 =371 4+ 2A, (et & T, B fixés), on cherche

$() = arg maxs, {—%Tr(( ﬁﬁT) b — %In(det Z)}

Si ¥ = 02Q, on veut minimiser

£(Q,02) = %Tr(( +731)Q7Y) + nlno? + In(det Q).

On obtient 1
o2(Q) =~ TH(W, g0, + 7)Q)

Et on minimise

g(Q) =nin [% Tr((W%—ﬁﬁT)Q*l)} + Indet Q.

Si de plus Q = Q(6), on minimise par rapport a 6.
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Algorithme EM
Variational update

Step 3
q(e, ¢(I); T) = A((P(/); T) + autres termes qui ne dépendent pas de T

Aprés calculs...

~(1-1)

20 (s)2 = (x(s)TB" )2 +2x(s) TRVl (s) + WLV + 710V (s)2.

Ce résultat est attendu.
L'inégalité (JJ) devient égalité si x* = 72;

on veut donc 7(s)? ~ Y(s)? = (X(s)TB + &(s))?;

On prend ) (s)2 = E[Y(s)2 | Z,9!"Y)]..
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Simulations

D lattice 40 x 60, n = 2400 sites.

h
1. On simule N,(0;X) avec C(h) = (Tze*HT”, for h €R2.
?2=1.0=5, 20;
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Simulations

D lattice 40 x 60, n = 2400 sites.

h
1. On simule N,(0;X) avec C(h) = (Tze*HT”, for h €R2.
?2=1.0=5, 20;

Trend:
X(s)T = (1,51 — 20,57 — 30).

L . 2
On définit Vs = %Tr(Z) + %Z?:l (X(s,-)Tﬁ - averageseD(X(s)Tﬁ)) .
Suivant Aldworth et Cressie, Vs =~ 2.
Icionaprisﬁoz%, ‘Blzﬁet‘[%:%
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Simulations

D lattice 40 x 60, n = 2400 sites.

h
1. On simule N,(0;X) avec C(h) = (Tze*HT”, for h €R2.
?2=1.0=5, 20;

Trend:
X(s)T = (1,51 — 20,57 — 30).

L . 2
On définit Vs = %Tr(Z) + %Z?:l (X(s,-)Tﬁ - averageseD(X(s)Tﬁ)) .
Suivant Aldworth et Cressie, Vs =~ 2.
Icionaprisﬁoz%, ‘Blzﬁet‘[%:%

eY(s)

:m,SGD.

2. p(s)
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Resultats sur 400 simulations

L B B | B 0 o:
Target | 0.1  0.06250.0417 5 1

0.0838 0.0586 | 0.0398 5.3867 0.6204

Mean

Std. Dev. || 0.183 0.014 | 0.011 1.328 0.138

| B B | B 6 o
Target || 0.1  0.0625 [ 0.0417 10 1

0.1033 0.0605 | 0.0429 8.1660 0.5767
0.283 0.018 | 0.014 2524 0.191

Mean
Std. Dev.

Cécile Hardouin IVIODA , UNIVEMéthode variationnelle pour I'estimation d'un - )




Discussion and further works

Conclusion
On présente une méthode spécifique aux données binaires

Extensions
SRE model; £(s) = X(s)" B+ S(s) 77 + v(s)

7~ N(0,K), v~ Ny(0,021) X =SKST+ 02l
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