
THÉORIE DES NOMBRES. — Intégrales toroïdales des séries d'Eisenstein et fonc-
tions Zêta.
Note de Franck Wielonsky, présentée par Jean-Pierre Serre.

Remise le 2 juillet 1984, acceptée le 16 juillet 1984.

Soit E un corps de nombres; la formule intégrale de Hecke permet d'écrire la fonction zêta de E comme
une somme finie d'intégrales de séries d'Epstein (cf. [1], [2]). On étudie ici la version adélique de cette formule;
celle-ci donne une expression des séries L d'une extension finie d'un corps global au moyen d'intégrales sur un
tore de séries d'Eisenstein.

NUMBER THEORY. — Toroidal Integrals of Eisenstein Series and Zeta Functions.
Let E be a number field over Q; a formula of Hecke gives the zeta function of K as a finite sum of integrals

of Epstein series (cf. [1], [2]). We study here an adelic version of this formula which gives an expression of the
L-series of a finite extension of an A-field involving toroidal integrals of Eisenstein series.

1. TORES ET EXTENSIONS ALGÉBRIQUES. — Soient k un corps global et E une extension
de dimension finie n sur k. Le choix d'une base «(01' du k-espace vectorielV(k)
sous-jacent a E determine un plongement n de E dans l'algebre Mn(k) qui a un element
de x de E associe la matrice dans la base ((01' ..., co„) de l'endomorphisme «JceEnd(E)
defini par :

ux(y)=xy, yc-E.
On note B(k) l'image de E par ce plongement et plus generalement pour toute extension K
de k, on note B(K) la sous-algebre de M,,(K), image par l'endomorphisme n prolonge a
E(Dk K. Pour simplifier, on designe par G le groupe algébrique GL„ et on note T le tore
maximal de G dont le groupe des K-points est le groupe B(K)x des elements inversibles
de B(K).
Si v (resp. w) est une place de k (resp. de E), on note kv (resp. Ew) le complete de k

(resp. de E) en cette place et on pose :

Ev = E®kv.
On note (j.w l'application :

de E (x)/c dans E
, w,, ..., w les places de E au-dessus de la place v de k et :

l'application telle que :

Il(x) = (Ill(x),
• • -, Ils(x»,

qui est un isomorphisme de kv-algèbres (cf. [3], th. 4, p. 56).
Soit rv (resp. Rw) le sous-anneau compact maximal de kv (resp. Ew); on pose :

Pour presque toute place v, l'application 1t induit un isomorphisme de sous-anneaux
compacts maximaux entre G, (ou TIRw) etB(rv).

w v
Notons Afc(resp. Ad l'anneau des adeles de k (resp. E) et T(Ak) le groupe des points

de T a valeurs dans Afc,
L'application n induit un isomorphisme de T(Ak) sur A^.



2. SERIES D'EISENSTEIN. — Soient e = (0, ..., 0, 1) le dernier element de la base canoni-
que de V, ,<fl(V(Ad) l'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat definies sur V(Ak) et n
une mesure de Haar sur le groupe des ideles Akx.
PROPOSITION 1. — Soient x une matrice de G(Ak), (p une fonction de 9'(V(Ak)), CO un

quasi-caractère de Afcx, a l'unique nombre reel tel que :

alors Fintegrale :

converge pour o> IIn.
La serie d'Eisenstein E (cp, x, ro) est definie de la maniere suivante :

ou P est le sous-groupe parabolique de G des matrices qui s'ecrivent :

avec a matrice de GLn-l' b vecteur colonne ayant (n- 1) composantes, d un element de
I'anneau de base tel que d. det a soit inversible dans cet anneau.
PROPOSITION 2. — On a des bijections :

Z(k) designant le centre de G(k).
Demonstration. — On definit une bijection de P(k)""-G(k) sur l'espace projectif pn-l (k)

de la maniere suivante :

Si on note p la projection de G(k) sur le quotient P(k)""-G(k) et si x designe une
matrice de G (k), l'image de p(x) dans pn-l (k) est la classe du vecteur ex. D'autre part,
l'application 1t definie precedemment est un isomorphisme de Ex sur T(k) qui induit une
bijection de l'espace projectif pn-l (k) sur Z(/c)\T(/c).
En utilisant la bijection entre P(k)\G(k) et pn-l(k), on obtient une expression

integrale de la serie d'Eisenstein a savoir :

egalite qui permet de demontrer la :

PROPOSITION 3. — La serie d'Eisenstein E (cp, x, co) converge pour o> 1.

En utilisant la methode classique de Riemann, on peut aussi montrer sans difficulte le
prolongement analytique et l'equation fonctionnelle pour la serie E(<p, x, co).
3. L'lNTEGRALE TOROÏDALE DES SERIES D ,EISENSTEIN. — En utilisant l'expression (*) de

la serie E((p, x, co) et la bijection de l'espace projectif pn-1 sur le quotientZ\T, on
obtient facilement le :

THEOREME 1. — Soient Ilz"-T (resp. JXE) une mesure de Haar convenable sur le quotient
T(k)Z(Ak)",T(Ak) (resp. sur le groupe des ideles de E), Ç(<p, co) l'intégrale de Tate :



on a :

Remarque. — La mesure nE etant choisie, on obtient J-lZ""-T en utilisant la mesure de
Z(Ak) induite par la mesure J-l de Afcx et celle du groupeT(Afc), image de J-lE par
l'isomorphismen -I,
4. LE CAS DES CORPS DE FONCTIONS ALGÉBRIQUES. — On choisit a present pour k le corps

de fonctions rationnelles F,(T) associe a la droite projective sur Fq, q designant une
puissance d'un nombre premier p.
Soit E une extension de dimension n separable sur k.
On designe par r (resp. R) l'intersection des anneaux de valuation de k (resp. E)

correspondant aux places finies :

L'anneau R est la fermeture intégrale de r dans E puisque c'est l'intersection des
anneaux de valuation de E contenant r, R est done un r-module de type fini. De plus, r
est principal et R admet une base sur r. Si on choisit une base de R sur r pour base de
E sur k, alors l'application1t induit un isomorphisme de sous-anneaux compacts maxi-
maux entre G, (ou flRw) w) et B(rv) en chaque place v sans exception. C'est ce que Fon

w v

suppose dans la suite. On suppose egalement que le corps des constantes de E est egal a
et on note X (Fq) la courbe associee au corps de fonctions algebriques E. D'autre part,

on a la decomposition suivante :

ou rk est le sous-groupe de Afcx engendre par un element z, tel que Zk Ik = q.
Posons :

alors d'apres [3], p. 97, on a :

ou Pic(X(Fq» désigne le groupe des classes de diviseurs de la courbe X(Fq).
On a un isomorphisme de groupes commutatifs :

et on peut montrer qu'il existe une projection de E'A'\A'kE sur F,\Pic(X (Fq» de
noyau Ok (0). Rx \QE (0).
L'integrale toroi'dale du theoreme 1 se recrit done :

Supposons que l'on choisisse pour co le quasi-caractere defini par :



ou XGU designe la fonction caracteristique de G„. On verifie facilement que la serie
E((p, t, co) est invariante sur Qk(0). R X\QE(0) de sorte que :

done l'integrale de i ate £(cp, ro0NE/k) n'est autre que la valeur en q s de la fonction
zeta :

associee a la courbe X/Fq.
Finalement :
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