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Exercice

Pour les deux premiéres séries, la formule de Hadamard donne, respectivement,
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donc les rayons de convergence sont 1 et 1/2. Pour la 3ieme série, on a lim sup,, |a,|"/™ < 1,
donc R > 1. D’autre part, la série ) cos(2") n’est pas convergente car les termes ne
tendent pas vers 0. En effet, si ¢’était le cas, 2cos?(2") — 1 = cos(2"™!) tendrait vers —1
ce qui donne une contradiction. Donc R < 1. Finalement, R = 1.

Probléme

1) Le membre de droite se réécrit

[ 6@ as@nts—p [ da)is = oty - plota)y" = oo+ ).

2) En utilisant 'identité précédente avec ¢(z) = x~° sur chaque intervalle [p, p+ 1], et en
sommant, on obtient

L * dx < x— [z] nl=s < x— [z]
Zp :/n F_S/n pores dac:S_l—s/n oo dx.

p>n+1

3) L’égalité demandée est claire pour Re (s) > 1. Il est aussi clair que les 2 premiers termes
du membre de droite sont des fonctions analytiques de s (le 2ieme pour s # 1). Enfin,
'intégrale converge pour Re (s) > 0, et définit dans ce domaine une fonction analytique
de s. En effet, sur tout domaine Re (s) > 6 > 0, on a
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ou le majorant est une fonction intégrable de x. Comme la fonction ((s) est aussi analy-
tique dans Re (s) > 0, s # 1, on en déduit, par unicité du prolongement analytique, que
I’égalité est vérifiée dans ce domaine.

4) On majore les trois termes de la formule (5) :
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ce qui montre la lere inégalité. La seconde s’en déduit immédiatement.
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5) On a
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On peut donc permuter l'intégrale et la somme, ce qui donne
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ou la série est majorée en module par
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qui est une série convergente.

6) La fonction ((s) est analytique dans un voisinage du rectangle de sommet 1/2 + i,
2414, 2447, 1/2+4T. L’intégrale de 1/2 + ¢ a 1/2 + iT peut donc étre remplacée par
l'intégrale sur les 3 autres cotés du rectangle. Il suffit donc d’invoquer les estimations (6),
(7), et le fait que l'intégrale de 1/2 44 & 2 + ¢ est une constante indépendante de 7.

7) Comme [t| est grand, on peut utiliser I’égalité (2). On a

|Ss—1/2| _ |6(U—1/2+it)(log\s\+iargs)| _ |S|U—1/2€—targs‘
Comme o/t est proche de 0, on obtient
[s| = (0% + )2 = [t](1 + (a/t)*)'* < |1,

et

d’ou
|szl/2’ — ’t‘071/2€7|t‘ﬂ'/2.

On obtient donc avec (1),

IT(s)| < V2r|t|]o =1/ 2e10m/2e=0 < |t|o=1/2eltm/2,
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8) Avec la définition de W (t, z) et le résultat précédent, on obtient
PV (1, 2) = 4141 AmmtA0U2 o =mt/A (/2002  o=6t/2

ol dans la derniére estimation on a utilisé que ot < 1.

9) La fonction ¢ vérifie £(3) = &(s) car tous ses facteurs le vérifient. De plus, sur la droite
1/2 + it, son equation fonctionnelle devient £(1/2 4 it) = £(1/2 — it). On en déduit que
E(1/2+it) = &(1/2 +it), c’est a dire que & est a valeurs réelles sur la droite 1/2 4+ it. On
a aussi, pour s = 1/2 + it,

s(s—1)=(1/2+it)(-1/2+it) = —t* —1/4 € R.
En comparant les définitions de £(s) et de Z(t), on obtient donc bien que Z(t) est & valeurs
réelles.
10) La fonction W (t, z) étant positive, on a

1/6 1/6

W(t, 2)|Z(t)|dt > 0251/4/ 1C(1/2 + dt)|dt
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ou dans la derniére égalité, on a utilisé (8).

11) Soit s = —k + ¢, k € N, € petit. On a, avec (1),
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12) La fonction I'(s)z~* est méromorphe dans un voisinage du rectangle Rx. On suppose
que K est différent d’un entier pour éviter que le contour passe par un pole de I'(s). En
utilisant le théoréme des résidus, et avec le résultat de la question 11), on obtient

[K]

L [(s)z7%ds = Z ﬂzk.

|
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En faisant K — oo et en utilisant que les intégrales autres que celle de ¢ — 1K a ¢ + i K
tendent vers 0, on obtient & droite le développement de e™*, et la formule demandée.

13) Soit s = ¢+ it. On a, avec (9), pour [t| grand,

|t’c—1/2€t(argz—7r/2)7 t> O,
|F(S)Zis| — ‘t’cfl/QefﬂM/Q‘Z|7cetargz — ’t|cfl/2677r|t|/2€targz —

‘t’c—l/Qet(argz+7r/2)’ t < 0.

Comme argz — /2 < 0 quand t > 0 et argz + 7/2 > 0 quand ¢ < 0, on en déduit que
I'intégrale est absolument convergente en 400 et —oo

14) On a, pour tout N > 1,

Zn [(s/2)(mz)~/?

(Z” ) w0 (s/2)27* ] < C()T(s/2)2~"7),
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ou dans la derniére inégalité, on utilise que ¢ > 1. Le ler facteur est une constante, et le
2ieme est une fonction intégrable de s d’aprés la question précédente. On en déduit donc,
par convergence dominée, que

1 c+1i00

— C(s)D(s/2)(mz)~*/%ds = 5 Z/c ~ [(s/2)(mn?z)"*/%ds = 226_”" ?

210 Jolino n>1

ot dans la derniére égalité, on utilise (11).

15) Soit Ry le rectangle de sommets ¢ —iK, c+iK, 1/2 +iK, 1/2 —iK (ou ¢ > 1 et
K > 0). La fonction ¢(s)I'(s/2)(72) "/ est analytique au voisinage de R, hormis le pole
de ((s) en 1, de résidu 1. Le théoréme des résidus entraine donc que

1
5 C(s)T(s/2)(m2)~*/*ds = T'(1/2)(mz) V% = 2712,

i
Lorsque K — oo, les intégrales sur les segments [c +1K,1/2 +iK] et [1/2 —iK, ¢ — iK]
tendent vers 0 car la longueur des segments est constante, et avec (6) et I'estimation de
la question 13),

G (5/2)(m2) 2] < aV R K2 Kr/2-wre)

ol a est une constante multiplicative, et 7/2 — arg z < 0. On en déduit donc, en tenant
compte de 'orientation, que

1/2+ico c+100
o ()T (s/2)(m2)*12ds = —=V/2 4 = / ((s)D(s/2)(m2)~*/?ds,

270 J1/2-i00 270 e o
ce qui donne la formule demandée avec la question précédente.

16) On a | — 27 ¥/2| = |e7®/2| = 1. D’autre part, z = €(™/27%) = j(cos§ — isind) =
sind + 7 cos 9 donc

- 2 = 2 o 2. 1 o 2
§ lefﬂn z’ — 2 e~ sin & < / e T smzidx — ‘ / e~ dr ~ C4671/27
—1 - 0 Vrsind Jo

la derniére intégrale étant convergente. On obtient donc bien la majoration demandée
pour 0 petit.

17) On a, avec s = 1/2 + it, que W (t,2)Z(t) = ((s)['(s/2)(mz)~*/?(72)"/* donc
‘/ Wit, z)Z(t)dt‘ < 2m|(m2)VHCy0 V2 = C56 12,
18) Si la fonction t — ((1/2 + it) n’avait qu'un nombre fini de zéros, il en serait de

méme pour W(t,z)Z(t). Supposons que ces zéros, qui sont indépendants de §, soient
dans l'intervalle [—A, A]. Alors

/Wtz\Z |dt—’/ Wit 2)Z dt’ /Wtzyz |dt—‘/ W(t, 2)Z(t)dt|

—it/2

mais le seul facteur dans la fonction W(t, 2)Z(t) qui dépend de 6 est z = 2 =

et™/4e71/2 qui est borné en module par eA™/4+4/2 dans [~ A, A] quand § — 0. Les fonctions
Wi(t,z)Z(t) et W(t,2)|Z(t)], qui sont continues, sont donc uniformément bornées dans
[—A, A] quand 6 — 0. Cela entraine que la différence de droite reste bornée. Par contre,
les estimations (10) et (13) impliquent que la différence de gauche tend vers +o0o quand
0 — 0. On en déduit donc une contradiction.



