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Correction des Exercices du 13/11
Exercice 1. 1. On calcule la dérivée de f:

Inz -1

f'(x) =

o >0 pour x> e,

donc f est croissante sur [e, +00.
2. On déduit de la croissance de f sur [e, +oo] que

k k
/ idwé/ LAY AL
w1 Inx p_1 Ink Ink

k k+1 k’ k+1 T
A T dr < g, k>
In k /k k™ /k mz K23

et de méme

donc

k k+1
/ g < g/ e, k>4
h_1 InT ~ Ink s nz

En sommant sur k£ et en utilisant Chasles, on obtient
m 2n k m+l
—dxr < — < —dx, n >3,
/n Inx ~ — Z In(k) — /nJrl Inx -
k=n+1

mais dans U'intégrale de gauche, 1/Inz > 1/In(2n) et dans Uintégrale de droite, 1/Ilnz <
1/In(n + 1), ce qui donne le résultat demandé.
3. En estimant les deux intégrales, on obtient

2 2n 2
3n < Z k < 3n® +2n
21n(2n) Nt In(k) = 2Iln(n+1)
et en divisant par le terme de gauche,
21n Z 3n?+2n 2In(2n)  (1+2/(3n))In(2n)
- 3n2 ln 2ln(n +1) 3n2 In(n + 1) '

k=n+1

Comme la fraction a droite tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini, on en déduit (par le
théoréme des gendarmes) qu’un équivalent de la somme lorsque n tend vers U'infini est

3n i est lui-méme équivalent a I’ on plus simple "
ul €S ul-meme eqguivalent a 1l expression us simpile .
21n(2n) q a P P P 21In(n)

Exercice 2. Lorsque z varie entre 0 et 1, nx varie entre 0 et n. Soit £ un nombre entier
entre 0 et n. On a que

E+1
_—

k
k<nr<k+1 <— —<z<
n



On en déduit que

Enz)=0 si 0<z<1/n, (k=0),
Enz)=1 si 1/n<xz<2/n, (k=1),

E(nx).=n—1 si (n—1)/n<z<l, (k=n-1),

Pour l'intégrale, on obtient donc

n—1
5

/IE(nw)de%(0+1+2+---+(n—1)):
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Exercice 3. 1. La fonction f(z) = e est continue sur U'intervalle fermé [a, b] donc, par le
théoréme de Heine, elle est uniformément continue sur |a, b].

2. On montre que f n’est pas uniformément continue sur R par 'absurde. Si c¢’était le cas,
on aurait, en choisissant par exemple € = 1 dans la propriété d’uniforme continuité que

dh >0, Ve,yeR, [z—y/<h = |e"—eY| <L
Donc, avec y = x + h, on obtient
Vo €R, [e¥ —e"th| < 1.

Mais |e® — e®t"| = e%(eh — 1) qui devient plus grand que 1 quand z tend vers Uinfini.

3. On fait comme dans le cours. La fonction ¢ est uniformément continue sur [a,b] par le
théoréme de Heine donc

3h >0, Va,ye€la,b], |lz—y|<h = lg(z)—-gly)| e
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On considére une subdivision réguliére {¢o,t,...,t,} de [a,b], de pas (b—a)/n, avec n assez
grand pour que (b —a)/n < h. On peut alors définir ¢ comme

et ¢(b) = g(b). La fonction ¢ est bien en escalier et, soit x € [a,b[. Il existe un indice 7 tel
que x € [t;, ti11] et on a

l9(2) = p(2)| = [9(z) = g(Li)| < e car [z — L] <h.
De plus, |g(b) — ¢(b)] = 0 < e. La fonction ¢ vérifie donc bien la propriété demandée.

Exercice 4. 1. En prenant le logarithme, on obtient
1 k>
— E In{1+ -5 >
n n
k=1

que l'on peut interpréter comme une somme de Riemann associée a la fonction In(1 + 2?) et
la subdivision uniforme {0,1/n,2/n,...,1} de Uintervalle [0, 1]. Par un résultat du cours,
on a donc

1 21,2

. 1 = k2 ! 2 2711
7}1_{205;111<1+ﬁ>:/0 1n(1+x)dx:[x1n(1+x)}o—/o 1+x2dm

zln(2)—2(/01d:v—/ollj_xx2) zln(2)—2+g.

La limite du produit est donc I’exponentielle de la quantité précédente, c’est a dire

1 « . (km le~Fk . [(krm
ﬁZkSln<%>_E;ESID(%)

on reconnait une somme de Riemann associée a la fonction zsin(mz/2) et la subdivision
uniforme {0,1/n,2/n,...,1} de lintervalle [0,1]. Par un résultat du cours, on a que la
limite demandée égale

[oan(@)ae=[e(2)en (] + (B) [ = (= (2)
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Exercice 5. 1. En considérant la subdivision uniforme {0, ¢/n,2¢/n, ..., c} de l'intervalle
0, ], de pas ¢/n, on a que

¢ I i C 1—e¢°
e“dr = lim — g eFe/m = lim —e/m"———
0 n—o0 1 £ n—00 1 1 —ec/n



ol on a utilisé la formule pour une somme géométrique

n—1 1_:(:”
R , x # 1.
1—=x
k=0

Comme e/™ ~ 14 ¢/n pour n grand, on obtient pour limite e¢ — 1 (ce qui est bien la valeur
de l'intégrale).

2. Pour l'intégrale J on nous donne la subdivision P. Remarquons que celle-ci n’est pas
uniforme. Par la formule du cours, on a done, avec la fonction f(x) = 1/z et la subdivision P,

2w ()70 06
_’}L%g <(é) ‘1> = lim n ((9) —1) |

On a (b/a)'/™ = en(®/a)/7  En utilisant le développement limité de I’exponentielle prés de 0
comme précédemment, on obtient finalement comme limite In(b/a) (qui est bien la valeur de
'intégrale).

Exercice 6. 1. On a

. n(l+3/n) 1

" =3n(1 - (=1)ny/n/(3n)) 3’
ce qui entraine que tous les t,, sont négatifs (pour n grand) et que la série des ¢, diverge.
2. On a

un:1—g(ln(1+1/n)—1n(1—1/n)):1—@(2+i+o(i)) -

2 \n 3n3 n3  3n2’

ce qui entraine que tous les u, sont négatifs (pour n grand) et que la série des wu,, converge.

3. Comme 'expression de v, ne contient que des produits, on essaie la régle de d’Alembert :

Uy (204 1)(2n+2)2(n + 1) 1"
U (n+ 1)n" =2(2n+1)(2n +2) (1+ n) .

On a déja vu (en passant a ’exponentielle) que

1 n
lim (1 + —) =e
n—oo n

donc lim,, o (vp41/v,) = 00 et donc la série des v,, diverge.
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lim 2% — lim (1—|—u> =1,
noo U, noo \/ﬁ

Exercice 7. 1. Comme

on a bien I’équivalence de u,, et v, quand n — oo.

2. Comme la suite (1/4/n) est décroissante et converge vers 0, la série »  u, est convergente
par le théoréeme de Leibniz sur les séries alternées.
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3. On a

La série Y (+ — 0 (2)) est de méme nature que la série 3 L donc divergente. La série Y- v,

est la somme de la série convergente Y u,, et d’une série divergente donc est divergente.

4. C’est un exemple de deux séries dont les termes sont équivalents, mais qui ne sont pas
de méme nature. Cela illustre le fait que pour utiliser le théoréme de comparaison par
équivalents, il faut que les termes soient de signe constant (ce qui n’est pas le cas ici).
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Exercice 8. 1. En dérivant, on obtient

1 /_ 1+tan2x_ 1
tanz ) tan?z tan?x

2. D’aprés la question précédente, on a

R R
tant )  tan?t’

En faisant une IIP et en utilisant ’égalité précédente, on obtient

3z 3z 3z
/ t dt = t|t+ ! + / t+ L dt
. tan?t tant ) | . tant

) ¢ tz ‘ 3z t t2 . 3z
= |-t —tant+——|—lnsmt = |- — — 4 Insint .

2 tant 2

T

3. Lorsque t tend vers 0, on a

t t2
—1, — —0.
tant 2
De plus,
in3
Insin3xz — Insinz = In (51.n x) — In3, quand x — 0,
sin x
donc
3z t
lim 5—dt = In 3.
z—0 J,  tan“t



