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Probléeme

Introduction

Tous les résultats énoncés dans cette introduction peuvent €tre utilisés, sans justification, dans la suite
du probleme.

Pour s € R, on note Hy le demi-plan ouvert Hg = {Re(z) > s}. On note |x| la partie entiere supérieure
de x,
[x] = min{k € Z, x <k}, xeR.

Fonction {(s) : elle est définie par
1
{e) =3 — ()
nzln
dans le domaine Re(s) > 1, ot elle est analytique. Elle vérifie
— 1; . —0o\—1
{(o)=lim [T (1-p %) o>1, 2)

1<k<n

ol on note (pg)r~0, I’indexation strictement croissante des nombres premiers.

Fonction I : elle est définie par
['(s) = / e ds, (3)
0

dans le domaine Re(s) > 0 (ou I'intégrale converge). Elle se prolonge en une fonction méromorphe
sur C, sans zéros, avec des pdles simples en 0, —1,—2,... Elle vérifie

['(s+1)=s(s), seC\{0,—1,-2,...}.
Soit o €]1, 0] et k € N*. Il existe une constante Cy s qui ne dépend que de k et o telle que

Ck76

IT(s)| < (4 [ Im(s)]

s € C, Re(s) € [1,0]. 4)
Fonction A(n) : N* — R définie par

Aln) { logp, sin= p" pourun entier p premier et un entier k > 1,
n)=

0 sinon.

Fonctions Z et @ :
Z(s) = Z 2 d(s) = Z A(n)n™, s € Hy.
n=1 n=1

Transformée de Mellin : Soit ¢ : R*. — C une fonction continue. Soit s € C. On définit la transformée
de Mellin de ¢ par la formule

MP(s) = /O " ().



La formule (3) montre que la transformée de Mellin de e est la fonction I'(s). La formule d’inversion

de la transformée de Mellin est donnée par
1 = 2\ ,.—O—it
o(x) = ﬁ/ M (6 +it)x O d,

ol 0 € R est tel que @(x)x° ! est intégrable sur RY.

Le but du probleme est de prouver que

lim Y A(k)=1,

qui est I’étape principale pour obtenir le théoreme des nombres premiers :

. . . N x
#{nombres premiers inférieurs a x} ~ oox’ * — o0,
0gx

Pour une preuve que (6) entraine (7), on peut consulter la partie I-4 du sujet de 2022.

Partie 1

I-1) Montrer que

logC(G)z—ilog(l—p;"), —CI((;):i OEPL g,

n—1 C(G) nzlpg_ 1’

[-2) Montrer que P est bien définie et analytique dans Hj.

I-3) Montrer que
®(0)=-('(0)/¢(0), o réel > 1.

Partie 2

&)

(6)

(7

®)

II-1) Le but de ce groupe de questions est de montrer qu’il existe une fonction L holomorphe sur

I’ouvert H; telle que exp L(s) = {(s) pour tout s dans Hj.
II-1a) Montrer que

i k' Z(ks)| <log&(Re(s)), se€H.
k=1

On pose alors

(o] _ oo (oo} 1
VseH;, L(s)=Y k'Zks)=Y) ) —.
k=1 i—tn=1 kPn

II-1b) Montrer que L est holomorphe sur I’ouvert H.

II-1c) Montrer que exp L(s) = {(s) pour s dans H;. (calculer d’abord exp L(o) pour ¢ dans |1, +oo).

I1-1d) En déduire que ¢ ne s’annule pas sur I’ouvert Hj.
I1-1e) Montrer que ®(s) = —&'(s)/{(s), s € H;.

I1-2) Le but de ce groupe de questions est de prolonger { en une fonction holomorphe sur Hy\{1}.

Pour cela, on introduit

n+1
vn(s):/ (n*—x"")dx, neN*, seC.



II-2a) Montrer que la série de terme général (v,(s)),cn+» § € Hi, est convergente et que

II-2b) Montrer que
n+1
Vn(s):s/ ([x] —x)x 'S dx, s€Hy, neN.
n
Montrer que la fonction définie sur [1, 40| par x — ([x] —x)x~!~* est intégrable sur [1,+oo[, puis

que

| oo
Vs € H, C(s)zs_—l+s/l ([ —x)x '~ d. ©)

I1-2¢) Montrer que ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur 1’ouvert Hy avec un unique pole
simple en s = 1. On notera encore { ce prolongement.

I1-3) Dans ce groupe de questions, on montre que § (1 +if) # 0 pour tout # dans R*. On admet que

q(0) =5+8cos(0)+4cos(20)+cos(30) >0, 6 cR.

II-3a) Soient o €]1,4-o0[ et t € R. Montrer que
£(6)1 (0 + )1 (6 + 200)|| (0 + 3ir)| = exp (Z y q“‘”—kgp’) .

En déduire que {(0)°|¢ (o +it) |} (o +2it)|* ¢ (o + 3it)| > 1.
I1-3b) Supposons qu’il existe un réel non nul 7 tel que § (1 +ify) = 0. Montrer que

lim {(0)¢ (o +ity) =& (1+ity).

o—1t

En déduire une contradiction et conclure.

I1-4) Soient ¢ € [1,+oo[ et un réel ¢ tel que |¢| > 1.

II-4a) a I’aide de (9), démontrer que |{ (o +it)| < |f] +2 < 3]¢]
I1-4b) Montrer de méme que |{'(o +ir)| < 4t|.

II-5) Dans les questions suivantes, on montre I’existence d’un réel M > O tel que
Vo e[1,2], VieRtelque [t| > 1, [L(o+it)|~" < Mle]|'1/? (10)

Dans ce qui suit, ¢ est un réel fixé tel que |¢| > 1.

I1-5a) Montrer que pour tout réel o € [1,+oo[, on a

I i /c+1 '(x+it)

- c CZ()H—it)

C(o+it)  ((o+1+ir) (11)

1I-5b) Soit o dans [1,+eo[. Montrer que 0 < {(o+1) —1—-271"9 < 671279, par comparaison
série-intégrale. En déduire que
1/4 <|{(oc+1+ir)], (12)

(on pourra écrire que |{ (o + 1 +it)| > 1 —|{(o+ 1 +it) — 1]).

II-5¢) En utilisant II-3a et les questions précédentes, montrer que

vxe|l,3], [C(x+it)| 72 <23/ AP e —1)74 (13)
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I1-5d) Pour tout ¢ dans ]1,2], montrer que
C(o+in)| ! <4423 (0= 1) 07 14) <2831 APl o — 1),

II-5e) Conclure en réemployant cette inégalité : Cette question était infaisable! Vous pouvez donc
admettre (10) dans la suite du sujet.

I1-6) Montrer que P se prolonge continument a I’ensemble fermé {s € C : Re(s) > 1 et |Im(s)| > 1}.
Montrer ensuite que pour o € [1,2] et tout réel 7 tel que |f| > 1 on a

| (0 +ir)| < 4M|e|'3/2,
ou le réel M est celui introduit a la question II-5.

Partie 3

III-1) Soit x > 0. Montrer que la série de terme général (e A(n)),cN- converge. Montrer que la
fonction

i MA(n x>0,

n=1
est continue.
III-2) Soit .# ¢ la transformée de Mellin de ¢,

AMP(s) = /0 o (x)x* " Ldx, s e C.

Montrer que .Z @ est bien définie (montrer la convergence absolue) et holomorphe sur I’ouvert Hj.
Donner une expression de .# ¢ sur H; (utiliser Fubini).

I1I-3) Soit ¢ €]1,2]. Montrer que la fonction t € R — .Z ¢(c + it) est intégrable sur R. (Indication :
on pourra utiliser (4) et la question 11-6.)

I1I-4) Déduire des questions précédentes que pour tout x dans R’ et tout o dans ]1, 2], on a

- —nx __ +°o C(G+ ) —(o+it
r;/\(l’l)e = 2 / G‘i‘lt)mx (o+ )dt

III-5) Pour tout s dans Hy, on pose

III-5a) Démontrer que & se prolonge continument a {s € C: Re(s) > 1}. (Indication : on pourra utiliser
le prolongement de la fonction s+ §(s) — (s — 1)~! 2 Hp de la question II-2).

III-5b) Montrer I’existence d’un réel K; > 0 tel que
h(c +it)| < K, (1 + |z|13/2) . cell,2,teR.
III-5¢) Montrer I’existence d’un réel K, > 0O tel que
(o +it)h(c +it)| < Kx(1+]e)) %, o€[l1,2],1€R.
Pour x > 0 et o € [1,2], en déduire que la fonction définie sur R par
t — T(0 +it)h(c + it )x~(OF1)
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est intégrable sur R.
II-5d) Pour x > 0, on pose I(x) = x " le™* — ¥ A(n)e ™. Soit ¢ dans ]1,2]. Montrer que

1 [T ;
1) = 5 / (6 +if)h(o + it)x~ O+ ds
III-5e) Soit x > 0. Montrer que

1t .
X (x) = / L(14it)h(1 4 it)e~™108% gy,
I11-6) Montrer que lim,_,¢+ xI(x) = 0.

[II-7) Montrer (6) en utilisant le théoreme suivant, que I’on admet,

Theorem 1. Soit (a,),~0 et (An)n>0, deux suites de nombres réels > 0, avec la lere non identiquement

nulle, et la 2ieme strictement croissante, tendant vers l’infini. On suppose que pour tout ¢ > 0, la série
D(0) =Y ane ™ converge, et

. D(po) 1
VpeN*, 1 —.
P Gg{)l+ D(o) p

Alors
1 n

Zak:1.

lim —
2 D(An ) i




