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Probléme 1 : Approximation de fonctions continues : Théoréme de Jackson

On s’intéresse d’abord & I'approximation des fonctions périodiques par les polynomes
trigonométriques de degré n, c’est a dire les fonctions de la forme

T(z) =ag+ Z(ak cos kx + by sin kx).
k=1

1. Soit f: R — R une fonction 27-périodique et soit K, un polynéme trigonométrique de
degré n, tel que ffﬂ K, (t)dt = 2. On introduit la fonction Jy, obtenue par convolution

Tinl6) = (F + K)(O) = / " HO— DK, (bt

Si f est constante, que peut-on dire de Jy,, 7

2. Montrer que si K,, est un polynoéme trigonométrique de degré n alors Js, en est un
aussi.

3. On suppose que f est lipschitzienne de rapport A :

Ve,y € R, [f(z) = f(y)] < Az =yl

On considére la norme du sup ||f — Jy,|| sur [, 7). Majorer ||f — Jg,|| en fonction de
J7 LR (t)]dt et de .

4. On suppose dans toute la suite que

sin(mt/2) )4 |

msin(t/2)

K,(t) = a, <

ol ay, est une constante telle que [" K, (t)dt = 2m et m = |n/2] + 1, |z] désignant la
partie entiére de . On admet que K, est un polyndéme trigonométrique de degré < n.

Soit _ . .



En utilisant I'inégalité sin u > 2u /7 valable pour u € [0, 7/2], montrer que

h<> (Z)“/m sin'v
m2 \2 0 v3

5. En découpant l'intégrale de droite en deux et en utilisant que sinv < v pour v € [0, 1],

montrer que
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En utilisant I'inégalité sin u < u valable pour u € [0, 7/2], montrer que

6. Soit
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En utilisant & nouveau I'inégalité sinu > 2u/7 pour u € [0,7/2], en déduire que

4 (2’
52_(0.
m \ 7
7. Déduire des résultats précédents qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1f = Tl < CA/n.

8. On suppose maintenant que f est seulement continue, et on définit son module de
continuité wy(t) pour ¢ > 0 par

wy(t) = sup {[f(z) = fW)], |z —y| <t}
Montrer que wy est une fonction croissante de t et que
we(t +1") <wp(t) +we(t).
9. Montrer également que, pour n entier positif,
wr(t) < (nt+ Dws(1/n).
10. En déduire que pour f continue, il existe une constante C’ > 0 telle que
1 = Jpall < Clop(1/m).

11. On considére & présent une fonction g continue de [—1, 1] dans R. Soit f(#) = g(cos9),
0 € [—m, 7). Montrer que



12. En utilisant la fonction f et les résultats précédents, montrer qu’il existe un polynoéme
P, de degré au plus n, tel que

lg = Pll < Cwy(1/n),

ot || - || désigne la norme du sup sur [—1, 1] et C' est une constante indépendante de g. On
pourra remarquer que si f sur [—m, 7] est paire alors Jg,, l'est aussi.

Probléme 2 : Convergence locale de la méthode de Newton

Soient 2o € R™, 7 > 0 et B la boule fermée By (z¢,7) de R™. Soit f: B — R" de classe C".
On considére la méthode de Newton :

Tpt1 = Tp — f/(xn)_lf(l’n)'

On suppose que :

(a) Ve,y € B, [|f'(z) = f'W)Il <~z =yl

(b) Vz € B, f'(z) est inversible et || f'(x)7!| < 3,
(c) = |lz1 — wol| < 2r/(2+ fr),

et on admet que

g
Ve.y € B, If(@) = fy) = F9)@ =yl < lle —yl”
1. Montrer par récurrence que
V>0, |zn—zal < ah®

ol h est un réel strictement inférieur & 1, dont on précisera la valeur en fonction de «, 3
et .

2. Montrer que
Q@

Vn > 1 - < .
=1 el < 7

3. En déduire que z,, € B pour tout n > 0.
4. Montrer que la suite (z,,) converge vers un élément & € B tel que f(§) = 0.

5. Montrer que pour tout n > 0, on a
-1

1—hn2"

lzn — &Il < @

On pourra utiliser que 2¥ — 1 > k pour k£ > 0.



