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Probleme 1 : Développement de et produit infini d’Euler

sin 7'CZ

1. Montrer la convergence uniforme de la série

o (1)

n

sur les compacts de C, privés des points de N* (regarder les sommes partielles pour les indices
pairs).

2. Onpose f(w) = % Soitz ¢ Z fixé, soit N > |z| — 5 et Z le carré {|x| <N+1, [y| <N+1},
et Cy = d %y son bord parcouru dans le sens dlrect. Exprimer

L,
2wi Joyw—2

al’aide du théoréme des résidus.

3. Montrer fc dw 0 (par un argument simple...) et en déduire :

flw) 1 / T Z
—dw = — dw.
Cy

21i Joy w—2 27i sintw w(w —z)

4. Soit w = x+1iy € C. Montrer que
|sinw|? = sin?x +sh?y.
En déduire que
|sin(zw)| = ch(my) > 1 sur les bords verticaux du carré et

1
|sin(zw)| = sh(mw(N + 2)) > sh(g) =2.301... > 1 sur les bords horizontaux.

Prouver le développement

_1 i
sintz z = 22 —n?
avec convergence uniforme sur les compacts de C, privés des points de Z.
5. On admet dans la suite que
mcos(mz) , 1 1
——F—— = lim =—+
sin(rz)  N—eo_ ; n oz Z

Vze C\ Z,

avec convergence uniforme sur les compacts de C, privés des points de Z (la formule se prouve
en suivant la méme technique que précédemment). On veut maintenant prouver que

. . N a
sin(7z) :Al’gllonzn(l—;). (1)
n=1



On fixe dans toute la suite R > 0, et on va montrer la formule pour |z| < R. Soit N avec N > R
et notons

nz 2

sin(7z) - n? )

=
=

In(z) =

prolongé par continuité en les n, |n| < N. Montrer que fy est holomorphe et ne s’annule pas
sur D(0,R).

. Soit un chemin y: [0,1] — C* et
() d
F(r) :/ —W, t€10,1].
¥

Montrer que la fonction ¥(r)e~*(*) est constante, et donc que y(1) = 7(0)exp ( fy—>.
. Soit y: [0,1] — C* le chemin () = fn(tz). Montrer que

1 ¢
fn(z) :exp( A j:x EZ;zdt)

. Soit € > 0. En utilisant la convergence uniforme pour |z| borné du développement en fractions
de mcotg(mz), montrer que pour N suffisamment grand, on a |f}(w)| < €|fy(w)| pour tout
w € D(0,R), puis en déduire, pour |z| <R,

[fv(2)] < eI < ek, pour N grand.

. En déduire limy_. fy(z) = 1, uniformément sur D(0,R) et conclure la preuve de (1). On
rappelle (ou on admet) le théoreme de Montel : Soit Q un ouvert, .# une famille de fonctions
dans H(Q), uniformément bornée sur les compacts de Q :

VK compact de Q, IMg, Vf € F,Vze K, |f(z)| < Mk.

Alors de toute suite de .#, on peut extraire une sous-suite qui converge uniformément sur les
compacts de Q.

Probleme 2 : Produits infinis et Applications

. Soient uy,...,uy € C. On pose

N N
H (14 uy), H L+ |un)).

Montrer que
py < exp(fui|+ -+ |un|),
puis, par récurrence, que
Ipv—1] < py—1.

. Soient (uy),>1 une suite de fonctions définies sur un ensemble S C C, a valeurs complexes,
bornées, telles que Y |u,(s)| converge uniformément sur S vers une fonction u. Montrer que u
est bornée sur S et en déduire que py(s) = [TV, (1 +uy(s)) vérifie

3C>0, VN>1, VseS, |pn(s)|<C.



. Soit € > 0 assez petit pour que e — 1 < 2¢, et soit N tel que, pour tout s € S, YN, lun(s)| < e.
Montrer que

VM > No, Vs €S, |pmu(s)—pn,(s)| < 2€|pn,(s)] < 2eC.

. En déduire que py converge uniformément vers une fonction f sur S et que f(sp) = 0 pour un
so € S si et seulement si 1+ u,(s9) = 0 pour un certain n.

. On rappelle (ou on admet) que si f, est une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert
(on note f,, € H(Q)) telle que f, — f uniformément sur les compacts de Q, alors la limite
f est aussi holomorphe sur Q. En déduire, avec la question précédente, que si f,, € H(Q) est
telle que

oo

Z |1_fn(Z)|

n=1

converge uniformément sur les compacts de €, alors
(@) =[]/
n=1

converge uniformément sur les compacts de Q, f € H(Q), et f ne s’annule que si I’'une des f;,
s’annule.

. Soit 0 < u, < 1. Montrer que

[

H(l —uy) >0 sietseulement si Z Uy < oo,

n=1 n=1
Pour I’implication directe, on pourra utiliser une minoration élémentaire de e*.

. Dans la suite, on note D le disque ouvert {z, |z| < 1}, D le disque fermé {z, |z| < 1}, et
dD la frontiere {z, |z| = 1}. Soit E(DD) I’ensemble des fonctions complexes, continues sur D,
holomorphes dans D, de module 1 sur dID. Pour a € D, on définit la fonction

a—=z

8a(2) = 1—az

Montrer que g, € E(ID) et que toute fonction g € E(ID) est, a une constante multiplicative pres,
un produit fini de fonctions g, (étudier pour cela les z€éros de la fonction g).

. Soit 0 < r < R et f holomorphe dans le disque |z| < R, bornée en module par M sur le disque
|z| < r. Soit k > 0 1’ordre de multiplicité de O en tant que zéro de f, et ay,...,a, des zéros non
nuls de f dans D(0,r). Montrer que

(k)
Mlay|...|an| = —|f k(o)lrn+k.

!
Pour cela, on écrira la fonction f(rz) sous la forme
£(rz) =284, 17(2) - - 8y (20 (2).

. Soit B(D) I’ensemble des fonctions complexes, holomorphes et bornées dans D. Soit f €

B(D), M = sup,cp | f(z)], et ar,az,...,an,..., les zéros non nuls de f (répétés suivant leur
multiplicité). Soit k > 0 I’ordre de multiplicité de O en tant que zéro de f. Montrer que
&) (0
Vn> 1, Myal\...yanpw. @)

Déduire de (2) que le produit [ |a;| converge vers une limite non nulle.

3



10. Trouver une réciproque en étudiant le produit de fonctions

G(z) =[] = 8u(2)
i
Pour cela, il faudra utiliser les questions 5 et 6, ainsi que la majoration
a+tla I+r
‘_|Z < ; a,z€C, la| <1, |z| <r <1,
a(l—az)| " 1—-r

qu’il faudra justifier.

11. Soit f une fonction entiere telle que
JA>0, 0SB, VzeC, |f(z)] <ALl

On suppose que, pour tout n € N, f(n) = 0. Montrer que f est nulle. On utilisera la question 8.
On rappelle la formule de Stirling

n
n! ~2mn <E> , quand n — oo.
e



