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On rappelle les deux théoremes suivants :

Holomorphie des intégrales a parametre : Soient (Q, i) un espace mesuré, et U un ouvert de C.
Soit f(t,z) : Qx U — C telle que :
i. Pour tout z € U, t — f(t,z) est mesurable
ii. Pour presque tout r € Q, z+ f(z,z) est holomorphe
iii. Il existe une fonction g € L' (Q, u) telle que

V(t,2) e QxU, |f(t,2)| <glt).
Alors I’application
Fizm [ f.2du0)

est holomorphe dans U, et pour tout n € N,

Théoréeme de Montel : Soit Q un ouvert de C et A C 0(Q), I’ensemble des fonctions holomorphes
dans €. On suppose que, pour tout K compact de €, il existe Cx > 0 tel que

VfeA, sup | f(z)] < Ck.
zek

Alors, de toute suite de A on peut extraire une sous-suite convergente vers une limite F € 0(Q) et la
convergence est uniforme sur les compacts de Q.

On rappelle aussi la formule intégrale pour le coefficient de Taylor a,, n > 0, d’'une fonction analy-
tique f(z) dans un disque D(0,r),

1 f(Z) /
n = —_—— - d ) U .
2iT [g‘(o,r/) 100 ouT <

Probleéme 1 : Sur les polyndomes d’Hermite
Soit },,~0 H,(x)Z" le développement en série de la fonction entiére de z :
exp (2xz — zz) ,
ou x est un parametre complexe.
1. D’apres les formules intégrales pour les coefficients de Taylor d’une fonction analytique, on

sait que

1 dz

ou I’on peut choisir pour % un cercle centré en 1’origine. Montrer que
H, . (x) =2H,(x), n=>0,

et en déduire que H, est un polyndme de degré n.
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2. Si € est un cercle de centre 0 de rayon plus grand que |x|, montrer que ’on a

2
o 1 / e 2 ds
Hn - A —
© (x) 207 Jo (z+x)nt!

_2 (=D [d" .
H = — .
e " Hy(x) Pl s .

3. Soit @(x) une fonction mesurable vérifiant

puis que

oo o
/ 10(x) 26 dx < oo,
Montrer que ¢ (x) € L (e_xzdx) et que e (x) € L! (e_xzdx), olta € R.

4. Démontrer que
—+oo
d(z) = / exp [—(x—2)*] @(x)dx

—o0

est une fonction entiere de z. On pourra utiliser, en le justifiant, que pour a < Re(z) < b, on a

|62zx| < ebe+e2ax'

5. On pose
D(z) = Z an(@)7".
n=0
Démontrer la formule N
*° )
an(@) = Hy(x)e™ @(x)dx.

—o00

6. Pour ¢ = H,,, on pose ® = @, . Démontrer les relations
a) (I);H-I(Z) - ZCDn(z), b) cbn(o) = 0, n= 1, C) (130(1) = \/E

En déduire la valeur des fonctions ®,,.

7. Déduire de ce qui précede les formules

teo 2 o, si p=gq
S P
/ H,(x)Hy(x)e dx—{ 0 si pigq

les o, étant des constantes a déterminer.
8. On pose f(x) = (p(x)e_’“2 pour @ € Lz(e_xzdx). Montrer que 1’on a
feL(dx).

9. Que représente la fonction
e Y D(—imy) ?
En déduire que si tous les a,(¢) sont nuls, ¢ elle-méme est nulle (presque partout).

10. Que peut-on dire pour le systeme des polynomes H,, ?

Probleme 2 : Extrait du Probleme d’ Analyse, Agrégation 2015

Soit Q un ouvert de C, on note &'(Q) le C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur Q a valeurs
dans C. On munit &'(Q) de la topologie de convergence uniforme sur tout compact de €.
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1. Soit log la détermination holomorphe du logarithme sur C \ R_ définie par log(1) = 0 et
X — +/x, la fonction racine carrée de R* dans R’ . On note :

1 2
Dz zexp <510g (1—Z—2))

(a) Démontrer que la fonction @ est holomorphe sur C\ [—v/2,/2] et que :
22 six>V2
Vx € R\ [-V2,V2], @(x)= :
—Vx2—2 six<—V2

(b) Soit C(O,R) le cercle de centre O et de rayon R. Montrer que :

cI) _
vzeC. lim Dw) —w
R—+e JC(OR) W—2Z

dw =0.

2. On note G la fonction de &(C\ [~/2,/2]) donnée par
Vz€ C\[-V2,V2], G(z)=z—®(z).

Prouver que :

vz e C\[-V2,v2], /[_ﬁﬁ]%”j__t’zdt:c;(z).

Indication : On pourra appliquer le théoreme de Cauchy a I’intégrale curviligne

P(w
/ W) 10y
FRﬁg w—2z
ou I'g ¢ est le contour obtenu en réunissant le cercle C(O, R) avec le rectangle dont les sommets

sont £(v/2 4 & +ig), £(v2+¢e—ig).

3. On considere (0y),, une suite de mesures de probabilité sur R. Pour tout n > 1, on définit la
fonction H, par

1
H,:z—~ | ——do,(1),
RZ—1
pour z € C\ R. Supposons que les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
-Vn>1,H, € O(C\R);
- (Hn),> converge simplement sur C '\ R.

Etablir que la suite (H,),~ converge dans O(C\ R).

Indication : On pourra utiliser le théoreme d’ Ascoli (ou de Montel).

Indications supplémentaires... :
1.b. Faire le changement de variable w = 1/u.

2. Pour I'intégrale sur le rectangle, il faudra commencer par estimer les limites de ®(z) lorsque z
s’approche de [—\/Q, \/5] par en dessus et par en dessous.

3. (Hy),> converge dans O(C\ R) signifie que (H,),~, converge simplement vers une fonction de
O(C\R) et que la convergence est uniforme sur tous les compacts de C\ R.



