Analyse Numérique — M 206 Licence Semestre 4

Résolution numérique d’une équation non linéaire

1. Démontrer que toute fonction continue f : [0, 1] — [0, 1] a au moins un point fixe.

2. Soit la fonction f(z) = 2z + cos(x). Montrer que f admet au plus une racine dans R .

3. On considere 'équation 0.345" — cosx — 0.5 = 0.

(a) Montrer qu’il existe une unique racine de I’équation dans l'intervalle [0, 7].

(b) Déterminer par la méthode de la dichotomie un intervalle d’amplitude 1072 qui contient
cette racine.

(c) Proposer une méthode itérative pour le calcul de cette racine avec une précision de 107.
4. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I telle que
v.TEI, O<M1§f'(x)§M2

On suppose que f a un zéro sur I. Montrer qu’il est unique. On se propose de calculer
numériquement le zéro de f. Pour cela, on introduit la fonction g définie par

9(x) =z — af(z),
ou « est un réel strictement positif.

(a) Montrer que g a un seul point fixe dans I.

(b) Montrer que I'on peut choisir « tel que g soit fortement contractante sur I (on pourra
utiliser le théoreme des accroissements finis).

(¢) En déduire que la suite z,, définie par
xo donné dans [ et x,11 = g(z,) Yn >0
converge vers le zéro de f.

5. Soit f une fonction lipschitzienne de rapport x sur R . On suppose que

(f(x) = fy)(x—y)<0Vr, y €R

(a) On suppose que f a un point fixe Z. Montrer qu’il est unique.

(b) Soit @ > 0. On considere la suite x,, définie par

xo donné dans [ et z,11 =z, + a(f(z,) — x,) YR > 0.



i. En remarquant que x,.1 — = = (1 — a).(x, — Z) + a(f(x,) — T), montrer que , pour
a€f0,1] on a
(1 — ) < ((1 — @)* + o®k?) (2, — T)°.

ii. En déduire un intervalle dans lequel doit étre choisi o pour que z,, converge vers .

6. On se propose de résoudre dans R 1'équation:
xchr = 1. (1)

Pour cela, on introduit la fonction d’itération g définie sur R par:

1
g(x) = chr

et on définit la suite (u,), par:
up =0 et u, = g(u,_1) pour n > 1.

(a) Montrer que ¢([0,1]) C [0,1]. En déduire que g admet un point fixe dans [0, 1].
(b) Calculer ¢'.

(¢) 1. Montrer que pour tout u € R on a

U 1
< —
14+u2 — 2
ii. En déduire que Vx € R
19/(@)] < 5
x —.
W=7

(On rappelle que ch’z — sh?z = 1).

(d) En déduire que (u,), est une suite convergente.

7. On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par :

fz) = wexp(z — 1),
et on définit la suite (x,,),>0 par :

{ xo € [0, o0
Tpt1 = f(xn)

(a) Montrer que 0 et 1 sont les seuls points fixes de f.
(b) Calculer f'(0) et f'(1). Que peut-on en conclure ?

(c¢) On suppose que zg € |1, +oo[. Montrer que (z,,),>0 est croissante, et que

lim xz, = +oc.
n—-+o00



(d) On suppose que xy € [0,1]. Montrer que la suite (x,),>0 est convergente, préciser la
limite et I'ordre de convergence suivant la valeur de x.

8. Soit 'équation f(x) = g(x) et on suppose que dans U'intervalle [a,b], f et g sont monotones
et dérivables et que ’équation admet une seule racine dans l'intervalle.

(a) Dans quelles conditions la méthode itérative suivante:
f(zgs1) = g(xr) k> 0,20 donné

converge-t-elle?
(b) Appliquer la méthode itérative précédente au calcul de la deuxieme racine positive de
’équation (1 + z)sinz = 1 avec une précision de 1073

9. Supposons que I'équation F'(x) = 0 ait une unique racine z* dans Uintervalle [a,b]. Pour
calculer une approximation de cette racine, on se propose d’utiliser la méthode de Picard.

(a) Soient (z,) et (y,) deux suites convergeant vers x* obtenues par
Tpy1 = f(mn) To € [CL, b]
Ynt1 = 9(Yn) Yo € [a, Y]

avec f et g fortement contractantes. On considere la composition des deux méthodes

Zne1 = f(g9(zn)) avec zo € [a, b]

Montrer que la suite (z,) converge plus vite que (x,) et (yn).

(b) Considérons la méthode itérative suivante:

Tny1 = h(2,) = f(f(xn)) n2>0.

Pour f(z) = exp(—z), et en prenant xy = 0, effectuer 5 itérations avec la fonction f
et b itérations avec la fonction h. Comparer et expliquer les résultats en sachant que
x* = 0.56714329.

(c) Montrer que, en composant la méthode itérative de Picard avec la méthode A? d’Aitken,
on obtient la relation de récurrence

. _ xnf(f(xn)) - fQ(In)
m f(f(xn)) = 2f(zn) + 20
(méthode de Steffensen)

(d) Proposer un algorithme pour implémenter cette méthode et appliquez-le au calcul d’une
approximation de z* avec une erreur inférieure & ¢ = 1076

=0,1,---

10. Soit a un réel strictement positif. On considere la suite

1 a
Upy1 = 5 <un—|— u_) pour n > 1,ug > 0.



Quelles sont les limites possibles de u,, 7
On suppose que ug € I = [/a, +oo[. Montrer qu’alors u,, € I,Vn € N.

)
)

(c¢) En déduire que si ug € I la suite u,, est décroissante. Conclusion ?
)

On suppose que ug € I dans toute la suite de 'exercice. Soit f(x) = % (x + %)
Calculer f’(x). Montrer alors que

1
\f(z) = fy)] < é\a:—y| Voa,yel.
(e) Soit [ la limite de w,,. Déduire de la question précédente que
1
‘un - l| < 2—n‘UJ0 — l|

(f) On veut montrer que la convergence de u, vers [ est en fait beaucoup plus rapide que ce
que laisse penser la derniere inégalité.

i. Montrer que

un+1—\/5:i(un—\/a)2,VnZO.

2uy,

ii. En déduire dans un premier temps que

n—1 1

0 < s — v/ = (H ) (1 — @)*", puis que

i=0 (QUn—z‘)Ql

)1+2+22+---+2"—1

s =V < (54 (= v =2va (M¥)

et que la convergence est donc tres rapide si ug est proche de y/a. Donner un intervalle
dans lequel doit etre pris wuyg.

11. Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle /. On suppose qu’il existe un unique élément
de I, noté z, tel que f(Z) = 0. On supposera en outre que f'(z) # 0.
Dans ce probleme, on se propose d’étudier 'ordre et la convergence de la méthode itérative
suivante, vouée au calcul numérique de 7 :

o donné dans 1

WA) Pour £k =0,---
Ty = T — apf(zr) — ﬁk(f(xk))Qa

ou oy, et Oy sont des réels qui peuvent dépendre de x.

(a) On suppose dans cette question que [ = 0 Vk.



i. On suppose que «j est constant, ap, = « Vk. Soit A la droite de pente O%k(:
1

7 ) passant par le point (zy, f(zx)). Déterminer I'intersection de A avec I'axe des

abscisses. Interpréter géométriquement la méthode.

ii. Méme question si o = m Quelle méthode connue retrouve-t-on alors ?

(b) Maintenant les suites oy, et [ sont quelconques.
On se place dans un voisinage de et on pose e, = xj — .

i. On pose 0, = f(zx) — f(Z). Etablir une relation entre ey, ex et .
ii. Ecrire la formule de Taylor Lagrange, a I'ordre 2, appliquée a f au voisinage de xy.
iii. En déduire que 'on peut écrire

€k+1 = Ap€r + bk(ek)2 + Ck(ek)3>

ol ¢, mais pas a et by, dépend de ey.
iv. En déduire alors les expressions de a4, et de [, pour que 'on ait

€k+1 = ck(ek)?’.
v. Dire pourquoi ces expressions de oy, et de 85 ont un sens pour zj, suffisamment proche
de 7.
(¢) A partir de maintenant et jusqu’a la fin du probléeme, on considere la méthode (N .A)
avec les expressions de oy et de fj trouvées a la question 2 d).

On va a présent établir un résultat de convergence locale pour (M .A).

i. A. Montrer qu’il existe un voisinage de z, |z — 6, Z + 0[ et une constante L > 0, telle
que |f'(y)] > L >0, Vy €|z —0,z4+0].
B. Soit k fixé. On suppose que xy €]z — 6,7 + 0], i.e. |ex| < 0. Montrer qu'il existe
une constante M > 0 telle que

lcx| < M, VY, €]z — 0,7 + 0.
ii. Montrer qu’on peut choisir 6 tel que
|exr1] < klexl

ou x €0, 1].

iii. En conclure qu'il existe un réel € > 0 tel que pour tout zo dans J =]z — €, + €[, la
suite x;, définie par N' A est bien définie, demeure dans J, et converge vers Z, cette
convergence étant cubique.

12. Soit p(z) = 2™ + @y 12™ ' + ... + a7 + ag un polynome de degré m > 1 ayant des zéros réels
] < g < ... < Q.

(a) Soit

R := max{l, mz_:l \aj|}.
=0

bt



En remarquant que

m |a;|
p@)] > Jaf™ - (1= 3 ),
=0 ||
montrer que
1 m—1
p(e)] > |z (1= - Z 1), lal > R.

En déduire que |ay| < R pour k = 1,...,m.
Discutons les zéros de p’, p” :
i. Vérifier quil existe B € oy, auir| t.q. p'(Bk) = 0, k = 1,...,m — 1, et qu’il existe
Vi €18k, B[ t-a. p"(w) =0, k=1,...,m — 2.
ii. Montrer que p”(x) > 0 pour x > «,, (c’est a dire, p est strictement convexe dans
[, +00]).
Soit la suite (z,),>0 obtenue par la méthode de Newton pour p, avec o > R.
i. Notons par t, la tangente de p en a. Montrer que t,(z) < p(x) pour tout a,z €
|am, +00[, a # x (on utilisera le théoreme des accroissements finis).
ii. Démontrer que z,, € |a,,, +oo[ implique que z, 11 € |, T,[ (on utilisera le théoréme
des valeurs intermédiaires). En déduire que (x,),>¢ converge, avec limite a.
iii. Pourquoi la limite vérifie-t-elle o = oy, 7
Etudions la complexité de cette méthode.
i. Combien d’opérations arithmétiques nécessite 1’évaluation du polyndéme p par la
méthode de Horner ?

ii. Expliciter une mise en ceuvre efficace de la méthode de Newton pour le polynome p.
Combien d’opérations arithmétiques nécessite une itération 7



Quelques exos sur ordinateur

1. Tlustration numérique de la formule de la moyenne.
On se donne

e fcC([0,1]).
e g €C([0,1]) avec g(x) > 0,Vz € [0,1]

On montre, en appliquant le théworeme des valeurs intermédiares a la fonction F(t) =

f(t)/o1 g(x)dr — /01 f(z)g(x)dz quil existe au moins un £ € [0, 1] tel que

[ @gyde = 1) [ gty

On se propose ici de déterminer numériquement £. Pour fixer les idées, on choisit f(x) = e®

et g(x) = sin(mz).

(a) Construire la fonction F' en calculant les intégrales par des formules (composites)
- des rectangles
- des trapezes
- du point milieux
- de Simpson

(b) Déterminer numériquement, pour chaque type de formule d’intégration choisie, une valeur
numérique de £ & 107% pres. On appliquera & cet effet le méthode de Dichotomie & la
fonction F.

2. Soit la fonction f(x) = e —tanz, x €] — 7/2,7/2].

(a) Déterminer des intervalles disjoints contenant chacun une racine de 'equation f(z) = 0.

(b) Vérifier que les conditions suffisantes pour la convergence de la méthode de Newton
appliquée au calcul de la racine appartenant a U'intervalle [0.60,0.61] sont satisfaites.

(c) Faire un programme qui permet, en utilisant simultanement la méthode de Newton et
regula falsi, de localiser la racine dans un intervalle d’amplitude 1075,

3. On se propose de résoudre numériquement 1’équation : f(z) = 0, dans Uintervalle I = [a, b].
On notera z* la racine de f dans I, que l'on supposera unique. A cet effet, on considere
I’algorithme suivant :

1) Initialisation
On se donne x( et z; arbitraires dans /.

2) Etape d’ordre n
Pour n =1, -, on définit x,,; en fonction de z,, et de x,,_; par

Tn+1 = Tp — /\nf(‘rn)a

7



oll )\L est la pente de la droite passant par les points (x,, f(z,)), (Tn_1, f(Zn_1)).
n

(a) Mettre en ceuvre cet algorithme.

(b) Application. Déterminer numériquement une approximation de la racine de la fonction
f(z) =2 — 0.2sin(z) — 0.5, dans Uintervalle I = [0.5, 1].

. On se propose de résoudre numériquement ’équation : f(z) = 0, dans 'intervalle I = [a, b]
avec f(a)f(b) <0, f étant une fonction continue sur /. On notera z* la racine de f dans I,
que 'on supposera unique. A cet effet, on considere ’algorithme suivant :

1) Initialisation
On initialise les suites a,, by, x,, F,, G, par

ag, = a, by =0, xy = ao(: CL), Fy = f(ao), Gy = f(bo)-

2) Etape d’ordre n
Pour n = 0,---, on calcule a,11, byi1, Tni1, Frur1, Gria en fonction de ay,, b,,x,, F,, G,
comme suit :

o Calcul de xp11
o o (GN.an — Fan)
n+l — (Gn — Fn)
qui passe par les points (a,, Fy,), (b,, G,) avec I'axe des z.

. Tpy1 est donc l'abscisse du point d’intersection de la droite

o (Clalcul des autres termes

Calcul de ani1, bpi1, Guyl

Ap4+1 = Qp, bn+1 = Tn+1, Gn-{—l - f(mn—i—l)-

Si f(an)f(2n41) <0, alors
Calcul de F, 1.

Si f(x,).f(zpe1) > 0 alors, Fipq = %.Sinon Foi1=F,
On démontre que VYn,x* € [a,, by,].

(a) Mettre en ceuvre cet algorithme.

(b) Application. Déterminer numériquement une approximation de la racine de la fonction
f(z) =z —0.2sin(x) — 0.5,

dans lintervalle I = [0.5, 1], avec une précision de 1071,



