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Analyse Fonctionnelle - Master 1

Feuille 6 : Topologies faibles

Exercice 1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’une suite converge
faiblement si et seulement si elle converge fortement.

Exercice 2 Soit (x,,) une suite d’un espace de Hilbert H qui converge faiblement vers x € H.
Montrer que (x,) converge fortement vers x ssi limsup ||z,|| < ||z]|.

Exercice 3 Montrer que toute suite dans la boule unité fermée de L?(R) admet une sous-
suite faiblement convergente. Trouver une suite faiblement convergente dans cette boule sans
sous-suite convergente.

Exercice 4 Dans l’espace de Banach C([0,1]) on considére la suite de fonctions affines par
morceauz f, telle que f,(0) =0, f.(1/n) =1 et f.(x) = 0 pour x > 2/n. Montrer que f,
converge faiblement mais pas fortement vers 0.

Exercice 5 Soit K un compact d’un espace de Banach. Montrer que toute suite dans K
faiblement convergente est fortement convergente.

Exercice 6 Soit E un espace de Banach de dimension infinie et
S:={x € E,||z|| =1} et B:={z € E,||z|| < 1}.

1) Soit xg € E. On rappelle qu’une base de voisinages de xo pour la topologie faible s’obtient
en considérant les voisinages, pour € > 0 et ©1,...,ps € B*,

Vegroe = {2 € E/|pi(x — m0)] <&, 1 <i < s}

Montrer qu’un tel voisinage contient toujours une droite affine de E.
2) Montrer que B est d’intérieur vide.
3) Montrer que l’adhérence faible de S est égale a B.

Exercice 7 Soit E un Banach réflexif. Montrer que tout borné de E est relativement w-
compact.

Exercice 8 Soit E = C°([0, 1], R) muni de la norme du sup. On rappelle que E* est [’ensemble
des mesures de Radon sur [0,1]. Soit (f,) une suite de E. Montrer que (f,) converge faible-
ment vers 0 si et seulement si (|| fn|loo)n €st bornée et (f,) converge simplement vers 0.



Exercice 9 (Théoréme de Browder-Kirk) Soit H un espace de Hilbert réel et C' une partie
conveze, fermée, bornée et non vide de H. Soit T une application de C' dans C' telle que, pour
tous x,y € C,

1T(2) =Tl < llz =yl
1) Soit a € C. Pour tout n € N* et tout x € C, on pose

1 —1
To(z) = ~a+ "
n

T(x).

n

Montrer qu’il existe un unique x,, € C' tel que T, (x,) = x,. (On remarquera que T,, est
lipschitzienne)

2) Montrer que l'on peut extraire de (x,), une sous-suite faiblement convergente vers un
élément x € C.

3) On note encore (x,,) la suite extraite. Montrer que

m (|7 (z) = zal* = [l = zal*) = IT'(2) — 2[|*
4) Montrer que
limsup(||7'(x) — x| — ||z — x,]|) < 0.

5) En déduire que T(x) = .
6) Montrer que {x € C; T(x) =z} est un fermé, convexe, non vide, de H.

Exercice 10 Poury € (*(R), on consideére

goy:x€cob—>2xkyk€R,
keN

ol co désigne l’ensemble des suites réelles qui convergent vers zéro.
1) Montrer que (cy, No) est un Banach.
2) Montrer que ¢, est une forme linéaire continue sur co. Réciproquement, montrer que pour
toute @ € ¢, il existe un unique y € L' tel que ¢ = p,.
3) Soit B la boule unité fermée de co. Vérifier que si y, = 27% alors le supremum de o, sur
B n’est jamais atteint. En déduire que B n’est pas faiblement compacte.

Exercice 11 On considére E := (>*(R) et f, : E — R définie par

k=1

1) Montrer que f, € E" et calculer || f,]|.

2) Montrer que (f,,) n’admet aucune sous-suite *-faiblement convergente. On pourra raisonner
par Uabsurde, supposer que (fym)) converge faiblement vers f et supposer de plus, quitte a
extraire G nouveau, que @(n + 1) > 3¢(n) pour tout n € N. On pourra alors considérer la
suite x = (x;) € E définie, pour j € N, par

zj=(-1)"sipn)<j<epn+1), neN



Exercice 12 On considére a nowveau E = C°([0,1],R) muni de l'une des topologies L', L*°
ou la topologie faible.

1) Montrer qu’une application continue f : (A,7) — (B,7’) entre deux espaces topologiques
est séquentiellement continue. Montrer que la réciproque est vraie lorsque la topologie T est
meétrisable.

2) Montrer que lapplication identité ® : (E,w) — (E, Ny) n’est pas continue, mais qu’elle est
séquentiellement continue (utiliser lexercice 8). En déduire que la topologie faible n’est pas
meétrisable.

3) Montrer que application identité ¥ : (E,w) — (E, Ny ) n’est pas séquentiellement con-
tinue.



