
Frédéric Mangolte

VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES
RÉELLES



Frédéric Mangolte
Laboratoire angevin de recherche en mathématiques (LAREMA),
Université d’Angers, CNRS, 2, bd Lavoisier, 49045 Angers Cedex 01.
E-mail : frederic.mangolte@univ-angers.fr
Url : http://www.math.univ-angers.fr/~mangolte

Classification mathématique par sujets (2000). — 14P.
Mots clefs. — Variété algébrique réelle.

11 décembre 2019



À mes enfants Gustave Mangolte et Jeanne Mangolte,





VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES RÉELLES

Frédéric Mangolte





TABLE DES MATIÈRES

Préface. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Introduction, modèles algébriques des variétés lisses . . . . . . . . . . . . . 3

1. Variétés algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1. Variétés algébriques : points ou spectres ?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2. Ensembles algébriques affines et projectifs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3. Variétés algébriques abstraites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.4. Topologie euclidienne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
1.5. Dimension, points non singuliers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
1.6. Courbes planes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
1.7. Parapluies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Solution des exercices du chapitre 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2. R-variétés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.1. Structures réelles sur une variété complexe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
2.2. R-variétés et variétés algébriques réelles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
2.3. Complexification d’une variété réelle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
2.4. R-variétés vs variétés algébriques réelles vs schémas sur R . . . . . . . 118
2.5. Faisceaux cohérents et fibrés algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
2.6. Diviseurs sur une R-variété projective. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
2.7. R-courbes planes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
Solution des exercices du chapitre 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

3. Topologie des variétés avec involution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
3.1. Homologie et cohomologie des R-variétés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
3.2. Théorie de Smith. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
3.3. Majoration des nombres de Betti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
3.4. Forme d’intersection sur une R-variété de dimension paire. . . . . . . . 173



viii TABLE DES MATIÈRES

3.5. Classification des R-courbes et XVIe problème de Hilbert. . . . . . . . . 183
3.6. Variétés Galois-Maximales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
3.7. Cycles algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
Solution des exercices du chapitre 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

4. Surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
4.1. Courbes et diviseurs sur les surfaces complexes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
4.2. Exemples de R-surfaces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
4.3. R-surfaces minimales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
4.4. Surfaces rationnelles, uniréglées (κ = −∞). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244
4.5. Surfaces K3, d’Enriques, abéliennes, bielliptiques (κ = 0) . . . . . . . . . 268
4.6. Surfaces elliptiques (κ 6 1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
4.7. Surfaces de type général (κ = 2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
Solution des exercices du chapitre 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306

5. Approximations algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
5.1. Modèles rationnels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
5.2. Applications lisses et applications régulières. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310
5.3. Applications à valeurs dans les sphères. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
5.4. Difféomorphismes et applications birégulières. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335
5.5. Faux plans réels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351

6. Variétés de dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355
6.1. La conjecture de Nash de 1952 à 2000 en passant par 1914 . . . . . . . 355
6.2. Les 3-variétés réelles uniréglées de 2000 à 2012. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365
6.3. Questions et conjectures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372

Appendices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373

A. Algèbre commutative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375
A.1. Limites inductives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375
A.2. Anneaux, idéaux premiers, idéaux maximaux, modules. . . . . . . . . . . 376
A.3. Localisation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 378
A.4. Produit tensoriel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381
A.5. Algèbres entières, théorème des zéros (Nullstellensatz) . . . . . . . . . . . 383
A.6. Modules quadratiques sur Z, réseaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386
A.7. Involutions anti-linéaires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388
Solution des exercices de l’appendice A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390

B. Topologie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
B.1. Séparation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
B.2. Ensembles semi-algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392
B.3. Complexes simpliciaux, homologie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393
B.4. Théorème des coefficients universels. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395



TABLE DES MATIÈRES ix

B.5. Variétés topologiques et différentielles, orientabilité. . . . . . . . . . . . . . . 398
B.6. Cohomologie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404
B.7. Dualité de Poincaré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406
B.8. Variétés de dimension 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412

C. Faisceaux, espaces annelés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419
C.1. Faisceaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419
C.2. Espace étalé dans X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421
C.3. Fibres d’un faisceau. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422
C.4. Faisceau des sections d’un espace étalé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427
C.5. Espaces annelés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429
C.6. Faisceaux cohérents. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432
C.7. Variétés algébriques sur un corps algébriquement clos. . . . . . . . . . . . 434

D. Géométrie analytique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435
D.1. Espaces analytiques complexes, fonctions holomorphes. . . . . . . . . . . 435
D.2. Variétés analytiques complexes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437
D.3. Variétés kählériennes, théorie de Hodge. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 438
D.4. Invariants numériques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 448
D.5. Variétés projectives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 451
D.6. Variété de Picard, variété d’Albanese. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452
D.7. Théorème de Riemann-Roch. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456
D.8. Théorèmes d’annulation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456
D.9. Autres théorèmes fondamentaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 457

E. Surfaces de Riemann et courbes algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461
E.1. Genre d’une surface, classification topologique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461
E.2. Courbes complexes, surfaces de Riemann. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464
E.3. Théorème de Riemann-Roch sur une courbe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472
E.4. Variété jacobienne associée à une courbe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473

F. Éclatements. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475
F.1. Éclatements de variétés C∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475
F.2. Éclatements de variétés algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 477
F.3. Topologie des éclatements. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479

Bibliographie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483

Index des notations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 513

Index terminologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 519

Liste d’exemples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533

Liste des figures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 535





PRÉFACE
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livre "Variétés algébriques réelles", [Man17b]. Il correspond à la version an-
glaise [Man20]. Les références des énoncés ont été respectées entre les trois
versions : française originale, anglaise et celle-ci. Par exemple, Théorème 5.4.16
dans [Man17b] devient Theorem 5.4.16 dans la version anglaise.

Je voudrais remercier Catriona MacLean pour la qualité de sa traduction du
texte original qui a permis une amélioration de celui-ci en plusieurs endroits.

Décembre 2019
Frédéric Mangolte





INTRODUCTION, MODÈLES ALGÉBRIQUES
DES VARIÉTÉS LISSES

"My work always tried to unite the truth with the beautiful, but when I had
to choose one or the other, I usually chose the beautiful."

Hermann Weyl. (1)

« Pessimisme de l’intelligence, optimisme de la volonté. »
Antonio Gramsci. (2)

S’il est habituel de considérer l’ensemble formé par les zéros réels de po-
lynômes à coefficients réels, il est tout aussi naturel de considérer l’ensemble
formé par leurs zéros complexes. Le point de vue défendu dans ce livre est
qu’une variété réelle est aussi une variété complexe.

Lorsque j’étais doctorant dans les années 1990, il existait essentiellement
trois livres de référence en géométrie algébrique réelle. Il y avait bien sûr, outre
le livre de Benedetti et Risler [BR90], « la » référence générale de Bochnak,
Coste et Roy [BCR87] (3) et, en ce qui concerne la classification des surfaces
algébriques réelles, l’ouvrage de Silhol [Sil89]. Depuis lors est paru le livre de
Degtyarev, Itenberg et Kharlamov [DIK00] qui complète la classification des
surfaces de type spécial récapitulée dans [Sil89] par les avancées importantes
obtenues durant la décennie.

Un mathématicien ayant besoin de références en géométrie algébrique réelle
se tournera naturellement vers le livre de Bochnak, Coste et Roy. Pour un

1. Attribué à Hermann Weyl (Elmshorn, Allemagne, 1885 - Zurich, 1955). Nous mention-
nons un résultat fondamental de Weyl dans la preuve du théorème E.2.25.

2. Antonio Gramsci (Ales, Sardaigne, 1891 - Rome, 1937). Citation extraite d’une lettre
à son frère Carlo écrite en prison, le 19 décembre 1929 (Cahiers de prison, Gallimard, Paris,
1978-92). Merci à Michèle Audin pour avoir attiré mon attention sur cette belle maxime.

3. Version anglaise : [BCR98].
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approfondissement sur les surfaces ou les variétés de dimension supérieure, il
lui faudra des compléments. Le livre de R. Silhol présente un panorama des
surfaces, complet pour l’époque (1989), il est complété par celui de Degtyarev,
Itenberg et Kharlamov plus récent (2000).

Ma conviction est que, dans le cadre d’une recherche sur les variétés algé-
briques réelles, mettre en regard ces trois livres demande déjà un important
bagage mathématique et de ce fait de nombreux résultats de base ne sont pas
aisément accessibles. En effet, [BCR87] considère les germes de variétés réelles
plutôt que les variétés définies sur R au sens des schémas, ces germes seront
les variétés algébriques réelles de notre chapitre 1. De son côté, [Sil89] qui est
rédigé dans le langage des schémas sur R est d’un abord parfois abrupt pour
ceux qui s’intéressent aux applications topologiques, le passage du schéma sur
R au couple formé par un schéma sur C muni d’une structure réelle n’étant,
encore une fois, pas si facile sans un certain bagage. À l’inverse, [DIK00]
considère le point de vue « variétés complexes munies d’une involution anti-
holomorphe » qui seront les R-variétés de notre chapitre 2, de ce fait le point
de vue topologique est plus accessible, mais reste difficile à relier aux énoncés
schématiques.

Ce livre a pour ambition de toucher aux fondements, à la topologie, aux
géométries, aux singularités et à l’algèbre des variétés algébriques réelles dans
leurs trois acceptions énumérées ci-dessus. Les premiers chapitres se veulent
accessibles aux doctorants et aux chercheurs non spécialistes. Par rapport aux
trois ouvrages cités, cet opus, en sus de preuves connues rédigées dans un
langage homogène, contient de nombreux compléments sur la topologie des
surfaces algébriques réelles, la géométrie birationnelle de ces surfaces et une
partie nouvelle sur les variétés de dimension 3 (d’après les travaux de Kollár
et al.).

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous proposons, à titre de motivation
générale, une discussion des conjectures de Nash.

Modèles algébriques des variétés lisses. — En tant que variété différen-
tielle, une courbe lisse fermée M est difféomorphe au cercle S1 := {(x, y) ∈
R2, x2 + y2 = 1}. On dit que la variété M admet un modèle algébrique réel (4)

(en l’occurrence la courbe algébrique S1). En dimension quelconque, on sait
depuis Nash et Tognoli que toute variété C∞ compacte admet un modèle algé-
brique réel. Plus précisément, soit M une telle variété, il existe des polynômes

4. Nous reviendrons sur cette notion au chapitre 5, voir la définition 5.1.1.
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réels P1(x1, . . . , xm), . . . , Pr(x1, . . . , xm) tels que le lieu de leurs zéros communs

X(R) := {x ∈ Rm tels que P1(x) = · · · = Pr(x) = 0}

est lisse (5) et difféomorphe à M (théorèmes de Nash et de Tognoli ci-dessous).
L’existence de modèles étant avérée pour une variété donnée M , existe-t-il

des modèles « plus simples (6) » que les autres ? Revenons à l’exemple d’une
courbe lisse compacte M . On a vu le modèle S1, mais bien entendu, si d est
un entier pair non nul, Xd := {(x, y) ∈ R2, xd + yd = 1} est aussi un modèle
algébrique réel de M .

X2 = S1 X4

De même l’ellipse Y d’équation 1
2x

2 + y2 = 1 et la courbe quartique Z
d’équation −x(1−x− y)3 + y2(1−x− y)2− 1

2xy
3 = 0 sont des modèles de M .

Y Z

On pourrait dire que S1 et Y sont des modèles algébriques réels « simples »
de M parce que le degré de leurs équations est minimal. Mais une variété
algébrique abstraite ne possède pas de degré bien défini (tous les exemples
précédents sont des courbes planes). On préfère considérer la topologie de
la variété complexe associée. Dans le cas de S1 par exemple, il s’agit de
{(x, y) ∈ C2, x2 +y2 = 1}. Cette courbe complexe n’est pas compacte mais en
ajoutant deux points à l’infini (correspondant aux directions complexes ±i),
elle devient isomorphe à la sphère de Riemann P1(C) dont la variété C∞ com-
pacte sous-jacente est une surface orientable de genre 0. Les modèles Y , Xd et

5. Grâce au théorème de résolution des singularités d’Hironaka (théorème 1.5.54), on peut
même supposer que le lieu des zéros complexes (réels et non réels) est lisse.

6. Voir aussi [Kol01c, LV06].
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Z étant (toujours à quelques points près) des courbes projectives planes irré-
ductibles, la formule du genre g = (d− 1)(d− 2)/2 nous indique que le genre
de Y est 0, que X4 et Z sont de genre 3 et que le genre de Xd croît quadra-
tiquement en fonction de d. En dimension 1, un modèle sera donc « simple »
s’il est de genre nul. En dimension plus grande que 1, la complexité topolo-
gique augmente et on ne peut plus se contenter d’un entier pour déterminer les
modèles algébriques réels simples. Pour les courbes, on vient de voir qu’un mo-
dèle simple est « proche » de P1(C). En dimension n, les variétés rationnelles
(nous les définissons plus loin dans cette introduction et nous y revenons au
chapitre 1 avec la définition 1.3.37) sont des variétés algébriques « proches »
de Pn qui généralisent les courbes algébriques isomorphes à P1 à quelques
points près.

Théorèmes de Nash et Tognoli. — Lorsqu’une variété algébrique X ⊂ Pm(C)
(définie par des polynômes homogènes à coefficients réels) possède au moins
un point réel non singulier, on a dimR X = 2 dimR X(R). En particulier,
lorsque la variété algébrique complexe X est non singulière et si le lieu réel
X(R) = X ∩Pm(R) est non vide, les sous-ensembles algébriques X ⊂ Pm(C)
et X(R) ⊂ Pm(R) sont munis chacun d’une structure de sous-variété diffé-
rentielle compacte de classe C∞. (On renvoie au §1.5 pour les définitions de
point non singulier et de dimension d’une variété algébrique.)

Réciproquement, étant donnée une variété C∞, peut-on la considérer comme
lieu des points d’une variété algébrique lisse ? Il est tout à fait clair qu’en géné-
ral, une variété C∞ n’est difféomorphe à aucune variété algébrique complexe.
En effet, la variété différentielle sous-jacente à une variété complexe lisse est
orientable et de dimension paire. Par ailleurs, bien d’autres obstructions plus
fines sont connues, voir par exemple [FM94] pour des résultats modernes.
En revanche, Nash a prouvé qu’il n’y a pas d’obstruction en réel dans le cas
compact.

Théorème (Nash 1952). — Si M est une variété C∞ compacte connexe
sans bord, alors il existe une variété algébrique projective (7) X dont une com-
posante connexe A ⊂ X(R) du lieu réel est difféomorphe à M ,

M ≈ A ↪→ X(R).

On pourra lire une preuve de ce théorème dans [Nas52], [BCR98, Théo-
rème 14.1.8] ou [Kol17, Theorem 2].

7. C’est-à-dire définie par des polynômes homogènes à coefficients réels.
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À la suite de son théorème, Nash propose deux conjectures qui en renforcent
la conclusion. La première de ces conjectures affirme qu’il existe une variété X
telle que X(R) ≈M . Cette conjecture a été prouvée par A. Tognoli au début
des années 1970.

Théorème (Tognoli 1973). — On peut, dans l’énoncé de Nash, imposer
X(R) connexe.

La preuve ([Tog73] ou [BCR98, Théorème 14.1.10]) utilise un résultat
profond de la théorie du cobordisme qui affirme que toute variété C∞ compacte
est cobordante à un ensemble algébrique réel compact non singulier.

Il est alors aisé de construire une variété algébrique réelle dont le lieu réel
est la réunion des lieux réels de variétés données a priori.

Corollaire (Théorème de Nash-Tognoli). — Si M est une variété C∞
compacte sans bord, alors il existe une variété algébrique projective X dont le
lieu réel est difféomorphe à M :

M ≈ X(R).

Il existe en fait non pas un, mais une infinité de modèles algébriques distincts
pour une variété différentielle donnée. Le théorème ci-dessous est extrait de
[BK89, Theorem 1.1] complété par [Bal91], voir aussi [BK91].

Anticipons sur la définition 1.3.27 : des sous-variétés algébriques X ⊂
Pn(K) et Y ⊂ PN (K) sont birationnellement équivalentes s’il existe des ou-
verts de Zariski denses U ⊂ X, V ⊂ Y et un isomorphisme U '−→ V défini
par des fractions rationnelles à coefficients dans K.

Théorème. — Soit M une variété C∞ compacte sans bord de dimension non
nulle. Il existe une infinité non dénombrable de modèles algébriques réels deux
à deux non birationnellement équivalents.

Une variété algébrique X ⊂ PN (K) de dimension n est rationnelle sur K
si et seulement si elle est birationnellement équivalente à l’espace projectif
Pn(K), c’est-à-dire s’il existe des ouverts de Zariski denses U ⊂ X, V ⊂
Pn(K) et un isomorphisme U '−→ V défini par des fractions rationnelles à
coefficients dans K.

Exemples. — 1. L’éclatement d’une variété le long d’une sous-variété
(voir l’appendice F) est un morphisme birationnel.

2. Les variétés Pn(K) et Kn sont rationnelles sur K.
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3. La surface P1 × P1 munie de la structure réelle produit qui fait que
(P1 ×P1)(R) ≈ S1 × S1, les surfaces de Hirzebruch Fk munies de leur
structures réelles canoniques (voir la définition 4.2.1) sont des exemples
de surfaces rationnelles sur R.

La seconde conjecture de Nash est l’énoncé suivant :

Conjecture (Nash 1952). — Pour toute variété C∞ compacte connexe sans
bord M , il existe une variété algébrique X rationnelle dont le lieu réel est
difféomorphe à M .

Nous apprendrons au chapitre 1, que lorsqu’une variété algébrique est irré-
ductible, son anneau des fonctions rationnelles est un corps appelé corps des
fonctions de la variété et que, de plus, le corps des fonctions d’une variété
algébrique (intègre) de dimension n sur K est une extension de degré fini d’un
corps de fractions rationnelles à n indéterminées K(X1, . . . , Xn). La variété X
est alors rationnelle si et seulement si son corps des fonctions est isomorphe
à K(X1, . . . , Xn). La conjecture de Nash est donc beaucoup plus forte que le
théorème de Nash puisqu’elle affirme que l’on peut choisir X avec un corps
des fonctions de degré 1 sur R(X1, . . . , Xn) quel que soit M .

Mais cette conjecture est erronée. Nous le verrons au chapitre 4 pour la
dimension 2, puis en dimension supérieure au chapitre 6. De sorte qu’il existe
des variétés C∞ dont aucun modèle algébrique réel n’est rationnel. En somme,
dans la recherche du modèle algébrique réel « le plus simple » d’une variété
C∞ donnée, il n’y a pas de réponse globale. L’un des thèmes récurrents dans
cet ouvrage est en quelque sorte réciproque : la détermination des variétés C∞
réalisable par un modèle algébrique réel appartenant à une classe donnée a
priori.

Pour caractériser un telle classe de modèles, on peut, comme dans la conjec-
ture de Nash, se donner une contrainte birationnelle sur le modèle abstrait ou,
plus classiquement se limiter aux variétés données par une seule équation, no-
tamment les courbes planes et les surfaces de P3 de « petit » degré donné.
Voici quelques exemples de questions spécifiques abordées dans cet ouvrage :
quels types topologiques sont réalisables par le lieu réel d’une variété ration-
nelle, d’une surface de degré 4 dans P3 ? À l’opposé, quel est le degré minimal
d’un modèle algébrique réel dans P3 d’une surface orientable de genre 11 ?
D’une réunion disjointe de 23 surfaces compactes connexes ? Dans le même
ordre d’idées, on trouvera au chapitre 3, une discussion de la première partie



INTRODUCTION, MODÈLES ALGÉBRIQUES DES VARIÉTÉS LISSES 9

du célèbre XVIe problème de Hilbert, qui couronne les sections sur les courbes
planes des chapitres 1 et 2.
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CHAPITRE 1

VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

1.1. Variétés algébriques : points ou spectres ?

Nous avons fait le choix dans ce chapitre de privilégier un point de vue que
nous qualifierons de naïf (par opposition au point de vue schématique) qui
consiste à dire qu’une variété algébrique est un ensemble muni d’une struc-
ture d’espace topologique et d’un faisceau de fonctions dites régulières. Le
point de vue de la théorie des schémas serait de partir d’un anneau (qui
serait l’anneau des fonctions régulières a posteriori) et d’en déduire un es-
pace topologique : son spectre. Il y a plusieurs différences fondamentales
avec ce changement de perspective. En premier lieu, le spectre possède plus
de points que l’espace naïf ; par exemple dans le cas d’un corps algébrique-
ment clos, ce dernier correspond aux points fermés du spectre (c’est-à-dire
au spectre maximal). En second lieu, lorsque le corps n’est pas algébrique-
ment clos, la situation se complique encore. Par exemple l’ensemble algébrique
V :=

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 0

}
est réduit au seul point (0, 0). Le point de

vue schématique nous dit que la variété V « est » l’équation. En particulier,
la variété est la réunion des droites complexes L et L d’équations respectives
x− iy = 0 et x+ iy = 0 dans C2. Le point de vue naïf nous dit que l’ensemble
V « est » le point (0, 0) (l’intersection des droites L et L) et nous amène donc à
considérer que V est en fait donné par les équations x = 0, y = 0. Au passage,
l’information sur les droites L et L est perdue (voir l’exemple 1.5.20).

Nous en resterons donc au point de vue naïf tout en remédiant à sa faiblesse
la plus criante, à partir du chapitre 2, en associant des complexifications aux
variétés réelles. En revanche, nous ne ferons pas l’impasse sur le langage des
faisceaux, outil indispensable et accessible avec un minimum d’effort. À toutes
fins utiles, des rappels sont regroupés en appendice C.
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Nous avons voulu éviter « le passage obligé » par l’apprentissage de la théo-
rie des schémas qui est ardu et dont les subtilités nous semblent moins immé-
diatement nécessaires pour des corps tels que C et R. Qui plus est, sur ces
corps, les variétés sont naturellement munies d’une topologie plus forte que la
topologie de Zariski. Il nous a semblé moins acrobatique pour l’intuition de
considérer ces deux topologies sur le même ensemble naïf. Nous reviendrons
en fin de chapitre 2 sur le point de vue schématique.

En conclusion, le lecteur qui n’envisage pas d’investir dans l’apprentissage
de la théorie des schémas pourra sans soucis lire le présent livre. En revanche, le
lecteur qui se destine à la géométrie algébrique a tout intérêt à connaître cette
théorie (nous conseillons pour débuter le cours d’Antoine Ducros [Duc14] suivi
par exemple du livre de Qing Liu [Liu02]). Nous avons ajouté de nombreux
commentaires à destination des utilisateurs de schémas.

Dans ce premier chapitre, nous passons en revue les énoncés classiques de
géométrie algébrique sur un corps quelconque avec une insistance particulière
sur le corps des nombres complexes et celui des nombres réels. En effet dans de
nombreux ouvrages traitant de géométrie algébrique élémentaire, les énoncés
généraux ont leur portée restreinte par l’habitude de supposer le corps de base
algébriquement clos et dans ceux traitant du cas des corps non algébriquement
clos, c’est le plus souvent des questions d’arithmétiques qui sont visées ; lorsque
le cas du corps R est traité, les notions classiques sur C sont considérées comme
acquises. En résumé, notre ambition est de donner les éléments nécessaires
pour faire de la géométrie algébrique sur un corps non algébriquement clos de
caractéristique nulle en bénéficiant d’une topologie raisonnablement riche tout
en utilisant les formidables résultats de la théorie sur C.

Nous concluons cette introduction par une dernière remarque d’importance.
Sur R ou C, une variété algébrique est naturellement munie d’une structure
analytique et de ce fait les variétés analytiques apparaissent régulièrement
dans le cours du livre. Nous avons choisi de repousser les rappels concernant
ces dernières en appendice D pour ne pas surcharger le lecteur débutant. Les
différentes acceptions de variété algébrique réelle rendent le sujet déjà suffi-
samment riche et compliqué. Comme pour les schémas, on pourra omettre
en première lecture les allusions aux variétés analytiques. À quelques excep-
tions près, les preuves proposées ne nécessitent pas de recours à ces dernières.
En effet, on est souvent amené à se restreindre aux variétés projectives non
singulières et la correspondance entre les variétés algébriques projectives et
les variétés analytiques complexes projectives est bien comprise, voir la sec-
tion D.5, malgré le changement radical de topologie : Zariski (définition 1.2.3)
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pour la structure algébrique, euclidienne (définition 1.4.1) pour la structure
analytique. Dans le cas lisse (attention à cette notion piège, voir la section 1.5),
on peut passer d’une topologie à l’autre sans commettre de faute d’intuition.
En revanche, dès qu’il s’agit de variétés singulières, il est essentiel de distinguer
la structure considérée, on connaît des exemples de singularités algébriques qui
sont lisses du point de vue analytique, voir l’exemple 1.5.1.

1.2. Ensembles algébriques affines et projectifs

(Les notions nécessaires d’algèbre commutative ont été regroupées dans l’ap-
pendice A.)

Les ensembles algébriques affines sont les modèles locaux des variétés algé-
briques abstraites. Dans le but de formaliser cette idée, nous fixons un corps
de base K et donnons une définition locale des fonctions (c’est-à-dire des mor-
phismes vers K) de notre catégorie des variétés algébriques de corps de base
K, ce sont les fonctions régulières (définition 1.2.33). Lorsque le corps de base
est algébriquement clos, et si l’on considère un sous-ensemble algébrique d’un
espace affine donné, les fonctions régulières correspondent aux restrictions des
fonctions polynomiales (théorème 1.2.50). En revanche, lorsque le corps de
base est le corps R des nombres réels, cette correspondance n’est plus valable
et les fonctions régulières correspondent alors aux restrictions des fonctions
rationnelles qui n’ont pas de pôles réels (théorème 1.2.52).

Espace affine. — Soient K un corps et n un entier naturel. Il est habituel
de noter Kn l’ensemble des n-uplets d’éléments de K muni de sa structure na-
turelle de K-espace vectoriel (par convention, K0 = {0} est l’espace vectoriel
nul et lorsque n = 0 la notation K[X1, . . . , Xn] pour l’anneau des polynômes
à coefficients dans K désigne l’anneau K des polynômes constants). Lorsque
K = R ou C, on sous-entend le plus souvent que Kn est un espace vectoriel
topologique de dimension finie puisque toutes les topologies provenant d’une
norme sont équivalentes. La topologie de Zariski dont nous rappelons la défini-
tion ci-dessous n’appartient pas à cette catégorie, elle n’est même pas séparée
(voir l’appendice B.1).

Définition 1.2.1. — Soient K un corps et n un entier naturel. Un sous-
ensemble F deKn est un ensemble algébrique affine si F est le lieu d’annulation
d’un ensemble de polynômes à coefficients dans K. Autrement dit l’ensemble
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F est algébrique s’il existe P1, . . . , Pl ∈ K[X1, . . . , Xn] tels que (1)

F = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn | P1(x1, . . . , xn) = · · · = Pl(x1, . . . , xn) = 0} .

On vérifie rapidement que les ensembles algébriques sont les fermés d’une
topologie appelée topologie de Zariski. L’espace affine An(K) de dimension n
sur K est l’ensemble Kn muni de la topologie de Zariski. On parlera aussi de
topologie de Zariski sur F ⊂ An(K) pour la topologie induite par la topologie
de Zariski de An(K).

Exercice 1.2.2. —
�

Soit K un corps infini. Montrer que la topologie
de Zariski de A2(K) est strictement plus fine que le produit des topologies de
Zariski de A1(K). Voir l’appendice B.1 et plus particulièrement l’exercice B.1.4
pour des développements dans cette direction.

Soit U un sous-ensemble de An(K), on note I(U) l’idéal de K[X1, . . . , Xn]
formé des polynômes nuls sur U . Si F est un fermé de An(K), la K-algèbre
quotient A(F ) := K[X1, . . . , Xn]/I(F ) est la K-algèbre des coordonnées af-
fines de F .

Espace projectif. — Soient K un corps et n un entier naturel. L’espace
projectif P(Kn+1) est l’ensemble des orbites de l’action du groupe multiplica-
tif K∗ sur l’ensemble Kn+1 \ {0} donnée par (x0, . . . , xn) 7→ (λx0, . . . , λxn).
L’orbite de (x0, . . . , xn) sous cette action est notée (x0 : . . . : xn). Un poly-
nôme en n+ 1 variables ne définit pas une fonction sur P(Kn+1) mais le lieu
d’annulation d’un polynôme homogène est bien déterminé (2).

Définition 1.2.3. — Soient K un corps et n un entier naturel. Un sous-
ensemble F de P(Kn+1) est un ensemble algébrique projectif si F est le lieu
d’annulation d’un ensemble de polynômes homogènes à coefficients dans K.
Autrement dit l’ensemble F est algébrique s’il existe des polynômes homogènes
P1, . . . , Pl ∈ K[X0, . . . , Xn], tels que

F =
{
(x0 : . . . : xn) ∈ P(Kn+1) |

P1(x0, . . . , xn) = · · · = Pl(x0, . . . , xn) = 0
}
.

1. L’anneau K[X1, . . . , Xn] étant noethérien, un nombre fini de polynômes suffit, voir
l’exemple A.3.14.

2. Un polynôme homogène ne détermine pas une fonction à valeurs dans K mais plutôt
une section d’un « fibré en K », voir l’exercice 2.6.15.
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De façon analogue au cas affine, on appelle topologie de Zariski sur P(Kn+1)
la topologie dont les fermés sont les lieux des zéros d’ensembles de polynômes
homogènes. Muni de cette topologie, l’ensemble P(Kn+1) est l’espace projectif
Pn(K) de dimension n sur K.

Définition 1.2.4. — Si U un sous-ensemble de Pn(K), on note encore I(U)
l’idéal homogène de K[X0, . . . , Xn] formé des polynômes qui s’annulent sur U .
Si F est un fermé de Zariski de Pn(K), la K-algèbre quotient

S(F ) := K[X0, . . . , Xn]/I(F )

est la K-algèbre des coordonnées homogènes de F .

Exercice 1.2.5. — Soient F ∈ Pn(K) un ensemble algébrique projectif et
I ⊂ S(F ) un idéal homogène. On note

√
I le radical de I, voir la défini-

tion A.2.3. Alors Z(I) = ∅ (voir la définition 1.2.12) si et seulement si, ou
bien

√
I = S(F ), ou bien

√
I est égal à l’idéal homogène ⊕d>0Sd.

Remarque 1.2.6. — Dans les définitions 1.2.1 et 1.2.3, on a utilisé le terme
dimension. On définira plus loin la dimension d’un ensemble algébrique (Voir
la définition 1.5.9 pour un ensemble algébrique affine) et on vérifiera (voir
les exercices 1.5.16 et 1.5.46) que l’espace affine An(K) et l’espace projectif
Pn(K) sont bien de dimension (algébrique) n. Pour l’instant contentons-nous
de remarquer que lorsque K = R, l’espace affine An(R) et l’espace projectif
Pn(R) lorsqu’ils sont munis de leur topologie d’espace vectoriel (ou d’espace
projectif) sont bien de dimension n en tant que variété différentielle ou topo-
logique. Lorsque K = C en revanche, la dimension algébrique est la moitié de
la dimension en tant que variété topologique. Voir aussi la remarque 1.5.4 à
propos de la finitude de la dimension.

Ensembles algébriques et quasi-algébriques. —

Définition 1.2.7. — Un ensemble F est un ensemble algébrique sur K si
c’est un sous-espace fermé d’un An(K) ou d’un Pn(K) pour un certain entier
n. Un ensemble U est un ensemble quasi-algébrique sur K si c’est un ouvert
de Zariski d’un ensemble algébrique sur K. On dira quasi-affine pour un ou-
vert d’un ensemble algébrique affine et quasi-projectif pour un ouvert d’un
ensemble algébrique projectif.

Remarque 1.2.8. — Un ensemble algébrique F sur K est donc un sous-
espace fermé d’un espace affine An(K) ou d’un espace projectif Pn(K). Pour
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insister sur la topologie bien particulière utilisée ici, on dit que F est un fermé
de Zariski de An(K) (ou de Pn(K)).

Exercice 1.2.9. — Un ensemble U est quasi-algébrique sur K si et seule-
ment si c’est un sous-ensemble d’un An(K) ou d’un Pn(K) vérifiant l’une des
conditions équivalentes suivantes :

1. le sous-espace U est une partie localement fermée pour la topologie de
Zariski, c’est-à-dire que U est l’intersection d’un ouvert et d’un fermé,

2. le sous-espace U est une partie ouverte dans sa clôture de Zariski.

Définition 1.2.10. — Soit f : Kn → K une fonction. Le lieu d’annulation
(ou ensemble des zéros) de f est défini par

Z(f) := {x ∈ Kn | f(x) = 0}

et le lieu de non annulation de f est défini par

D(f) := {x ∈ Kn | f(x) 6= 0} .

Remarque 1.2.11. — Si dans la définition précédente, f est une fonction
polynomiale, Z(f) est un fermé de Zariski de An(K) et D(f) est un ouvert
de Zariski de An(K).

Définition 1.2.12. — Soient K un corps et I ⊂ K[X1, . . . , Xn] un idéal.
L’ensemble des zéros de l’idéal I est noté

Z(I) := ZK(I) = {x ∈ Kn | ∀f ∈ I, f(x) = 0} .

Plus généralement, si L est une extension de K, l’ensemble des zéros dans
Ln de l’idéal I est noté

ZL(I) := {x ∈ Ln | ∀f ∈ I, f(x) = 0}

et l’idéal de L[X1, . . . , Xn] engendré par I est noté IL.
En particulier, si I est un idéal de R[X1, . . . , Xn], alors Z(I) = ZR(I) est

l’ensemble des zéros réels de l’idéal I et ZC(I) = ZC(IC) est l’ensemble de ses
zéros complexes.

Remarques 1.2.13 (Zéros des idéaux). — 1. On peut vérifier que
l’idéal de L[X1, . . . , Xn] engendré par I est en fait isomorphe au produit
tensoriel

IL = I ⊗K[X1,...,Xn] L[X1, . . . , Xn] .
(voir la proposition A.4.1 qui définit le produit tensoriel ⊗)
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2. Bien entendu, comme dans la remarque 1.2.11, Z(I) est aussi un fermé
de Zariski de An(K) et ZL(I) est un fermé de Zariski de An(L).

3. On a ZL(I) = Z(IL). En particulier, si I est un idéal de R[X1, . . . , Xn],
alors IC est un idéal de C[X1, . . . , Xn] et ZC(I) = ZC(IC) = Z(IC). La
notation IC désigne donc un idéal de C[X1, . . . , Xn] engendré par des
polynômes à coefficients réels.

Exercice 1.2.14. — Soit K un corps.

1. Soit F un fermé de An(K), montrer que

F = Z(I(F )) .

2. Soit I ⊂ K[X1, . . . , Xn] un idéal, vérifier que

I ⊆ I(Z(I)) .

3. Soit I ⊂ K[X1, . . . , Xn] un idéal, montrer que si I n’est pas radical
(définition A.2.3), alors

I ( I(Z(I)) .

4. Trouver un exemple où I ⊂ K[X1, . . . , Xn] est un idéal radical mais

I ( I(Z(I)) .

[Indication : le Nullstellensatz (voir le corollaire A.5.13) impose de cher-
cher un exemple sur un corps K non algébriquement clos.]

Ensembles algébriques irréductibles. —

Définition 1.2.15. — On dit qu’un sous-espace topologique non vide U
d’un espace topologique X est irréductible si pour toute paire de fermés F1 et
F2 de X tels que U ⊂ F1 ∪ F2, on a U ⊂ F1 ou U ⊂ F2. Un espace qui n’est
pas irréductible est dit réductible.

Remarque 1.2.16. — Le fait d’imposer que l’ensemble vide ne soit pas ir-
réductible est une convention qui correspond en algèbre commutative à la
convention que l’anneau nul n’est pas intègre. Voir aussi la remarque 1.2.31(4).

Exercice 1.2.17. — Le lecteur pourra montrer à titre d’exercice les asser-
tions suivantes.
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1. Un sous-espace U ⊂ X est irréductible si et seulement s’il est non vide et
n’est pas réunion de deux fermés (pour la topologie induite) non vides
strictement contenus dans U . En particulier, l’espace X est lui-même
irréductible s’il n’est pas vide et s’il ne peut s’écrire comme réunion de
deux fermés stricts non vides.

2. Si U est irréductible, tout ouvert non vide de U est dense dans U .

Lemme 1.2.18. — Si ϕ : X → Y est une application continue, alors l’image
d’un sous-espace irréductible de X est un sous-espace irréductible de Y .

Démonstration. — Soient U ⊂ X un irréductible et Y1∪Y2 ⊃ ϕ(U) une union
de fermés de Y . Alors ϕ−1(Yi), i = 1, 2 est un fermé de X et ϕ−1(Y1) ∪
ϕ−1(Y2) ⊃ U . Comme U est irréductible, on peut supposer que ϕ−1(Y1) ⊃ U

et donc que Y1 ⊃ ϕ(U). On en conclut que ϕ(U) est irréductible.

Remarque 1.2.19. — La notion de sous-espace irréductible n’est intéres-
sante que pour des topologies assez grossières comme l’est la topologie de
Zariski. Par exemple, le lecteur est invité à montrer que dans un espace topo-
logique séparé, les seuls sous-espaces irréductibles sont les singletons.

Définition 1.2.20. — Les fermés irréductibles maximaux contenus dans U
sont appelés les composantes irréductibles de U .

Exercice 1.2.21. — (Remarquons que cet exercice devient immédiat avec
la proposition 1.2.30.) Soit n un entier naturel non nul.

1. Soit K un corps infini.
(a) L’espace affine An(K) est irréductible.
(b) L’espace projectif Pn(K) est irréductible.

2. Si K est fini, ces espaces sont réductibles.

Définition 1.2.22. — Un espace topologique X est noethérien (on dit aussi
que sa topologie est noethérienne) si toute suite décroissante de fermés se sta-
bilise (on dit aussi : « si toute suite décroissante de fermés est stationnaire ») :
pour toute suite F1 ⊃ F2 ⊃ . . . de sous-espaces fermés, il existe un entier r tel
que Fr = Fr+1 = . . .

Exemple 1.2.23. — Pour tout corps K, l’espace affine An(K) est noethé-
rien. En effet, si F1 ⊃ F2 ⊃ . . . est une suite décroissante de sous-espaces
fermés de An(K), alors I(F1) ⊂ I(F2) ⊂ . . . est une suite croissante d’idéaux
de l’anneau K[X1, . . . , Xn] qui est noethérien. La suite d’idéaux se stabilise
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donc et nous concluons que la suite F1 ⊃ F2 ⊃ . . . se stabilise du fait que pour
tout i, Fi = Z(I(Fi)).

Proposition 1.2.24. — Tout ensemble quasi-algébrique non vide U admet
une décomposition unique à l’ordre près en un nombre fini de composantes
irréductibles, c’est-à-dire

U = U1 ∪ · · · ∪ Um
avec Ui irréductible pour tout i et Ui 6⊂ Uj pour i 6= j.

Démonstration. — Provient du fait que la topologie de Zariski est noethé-
rienne.

Fonctions régulières. —

Définition 1.2.25. — Soient K un corps et U ⊂ An(K) un ensemble quasi-
algébrique. Une fonction f : U → K est polynomiale s’il existe un polynôme
g ∈ K[X1, . . . , Xn] tel que pour tout x ∈ U, f(x) = g(x). On note P(U) la
K-algèbre des fonctions polynomiales sur U .

Remarque 1.2.26. — Le polynôme g n’est déterminé par la fonction po-
lynomiale f que modulo l’idéal I(U). En particulier, si le corps K est fini,
l’idéal de l’ensemble algébrique An(K) n’est pas réduit à zéro et un polynôme
sur Kn n’est pas déterminé de manière unique par une fonction polynomiale
Kn → K.

Soit F ⊂ An(K) un ensemble algébrique et soit I(F ) l’idéal de
K[X1, . . . , Xn] formé des polynômes nuls sur F . On identifiera sans précaution
P(F ) avec la K-algèbre des coordonnées affines A(F ) := K[X1, . . . , Xn]/I(F )
en vertu de la proposition suivante.

Proposition 1.2.27. — Pour tout corps K et pour tout ensemble algébrique
F ⊂ An(K), le morphisme de restriction g 7→ g|F induit un isomorphisme

A(F ) '−→ P(F ).

Démonstration. — Preuve immédiate (exercice).

Remarque 1.2.28. — En particulier, si le corps K est infini, l’anneau des
fonctions polynomiales sur An(K) est l’anneau des polynômes en n indéter-
minées

P(An(K)) = K[X1, . . . , Xn] .
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Remarque 1.2.29. — Remarquons que pour tout sous-ensemble U ⊂ Kn,
l’anneau quotient K[X1, . . . , Xn]/I(U) est réduit car l’idéal I(U) est radical
(voir la définition A.2.3 et l’exercice A.2.4). Cette « disparition » de la mul-
tiplicité, qui identifie par exemple les ensembles algébriques V := {x ∈ Kn |
f(x) = 0} et W := {x ∈ Kn | f2(x) = 0} (3) se retrouve en géométrie diffé-
rentielle avec la définition de variété différentielle comme ensemble des zéros
d’une submersion. Si K est le corps C ou le corps R et si f est une submersion
en tout point de V , et donc de W , alors W est une sous-variété différentielle
de Kn. Pourtant f2 n’est certainement une submersion en aucun point de W .

L’une des motivations pour passer à la théorie des schémas est justement
qu’elle permet de différencier V etW en tenant compte des éléments nilpotents
de l’anneau associé au schéma. Pour une autre illustration de la faiblesse du
point de vue naïf, considérons de nouveau l’ensemble algébrique V := {(x, y) ∈
R2 | x2 + y2 = 0}, alors I(V ) = (x, y) contient strictement l’idéal (x2 + y2).
Comparer à la remarque 1.2.31(3).

Proposition 1.2.30. — Soit K un corps.
Un ensemble algébrique F ⊂ An(K) est irréductible si et seulement si son

idéal I(F ) est un idéal premier de K[X1, . . . , Xn] c’est-à-dire si et seulement
si son anneau des coordonnées affines A(F ) est un anneau intègre.

Un ensemble algébrique F ⊂ Pn(K) est irréductible si et seulement si son
idéal homogène I(F ) est un idéal premier de l’algèbre graduée K[X0, . . . , Xn].

Démonstration. — Exercice facile.

Remarque 1.2.31 (K algébriquement clos ? I(Z(I)) vs. I)

1. Si K est algébriquement clos et I ⊂ K[X1, . . . , Xn] est un idéal premier,
alors Z(I) ⊂ An(K) est un espace irréductible.

2. Le polynôme P (x, y) = (x2−1)2 +y2 = x4−2x2 +1+y2 est irréductible
dans R[x, y]. En effet, les anneaux R[x, y] ⊂ C[x, y] sont tous les deux
factoriels ; du fait que P (x, y) = (x2 − 1 + iy)(x2 − 1− iy) dans C[x, y]
et que les polynômes x2 − 1 ± iy sont irréductibles sur C, le polynôme
P est irréductible dans R[x, y]. En revanche Z(P ) est un sous-espace
réductible de A2(R) car

Z(P ) = {(1, 0), (−1, 0)} = Z(x− 1, y) ∪ Z(x+ 1, y) .

3. Ici, f2 est la fonction qui prend comme valeurs les carrés des valeurs de f .
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3. (Voir l’exercice 1.2.14(4).) L’idéal (x2+y2) est premier dans R[x, y] mais
I(Z(x2+y2)) = (x, y). Dans C[x, y], l’idéal (x2+y2) = ((x− iy)(x+ iy))
n’est pas premier.

4. L’idéal I = (x2 + y2 + 1) est premier dans R[x, y] mais Z(I) = ∅ ⊂
An(R) n’est pas irréductible. En effet, I(Z(I)) = R[x, y] n’est pas un
idéal premier de R[x, y].

Exercice 1.2.32. — Suite de l’exercice 1.2.14(1). Soit U un sous-espace de
An(K) ou de Pn(K), alors U est un fermé de Zariski si et seulement si U =
Z(I(U)).

Définition 1.2.33. — Soit K un corps et U ⊂ An(K) un ensemble quasi-
algébrique. Une fonction f : U → K est régulière en un point x ∈ U s’il existe
un voisinage V de x dans U et deux polynômes g, h ∈ K[X1, . . . , Xn] tels que
pour tout y ∈ V, h(y) 6= 0 et f(y) = g(y)

h(y) .

Dans la définition suivante on prendra garde que les polynômes homogènes g
et h ne définissent pas des fonctions sur U mais comme leur degré est identique
leur quotient g

h détermine bien une fonction sur U .

Définition 1.2.34. — Soit K un corps et U ⊂ Pn(K) un ensemble quasi-
algébrique. Une fonction f : U → K est régulière en un point x ∈ U s’il existe
un voisinage V de x dans U et deux polynômes homogènes de même degré
g, h ∈ K[X0, . . . , Xn] tels que pour tout y ∈ V, h(y) 6= 0 et f(y) = g(y)

h(y) .

Définition 1.2.35. — Soit U un ensemble quasi-algébrique surK. Une fonc-
tion f : U → K est dite régulière si elle est régulière en tout point de U . On
note R(U) la K-algèbre des fonctions régulières sur U .

Remarque 1.2.36. — Bien sûr, pour un ensemble algébrique affine F sur
un corps K, toute fonction polynomiale est régulière :

A(F ) '−→ P(F ) ↪→ R(F )

mais la réciproque est fausse pour K = R (voir la proposition 1.2.38(1)–(3)
ci-dessous et l’exercice 1.2.51(2)).

Exercice 1.2.37. — Vérifier qu’une fonction régulière f : U → K est néces-
sairement continue pour les topologies de Zariski sur U et K = A1(K).

Proposition 1.2.38. — (L’algèbre R est-elle de type fini ?)
1. Soient K un corps et F ⊂ An(K) un fermé de Zariski, alors A(F ) est

une K-algèbre de type fini.
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2. De même, la C-algèbre R(Cn) = R(An(C)) est de type fini.
3. En revanche, la R-algèbre R(Rn) = R(An(R)) n’est pas de type fini.

Démonstration. — 1. Par définition, A(F ) est un quotient de l’algèbre des
polynômesK[X1, . . . , Xn] et est donc engendrée par un nombre fini d’élé-
ments : les classes de X1, . . . , Xn.

2. En effet, d’après le théorème 1.2.50 par exemple, R(Cn) est isomorphe
à C[X1, . . . , Xn].

3. Soient A1, . . . , Al des éléments de R(Rn). Pour i = 1 . . . l, la fonction
x 7→ 1

1+(x−Ai)2 est régulière sur Rn mais elle n’appartient pas à l’algèbre
engendrée par A1, . . . , Al.

Germes de fonctions régulières. — À toutes fins utiles, nous renvoyons
le lecteur en appendice C pour des rappels de base sur les faisceaux. Revoir
en particulier la définition de limite inductive (A.1.2) et de fibre d’un faisceau
(C.3.1).

Définition 1.2.39. — Soit K un corps et U un ensemble quasi-algébrique
sur K. Le faisceau des fonctions régulières OU sur U est le faisceau de K-
algèbres dont l’ensemble des sections sur un ouvert V ⊂ U est la K-algèbre
R(V ).

Γ(V,OU ) = OU (V ) := R(V ) .

Définition 1.2.40. — Soit K un corps et U un ensemble quasi-algébrique
surK. Le germe d’une fonction sur U à valeurs dansK régulière au point x est
la classe d’équivalence d’un couple (V, f) où V est un ouvert de U contenant x,
f est une fonction régulière sur V , et où l’on identifie deux couples (V, f) et
(W, g) si f = g sur un voisinage de x contenu dans V ∩W .

On note Ox := OU,x la K-algèbre des germes de fonctions sur U à valeurs
dans K régulières au point x. Les K-algèbres OU,x sont alors les fibres du
faisceau OU :

OU,x = lim−→
V 3x
OU (V )

où la limite inductive est considérée pour V parcourant les voisinages ouverts
de x dans U (voir la définition C.3.1 et les exemples A.1.3 et A.1.4.)

Nous avons défini les germes de fonctions régulières d’une façon « plus lo-
cale » que [Har77, § I.3, page 16]. Lorsque U est irréductible, ce qui est
supposé dans [Ibid.], les deux définitions coïncident.
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Définition 1.2.41. — Soit x un point d’un ensemble quasi-algébrique U
défini sur un corps K et soit A un anneau de fonctions définies sur U et à
valeurs dans K. Nous notons mx := mA

x l’idéal maximal de A formé par les
fonctions nulles en x.

Rappelons, définition A.3.1, que pour un idéal premier p ⊂ A, on note Ap

l’anneau localisé de A en la partie multiplicative A \ p.

Exercice 1.2.42. — Soit K un corps. Montrer que pour tout x ∈
An(K), l’algèbre OAn(K),x ⊂ K(X1, . . . , Xn) est isomorphe à l’algèbre
K[X1, . . . , Xn]mx des fractions rationnelles g

h telles que h(x) 6= 0.

Lemme 1.2.43. — Un ensemble quasi-affine U ⊂ An(K) peut être vu
comme un ensemble quasi-projectif j(U) ⊂ Pn(K) où j : An(K) ↪→ Pn(K)
est l’injection

(x1, . . . , xn) 7→ (1 : x1 : . . . : xn).
Le morphisme de K-algèbres j∗ : K[X0, . . . , Xn] → K[X1, . . . , Xn] qui sub-

stitue (1, X1, . . . , Xn) à (X0, . . . , Xn) induit alors un isomorphisme de fais-
ceaux j∗OU ' Oj(U).

Démonstration. — Exercice facile.

Exercice 1.2.44. — Soit P ∈ K[X1, X2] un polynôme de degré d > 1, et
C = Z(P ) ⊂ A2(K) la courbe affine plane correspondante. La complétée pro-
jective Ĉ := j(C)Zar ⊂ P2(K) est l’adhérence de Zariski de j(C) dans le plan
projectif. Montrer que Ĉ est l’ensemble des zéros du polynôme homogénéisé
P̂ ∈ K[X0, X1, X2] (si aijXi

1X
j
2 est un monôme de P , alors aijXd−i−j

0 Xi
1X

j
2

est le monôme correspondant de P̂ ) : Ĉ = Z(P̂ ) ⊂ P2(K).

Proposition 1.2.45. — Soient U ⊂ Pn(K) un ensemble quasi-projectif, x
un point de U et H ⊂ Pn(K) un hyperplan ne contenant pas x. L’ouvert
V := Pn(K)\H est alors un voisinage de x isomorphe à un espace affine (V est
un exemple d’ouvert principal, voir l’exercice 1.2.60). Notons j : An(K) '−→ V .
Alors les K-algèbres OU,x et Oj−1(U∩V ),j−1(x) sont isomorphes.

Démonstration. — Soit (W, f) un couple représentant un élément de OU,x.
Il existe alors g, h ∈ K[X0, . . . Xn] homogènes de même degré tels que h ne
s’annule pas sur l’ouvert W de U et f = g

h sur W . On considère le sous-
ensemble W ′ = j−1(W ∩ V ) de j−1(U ∩ V ). C’est un voisinage de j−1(x)
dans j−1(U ∩ V ). On peut toujours supposer que j s’écrit en coordonnées
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(x1, . . . , xn) 7→ (1 : x1 : . . . : xn). Comme les polynômes g et h sont ho-
mogènes et de même degré, la fraction rationnelle g(1,X1,...,Xn)

h(1,X1,...,Xn) détermine une
fonction régulière j∗(f) sur W ′. Le couple (W ′, j∗(f)) représente un élément
de Oj−1(U∩V ),j−1(x).

Réciproquement, soit (W, f = g/h) un couple représentant un élément de

Oj−1(U∩V ),j−1(x) .

Soit d = max(deg g,deg h), en notant p̂ l’homogénéisé de degré d en X0 d’un
polynôme p ∈ K[X1, . . . Xn], la fraction ĝ/ĥ représente un élément de OU,x.

Lorsque F est un ensemble algébrique, pour tout voisinage U de x dans
F , on peut identifier OF,x à l’anneau des fractions de R(U) relativement à
l’idéal maximal mRx formé par les fonctions régulières nulles en x d’après la
proposition suivante.

Proposition 1.2.46. — Soient K un corps, F un ensemble algébrique sur
K, x un point de F et U un voisinage de x dans F . On a un isomorphisme
naturel :

OF,x ' R(U)mRx .

Si de plus F est affine, on a un isomorphisme naturel :

OF,x ' P(U)mPx .

Démonstration. — D’après la proposition 1.2.45, on peut supposer pour la
première partie de la proposition que F ⊂ An(K) est affine. Par l’application
naturelle R(U) → OF,x qui envoie f sur la classe du couple (U ∩ D(f), f),
l’image d’une fonction non nulle en x est inversible dans OF,x. En effet, si
f /∈ mRx , 1

f est régulière sur le voisinage U ∩ D(f) de x. D’après la propriété
universelle de la localisation (proposition A.3.2), on en déduit un morphisme
β : R(U)mRx → OF,x qui est surjectif. En effet, soit un élément de OF,x re-
présenté par (U, f). Il existe un voisinage V ⊂ U de x et des polynômes
g, h ∈ K[X1, . . . , Xn] tels que h ne s’annule pas sur V et g

h = f sur V . La
fraction rationnelle g

h représente un élément de R(U)
m
R(U)
x

dont l’image par
β est équivalente à f (voir la solution de l’exercice 1.2.42). Montrons l’injec-
tivité de β. Si l’image de f

g est nulle, cela signifie que f est nulle dans un
voisinage V ⊂ U de x. Si U est irréductible, cela implique que f est nulle sur
U . Sinon, décomposons U = ∪Uj en composantes irréductibles. Pour chaque
composante Uj contenant x, f étant nulle sur V ∩ Uj , elle est nulle sur Uj .
Notons W la réunion des composantes irréductibles ne passant pas par x. Il
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existe h ∈ I(W ) tel que h(x) 6= 0. Par conséquent la fonction hf est nulle
sur U et comme h /∈ mRx , c’est un élément inversible dans R(U)mRx d’où f

1 est
nulle dans R(U)mRx .

(4)

Dans le cas où F est affine, la preuve est identique en remplaçant R(U)mRx
par P(U)mPx .

Corollaire 1.2.47. — Sous les mêmes hypothèses que dans la proposi-
tion 1.2.46, on a :

OF,x ' OU,x ' R(U)
m
R(U)
x
' R(F )

m
R(F )
x

et si F est affine,
OF,x ' P(U)

m
P(U)
x
' P(F )

m
P(F )
x

.

Exemple 1.2.48. — Si F ⊂ An(K) est un ensemble algébrique af-
fine, un élément de OF,x est donc représenté par une fraction g

h où
g ∈ K[X1, . . . , Xn]/I(F ), h ∈ K[X1, . . . , Xn]/I(F ) et h(x) 6= 0.

Proposition 1.2.49. — Soient U un ensemble quasi-algébrique et x un point
de U . Le point x appartient à une seule composante irréductible de U si et
seulement si l’anneau local Ox est intègre. De manière générale, Ox est un
anneau réduit dont les idéaux premiers minimaux s’identifient aux composantes
irréductibles de U qui passent par x.

Démonstration. — Soit V un voisinage de x dans U , l’anneau R(V ) étant
réduit, ses localisés aussi. Les idéaux premiers de R(V )mx correspondent aux
idéaux premiers de R(V ) contenus dans mx. Alors les idéaux premiers mini-
maux de R(V )mx correspondent aux composantes irréductibles de V passant
par x. En effet, les applications I 7→ Z(I) et F 7→ I(F ) font correspondre
les idéaux premiers avec les sous-variétés irréductibles et sont décroissantes
pour l’inclusion. La conclusion se déduit alors du fait qu’un anneau réduit
n’ayant qu’un seul idéal premier minimal est intègre. En effet, si un anneau
A ne possède qu’un seul idéal premier minimal, il est nécessairement égal à
l’intersection I de tous les idéaux premiers de A. L’idéal I est donc premier.
Or I est le nilradical

√
(0) de A, voir [Eis95, Corollary 2.12], lui-même égal

à (0) si A est réduit. L’idéal nul de A est donc premier, c’est-à-dire que A est
intègre.

4. Pour K infini, on pourrait aussi utiliser le lemme d’évitement A.3.12.
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Lorsque F est un ensemble algébrique affine et K un corps algébriquement
clos, on identifie couramment les fonctions régulières (notion de nature lo-
cale) et les fonctions polynomiales (notion de nature globale) en vertu de la
proposition suivante :

Théorème 1.2.50 (K algébriquement clos). — Si K est algébriquement
clos et si F est fermé dans An(K) pour la topologie de Zariski, l’injection de
P(F ) dans R(F ) est une bijection.

A(F ) ' P(F ) ' R(F ).

Démonstration. — Par hypothèse, l’ensemble F est algébrique et on a un mor-
phisme canonique

ι : K[X1, . . . , Xn]/I(F )→ OF (F ) = R(F )

qui est injectif par définition de I(F ). D’après la proposition 1.2.46, on peut
identifier OF,x à l’anneau des fractions de P(F ) relativement à l’idéal maximal
mx formé par les polynômes nuls en x.

Nous supposons que F est irréductible et renvoyons à [Ser55a, Cor. 3, page
237] ou [CL13, Théorème 3.4.6] pour le cas général. Dans ce cas, P(F ) est
un anneau intègre et tous les OF,x peuvent être considérés comme des sous-
anneaux du corps des fractions FracP(F ), voir la définition A.3.8. On a alors

(1.1) Γ(F,OF ) =
⋂
x∈F
OF,x .

Mais tout idéal maximal de P(F ) est égal à l’un des mx d’après le théo-
rème des zéros de Hilbert (théorème A.5.12) ; il en résulte immédiatement
que P(F ) =

⋂
x∈F OF,x = Γ(F,OF ) d’après la proposition A.3.11 et l’égalité

(1.1).

Exercice 1.2.51. — 1. L’hypothèse «F fermé de Zariski » est essentielle.
La fonction f : K2\Z(x2+y2+1)→ K, (x, y) 7→ 1

x2+y2+1 est une fonction
régulière qui n’est restriction d’aucun polynôme sur K2.

2. L’hypothèse « K algébriquement clos » est essentielle.
La fonction g : R2 → R, (x, y) 7→ 1

x2+y2+1 est une fonction régulière
qui n’est restriction d’aucun polynôme sur R2. Ceci se traduit par le
fait que, vue comme fonction de C2 dans C, ce n’est plus une fonction
régulière.

Ce dernier exemple montre que lorsque K = R, la correspondance 1.2.50
entre fonctions polynomiales et fonctions régulières n’est plus vérifiée. Ceci car
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dans l’exemple en question, (x2 + y2 + 1) est un idéal maximal de R[x, y] ne
correspondant à aucun point de R2.

Essentiellement à cause de la non surjectivité de P(F ) ↪→ R(F ), la théorie
des variétés algébriques sur un corps non algébriquement clos ne peut se déve-
lopper comme dans [Ser55a]. Néanmoins sur R (et plus généralement sur un
corps réel clos quelconque, voir la définition A.5.18) on a une caractérisation
globale des fonctions régulières sur un ensemble quasi-algébrique affine. On
perd le type fini de l’algèbre des polynômes au profit d’une algèbre de frac-
tions rationnelles, voir la proposition 1.2.38, mais on gagne une généralisation
au cas quasi-algébrique. Ce résultat sera très utile, en l’appliquant au cas d’un
ouvert principal U = D(f) avec f ∈ P(F ), voir l’exercice 1.2.60(1) et la dé-
finition 1.3.14, d’autant plus que sur R un ouvert de Zariski quelconque est
principal, voir la proposition 1.2.61.

Théorème 1.2.52 (K réel clos). — Soit U un ensemble quasi-algébrique,
ouvert d’un fermé F ⊂ An(R). L’injection de l’anneau des fractions de P(F )
pour la partie multiplicative SU := {h ∈ P(F ) | ∀x ∈ U, h(x) 6= 0} dans R(U)
est une bijection

S−1
U P(F ) ' R(U).

En particulier toute fonction régulière f : U → R est restriction d’une fonc-
tion rationnelle globale définie en tout point de U . Formellement, il existe des
fonctions polynomiales g, h ∈ P(F ), h ne s’annulant pas sur U telles que pour
tout point x ∈ U , f(x) = g(x)/h(x).

Démonstration. — Soient g ∈ P(F ), et h ∈ P(F ) ne s’annulant pas sur U . La
fonction g/h est clairement une fonction régulière en tout point de U . Montrons
que toute fonction régulière U → R est de cette forme. Soit f ∈ R(U). Comme
U est quasi-compact (définition B.1.5) pour la topologie de Zariski, il existe
un recouvrement fini

⋃l
i=1 Ui = U par des ouverts de Zariski et des fonctions

polynomiales gi, hi ∈ P(F ), hi(x) 6= 0∀x ∈ Ui telles que f |Ui = gi/hi. Soit
si ∈ P(F ) tel que F \ Ui = {x ∈ F | si(x) = 0}. Autrement dit Ui = D(si).
Alors h :=

∑l
i=1 s

2
ih

2
i est une fonction polynomiale sur F ne s’annulant pas

sur U . Il suffit de montrer l’égalité

f =
∑l
i=1 s

2
i gihi

h

pour voir que la fonction f est de la forme annoncée. À cet effet, soit x ∈ U ,
notons Jx ⊂ {1, . . . l} l’ensemble des indices tels que x ∈ Ui. Alors pour tout
i ∈ Jx, on a f(x) = gi(x)/hi(x) et pour tout indice i /∈ Jx, si(x) = 0. En
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particulier(∑l
i=1 s

2
i gihi

h

)
(x) =

∑
i∈Jx s

2
i (x)gi(x)hi(x)∑

i∈Jx s
2
i (x)h2

i (x)
=
∑
i∈Jx s

2
i (x)h2

i (x) gi(x)
hi(x)∑

i∈Jx s
2
i (x)h2

i (x)
.

Fixons i0 ∈ Jx, alors pour tout i ∈ Jx, on a f(x) = gi(x)/hi(x) = gi0(x)/hi0(x)
et (∑l

i=1 s
2
i gihi

h

)
(x) =

∑
i∈Jx s

2
i (x)h2

i (x) gi0 (x)
hi0 (x)∑

i∈Jx s
2
i (x)h2

i (x)
= gi0(x)/hi0(x) = f(x) .

Nous verrons plus loin, avec le corollaire 1.2.66, à quel point l’anneau des
fonctions régulières d’un ensemble algébrique affine sur R ou sur C est carac-
téristique de l’ensemble algébrique considéré. Sur R, il en est de même pour
un ensemble projectif puisque qu’un tel ensemble est isomorphe à un ensemble
affine d’après la proposition 1.2.63. Par contraste, le théorème suivant montre
que pour un ensemble projectif sur C, l’anneau des fonctions régulières est
réduit à sa plus simple expression.

Théorème 1.2.53. — Soit F un ensemble algébrique projectif sur un corps
K. Si K est algébriquement clos et si F est irréductible, les seules fonctions
régulières sur F sont les constantes :

R(F ) ' K .

Démonstration. — Supposons que F ⊂ Pn(K) et considérons la K-algèbre
des coordonnées homogènes S(F ) := K[X0, . . . , Xn]/I(F ) (voir la défini-
tion 1.2.4) qui est intègre car F est irréductible. Pour N > 0, on note S(F )N
le K-espace vectoriel des fonctions polynomiales homogènes de degré N et
pour i = 0, . . . , n, on note xi la fonction correspondant à Xi. On utilise la
proposition 1.2.45 pour identifier librement le complémentaire d’un hyperplan
dans Pn(K) avec l’espace affine An(K). Soit f ∈ R(F ) une fonction régu-
lière globale. Alors pour chaque Ui := D(xi), f est régulière sur Ui ∩ F , et
donc, K étant algébriquement clos, f ∈ A(Ui ∩ F ) ' S(F )(xi) d’après le
théorème 1.2.50. Par conséquent il existe un entier naturel Ni et une fonction
polynomiale homogène gi ∈ S(F )Ni tels que

f = gi

xNii
.

En considérant les anneaux R(F ) et S(F ) comme sous-anneaux du corps
des fractions FracS(F ) (Attention à ne pas confondre FracS(F ) avec son
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sous-corps K(F ) voir la définition 1.2.69), on obtient que pour tout i, xNii f

est homogène de degré Ni. Soit N >
∑n
i=0Ni, le K-espace vectoriel S(F )N

est engendré par les monômes de degré N en x0, . . . , xn et dans chacun de ces
monômes, au moins l’un des xi apparait avec un exposant supérieur à Ni. En
particulier, pour toute fonction polynomiale homogène h ∈ S(F )N , on a hf ∈
S(F )N . Par itération, on obtient que pour tout q > 0, f qS(F )N ⊂ S(F )N .
En particulier xN0 f q ∈ S(F )N pour tout q > 0. Le sous-anneau S(F )[f ] de
FracS(F ) est donc contenu dans x−N0 S(F ) qui est un S(F )-module de type
fini. De là, f est entière sur S(F ) (voir la définition A.5.1) c’est-à-dire qu’il
existe des éléments a1, . . . , am ∈ S(F ) tels que

(1.2) fm + a1f
m−1 + · · ·+ am = 0 .

Du fait que f est de degré 0, l’équation (1.2) reste valable en remplaçant les
ai par leurs composantes homogènes de degré 0. Mais S(F )0 = K, donc pour
i = 1 . . .m, ai ∈ K et f est algébrique sur K. Comme K est algébriquement
clos, f ∈ K.

Applications régulières, morphismes d’ensembles algébriques. —

Définition 1.2.54. — Soient V etW des ensembles quasi-algébriques sur un
même corps K, un morphisme d’ensembles quasi-algébriques (ou application
régulière) ϕ : V → W est une application continue (pour les topologies de
Zariski) telle que pour tout ouvert U ⊂W et toute fonction régulière f : U →
K, la fonction f ◦ ϕ : ϕ−1(U)→ K est régulière.

Une application ϕ : V → W est un isomorphisme d’ensembles quasi-
algébriques si l’application ϕ est un homéomorphisme et si ϕ et ϕ−1 sont des
applications régulières.

Remarque 1.2.55. — Du point de vue des faisceaux (voir en appendice C,
l’exemple C.5.3), l’application ϕ est régulière si elle est continue et si le mor-
phisme induit par le tiré en arrière ϕ# : OW → ϕ∗FV (qui est un morphisme
de faisceaux sur W ), a son image contenue dans ϕ∗OV . Une application
ϕ : V → W est un isomorphisme d’ensembles quasi-algébriques si ϕ est un
homéomorphisme et si le morphisme de faisceaux induit ϕ# : OW

'−→ ϕ∗OV
est un isomorphisme de faisceaux de K-algèbres.

Exercice 1.2.56. — Morphismes et fonctions polynomiales.
1. Soient F1 ⊂ An(K) et F2 ⊂ Am(K) des ensembles algébriques sur un

même corpsK algébriquement clos. En utilisant le théorème 1.2.50, mon-
trer qu’une application ϕ : F1 → F2 est un morphisme si et seulement
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s’il existe des fonctions polynomiales f1, . . . , fm ∈ K[x1, . . . , xn] telles
que pour tout point (x1, . . . , xn) ∈ F1,

ϕ(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) .

2. Soit F1 ⊂ An(R) et F2 ⊂ Am(R) des ensembles algébriques. En uti-
lisant le théorème 1.2.52, montrer qu’une application ϕ : F1 → F2 est
un morphisme si et seulement s’il existe des fonctions polynomiales
g1, . . . , gm ∈ R[x1, . . . , xn] et h1, . . . , hm ∈ R[x1, . . . , xn] telles que pour
tout point (x1, . . . , xn) ∈ F1, h1(x1, . . . , xn) 6= 0, . . . , hm(x1, . . . , xn) 6= 0
et

ϕ(x1, . . . , xn) =
(
g1(x1, . . . , xn)
h1(x1, . . . , xn) , . . . ,

gm(x1, . . . , xn)
hm(x1, . . . , xn)

)
.

3. Soit F1 ⊂ Pn(K) et F2 ⊂ Pm(K) des ensembles algébriques sur un
même corps K algébriquement clos. Une application ϕ : F1 → F2 est un
morphisme si et seulement s’il existe des fonctions polynomiales homo-
gènes ne s’annulant pas simultanément f0, . . . , fm ∈ K[x0, . . . , xn] telles
que pour tout point x = (x0 : . . . : xn) ∈ F1,

ϕ(x) = (f0(x0, . . . , xn) : . . . : fm(x0, . . . , xn)) .

4. Le cas d’une application entre ensembles réels projectifs se ramène au
cas affine d’après la proposition 1.2.63.

Exemple 1.2.57. — Remarquons que l’image d’un ensemble quasi-
algébrique par un morphisme algébrique n’est pas forcément quasi-algébrique.
L’image B ⊂ A2(K) du plan affine par le morphisme A2(K) → A2(K),
(x, y) 7→ (xy, y) est la réunion du point (0, 0) et du complémentaire de la
droite y = 0. Ce n’est ni un ouvert, ni un fermé de A2(K). L’ensemble B,
image par un morphisme algébrique d’un ensemble algébrique affine n’est ni
un ensemble algébrique, ni un ensemble quasi-algébrique. C’est seulement
un ensemble constructible, voir [Har77, Exercise II.3.18 & 3.19] pour une
première approche de cette notion.

Exercice 1.2.58 (Ensembles quasi-algébriques)
1. L’ensemble quasi-algébrique C∗ ⊂ C est isomorphe à un ensemble algé-

brique.
2. De la même manière, les groupes GLn(C) qui sont ouverts dans les es-

pacesMn(C) sont des ensembles algébriques affines. Ce sont des groupes
algébriques.

3. Même chose pour un corps K quelconque.
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Exercice 1.2.59 (Ensembles algébriques affines)
1. Soit K un corps et H ⊂ Pn(K) une hypersurface, montrer que le com-

plémentaire Pn(K) \H est isomorphe à un espace affine.

2. SoitK un corps algébriquement clos, montrer que l’ensemble quasi-affine
U := A2(K) \ {(0, 0)} n’est pas isomorphe à un ensemble algébrique
affine.

[Indication : montrer que toute fonction régulière sur U s’étend en
une fonction régulière sur A2(K). Sur C, ce résultat est un corollaire
du théorème de Hartogs [GH78, page 7] sur l’extension des fonctions
holomorphes de deux variables.]

3. Soit K un corps algébriquement clos, le seul ensemble algébrique irré-
ductible qui soit affine sur K et isomorphe à un ensemble algébrique
projectif sur K est un point.

Exercice 1.2.60 (Ouverts principaux). — Soit K un corps algébrique-
ment clos (par exemple C) ou réel clos, voir la définition A.5.18, (par exemple
R). Soient n un entier naturel non nul et F ⊂ An(K) un ensemble algébrique.

1. En utilisant les théorèmes 1.2.50 et 1.2.52, montrer que si f ∈ P(F )
est une fonction polynomiale, le lieu D(f) de non annulation de f est
isomorphe à un ensemble algébrique affine et qu’on a un isomorphisme
de K-algèbres.

OF (D(f)) ' R(F )[ 1
f

] .

Lorsque K est algébriquement clos, on a en fait un isomorphisme

OF (D(f)) ' A(F )[ 1
f

] .

2. Soit f : A2(R)→ R, (x, y) 7→ x2 +y2. Expliciter un ensemble algébrique
affine isomorphe à D(f). Comparer à 1.2.59(2).

Les trois résultats suivants illustrent des particularités importantes des va-
riétés réelles par rapport aux variétés complexes. Comparer aux (2) et (3) de
l’exercice 1.2.59. La première propriété, surprenante comparée au cas com-
plexe, est due au fait qu’un ensemble algébrique réel peut toujours être défini
par un idéal principal.

Proposition 1.2.61. — Tout ouvert d’un ensemble algébrique réel affine est
principal.
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Corollaire 1.2.62. — Tout ouvert d’un ensemble algébrique réel affine est
isomorphe à un ensemble algébrique réel affine.

Démonstration. — En effet soient F ⊂ An(R) un ensemble algébrique réel
et U ⊂ F un ouvert de F . Notons F ′ = F \ U et considérons un ensemble
{P1, . . . , Pl} de générateurs de I(F ′). Alors F ′ = Z(P ) où P ∈ R[X1, . . . , Xn]
est le polynôme P = P 2

1 + P 2
2 + · · · + P 2

l . Pour conclure, on remarque que
l’ouvert U de An(R) est isomorphe au fermé suivant de An+1(R){

(x1, . . . , xn, y) ∈ An+1(R) | (x1, . . . , xn) ∈ F et yP (x1, . . . , xn) = 1
}
.

Proposition 1.2.63. — Tout ensemble algébrique réel projectif est iso-
morphe à un ensemble algébrique réel affine.

Démonstration. — Il suffit d’observer que Pn(R) est égal à la variété al-
gébrique réelle Pn(R) \ H, où H est l’hypersurface de Pn(R) d’équation
x2

0 + · · · + x2
n = 0. L’espace Pn(R) est donc un ensemble algébrique affine

d’après l’exercice 1.2.59(1).

Théorème 1.2.64. — Soit F et F ′ des ensembles algébriques sur un même
corps K. Si F ′ est affine, on a une bijection naturelle

α : Hom(F, F ′) '−→ Hom(A(F ′),R(F ))

où le Hom de gauche est l’ensemble des morphismes d’ensembles algébriques,
et le Hom de droite est un ensemble de morphismes de K-algèbres.

Si de plus le corps K est réel clos ou algébriquement clos, alors on a une
bijection naturelle

β : Hom(R(F ′),R(F )) '−→ Hom(A(F ′),R(F )) .

Nous verrons un énoncé analogue dans le cadre des variétés abstraites en
1.3.18.

Démonstration. — Commençons par définir l’application α. Tout morphisme
d’ensembles algébriques ϕ : F → F ′ induit un morphisme de K-algèbres
ϕ∗ : R(F ′) → R(F ), ϕ∗(f) = f ◦ ϕ. On pose α(ϕ) := ϕ∗|A(F ′). Réciproque-
ment, soit h : A(F ′)→ R(F ) un morphisme de K-algèbres. On peut supposer
que F ′ est un fermé de AN (K) et que A(F ′) = K[y1, . . . , yN ]/I(F ′). Les
images ξi ∈ R(F ) par h des classes dans A(F ′) des fonctions polynomiales yi
sont des fonctions globales sur F qui permettent de définir une application
ψ : F → AN (K) par ψ(x) = (ξ1(x), . . . , ξN (x)) pour x ∈ F . Du fait que
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F ′ = Z(I(F ′)) et que h est un morphisme de K-algèbres, il est immédiat que
ψ(x) ∈ F ′ pour x ∈ F . Sachant que chaque composante ξi de ψ est régulière
sur F , on vérifie sans difficulté que ψ est un morphisme. Par construction
h 7→ ψ est une bijection réciproque de α.

Pour définir l’application β, on utilise l’injection A(F ′) ↪→ R(F ′) (voir la
remarque 1.2.36) de la K-algèbre des coordonnées affines dans la K-algèbre
des fonctions régulières. Soit h : R(F ′)→ R(F ) un morphisme de K-algèbres
et posons β(h) := h|A(F ′). D’après le théorème 1.2.50 si K est algébriquement
clos, ou le théorème 1.2.52 si K est réel clos, tout élément de R(F ′) est repré-
senté par une fonction rationnelle globale et on en déduit aisément que l’image
de h est déterminée par ses valeurs sur A(F ′).

Les corollaires ci-dessous sont immédiats. Le premier est à la base du dic-
tionnaire entre géométrie algébrique et algèbre commutative. Nous verrons des
énoncés analogues dans le cadre des variétés abstraites en 1.3.19.

Corollaire 1.2.65. — Soient F et F ′ des ensembles algébriques affines sur
un même corps K. Si K est algébriquement clos, alors F est isomorphe à F ′
si et seulement si les K-algèbres A(F ) et A(F ′) sont isomorphes.

Corollaire 1.2.66. — Soient F et F ′ des ensembles algébriques affines sur
un même corps K. Si K est réel clos ou algébriquement clos, alors F est iso-
morphe à F ′ si et seulement si les K-algèbres R(F ) et R(F ′) sont isomorphes.

Remarque 1.2.67. — Si au lieu de considérer les morphismes réguliers, on
considère les morphismes polynomiaux, la situation sur R est la même que sur
C : F est polynomialement isomorphe à F ′ si et seulement si les R-algèbres
A(F ) et A(F ′) sont isomorphes, voir [CLO15, Chapitre V, section 4, propo-
sition 8].

Exercice 1.2.68 (Coniques). — On anticipe sur la définition 1.6.1 de
courbe affine (resp. projective) plane. Une conique est une courbe plane de
degré 2 (5). Une conique affine est donc déterminée par un polynôme de de-
gré 2 à deux variables. Une conique projective est déterminée par un polynôme
homogène de degré 2 à trois variables. Ainsi, si le lieu des zéros d’une conique
est non singulier et non vide, c’est une variété de dimension 1 (voir les défi-
nitions 1.5.9 et 1.5.43). L’ensemble des zéros d’une conique est aussi appelé,

5. Plus généralement, une quadrique sur un corps K est une classe d’équivalence de po-
lynômes de degré 2 à coefficients dans K, les polynômes P et Q étant équivalents s’il existe
λ ∈ K∗ tel que P = λQ.
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abusivement, une conique, on prendra garde de conserver les informations
données par l’équation qui sont perdues en ne considérant que l’ensemble des
zéros, ainsi (x+y−1)2 est une conique appelée droite double mais elle possède
le même ensemble de zéros que la droite (x + y − 1) qui, elle, n’est pas une
conique.

1. Soit P un polynôme irréductible de degré 2, alors Z(P ) est vide ou
irréductible (voir la définition 1.2.15).

2. Calculer les anneaux de coordonnées affines des coniques déterminées
par y = x2 et xy = 1 et en déduire qu’elles ne sont pas isomorphes.

3. On suppose que le corps de base K est algébriquement clos.

(a) Montrer qu’une conique irréductible de P2(K) est isomorphe à
P1(K).

(b) Montrer que A1(K) n’est pas isomorphe à A1(K) \ {0}.

(c) Montrer qu’une conique irréductible de A2(K) est isomorphe à
A1(K) ou à A1(K) \ {0}.

4. On suppose que K = C.

(a) Classifier à isomorphisme près les coniques (éventuellement réduc-
tibles) de P2(C).

(b) Classifier à isomorphisme près les coniques (éventuellement réduc-
tibles) de A2(C).

5. On suppose que K = R.

(a) Exhiber deux polynômes de degré 2 irréductibles définissant deux
coniques de P2(R) non isomorphes et montrer que toute conique de
P2(R) définie par un polynôme irréductible est isomorphe à l’une
d’entre elles.

(b) Exhiber quatre polynômes de degré 2 irréductibles définissant quatre
coniques de A2(R) non isomorphes deux à deux et montrer que toute
conique de A2(R) définie par un polynôme irréductible est isomorphe
à l’une d’entre elles.

(c) Classifier à isomorphisme près les coniques (éventuellement réduc-
tibles) de P2(R).

(d) Classifier à isomorphisme près les coniques (éventuellement réduc-
tibles) de A2(R).
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Fonctions rationnelles. —

Définition 1.2.69. — Soit K un corps et U un ensemble quasi-algébrique
sur K. On appelle K-algèbre des fonctions rationnelles de U la K-algèbre

K(U) = lim−→
V=U
OU (V )

lorsque V parcourt les ouverts denses de U . Un élément de K(U) est donc une
classe d’équivalence de couples (V, f) où V est un ouvert dense de U , f est
une fonction régulière sur V , et où l’on identifie deux couples (V, f) et (W, g)
si f = g sur un ouvert dense contenu dans V ∩W . Les éléments de K(U) sont
appelés les fonctions rationnelles sur U .

Remarque 1.2.70. — Comme K(U) est une limite inductive de K-algèbres,
c’est une K-algèbre.

Proposition 1.2.71. — Pour tout ouvert dense V dans U , le morphisme
naturel

K(U) '−→ K(V )

est un isomorphisme.

Démonstration. — En effet, par définition de la limite inductive on peut
prendre la limite en se restreignant aux ouverts denses contenus dans V .

Proposition 1.2.72. — Soit U un ensemble quasi-algébrique sur un corps
K. Si U est irréductible, alors K(U) est un corps.

Démonstration. — Si (V, f) représente un élément de K(U) avec f 6= 0, on
peut restreindre f à l’ouvert non vide W = V \Z(f) qui est dense du fait que
U est irréductible. Ce qui fait que 1

f est régulière sur W , la classe de (W, 1
f )

est alors l’inverse de celle de (V, f) dans K(U).

Définition 1.2.73. — Soit K un corps et U un ensemble quasi-algébrique
sur K. Si U est irréductible, le corps K(U) est appelé corps des fonctions
rationnelles ou corps des fonctions de U .

Remarque 1.2.74. — On note souvent le corps des fonctions d’un ensemble
algébrique irréductible V par K(V ) même lorsque le corps de base n’est pas
K. Par exemple si V est un ensemble algébrique irréductible sur C, son corps
des fonctions sera noté indifféremment par K(V ) ou C(V ).
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Proposition 1.2.75. — Soit F un ensemble algébrique irréductible sur un
corps K, alors pour tout point x ∈ F et tout voisinage U de x dans F , les
morphismes canoniques

R(U) ↪→ OU,x ↪→ K(U)

sont injectifs. De plus les morphismes de restriction

OF,x
'−→ OU,x et K(F ) '−→ K(U)

sont des isomorphismes.

Démonstration. — L’ouvert U étant non vide, il est dense dans l’espace irré-
ductible F et l’isomorphisme K(U) ' K(F ) a été vu en proposition 1.2.71.
Les trois affirmations d’injectivité proviennent du fait qu’une fonction régu-
lière étant continue pour la topologie de Zariski, si elle est nulle sur un ouvert
non vide d’un espace irréductible, elle est alors nulle partout.

Remarque 1.2.76. — Si F est un ensemble algébrique affine irréductible sur
un corps K et x un point de F , les applications naturelles OF (V ) → K(F ),
où V est un ouvert de F contenant x, sont injectives et les anneaux OF (V )
peuvent donc être considérés comme des sous-anneaux du corps de fonctions
rationnelles K(F ). Au vu de la remarque C.3.2, on a alors

OF,x =
⋃
V 3x
OF (V ) .

Proposition 1.2.77. — Soit F un ensemble algébrique sur un corps K, alors
pour tout ouvert dense U ⊂ F ,

K(F ) ' FracR(U)

où FracA est l’anneau total des fractions d’un anneau A (définition A.3.8).

Remarque 1.2.78. — On fera bien attention qu’en géométrie analytique
complexe, une telle proposition serait fausse : par exemple la fonction z 7→
exp 1

z est une fonction holomorphe sur C \ {0} qui n’admet aucune écriture
comme quotient de deux fonctions holomorphes sur C (voir l’appendice D).

Démonstration. — L’ouvert U étant dense dans F , la proposition 1.2.71 s’ap-
plique et le morphisme R(U) → K(U) ' K(F ) est injectif car une fonction
régulière étant continue pour la topologie de Zariski, si elle est nulle sur un ou-
vert dense, elle est alors nulle partout. Le morphisme induit sur l’anneau total
des fractions FracR(U) → K(F ) est donc injectif aussi. Comme par ailleurs,
il est surjectif par définition de fonction régulière, la preuve est acquise.
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Corollaire 1.2.79. — Soit F un ensemble algébrique affine sur un corps K
algébriquement clos ou réel clos, alors

K(F ) ' FracP(F ).

Démonstration. — Si K est algébriquement clos, l’isomorphisme ci-dessus ré-
sulte de la conjonction de la proposition 1.2.77 et du théorème 1.2.50. Si K
est réel clos, toute fonction régulière f ∈ R(F ) est la restriction d’une fonc-
tion rationnelle définie sur F d’après le théorème 1.2.52 et en particulier,
FracR(F ) ' FracP(F ).

Exercice 1.2.80. — Soit K un corps algébriquement clos ou réel clos.
1. Soit n un entier naturel non nul, alors

K(An(K)) = K(X1, . . . , Xn).

2. Soit n un entier naturel non nul, alors
K(Pn(K)) = K(X1, . . . , Xn) = K(An(K)) .

3. Soit C = Z(P ) ⊂ A2(K) une courbe plane d’équation P (x, y) = 0 où
P ∈ K[x, y] est un polynôme de degré non nul.
(a) Notons f1 = x|C et f2 = y|C alors P (f1, f2) = 0 dans K(f1, f2) et

K(C) = K(f1, f2)
est une extension de degré fini de K(X).

(b) Si K est algébriquement clos, alors K(C) ' FracK[X,Y ]/
√

(P ).

1.3. Variétés algébriques abstraites

Les ensembles algébriques ou quasi-algébriques ont tout d’abord été définis
comme sous-ensembles d’espaces affines ou projectifs. Grâce à l’introduction
du faisceau des fonctions régulières et de la notion d’isomorphisme, nous avons
obtenu une notion indépendante de l’espace ambiant. On peut aller plus loin, et
dans la même veine que pour les variétés différentielles, définir des variétés sans
référence à un espace ambiant : une variété algébrique abstraite est un espace
annelé (6) recouvert par un nombre fini (7) de variétés affines (8). Ce faisant, nous

6. C’est-à-dire un espace topologique muni d’un faisceau d’anneaux vérifiant certaines
propriétés, voir la définition C.5.1.

7. Cette restriction sur la topologie correspond, dans le cas des variétés différentielles, à
l’hypothèse « à base dénombrable d’ouverts ».

8. Ce sont les modèles locaux jouant le rôle des ouverts de cartes pour les variétés diffé-
rentielles.



38 CHAPITRE 1. VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

définissons une classe plus générale que la classe des variétés quasi-projectives
considérée jusqu’ici. La situation est distincte du cas différentiable où toute
variété différentielle réelle abstraite se plonge différentiablement dans un Rn

(pour ce résultat classique, voir par exemple [Hir76, Theorem I.3.4]).
Nous nous restreindrons la plupart du temps aux variétés abstraites

isomorphes à des variétés quasi-projectives. Cette classe contient aussi les
variétés projectives, les variétés quasi-affines et les variétés affines d’après
le lemme 1.2.43. Même en se cantonnant aux variétés algébriques quasi-
projectives, la notion de variété abstraite est adaptée aux variétés dont
la présentation la plus naturelle ou la plus utile n’est pas toujours une liste
d’équations. Nous pensons en particulier aux variétés quotients et aux variétés
fibrées.

Définition 1.3.1. — Une variété algébrique (abstraite) sur un corps K est
un couple (X,OX) où X est un espace topologique (qui est de fait quasi-
compact, voir la définition B.1.5, d’après la condition imposée) et OX est un
sous-faisceau du faisceau des fonctions sur X à valeurs dans K assujetti à la
condition suivante : il existe un recouvrement de l’espace X par un nombre
fini d’ouverts Ui tels que (Ui,OX |Ui) est isomorphe comme espace annelé à
un ensemble algébrique affine dans un Kn muni de son faisceau des fonctions
régulières (1.2.1 et 1.2.33). Par analogie avec les cas affines et projectifs, la
topologie de X est appelée topologie de Zariski et le faisceau OX est appelé
faisceau des fonctions régulières ou faisceau structural de la variété X.

Définition 1.3.2. — Un ouvert U ⊂ X tel que (U,OX |U ) soit isomorphe à
un ensemble algébrique affine est un ouvert affine de X et un recouvrement
de X par de tels ouverts est un recouvrement affine de X.

Remarque 1.3.3. — Insistons ici sur le fait qu’avec cette définition, une
variété algébrique n’est pas forcément irréductible contrairement à certains
usages en particulier chez les auteurs américains.

Définition 1.3.4. — Si X et Y sont des variétés algébriques sur K, un
morphisme (ou application régulière) ϕ : X → Y est une application continue
telle que pour tout ouvert V ⊂ Y et toute fonction régulière f : V → K, la
fonction f ◦ ϕ : ϕ−1(V )→ K est régulière.

Remarque 1.3.5. — (Voir en appendice C, l’exemple C.5.3.) Un morphisme
de variétés algébriques est un morphisme d’espaces annelés qui induit un mor-
phisme de faisceaux de K-algèbres. Autrement dit, une application ϕ : X → Y
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est un morphisme de variétés algébriques si elle est continue et si l’image du
morphisme de faisceaux induit par le tiré en arrière ϕ# : OY → ϕ∗FX est
contenue dans ϕ∗OX .

Soient X une variété algébrique sur K et Y ⊂ X un sous-espace localement
fermé dans X. On veut définir un faisceau sur Y qui fasse de l’inclusion un
morphisme de variétés. On prendra garde que pour définir ce faisceau sur Y ,
on ne peut se contenter de considérer les restrictions des fonctions sur les
ouverts de X ; on obtiendrait alors seulement un préfaisceau en général, voir
par exemple [Per95, III.4.8]. On utilise le fait que OX est un faisceau de
fonctions sur X et on pose OY := (OX)Y qui est un faisceau sur Y , voir la
définition C.1.6, dont on rappelle la description des sections locales ci-dessous.

Si Y est ouvert dans X, on a alors OY = OX |Y , en effet (Y,OX |Y ) est
clairement une variété algébrique sur K (tout ouvert U de Y étant un ouvert
de X, on a tout simplement OX |Y (U) = OX(U), voir l’exemple C.4.9). Dans
le cas général, les sections locales du faisceau OY au-dessus d’un ouvert U de
Y sont :

OY (U) = {f : U → K | ∀x ∈ U,
∃V voisinage de x dans X et ∃g ∈ OX(V ) | g|V ∩U = f |V ∩U} .

Proposition 1.3.6. — Soient X une variété algébrique sur un corps K et
Y un sous-espace localement fermé de X. Le couple (Y,OY ) est une variété
algébrique et l’inclusion Y ↪→ X est un morphisme de variétés algébriques.

Démonstration. — Immédiate d’après les définitions.

Définition 1.3.7. — Soient X une variété algébrique sur K et Y un sous-
espace localement fermé de X. Le couple (Y,OY ) est une sous-variété algé-
brique de (X,OX). On a deux cas particuliers importants, lorsque Y est fermé
(resp. ouvert) dans X pour la topologie de Zariski, on précise en disant que
Y est sous-variété algébrique fermée (resp. sous-variété algébrique ouverte) de
X.

Exemple 1.3.8. — Considérons le cas où X = An(K) et Y = F est un
fermé de An(K). Alors la K-algèbre OF (F ) est le quotient de OAn(K)(F ) par
l’idéal I(F ).

Définition 1.3.9. — Soit X une variété algébrique sur K. Si K = C, on dit
que X est une variété algébrique complexe (ou variété complexe si le contexte
est explicite). Si K = R, on dit que X est une variété algébrique réelle.
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La définition 1.3.1, tirée de [Per95, § III.4] est due à Serre [Ser55a,
Chapitre II] pour K algébriquement clos. (9) Suivant l’usage instauré dans
[BCR87], on l’applique aussi à K = R dans la définition 1.3.9 pour définir les
variétés algébriques réelles. Avec cette définition, tout sous-espace localement
fermé U d’un espace affine An(R), muni de la topologie induite et du faisceau
OU défini au 1.2.39 est une variété algébrique réelle. De même, tout ensemble
algébrique projectif sur R (voir la définition 1.2.3) est une variété algébrique
réelle. Plus généralement, pour un corps de base K quelconque, tout ensemble
algébrique affine muni de son faisceau des fonctions régulières (définitions
1.2.33 et 1.2.39) est une variété algébrique et tout ensemble algébrique projec-
tif muni de son faisceau des fonctions régulières (définitions 1.2.34 et 1.2.39)
est une variété algébrique. De ces exemples on tire les définitions suivantes.

Définition 1.3.10. — Une variété algébrique (Y,OY ) sur un corps K est :
1. affine si elle est isomorphe comme espace annelé à un ensemble algé-

brique affine muni de son faisceau des fonctions régulières (définitions
1.2.33 et 1.2.39) ;

2. projective si elle est isomorphe comme espace annelé à un ensemble algé-
brique projectif muni de son faisceau des fonctions régulières (définitions
1.2.34 et 1.2.39) ;

3. quasi-affine (resp. quasi-projective) si Y est un ouvert de Zariski d’une
variété affine (resp. projective) X et OY = OX |Y est la restriction à Y
du faisceau OX .

Le résultat suivant illustre une particularité importante des variétés réelles
par rapport aux variétés complexes. Comparer aux résultats 1.2.61, 1.2.62 et
1.2.63.

Proposition 1.3.11 (Variétés algébriques réelles affines)
Une variété algébrique réelle est affine si et seulement si elle est quasi-

projective.

Démonstration. — En effet, sur tout corps, si X est une variété algébrique
affine, alorsX est quasi-affine par définition, et donc quasi-projective d’après le
lemme 1.2.43. Réciproquement sur R, on déduit de la proposition 1.2.63 le fait
remarquable (et faux en particulier pour les variétés algébriques complexes)

9. On prendra garde que Serre prend soin d’ajouter une hypothèse technique de séparation
(voir l’appendice B.1) qui est négligée par [BCR87] comme par [Per95] car toujours vérifiée
lorsqu’on se restreint aux variétés quasi-projectives.
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que toute variété algébrique réelle projective est affine, puis on déduit du
corollaire 1.2.62 que tout ouvert d’une variété algébrique réelle affine est une
variété algébrique réelle affine.

Par définition, une variété algébriqueX sur un corpsK est donc affine (resp.
projective) s’il existe un entier n et un morphisme de variétés algébriques

ϕ : X → An(K) (resp. Pn(K))

tels que ϕ(X) soit localement fermé pour la topologie de Zariski de l’espace
d’arrivée et ϕ induit un isomorphisme de variétés algébriques entre (X,OX)
et la sous-variété (ϕ(X),Oϕ(X)) de (An(K),OAn(K)) (resp. (Pn(K),OPn(K))).
Un tel morphisme s’appelle un plongement :

Définition 1.3.12. — Soient X et Y des variétés algébriques sur un même
corps K. Un morphisme ϕ : X → Y est un plongement de X dans Y si ϕ(X)
est localement fermé dans Y et si ϕ induit un isomorphisme entre X et ϕ(X).

Exercice 1.3.13 (Plongement de Segre). — On considère l’application

ϕ :
{

Pr(K)a0:...:ar ×Ps(K)b0:...:bs −→ PN (K)
(a0 : . . . : ar)× (b0 : . . . : bs) 7−→ (. . . : aibj : . . . )

où N = rs + r + s et où (. . . : aibj : . . . ) est ordonné selon l’ordre lexicogra-
phique. Vérifier que ϕ est bien définie et injective puis montrer que son image
X := ϕ (Pr(K)×Ps(K)) est une sous-variété de PN (K), c’est-à-dire que ϕ
est un plongement. [Indication : voir [Har77, Exercice I.2.14].]

En particulier, montrer que le plongement de Segre réalise le produit
P1(K)×P1(K) comme surface quadrique dans P3(K).

Une variété projective ne peut pas se plonger dans n’importe quel espace
projectif, en particulier une courbe irréductible non singulière ne peut pas
toujours se plonger dans le plan voir la section 1.6.

Lorsque K = R, remarquons, et c’est là un problème crucial, qu’un espace
fibré dont la base et la fibre sont des variétés algébriques réelles affines n’est
pas toujours une variété algébrique réelle affine, voir l’exemple 2.5.6.

Définition 1.3.14. — Soient I, J ⊂ K[X0, . . . , Xn] deux idéaux homogènes
et X ⊂ Pn(K) la variété quasi-projective déterminée de la façon suivante :

X := Z(J) \ Z(I) = D(I) ∩ Z(J) .
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Un ouvert U de X est un ouvert principal de X s’il existe une fonction
f ∈ I(Z(I)) dont U est le lieu de non annulation dans X,

U = D(f) := D(f) ∩ Z(J) .

Exercice 1.3.15 (Ouverts affines et principaux)
1. Sur une variété algébrique réelle quasi-projective, les ouverts affines sont

tous principaux.
2. Montrer que sur une variété quasi-projective, l’intersection de deux ou-

verts principaux est un ouvert principal.
3. En déduire que sur une variété algébrique quasi-projective, les ouverts

principaux forment une base d’ouverts pour la topologie de Zariski (voir
l’exercice 1.2.60).

4. Sur une variété quasi-projective, l’intersection de deux ouverts affines
est un ouvert affine.

5. Soient X une variété algébrique sur K quasi-projective et f : X → K

une fonction. Montrer que f est régulière si et seulement s’il existe un
recouvrement affine de X tel que la restriction de f à chaque ouvert du
recouvrement est régulière.

6. Soient K un corps algébriquement clos, X = Z(J) \ Z(I) ⊂ Pn(K) une
variété quasi-projective déterminée par deux idéaux homogènes I, J ⊂
K[X0, . . . , Xn] et h ∈ I une fonction polynomiale homogène. Toute fonc-
tion régulière sur l’ouvert principal D(h) := D(h) ∩ X de X s’écrit g

hk

où g est une fonction polynomiale homogène et deg g = k deg h.

Soit f un élément d’un anneau A, rappelons (définition A.3.1) qu’on note Af
l’anneau localisé de A en la partie multiplicative des puissances de f . L’énoncé
suivant est une conséquence de l’exercice 1.2.60(1).

Proposition 1.3.16. — Soit K un corps algébriquement clos (par exemple
C) ou réel clos (par exemple R). Soient F un ensemble algébrique affine et
f ∈ P(F ) une fonction polynomiale sur F . On a un isomorphisme de K-
algèbres :

OF (D(f)) ' OF (F )f .

Par définition, si Y est isomorphe à X, les K-algèbres OX(X) et OY (Y )
sont isomorphes, l’algèbre des fonctions régulières globales est donc un inva-
riant de la variété X. De même, l’algèbre des fonctions rationnelles globales
est un invariant de X. Ainsi que pour tout point x ∈ X, l’algèbre OX,x est
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un invariant du couple (X,x) dans le sens suivant : si ϕ : X → Y est un
isomorphisme, OX,x et OY,ϕ(y) sont des algèbres isomorphes.

L’algèbre des coordonnées affines A, l’algèbre des fonctions polynomiales P
et l’algèbre des coordonnées homogènes S dépendent a priori du plongement.
Pour une variété affine X sur un corps algébriquement clos, l’algèbre des co-
ordonnées A(X) est un invariant grâce au théorème 1.2.50 alors que pour une
variété projective X, l’anneau des coordonnées homogènes S(X) dépend du
plongement dans un projectif, voir l’exemple 1.3.17 ci-dessous.

Exemple 1.3.17. — Considérons le plongement (définition 1.3.12) de P1(K)
comme conique plane (c’est le plongement de Veronese de degré 2 de P1(K)) :

ϕ : P1(K)x:y → P2(K)X:Y :Z , (x : y) 7→ (x2 : y2 : xy) .

L’image C := ϕ(P1(K)) est la conique d’équation XY = Z2. L’anneau des
coordonnées homogènes de P1(K) est K[x, y]. Mais l’anneau des coordonnées
homogènes de C, K[C] = K[X,Y, Z]/(XY −Z2) n’est pas isomorphe à K[x, y]
car l’espace des éléments de degré 1 est de dimension 3 dans K[C].

Théorème 1.3.18. — Soit X et Y des variétés algébriques sur un même
corps K. Si Y est affine, on a une bijection naturelle

α : Hom(X,Y ) −→ Hom(A(Y ),R(X))

où le Hom de gauche est l’ensemble des morphismes de variétés algébriques,
et le Hom de droite est l’ensemble des morphismes de K-algèbres.

Si de plus le corps K est réel clos ou algébriquement clos, alors on a une
bijection naturelle

β : Hom(R(Y ),R(X)) −→ Hom(A(Y ),R(X)) .

Démonstration. — La preuve du théorème 1.2.64 s’applique mot pour mot en
considérant un ensemble algébrique affine F ′ isomorphe à Y .

Corollaire 1.3.19. — Soient X et Y des variétés affines sur un même corps
K. Si K est algébriquement clos, alors X est isomorphe à Y si et seulement
si les K-algèbres A(X) et A(Y ) sont isomorphes.

Corollaire 1.3.20. — Soient X et Y des variétés affines sur un même corps
K. Si K est réel clos ou algébriquement clos, alors X est isomorphe à Y si et
seulement si les K-algèbres R(X) et R(Y ) sont isomorphes.
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On reprend la définition 1.2.40 pour les variétés abstraites. Soit (X,OX)
une variété algébrique sur un corps K. La K-algèbre des germes de fonctions
régulières au point x est la fibre en x du faisceau OX :

Ox := OX,x = lim−→
V 3x
OU (V )

où la limite inductive est considérée pour V parcourant les voisinages ouverts
de x dans U . On reprend de même la définition 1.2.69 pour les variétés abs-
traites. La K-algèbre des fonctions rationnelles de X est donnée par

K(X) = lim−→
U=X

OX(U)

lorsque U parcourt les ouverts denses de X. Le résultat suivant se déduit alors
immédiatement de la proposition 1.2.77.

Proposition 1.3.21. — Soit X une variété algébrique sur K. Pour tout
ouvert dense U ⊂ X,

K(X) = FracOX(U) .

Ce résultat est en particulier utile lorsque U est un ouvert affine.

Applications rationnelles. —

Définition 1.3.22. — Si X et Y sont des variétés algébriques sur K, une
application rationnelle ϕ : X 99K Y est une classe d’équivalence de couples
(U,ϕU ) où U est un ouvert dense de X, ϕU est un morphisme de U vers
Y , et où deux couples (U,ϕU ) et (V, ϕV ) sont équivalents si les morphismes
ϕU et ϕV prennent les mêmes valeurs sur U ∩ V . L’application rationnelle ϕ
est dominante si pour un représentant (U,ϕU ), l’image de ϕU est dense dans
Y . L’application ϕ est définie en un point x ∈ X s’il existe un représentant
(U,ϕU ) de ϕ tel que x ∈ U . Les couples représentant ϕ sont ordonnés de
manière évidente et le plus grand ouvert sur lequel ϕ est définie est appelé le
domaine de ϕ. On le note

dom(ϕ) := {x ∈ X | ϕ est définie en x} .

Remarque 1.3.23. — 1. Un morphisme est une application rationnelle.
2. On utilise souvent une flèche discontinue 99K pour rappeler qu’une ap-

plication rationnelle ϕ : X 99K Y n’est pas a priori définie partout et on
indiquera le cas échéant par une flèche continue → que ϕ : X → Y est
un morphisme.
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3. Bien sûr, si Y = K, une application rationnelle ϕ : X 99K Y = K est
une fonction rationnelle telle que définie en 1.2.69.

Exercice 1.3.24. — La relation entre les couples est bien une relation d’équi-
valence car on a pris soin d’imposer aux ouverts d’être denses. Lorsque X est
irréductible, il suffit d’exiger que les ouverts soient non vides.

Exercice 1.3.25 (Voir l’exercice 1.2.56). — Supposons que K = R ou
C. Soient X ⊂ An(K), Y ⊂ AN (K) des ensembles algébriques sur K et

ϕ : X 99K Y

une application rationnelle. Montrer que ϕ est la restriction d’une applica-
tion rationnelle An(K) 99K AN (K), c’est-à-dire qu’il existe des polynômes
P1, . . . , PN ∈ K[X1, . . . , Xn] à coefficients dans K et des polynômes non
nuls Q1, . . . , QN ∈ K[X1, . . . , Xn] à coefficients dans K tels que pour tout
(x1, . . . , xn) ∈ X en lequel ϕ est définie,

ϕ(x1, . . . , xn) =
(
P1(x1, . . . , xn)
Q1(x1, . . . , xn) , . . . ,

PN (x1, . . . , xn)
QN (x1, . . . , xn)

)
.

Le cas des courbes non singulières, voir la définition 1.3.26, est à part car
une application rationnelle se prolonge en un morphisme vers une variété pro-
jective :

Proposition 1.3.26. — Soient X une courbe non singulière, Y une variété
projective et ϕ : X 99K Y une application rationnelle. Alors il existe une ap-
plication régulière Φ: X → Y qui prolonge ϕ, c’est-à-dire que pour tout point
P ∈ dom(ϕ), Φ(P ) = ϕ(P ).

Démonstration. — Voir [Har77, Proposition I.6.8].

On ne peut pas toujours composer des applications rationnelles mais claire-
ment, on peut composer les applications rationnelles dominantes, la catégorie
des variétés et applications rationnelles dominantes est donc bien définie. Les
« isomorphismes » de cette catégorie sont les applications birationnelles.

Définition 1.3.27. — Si X et Y sont des variétés algébriques sur un corps
K, une application birationnelle ϕ : X 99K Y est une application rationnelle
dominante qui admet une réciproque, c’est-à-dire une application rationnelle
dominante ψ : Y 99K X telle que ϕ ◦ ψ = idY et ψ ◦ ϕ = idX en tant qu’ap-
plications rationnelles. S’il existe une application birationnelle X 99K Y , on
dit que les variétés X et Y sont birationnellement équivalentes ou simplement
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birationnelles. Un morphisme birationnel est un morphisme ϕ : X → Y qui
admet une application rationnelle dominante réciproque.

Remarque 1.3.28. — Une application birationnelle ϕ : X 99K Y est donc
un morphisme birationnel si et seulement si dom(ϕ) ⊃ X.

Exemple 1.3.29. — L’éclatement d’une variété le long d’une sous-variété
(revoir construction en appendice F) est un morphisme birationnel.

Théorème 1.3.30. — Soit X et Y des variétés algébriques sur un même
corps K. Il existe une application ϕ 7→ ϕ∗ qui à une application rationnelle
dominante de X dans Y associe un morphisme de K-algèbres de K(Y ) dans
K(X). Si de plus X et Y sont irréductibles, cette application est une bijection
entre

1. L’ensemble des applications rationnelles dominantes de X dans Y , et

2. L’ensemble des morphismes de K-algèbres de K(Y ) dans K(X).

Démonstration. — Soit ϕ : X 99K Y une application rationnelle dominante
et (U,ϕU ) un couple la représentant. Soit (V, fV ) un couple représentant un
élément de K(Y ). Par hypothèse, ϕU (U) est dense dans Y et en particulier
ϕ−1
U (V ) est un ouvert non vide de X. Par conséquent f ◦ ϕU est régulière sur

ϕ−1
U (V ) et le couple

(
ϕ−1
U (V ), f ◦ ϕU

)
représente une fonction rationnelle sur

X. On en déduit un morphisme de K-algèbres ϕ∗ : K(Y )→ K(X).
Réciproquement, supposons que X et Y sont irréductibles et soit

θ : K(Y ) → K(X) un morphisme de K-algèbres. On veut définir une
application rationnelle ϕ de X sur Y telle que ϕ∗ = θ. Par définition
de variété, Y est recouverte par des variétés affines. Par irréductibi-
lité, nous pouvons donc supposer que Y est un fermé de AN (K) et que
A(Y ) = K[y1, . . . , yN ]/I(Y ) = P(Y ). Les fonctions yi|Y ∈ P(Y ) sont des
fonctions rationnelles sur Y et leurs images θ(yi) ∈ K(X) sont des fonctions
rationnelles sur X. Pour i = 1 . . . N , notons Ui ⊂ X le domaine de θ(yi),
alors l’ouvert U := ∩Ni=1Ui est non vide car X est irréductible. On définit
une application ϕU : U → AN (K) par ϕU = (θ(y1), . . . θ(yN )). Du fait que
Y = Z(I(Y )) et que θ est un morphisme de K-algèbres, il est immédiat que
ϕU (x) ∈ Y pour x ∈ U ⊂ X. Sachant que chaque composante θ(yi) de ϕU
est régulière sur U , on vérifie sans difficulté que ϕU est un morphisme. Le
couple (U,ϕU ) représente donc une application rationnelle ϕ : X 99K Y telle
que ϕ∗ = θ.
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Remarque 1.3.31. — Si X est irréductible et s’il existe une application
rationnelle dominante ϕ : X 99K Y , alors Y est irréductible aussi. En effet,
soit U ⊂ X un ouvert sur lequel ϕ est définie et tel que ϕ(U) soit dense dans
Y . Comme X est irréductible, U l’est aussi et d’après le lemme 1.2.18, ϕ(U)
est irréductible.

Proposition 1.3.32. — Soient K un corps, X et Y deux variétés algébriques
sur K. Si X et Y sont irréductibles, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Les variétés X et Y sont birationnellement équivalentes ;
2. il existe des ouverts non vides U ⊂ X et V ⊂ Y , isomorphes en tant que

variétés algébriques ;
3. les K-algèbres FracR(X) et FracR(Y ) sont isomorphes.
4. les corps K(X) et K(Y ) sont isomorphes en tant que K-algèbres.

Démonstration. — 3 ⇐⇒ 4 d’après la proposition 1.2.77.
1 =⇒ 2 : soient ϕ : X 99K Y et ψ : Y 99K X des applications rationnelles

réciproques et soient des représentants (U,ϕ) de ϕ et (V, ψ) de ψ. La composée
ψ ◦ϕ est représentée par (ϕ−1(V ), ψ ◦ϕ) et par hypothèse, l’application ψ ◦ϕ
est l’identité sur ϕ−1(V ). De la même manière, ϕ◦ψ est l’identité sur ψ−1(U).
Par construction, les ouverts ϕ−1(ψ−1(U)) de X et ψ−1(ϕ−1(V )) de Y sont
donc isomorphes.

2 =⇒ 4 par définition de corps des fonctions.
4 =⇒ 1 d’après le théorème 1.3.30.

Corollaire 1.3.33. — Soient K un corps, X et Y des variétés algébriques
sur K. On suppose que X et Y sont irréductibles. Si les corps K(X) et K(Y )
sont isomorphes en tant que K-algèbres, il existe des ouverts non vides U ⊂ X
et V ⊂ Y tels que U soit isomorphe à V .

Démonstration. — Ce résultat est un corollaire immédiat de la proposi-
tion 1.3.32. Dans le cas où K est algébriquement clos, on dispose d’une
preuve directe (10). En effet, on peut toujours supposer que X et Y sont
affines et dans ce cas, les K-algèbres de type fini A(X) et A(Y ) sont des
sous-algèbres de K(X). Comme K(X) = FracA(Y ) et A(X) est de type
fini, le théorème de l’élément primitif A.5.9 assure l’existence de f ∈ K(X),
f 6= 0 tel que A(X) ⊂ A(Y )[ 1

f ]. De même, il existe g ∈ K(X), g 6= 0 tel

10. Démonstration extraite d’un cours d’Antoine Chambert-Loir [CL13, Proposi-
tion 3.6.7].
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que A(Y ) ⊂ A(X)[ 1
g ]. On a alors A(X)[ 1

fg ] = A(Y )[ 1
fg ]. Il existe a ∈ A(X)

et b ∈ A(Y ) tels que A(X)[ 1
fg ] = A(X)[ 1

a ] et A(Y )[ 1
fg ] = A(Y )[1

b ]. D’après
le théorème 1.2.50, on peut identifier les algèbres A(F ) = R(F ) pour tout
fermé de Zariski F et d’après l’exercice 1.2.60, on a A(D(a)) = A(X)[ 1

a ] et
A(D(b)) = A(Y )[1

b ]. Les algèbres A(D(a)) et A(D(b)) sont donc isomorphes
et si K est algébriquement clos, cela implique que D(a) ⊂ X et D(b) ⊂ Y

sont des variétés algébriques isomorphes.

Définition 1.3.34. — Soit X une variété algébrique abstraite. Le faisceau
des fonctions rationnelles sur X est le faisceau de K-algèbres, notéM :=MX ,
défini sur les ouverts de X par :

U 7→ FracOX(U).

Pour x ∈ X,Mx est canoniquement isomorphe à FracOX,x.

Proposition 1.3.35. — Pour toute variété algébrique irréductible X, pour
tout ouvert non vide U ⊂ X et pour tout point x ∈ U on a :

Mx = FracOX,x =MX(U) = FracR(U) = K(X) .

En particulier, le faisceauMX est un faisceau d’anneaux qui est constant.

Démonstration. — En vertu du fait que tout faisceau localement constant sur
un espace irréductible est constant, il suffit de démontrer la proposition lorsque
X est une variété quasi-affine, ce qui se déduit de la proposition 1.2.77 (voir
aussi la proposition 1.3.21).

Remarque 1.3.36. — Soit F ⊂ An(K) un ensemble algébrique irréductible
sur un corps algébriquement clos ou réel clos. Pour tout x ∈ F , Mx est
isomorphe au corps des fonctions rationnelles K(F ) = FracP(F ) de la variété
irréductible F , voir le corollaire 1.2.79. Le fait que FracP(F ) soit un corps
provient du fait que P(F ) est un anneau intègre puisque F est irréductible.

Variétés rationnelles. — D’après la proposition 1.3.35, si une variété algé-
brique X sur un corps K est irréductible, son anneau des fonctions rationnelles
est un corps : son corps des fonctions. Grâce au lemme de normalisation de
Noether A.5.6, on sait que le corps des fonctions de X (qui est une variété
intègre, c’est-à-dire réduite, ce qui est sous-entendu dans la définition 1.3.1,
et irréductible) est une extension de degré fini du corps de fractions ration-
nelles à n indéterminées K(X1, . . . , Xn) (ici n est la dimension de X sur K).
Classiquement, on dit que la variété X est rationnelle si et seulement si son
corps des fonctions est isomorphe à K(X1, . . . , Xn). On donne ci-dessous une
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autre définition de la rationalité qui est équivalente à la précédente d’après la
proposition 1.3.32 (exercice).

Définition 1.3.37. — Soit K un corps et K la clôture algébrique de K.
1. Une variété algébrique X de dimension n sur K est rationnelle (ou ra-

tionnelle sur K) si elle est birationnellement équivalente à l’espace pro-
jectif Pn(K), c’est-à-dire s’il existe des ouverts de Zariski denses U ⊂ X,
V ⊂ Pn(K) et un isomorphisme U '−→ V de variétés algébriques sur K.

2. Une variété algébrique quasi-projective X sur K est géométriquement
rationnelle (ou rationnelle sur K) si et seulement si la variété XK

(11),
qui est une variété algébrique surK, est rationnelle, c’est-à-dire s’il existe
des ouverts de Zariski denses U ⊂ XK , V ⊂ Pn(K) et un isomorphisme
U
'−→ V de variétés algébriques sur K.

Proposition 1.3.38. — Toute variété rationnelle est géométriquement ra-
tionnelle.

Remarque 1.3.39. — La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse,
voir plus loin.

Exercice 1.3.40. — 1. Les variétés algébriques Pn(K) et An(K) sont
rationnelles sur K.

2. La surface complexe P1(C)×P1(C) est rationnelle sur C.

Exemple 1.3.41. — 1. Les surfaces de Hirzebruch complexes Fn (sur-
faces fibrées en P1(C) sur P1(C), voir définition 4.2.1) sont des exemples
des surfaces rationnelles sur C.

2. Nous verrons au § 4.4.10 des exemples de surfaces géométriquement
rationnelles non rationnelles. En particulier, les fibrés en coniques (par
exemple x2 + y2 = P (z) pour P ∈ R[z]) produisent des exemples de
surfaces géométriquement rationnelles non rationnelles.

1.4. Topologie euclidienne

Soit X une variété algébrique définie sur un corps K, on sait que l’espace
topologique X est muni de la topologie de Zariski. Si K = C, X est une variété
algébrique complexe et si K = R, X est une variété algébrique réelle. Dans

11. Notation XK : si X est une sous-variété d’un PN (K), la sous-variété XK ⊂ Pn(K)
est définie par le même idéal homogène que X, voir la définition 2.3.1.
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ces deux cas, l’ensemble X est alors naturellement muni d’une topologie, plus
forte que la topologie de Zariski, appelée topologie euclidienne (12).

Définition 1.4.1. — Soit X une variété algébrique complexe (resp. réelle).
La topologie euclidienne sur X est la topologie engendrée par les ouverts de la
forme

V (U ; f1, . . . , fr; ε) := {x ∈ U | |fl(x)| < ε, pour l = 1, . . . , r}

où U est un ouvert de Zariski de X, r est un entier naturel, f1, . . . , fr sont des
fonctions régulières de U à valeurs dans C (resp. R) et ε > 0 est un nombre
réel.

Remarque 1.4.2. — Sur R, on peut remplacer la base d’ouverts semi-
algébriques (définition B.2.1) V (U ; f1, . . . , fr; ε) par la base (formée elle aussi
d’ensembles semi-algébriques) :

{x ∈ U | f1(x) > 0, . . . , fr(x) > 0} .

Exercice 1.4.3. — 1. Prouver que tout fermé de Zariski est un fermé
pour la topologie euclidienne mais que la réciproque est fausse.

2. On définit cette topologie à partir des fonctions régulières mais la topo-
logie obtenue est équivalente à celle déterminée par les restrictions de
fonctions C∞.

Exercice 1.4.4. — Montrer qu’un morphisme de variétés réelles ou com-
plexes (qui est par définition continu pour la topologie de Zariski) est continu
pour la topologie euclidienne.

Théorème 1.4.5. — Soit X une variété algébrique sur C. Si X est irréduc-
tible, alors X est connexe pour la topologie euclidienne.

Démonstration. — Voir par exemple [Sha94, VII.2, Theorem 1].

Remarque 1.4.6. — Bien sûr la réciproque est fausse.

Remarque 1.4.7. — L’énoncé équivalent au théorème 1.4.5 sur R est gros-
sièrement faux dès la dimension 1. Il suffit de considérer une cubique plane
irréductible d’équation y2 = (x−a)(x−b)(x−c) pour a, b, c réels distincts deux
à deux. L’ensemble des points réels Z

(
y2 − (x− a)(x− b)(x− c)

)
⊂ A2(R)

possède deux composantes connexes. La figure 1.1 correspond au cas a = 0, b =
1, c = 2.

12. Appelée aussi dans la littérature topologie transcendante, ou encore topologie usuelle,
ou parfois topologie complexe si K = C, etc.
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210

Figure 1.1. y2 − x(x− 1)(x− 2) = 0.

Exercice 1.4.8. — (Voir [Ser56, Lemme 1 et proposition 2].)
SoitX une variété algébrique complexe quasi-projective et soitX ↪→ PN (C)

un plongement projectif. La topologie induite sur X par la topologie eucli-
dienne de PN (C) est la topologie euclidienne de X. De même, si X est une
variété algébrique réelle quasi-projective et X ↪→ PN (R) un plongement, la
topologie induite par la topologie euclidienne de PN (R) est la topologie eu-
clidienne de X.

Lemme 1.4.9. — Soit X une variété algébrique réelle ou complexe. Si X est
projective, alors X est compacte pour la topologie euclidienne.

Démonstration. — En effet, un espace projectif réel ou complexe est compact
pour la topologie euclidienne et il existe un espace projectif dont X est un
fermé pour cette topologie.

Remarque 1.4.10. — Rappelons qu’une variété algébrique réelle quasi-
projective est affine d’après la proposition 1.3.11. SoitX une variété algébrique
réelle projective, il existe donc un entier n tel que X se plonge comme un
sous-espace compact de Rn pour la topologie euclidienne.

Cette remarque motive la définition suivante.

Définition 1.4.11. — Une variété algébrique réelle ou complexe est complète
si elle est compacte pour la topologie euclidienne.
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Remarque 1.4.12. — Il existe une notion analogue de variété algébrique
complète sur un corps algébriquement clos quelconque, voir par exemple
[Har77, II.4]. Retenons simplement que toute variété projective est complète.

Remarque 1.4.13. — Dans [BCR98, Definition 3.4.10], un ensemble réel
est complet s’il est « fermé-borné » car contrairement à la compacité, cette
notion se généralise aux ensembles semi-algébriques sur un corps réel clos
distinct de R. Les deux définitions sont bien sûr équivalentes sur R.

Proposition 1.4.14. — Soit X une variété algébrique quasi-projective sur
K = R ou C.

1. Si X est projective, alors elle est complète.
2. Si X est non singulière et complète, alors elle est projective.

Remarque 1.4.15. — Attention à l’hypothèse de quasi-projectivité. Par
exemple sur C, il existe des variétés algébriques complètes non singulières
et non projectives, un exemple d’Hironaka est décrit dans [Har77, Appendix
B.3.4.1].

Démonstration. — La première assertion est le lemme 1.4.9. La seconde, dont
la démonstration est détaillée au chapitre 2 (théorème 2.3.7), est un corollaire
du théorème de résolution des singularités d’Hironaka 1.5.54.

1.5. Dimension, points non singuliers

Lorsque le corps de base est égal à R ou C, la notion de point non singulier
d’une variété algébrique présente une certaine analogie avec la notion de point
d’une variété topologique (ou différentielle). En ce sens qu’il n’existe qu’un
seul modèle analytique local : ouvert euclidien d’un espace vectoriel dont la
dimension, finie, est déterminée par la variété au point considéré, voir [Mal67,
Tou72] et l’appendice B. En particulier sur C, un ensemble algébrique affine
F est non singulier en un point x de F si et seulement si, muni de sa topologie
euclidienne (définition 1.4.1), l’espace F est une variété analytique complexe
en x.

Pour pouvoir analyser localement les singularités sans passer par la topo-
logie euclidienne, on peut introduire la notion de complétion pour laquelle
nous renvoyons à [Har77, Thm. 5.3, page 33]. Par exemple, (0, 0) est un point
double ordinaire de la courbe complexe affine plane C := Z(xy) et tout point
double ordinaire est localement analytiquement isomorphe à C mais il n’existe
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aucun ouvert de Zariski de C contenant (0, 0) qui soit isomorphe à un voisi-
nage de Zariski du point double ordinaire (0, 0) de la courbe Z(y2−x2(x+1)).
Voir [Har77, Example I.5.6.3].

Sur le corps des réels, l’analogie est néanmoins limitée comme le montre
l’exemple suivant (tiré de [BCR98, Exemple 3.3.11.b]) qui a valeur introduc-
tive pour l’ensemble de cette section, il est complété par l’exercice 1.5.31.

Exemple 1.5.1. — Soit le polynôme P = y3 + 2x2y − x4, et notons

C := {(x, y) ∈ R2 | P (x, y) = 0} .

Figure 1.2. y3 + 2x2y − x4 = 0.

Le sous-ensemble C de R2 (représenté en figure 1.2) est une sous-variété
C∞, mais le point (0, 0) est un point singulier (définition 1.5.27), de la courbe
algébrique (définition 1.5.9) irréductible C = Z(P ).

En effet, pour tout (x, y) ∈ C, on a x2 = y(1 +
√

1 + y). Au voisinage
de (0, 0), y est donc une fonction C∞ (et même analytique) de x d’après le
théorème des fonctions implicites. En revanche, les dérivées partielles de P sont
nulles en (0, 0). L’espace tangent de Zariski TZar(0,0)C, voir la définition 1.5.22,
est donc égal à R2 et la dimension de C vaut 1 d’après la définition 1.5.9. Le
point (0, 0) est donc un point singulier de C d’après la définition 1.5.27.

Définition 1.5.2. — Soit E un ensemble, une chaîne de longueur n de
parties de E est une suite E0 ( E1 ( · · · ( En avec les Ei ⊂ E distincts.
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Définition 1.5.3. — La dimension (ou dimension de Krull) d’un anneau A
est la borne supérieure des longueurs de ses chaînes d’idéaux premiers.

Remarque 1.5.4. — La dimension d’un anneau peut être finie ou infinie
et ce, même si l’anneau est noethérien. Voir [Eis95, Exercice 9.6, page 229]
pour un exemple dû à Nagata d’anneau noethérien de dimension infinie. En
revanche tout anneau local (définition A.3.7) noethérien est de dimension finie
(exercice).

Rappelons ici un résultat fondamental d’algèbre commutative, où trdegK L
est le degré de transcendance d’une extension de corps L|K, voir la défini-
tion A.5.7.

Théorème 1.5.5. — Soient K un corps et A une K-algèbre intègre de type
fini. Alors

dimA = trdegK Frac(A) .

Démonstration. — D’après le lemme de normalisation de Noether A.5.6, il
existe un entier d > 0 et un morphisme injectif K[X1, . . . , Xd] ↪→ A qui
fait de A une K-algèbre entière sur K[X1, . . . , Xd] et de type fini en tant
que K[X1, . . . , Xd]-module. On déduit alors de la proposition A.5.3 que
dimA = d et du fait que le corps FracA est algébrique sur K(X1, . . . , Xd),
que trdegK Frac(A) = d.

Exercice 1.5.6. — Soit K un corps, alors dimK[X1, . . . , Xn] = n.

Exemple 1.5.7. — Soit A := C[X,Y ], alors la dimension de Krull de A
est égale à 2 comme le prouve la chaîne maximale (0) ( (X) ( (X,Y ). Le
degré de transcendance de FracA sur C vaut 2 et le degré de transcendance
de FracA sur R vaut 2 aussi.

Corollaire 1.5.8. — Soit A un anneau intègre affine et m ⊂ A un idéal
maximal, alors dimAm = dimA.

Démonstration. — D’après la définition A.5.5, il existe un corps K qui fait de
A une K-algèbre intègre de type fini. D’après le théorème 1.5.5, la dimension
de A est donc la longueur commune des chaînes maximales d’idéaux premiers
de A. Si m est un idéal maximal, une chaîne d’idéaux premiers contenus dans
m est donc de longueur dimA. Or la dimension de Am est la longueur d’une
chaîne maximale contenue dans m d’après la proposition A.3.5.
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Définition 1.5.9. — La dimension dim I d’un idéal I de K[X1, . . . , Xn]
est la dimension de l’anneau quotient K[X1, . . . , Xn]/I. La dimension d’un
ensemble algébrique irréductible F ⊂ An(K) sur un corps K est la dimension
de son idéal I(F ), c’est-à-dire celle de son anneau des coordonnées affines (13)

A(F ) = K[X1, . . . , Xn]/I(F ). On la note dimF ou dimK F .

Remarque 1.5.10. — On aurait pu considérer la dimension de l’anneau
R(F ) au lieu de A(F ) mais par exemple lorsque K = R, l’anneau R(F )
n’est pas de type fini en général (voir la proposition 1.2.38). En revanche,
pour x ∈ F , l’anneau localisé R(F )mx possède la bonne dimension, voir la
proposition 1.5.41.

Remarque 1.5.11. — Un idéal de A est aussi naturellement un A-module.
La dimension du A-module I est égale à la dimension de A dès que A est intègre
par exemple. On fera donc attention à ne pas confondre dim I = dimA/I avec
la dimension du A-module I. Voir aussi [Eis95, Chapter 9].

Définition 1.5.12. — Dans un anneau A, la codimension (ou la hauteur)
d’un idéal premier I est la borne supérieure des longueurs des chaînes d’idéaux
premiers contenus dans I. On la note codim I.

Exercice 1.5.13 (Dimension et codimension d’un idéal)
1. Une conséquence du théorème de correspondance (voir la proposi-

tion A.2.8), est que si I est un idéal de A, alors dim I est la borne
supérieure des longueurs de chaînes d’idéaux premiers de A contenant
I.

2. Soit I un idéal premier d’un anneau A, alors codim I = dimAI .

Exercice 1.5.14. — Soit I un idéal premier de dimension d de C[X1, . . . , Xn].
Si I est engendré par des polynômes à coefficients réels, alors

dim(I ∩R[X1, . . . , Xn]) 6 d

en tant qu’idéal de R[X1, . . . , Xn].

En fait on a mieux que la conclusion de l’exercice ; les dimensions sont
égales.

Lemme 1.5.15. — Soit I un idéal premier de dimension d de C[X1, . . . , Xn].
Alors I∩R[X1, . . . , Xn] est un idéal premier de dimension d de R[X1, . . . , Xn].

13. Voir la proposition 1.2.27.
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Démonstration. — Application directe de la proposition A.5.3 au morphisme
entier injectif R[X1, . . . , Xn]/(I ∩ R[X1, . . . , Xn]) → C[X1, . . . , Xn]/I induit
par l’injection.

On prendra garde que pour un idéal premier donné I ⊂ K[X1, . . . , Xn],
la dimension de l’ensemble algébrique F = Z(I) est égale à la dimension de
l’idéal I(F ) qui peut différer de la dimension de l’idéal I, voir l’exemple 1.5.20.

Exercice 1.5.16. — Soit K un corps. Déduire de l’exercice 1.5.6 que
dim An(K) = n.

Nous allons donner une définition plus directe de la dimension d’un ensemble
algébrique affine irréductible (proposition 1.5.19).

Définition 1.5.17. — La dimension d’un espace topologique X est la borne
supérieure des longueurs de ses chaînes de parties fermées irréductibles. On la
note dimX. Si X 6= ∅, dimX est un entier naturel ou +∞. Par convention,
on pose dim∅ = −∞.

Remarque 1.5.18. — Cette notion de dimension est adaptée à des topolo-
gies grossières telle la topologie de Zariski qui est assez proche d’une topologie
combinatoire. À titre d’exercice, on pourra montrer qu’avec cette notion, tout
espace topologique séparé est de dimension 0.

Pour un espace topologique raisonnable comme par exemple une variété
topologique (voir l’appendice B.5), on préfère définir la dimension comme l’in-
dice maximal du groupe de cohomologie à support compact non trivial (voir
la définition B.6.7).

Proposition 1.5.19. — Soit K un corps. La dimension d’un ensemble al-
gébrique irréductible F ⊂ An(K) sur K est égale à sa dimension en tant
qu’espace topologique pour la topologie de Zariski induite.

Lorsque le corps de base n’est pas algébriquement clos, attention à appliquer
cette proposition à l’idéal I(F ), voir l’exemple 1.5.20.

Démonstration. — Exercice.

Exemple 1.5.20. — L’ensemble algébrique affine irréductible

F := Z(x2 + y2) ⊂ A2(R)

est le singleton formé du point (0, 0). La dimension de l’anneau quotient
R[x, y]/(x2 +y2) est égale à 1 (voir l’exemple A.2.10). Ceci est a priori contre-
intuitif puisque la dimension de F en tant qu’espace topologique est bien
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sûr égale à 0 : c’est la dimension de l’anneau quotient de R[x, y] par l’idéal
I(F ) = (x, y). On a (x, y) = I(Z(x2 + y2)) 6= (x2 + y2) et

R[x, y]
(x, y) = P(F ) 6= R[x, y]

(x2 + y2) .

Une manière d’illustrer la situation est de considérer l’ensemble algébrique
Z := ZC(x2 + y2) ⊂ A2(C) (14) qui est une courbe complexe réductible. Le
point (0, 0) est l’intersection des deux composantes irréductibles ZC(x − iy)
et ZC(x+ iy) et c’est bien le seul point réel de la courbe Z.

Exemple 1.5.21. — Considérons l’ensemble affine
F := Z(y2 − x2(x− 2)) ⊂ A2(R)

représenté en figure 1.3. C’est un ensemble algébrique irréductible de dimen-
sion 1 et les points (0, 0) et (0, 2) sont des ensembles algébriques irréductibles
de dimension 0 contenus dans F . Le fait que (0, 0) apparaisse isolé peut sembler
contre-intuitif avec le fait que ce soit un point d’une courbe.

0 2

Figure 1.3. y2 − x2(x− 2) = 0.

Points non singuliers. — Comme le suggère l’exemple 1.5.21, il n’est pas
toujours évident d’interpréter la dimension d’un ensemble algébrique. L’ob-
jet de la seconde partie de cette section est d’introduire la notion de point
non singulier en lequel nous verrons que la dimension s’interprète de manière
naturelle.

14. L’ensemble ZC(x2 + y2) est l’ensemble des zéros complexes de x2 + y2, voir la défini-
tion 1.2.12.
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Définition 1.5.22. — Soient K un corps. Soit F ⊂ An(K) un ensemble
algébrique, P1, . . . , Pl un ensemble de générateurs de I(F ) et a ∈ F . L’espace
tangent de Zariski à F en a, noté TZara F , est le sous-espace vectoriel de Kn

TZara F :=
l⋂

i=1

x ∈ Kn |
n∑
j=1

∂Pi
∂Xj

(a)xj = 0

 =
l⋂

i=1
ker daPi .

Remarque 1.5.23. — La notion de dérivée partielle d’un polynôme par rap-
port à l’une de ses indéterminées a un sens sur un corps quelconque, mais la
caractéristique p non nulle réserve des surprises. Par exemple, si P (X) = Xp,
alors ∂P

∂X = pXp−1 = 0.

Remarque 1.5.24 (Notation TZara F ). — Si TaF désigne l’espace tangent
usuel en a ∈ F de la géométrie différentielle, on a dans l’exemple 1.5.1,

R2 = TZar(0,0)C 6= T(0,0)C = Z(y) ' R .

Nous définissons plus loin la notion de point non singulier. En un tel point,
l’espace tangent de Zariski et l’espace tangent usuel sont identiques.

Proposition 1.5.25. — Soit K un corps de caractéristique nulle, I un
idéal premier de K[X1, . . . , Xn], on pose A := K[X1, . . . , Xn]/I. Si d désigne
la dimension de l’anneau A, alors pour tout ensemble de générateurs (voir

l’exemple A.3.14) P1, . . . , Pl de I, la matrice
(
∂Pi
∂Xj

)
i=1...l
j=1...n

a pour rang n− d

sur Frac(A).

En particulier, pour tout a ∈ Z(I), rgK

(
∂Pi
∂Xj

(a)
)
i=1...l
j=1...n

6 n− d. En effet

d’après la proposition, tous les déterminants des (n−d+ 1)× (n−d+ 1)-sous-

matrices de
(
∂Pi
∂Xj

)
i=1...l
j=1...n

sont nuls sur Frac(A) donc tous les déterminants

des (n− d+ 1)× (n− d+ 1)-sous-matrices de
(
∂Pi
∂Xj

(a)
)
i=1...l
j=1...n

sont nuls.

Démonstration. — Voir [HP52, Chapter 10, § 14, Theorem 1] ou [Sam67,
Chapter 2, § 4.2, lemme 2].

Remarque 1.5.26. — D’après la proposition 1.5.25, si F est irréductible,
alors

dimK T
Zar
a F > dimK F .
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Définition 1.5.27. — Soient F ⊂ An(K) un ensemble algébrique irré-
ductible et a ∈ F . On dit que a est un point non singulier de F quand
dimK T

Zar
a F = dimK F . Le point a est un point singulier de F si ce n’est

pas un point non singulier.

Remarque 1.5.28. — Notons d = dimK F . Si P1, . . . , Pl est un ensemble de
générateurs de I(F ), a est donc un point non singulier de F si et seulement si

rgK

(
∂Pi
∂Xj

(a)
)
i=1...l
j=1...n

= n− d .

En particulier, si K = R (resp. C), et si a est un point non singulier de F ,
le sous-ensemble F ⊂ Kn muni de la topologie euclidienne (définition 1.4.1)
est une sous-variété différentielle de Kn de dimension réelle d (resp. 2d) en a.

Proposition 1.5.29. — Soit F ⊂ An(R) un ensemble algébrique irréductible
qui, muni de la topologie euclidienne, est une sous-variété différentielle de Rn

de dimension d en un point a ∈ F . Alors dimF = d en tant qu’ensemble
algébrique réel (autrement dit sa dimension en tant que fermé de Zariski est
égale à sa dimension en tant que variété différentielle).

Démonstration. — On suit [BCR87, Proposition 2.8.13]. Par hypothèse, l’es-
pace tangent TaF est un espace vectoriel de dimension d qui est aussi un
sous-espace affine de Rn. La projection orthogonale (15) pa : F → TaF est une
application semi-algébrique (définition B.2.2) qui induit une bijection entre un
voisinage ouvert semi-algébrique U de a dans F et un ouvert semi-algébrique
de TaF . L’application pa étant semi-algébrique, les dimensions associées à la
topologie de Zariski (définition 1.5.17) satisfont dimU = dim pa(U) d’après
[BCR87, Théorème 2.8.8]. Mais pa(U) étant un ouvert euclidien non vide de
Rd = TaF , sa dimension de Zariski est d. En effet, on va montrer par récur-
rence sur d que si f ∈ R[X1, . . . , Xd] s’annule sur un ouvert euclidien non vide
V , alors f est la fonction nulle. Si d = 1, le résultat est immédiat. Supposons
que d > 1 et que le résultat est vrai pour d − 1. Soit f ∈ R[X1, . . . , Xd] une
fonction polynomiale qui s’annule sur V . On peut écrire

f(X ′, Xd) = X l
dfl(X ′) +X l−1

d fl−1(X ′) + · · ·+ f0(X ′)

où X ′ = (X1, . . . , Xd−1), l = deg f et ∀i = 0, . . . , l, fi ∈ R[X1, . . . , Xd−1].

15. Restriction à F de la projection orthogonale Rn → TaF pour un produit scalaire fixé
sur Rn.
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Pour tout X ′ ∈ V ∩ Rd−1, la fonction Xn 7→ f(X ′, Xn) s’annule en tout
point de V ∩R ; f est donc identiquement nulle. On en déduit que les fonctions
polynomiales fi s’annulent en tout point de V ∩Rd−1 et sont donc identique-
ment nulles par hypothèse de récurrence. Un élément f ∈ I(pa(U)) s’annule
en tout point de pa(U) et d’après ce qui précède, f est donc nulle. Finalement
I(pa(U)) = (0) et Z(I(pa(U))) = Ad(R) lui-même de dimension d d’après
l’exercice 1.5.16.

Remarque 1.5.30. — L’exemple 1.5.1 montre qu’un point d’un ensemble
algébrique peut être lisse au sens différentiel tout étant singulier au sens al-
gébrique, en revanche, comme le montre la proposition précédente, les dimen-
sions en tant que variété différentielle et en tant que variété algébrique sont
les mêmes.

Exercice 1.5.31. — Reprenons le polynôme
P = y3 + 2x2y − x4

de l’exemple 1.5.1 et considérons cette fois-ci la courbe complexe FC :=
ZC(P ) ⊂ A2(C), c’est-à-dire que FC = {(x, y) ∈ C2 | P (x, y) = 0}.

1. Montrer que FC est un ensemble algébrique irréductible.
2. Montrer que la dimension de FC est 1.
3. Montrer que la dimension de TZar(x,y)FC en chacun des points (x, y) ∈ FC

à l’exception de (0, 0) vaut 1.
4. En déduire que (0, 0) est un point singulier de FC.
5. Montrer que contrairement au cas réel, FC n’est pas une sous-variété C∞

de C2 au point (0, 0).

Il est aisé de vérifier que les définitions de dimension et de point non singulier
pour un ensemble algébrique affine F ne dépendent pas des équations particu-
lières utilisées pour définir F , ou autrement dit ne dépendent pas d’un plon-
gement particulier dans un espace affine. Il est néanmoins utile d’en connaître
une définition intrinsèque.

Définition 1.5.32. — Un anneau local noethérien A, d’idéal maximal m et
de corps résiduel K = A/m est dit régulier si dimA = dimK m/m2, où l’on
considère la structure naturelle de K-espace vectoriel sur m/m2.

Proposition 1.5.33. — Soit F ⊂ An(K) un ensemble algébrique irréductible
sur un corps K. Un point a ∈ F est non singulier si et seulement si l’anneau
local OF,a = P(F )ma des germes de fonctions régulières en a est régulier.
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Démonstration. — On suppose ici que la caractéristique de K est nulle et on
renvoie à [Liu02, Proposition IV.2.5 et Theorem IV.2.19] pour une preuve dans
le cas général. Supposons que a est l’origine de Kn. L’idéal ma est formé des
polynômes qui s’annulent en a. On considère l’application linéaire θa : ma →
(Kn)∨ à valeurs dans le dual de Kn qui à P ∈ ma associe la forme linéaire

x = (x1, . . . , xn) 7→
n∑
j=1

∂P

∂Xj
(a) · xj .

L’application θa induit un isomorphisme da : ma/m
2
a → (Kn)∨. Le dual de

TZara (F ) ⊂ Kn s’identifie à un quotient de (Kn)∨ isomorphe à travers da au
quotient ma/(m2

a+I(F )). Notons mF,a l’idéal maximal de l’anneau local OF,a,
le K-espace vectoriel ma/(m2

a + I(F )) est alors isomorphe à mF,a/m
2
F,a. On

déduit alors de la définition 1.5.27 que a est un point non singulier de F si et
seulement si dimmF,a/m

2
F,a = dimF . Il ne reste plus qu’à remarquer que F

étant irréductible, dimOF,a = dimOF d’après le corollaire 1.5.8.

Proposition 1.5.34. — Soient F ⊂ An(R) un ensemble algébrique réel et
a un point de F . Alors l’anneau OF,a est un anneau régulier de dimension d

si et seulement s’il existe n− d polynômes P1, . . . , Pn−d ∈ I(F ), et un ouvert
euclidien U de Rn contenant a tels que F ∩ U = Z(P1, . . . , Pn−d) ∩ U et que

rg
(
∂Pi
∂Xj

(a)
)
i=1...n−d
j=1...n

= n− d .

Démonstration. — Pour la condition suffisante, on remarque que la preuve
standard du résultat analogue en géométrie différentielle est vraie en
semi-algébrique : on peut supposer que le déterminant de la sous-matrice(
∂Pi
∂Xj

(a)
)
i=1...n−d
j=1...n

est non nul. Alors en appliquant le théorème des fonctions

implicites à (X1 − a1, . . . , Xd − ad, P1, . . . , Pn−d), on obtient un difféomor-
phisme semi-algébrique ϕ : U → V d’un voisinage ouvert semi-algébrique U
de 0 dans Rn sur un voisinage ouvert semi-algébrique V de a dans Rn tel que
ϕ((Rd × {0}) ∩ U) = F ∩ V . La dimension de Zariski de toute composante
irréductible de F passant par a est donc inférieure ou égale à d d’après
[BCR87, Théorème 2.8.8]. La dimension de l’anneau OF,a est donc minorée
par d. Par ailleurs OF,a est un quotient de ORn,a/(P1, . . . , Pn−d), qui est
un anneau local régulier (et donc intègre) de dimension d, on obtient donc
OF,a = ORn,a/(P1, . . . , Pn−d) d’où la conclusion.



62 CHAPITRE 1. VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

Soit I un idéal premier de R[X1, . . . , Xn]. On a vu avec l’exemple 1.5.20
qu’il peut arriver que dim I(Z(I)) < dim I. Grâce à la proposition précédente,
on a une caractérisation du cas où les dimensions sont égales.

Corollaire 1.5.35. — Soit I = (P1, . . . , Pl) un idéal premier de R[X1, . . . , Xn].
Alors dim(I(Z(I))) = dim I si et seulement si Z(I) contient un point a tel
que

rgR

(
∂Pi
∂Xj

(a)
)
i=1...l
j=1...n

= n− dim I .

Démonstration. — Notons d = dim I. Soit a ∈ Z(I) tel que le rang de la
matrice

(
∂Pi
∂Xj

(a)
)
vaut n− d. Alors OF,a est un anneau régulier de dimension

d d’après la proposition 1.5.34 et Z(I) est donc un ensemble algébrique de
dimension d, c’est-à-dire que dim(I(Z(I))) = d.

Grâce à la proposition 1.5.33, la notion de point non singulier devient in-
trinsèque, et nous pouvons la généraliser aux variétés algébriques abstraites.

Définition 1.5.36. — Soit X une variété algébrique sur un corps K. Un
point x ∈ X est non singulier (ou régulier) si l’anneau localOX,x est un anneau
régulier. La variété X est non singulière si tous ses points sont non singuliers.
La variété X est singulière si elle possède au moins un point singulier. On
note SingX le lieu des points singuliers (ou lieu singulier) de X et RegX :=
X \ SingX le lieu des points non singuliers (ou lieu régulier) de X.

On rappelle aussi la notion de variété normale en un point qui dans le
cas d’une courbe, signifie qu’une seule de ses branches (i. e. ses composantes
irréductibles locales) passe par ce point.

Définition 1.5.37. — Une variété algébrique quasi-projective X sur un
corps K est normale en un point x ∈ X si l’anneau local OX,x est intégrale-
ment clos (définition A.5.2) dans K(X). La variété X est normale si elle est
normale en chacun de ses points.

Exemple 1.5.38. — Soit X une variété algébrique réelle quasi-projective
irréductible. On sait que X est affine et on peut supposer que X ⊂ Rn comme
ensemble algébrique. Soit A la clôture intégrale de P(X) dans son corps des
fractions. Du fait que A est une R-algèbre de type fini, on peut supposer que
A = R[X1, . . . , Xp]/I pour un idéal I ⊂ R[X1, . . . , Xp]. On pose X̃ := Z(I) ⊂
Rp. Alors la variété X̃ est normale ; c’est la normalisation deX et l’application
birationnelle ν : X̃ → X est l’application de normalisation.
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Exercice 1.5.39. — Soit F ⊂ A2(R) la courbe cubique affine d’équation
y2 − x2(x− 2) = 0 représentée en figure 1.3, page 57.

Alors F̃ = R et l’application de normalisation est donnée par :
R −→ R2

t 7−→
(
t2 + 2, t(t2 + 2)

)
.

Proposition 1.5.40. — Soit X un espace topologique et X =
⋃k
i=1Xi une

décomposition en fermés Xi non forcément disjoints deux à deux, alors

dimX = sup
i∈{1...k}

dimXi .

Proposition 1.5.41. — Soit X une variété algébrique affine sur un corps K
infini. Si X est irréductible alors pour tout x ∈ X, dimX = dimOX,x. Si X
n’est pas irréductible, la dimension de Krull de OX,x est la borne supérieure des
dimensions des composantes irréductibles X contenant x. On note ce nombre
dimxX.

Exercice 1.5.42. — Démontrer cette proposition en partant du cas où le
corps K est algébriquement clos, voir [Per95, IV.2.3 et 2.9] et le lemme d’évi-
tement A.3.12 en utilisant que K est infini.

Définition 1.5.43. — Soit X une variété algébrique sur un corps K infini
et soit x ∈ X. La dimension de X au point x est

dimxX := dimOX,x .

La dimension de X est la borne supérieure des dimensions en chaque point

dimX := sup
x∈X

dimxX .

Remarque 1.5.44. — La dimension d’une variété abstraite en un point peut
donc se calculer sur un ouvert affine.

Définition 1.5.45. — Une variété algébrique de dimension 1 est appelée
une courbe et une variété algébrique de dimension 2 une surface.

Exercice 1.5.46. — Soit K un corps. Déduire de l’exercice 1.5.16 que
dim Pn(K) = n.

Définition 1.5.47. — Soit x ∈ X un point non singulier sur une variété algé-
brique de dimension n sur un corps K. Un ensemble de n éléments f1, . . . , fn ∈
Ox est un système local de paramètres en x si chaque fi ∈ mx, et si les classes
de f1, . . . , fn forment une base du K-espace vectoriel mx/m

2
x.
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Attention, le théorème d’inversion locale bien que valide dans le cadre ana-
lytique ne l’est pas dans le cadre algébrique. Pour obtenir des coordonnées
analytiques, il faut raffiner la topologie.

Exercice 1.5.48. — Si K = C, il existe alors un voisinage U de x pour
la topologie euclidienne, voir la définition 1.4.1, sur lequel les restrictions de
f1, . . . , fn vues comme fonctions sur U forment un système de coordonnées
analytiques complexes.

Proposition 1.5.49. — Soit x ∈ X un point non singulier sur une variété
algébrique de dimension n sur un corps K. Un système local de paramètres en
x engendre l’idéal maximal mx de Ox.

Démonstration. — Soit f1, . . . , fn ∈ Ox un système local de paramètres en x.
Il suffit d’appliquer le lemme de Nakayama (A.2.11) au Ox-module de type
fini M = mx/〈f1, . . . , fn〉 et à l’idéal a = mx.

Exercice 1.5.50. — En utilisant le théorème 1.5.5, montrer que si X est
une variété algébrique irréductible sur un corps K, alors

dimX = trdegK K(X) .

D’après le théorème suivant, pour calculer la dimension d’une variété X, il
suffit de calculer la dimension en un point non singulier de chaque composante
irréductible et de considérer le maximum des nombres obtenus.

Théorème 1.5.51. — Soit X une variété algébrique sur un corps de carac-
téristique nulle. Si X 6= ∅, alors l’ensemble SingX des points singuliers de X
est un sous-ensemble fermé strict de X. En particulier, l’ensemble RegX des
points non singuliers de X est un ouvert de Zariski non vide.

Démonstration. — Comme par définition X est réduite, il suffit de considérer
le cas où elle est affine et irréductible. Supposons que X ⊂ An(K) et notons
d := dimX. Le corps K étant de caractéristique nulle, la définition 1.5.27
montre que SingX est algébrique car défini comme l’ensemble des zéros de
l’idéal engendré par I(X) = (P1, . . . , Pl) et tous les déterminants des (n−d)×
(n− d)-sous-matrices de

(
∂Pi
∂Xj

)
i=1...l
j=1...n

. En particulier, si I(SingX) = I(X), le

rang de la matrice (
∂Pi
∂Xj

)
i=1...l
j=1...n
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sur Frac(K[X1, . . . , Xn]/I(X)) est strictement inférieur à n − d. D’après la
proposition 1.5.25, l’idéal I(SingX) contient donc strictement I(X). Et par
conséquent SingX = Z(I(SingX)) ( X = Z(I(X)).

Remarque 1.5.52. — 1. Pour K algébriquement clos de caractéristique
quelconque, on trouvera une preuve du même résultat dans [Har77,
Chapitre I, Theorem 5.3].

2. En fait le théorème est vrai pour un corps K quelconque, voir [Liu02,
Proposition IV.2.24 et Corollary VIII.2.40(a)].

Définition 1.5.53. — Soit X une variété algébrique sur un corps K. Une
résolution des singularités de X est un morphisme birationnel propre π : Y →
X qui induit un isomorphisme birégulier Y \ π−1(SingX)→ X \ SingX.

On rappelle que le théorème de résolution des singularités d’Hironaka
[Hir64], voir aussi [Kol07], est valable sur tout corps de caractéristique nulle.
On pourra se référer à [Wal35] pour le cas des surfaces.

Théorème 1.5.54 (Hironaka 1964). — Soit X une variété algébrique sur
un corps K de caractéristique nulle, alors il existe une variété algébrique Y
sur K non singulière et un morphisme birationnel propre π : Y → X qui induit
un isomorphisme birégulier Y \ π−1(SingX)→ X \ SingX.

De plus, si X est projective, la variété Y peut être supposée projective.

Nous terminons cette section avec l’invariance birationnelle du nombre de
composantes connexes pour la topologie euclidienne.

Théorème 1.5.55. — Soient X et Y des variétés algébriques quasi-
projectives sur un même corps K, toutes deux complètes et non singulières.
Si K = R ou C et si X et Y sont birationnellement équivalentes sur K, alors
elles possèdent le même nombre de composantes connexes pour la topologie
euclidienne.

Remarque 1.5.56. — L’exemple de la normalisation ν : C̃ → C d’une
courbe C telle que C̃ est formée de deux composantes connexes dont les
images par ν se rencontrent en au moins un point montre que l’hypo-
thèse « non singulière » est essentielle. Considérer par exemple la courbe
C̃ = Z((x2, x3) ∩ (x1, x3 − x0)) dans P3

x0:x1:x2:x3 et ν la restriction à C̃ de
la projection P3 → P2, (x0 : x1 : x2 : x3) 7→ (x0 : x1 : x2). La courbe
(réductible) C̃ est la réunion disjointe des droites C1 d’équations x2 = x3 = 0
et C2 d’équations x1 = 0, x3 = x0. La courbe C := ν(C̃) est connexe et
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singulière car ν(C1) ∩ ν(C2) = {(1 : 0 : 0)}. L’hypothèse « complète » est
nécessaire aussi, puisque l’hyperbole et l’ellipse sont birationnellement équi-
valentes : soient E := {x2 + y2 = 1} ⊂ R2

x,y, H := {u2 − v2 = 1} ⊂ R2
u,v et

ϕ : E 99K H, (x, y) 799K ( 1
x ,

y
x). Alors ϕ est une application birationnelle qui

induit un isomorphisme de l’ouvert dense E \ {x = 0} de E sur H. Pourtant
#π0(E) = 1 alors que #π0(H) = 2.

Démonstration. — Pour K = C, cet énoncé est un corollaire du théo-
rème 1.4.5. Pour K = R on remarque que le théorème est vrai pour les
courbes car deux courbes non singulières complètes sont birationnellement
équivalentes si et seulement si elles sont birégulièrement isomorphes d’après
la proposition 1.3.26. Pour les surfaces, on le déduit de la factorisation des
applications birationnelles (corollaire 4.3.9) et de la description explicite de
la topologie d’un éclatement (exemple 4.2.18). Pour le cas général, voir la
preuve du théorème 2.3.12.

Remarque 1.5.57. — On peut aussi utiliser la preuve de [DK81, Thm.
13.3], ou l’esquisse de preuve de [BCR98, Theorem 3.4.12] qui reste valable
pour un corps réel clos différent de R, à condition de remplacer « connexe
euclidien » par « semi-algébriquement connexe » et « compact euclidien » par
« complet ».

1.6. Courbes planes

Cette section est inspirée de [Che78] et [Ful89].

Définition 1.6.1. — Soit K un corps.
1. Nous dirons que deux polynômes P,Q ∈ K[X,Y ] sont équivalents s’il

existe un élément non nul λ ∈ K∗ tel que P = λQ.
2. Une courbe affine plane définie sur K est alors une classe d’équivalence

de polynômes non constants pour cette relation d’équivalence.
3. Soit P ∈ K[X,Y ] un polynôme non constant. On dira que P détermine

(ou est une équation de) la courbe affine plane représentée par P .
4. De façon analogue, soit P (X0, X1, X2) ∈ K[X0, X1, X2] un polynôme

homogène non constant à trois variables. On dira que P détermine une
courbe projective plane.

5. On dira qu’une courbe (affine ou projective) plane est irréductible (resp.
réduite) sur K si P est irréductible sur K (resp. sans composante mul-
tiple).
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Remarques 1.6.2 (Ensembles de points vs. équations)
1. Si P est un polynôme irréductible, l’idéal engendré par P est premier

et le lieu des zéros Z(P ) de P est irréductible en tant qu’espace topolo-
gique, voir la définition 1.2.15. En revanche, alors que Z(P 2) = Z(P ),
le polynôme P 2 n’est pas irréductible. Il faut donc être attentif à la
définition de « courbe plane » utilisée dans chaque contexte : classe de
polynômes ou bien ensemble algébrique.

2. Considérons une courbe plane donnée. Alors comme l’ensemble des zé-
ros C de deux polynômes équivalents sont identiques, la courbe plane
détermine C. Par définition, C est une variété algébrique sur K et si
dimC = 1, c’est une courbe algébrique au sens de la définition 1.5.45.
Comme nous l’avons signalé dans l’exercice 1.2.68, sur les coniques, un
abus courant est d’identifier implicitement ce lieu des zéros à la classe
de polynômes, ce qui n’est pas sans risque.

Si K = C, on a une correspondance biunivoque entre les courbes af-
fines (resp. projectives) planes réduites et les sous-variétés algébriques
de dimension 1 de A2(C) (resp. P2(C)). La définition ci-dessus généra-
lise la définition de sous-variétés algébriques de dimension 1 du plan en
considérant aussi les composantes multiples, voir par exemple la droite
double de l’exercice 1.2.68. Dans la suite du livre, nous reviendrons à
notre définition initiale (1.3.1) pour laquelle les variétés sont réduites,
et les « courbes planes multiples » seront des diviseurs particuliers du
plan, voir la définition 2.6.1.

Si K = R, le lieu des zéros d’une courbe affine plane peut être vide,
par exemple x2 +y2 +1 = 0, ou de dimension 0, par exemple x2 +y2 = 0.
La situation sera clarifiée au chapitre 2 en considérant les R-courbes.

Soit An(K) l’espace affine de dimension n sur un corps K. Un change-
ment de coordonnées affines est une application polynomiale bijective Φ =
(P1, . . . , Pn) : An(K) → An(K) telle que chaque Pi soit un polynôme de de-
gré 1.

Exercice 1.6.3. — Montrer qu’un tel morphisme est composé d’un isomor-
phisme linéaire et d’une translation.

Soit Φ = (P,Q) : A2(K) → A2(K) un changement de coordonnées affines,
i. e. P (X,Y ) = a0 + a1X + a2Y , Q(X,Y ) = b0 + b1X + b2Y et

a1b2 − a2b1 6= 0 .
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Soit f ∈ K[X,Y ], on définit fΦ ∈ K[X,Y ] par

fΦ(X,Y ) = f(P (X,Y ), Q(X,Y )) .

L’application f 7→ fΦ ainsi définie est un élément du groupe des automor-
phismes Aut(K[X,Y ]|K). Si C est une courbe plane d’équation f , on note CΦ

la courbe plane d’équation fΦ.

Exercice 1.6.4. — Caractériser les éléments de Aut(K[X]|K), puis consi-
dérer ceux de Aut(K[X,Y ]|K).

Définition 1.6.5. — Une propriété concernant une famille formée de
courbes f1, . . . , fk et de points p1, . . . , pl est invariante par changement de
coordonnées affines si pour tout changement de coordonnés affines Φ, la
même propriété a lieu pour la famille des courbes fΦ

1 , . . . , f
Φ
k et des points

Φ−1(p1), . . .Φ−1(pl).

Exercice 1.6.6. — Le degré d’une courbe plane est invariant par changement
de coordonnées affines.

Multiplicité d’intersection. — Soit P ∈ K[X,Y ] un polynôme sans terme
constant. On peut alors écrire P = Pµ + Pµ+1 + · · ·+ Pd où d est le degré de
P , Pi est la partie homogène de degré i de P , µ 6 d et Pµ 6= 0.

Définition 1.6.7. — L’entier µ > 0 est la multiplicité de P en (0, 0). Soit
C une courbe plane et a un point de C. À changement de coordonnées affines
près, on peut supposer que a = (0, 0), c’est-à-dire qu’un équation de C est un
polynôme sans terme constant. La multiplicité, notée µa(C) de la courbe C au
point a est par définition la multiplicité de P en (0, 0). Si µa(C) > 1, on dit
que a est un point multiple de multiplicité µa(C) de la courbe C, si µa(C) = 1,
a est un point simple, si µa(C) = 2, c’est un point double, si µa(C) = 3, c’est
un point triple, etc.

On renvoie à [Ful89, § 3.2] pour vérifier que la définition ci-dessus est bien
intrinsèque et invariante par changement de coordonnées affines.

Appliquée au cas d’une courbe plane, la définition 1.5.27 donne :

Lemme 1.6.8. — Un point a ∈ C est un point singulier d’une courbe C
d’équation P si et seulement si

∂P

∂x
(a) = 0 et ∂P

∂x
(a) = 0 .
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Exercice 1.6.9. — Déduire de la proposition 1.5.33 que la notion de point
singulier d’une courbe plane est invariante par changement de coordonnées
affines.

Exercice 1.6.10. — Soient C une courbe plane et a un point de C. Alors a
est un point simple de C si et seulement si c’est un point non singulier de C.

Pour a ∈ An(K), on rappelle que d’après l’exercice 1.2.42, l’anneau local
OAn(K),a ⊂ K(X1, . . . , Xn) en a est donné par :

OAn(K),a =
{
F

G
∈ K(X1, . . . , Xn) | G(a) 6= 0

}
.

Rappelons qu’on a K[X1, . . . , Xn] ⊂ OAn(K),a ⊂ K(X1, . . . , Xn). Soient
P1, . . . , Pl des éléments de K[X1, . . . , Xn]. Pour alléger les notations, on note
(P1, . . . , Pl) l’idéal (P1, . . . , Pl)OA2(K),a de OA2(K),a.

Définition 1.6.11. — Soient C1 et C2 deux courbes affines planes sur
K (éventuellement réductibles ou non réduites) et d’équations P1(x, y) et
P2(x, y), pour a ∈ A2(K), on pose :

(C1 · C2)a := dimK OA2(K),a/(P1, P2) .
Le nombre ainsi défini est la multiplicité d’intersection des courbes C1 et

C2 au point a.

Remarque 1.6.12. — Ce nombre est invariant par changement de coordon-
nées affines, voir [Ful89, § 3.3].

Théorème de Bézout. — On dit que les courbes planes C1 et C2 s’in-
tersectent proprement en un point a si C1 et C2 n’ont aucune composante
commune passant par a.

Théorème 1.6.13 (Caractérisation de la multiplicité d’intersection)
Soient C1 et C2 des courbes planes. Le nombre d’intersection satisfait,

et est déterminé de manière unique par, les propriétés suivantes :
1. (C1 ·C2)a est un entier > 0 si C1 et C2 s’intersectent proprement en a ;
2. (C1 · C2)a = 0 ssi a /∈ C1 ∩ C2 ;
3. Si Φ est un changement affine de coordonnées de A2(K), et si b =

Φ−1(a), alors (CΦ
1 · CΦ

2 )b = (C1 · C2)a ;
4. (C1 · C2)a = (C2 · C1)a ;
5. (C1 · C2)a > µa(C1)µa(C2), avec égalité ssi les courbes n’ont pas de

tangente commune en a ;



70 CHAPITRE 1. VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

6. Si C1 = tiCri1,i et C2 = tjC
sj
2,j, alors

(C1 · C2)a =
∑
i,j

risj(C1,i · C2,j)a ;

7. Soit P et Q des équations de courbes planes, alors

(P ·Q)a = (P · (Q+AP ))a
pour tout polynôme A ∈ K[X,Y ].

Démonstration. — Voir [Ful89, § 3.3].

Exercice 1.6.14. — Si Pi est une équation homogène de degré di de la
courbe projective plane Ci, on a

(C1 · C2)a = dimK OP2(K),a/(
P1
Ld1

,
P2
Ld2

)

où L = 0 est l’équation d’une droite ne passant pas par a. Montrer que ce
nombre ne dépend pas du choix de L.

Définition 1.6.15. — Soient C1 et C2 deux courbes projectives planes
(éventuellement réductibles ou non réduites). On note

(C1 · C2) :=
∑

a∈P2(K)
(C1 · C2)a.

C’est le nombre d’intersection des courbes C1 et C2.

Théorème 1.6.16 (Théorème de Bézout : énoncé géométrique)
Soient C1 et C2 deux courbes projectives planes (éventuellement réduc-

tibles ou non réduites) de degrés respectifs d1 et d2. Si C1 et C2 sont définies
sur un corps algébriquement clos et n’ont aucune composante commune, alors :

(C1 · C2) = d1d2

où les intersections sont comptées avec multiplicités.

Démonstration. — Voir [Per95, Chapitre VI].

Formule du genre. —

Théorème 1.6.17. — Soit d un entier positif ou nul, on pose

g(d) := (d− 1)(d− 2)
2 .

Soit C une courbe projective complexe plane non singulière de degré d. Si C
est irréductible de genre g(C), alors :

g(C) = g(d) .
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Démonstration. — (Voir [GH78, pages 219-220].)
On projette la courbe C sur une droite L à partir d’un point p, on choisit

p /∈ C et L telle que p /∈ L. À l’aide d’un changement linéaire de coordonnées,
il est loisible de supposer que p = [1 : 0 : 0] et L = {X = 0}, on peut
supposer aussi que la droite à l’infini {Z = 0} n’est pas tangente à C. Soit
F (X,Y, Z) un polynôme homogène de degré d définissant C. En coordonnées
x = X/Z, y = Y/Z dans la carte Z 6= 0, l’équation affine de la courbe est
notée f(x, y) = F (x, y, 1). La projection πp : C → P1 restreinte à cet ouvert
affine s’écrit dans ces coordonnées :

πp : (x, y) 7→ y .

Le degré de πp : C → P1 est d. Au voisinage d’un point q ∈ C tel que
(∂f/∂x)(q) 6= 0, y est une coordonnée locale sur C et πp est non ramifiée.
Si (∂f/∂x)(q) = 0, alors (∂f/∂y)(q) 6= 0 car C est non singulière en q et
le théorème des fonctions implicites nous permet de considérer x comme une
coordonnée locale sur C au voisinage de q. On a alors une paramétrisation
x 7→ (x, y) = (x, y(x)) de C au voisinage de q , on a alors

f(x, y(x)) ≡ 0

et par dérivation des fonctions composées,
∂f

∂x
+ ∂f

∂y
· ∂y
∂x
≡ 0 au voisinage de q sur C.

Par conséquent l’ordre du zéro de ∂y
∂x en q, c’est-à-dire l’indice de branche-

ment de πp : x 7→ y(x) en q est égal à l’ordre du zéro de ∂f
∂x en q c’est-à-dire

à la multiplicité d’intersection de C avec la courbe d’équation {∂f∂x = 0} au
point q. L’équation {∂f∂x = 0} détermine une courbe de degré d − 1 dans P2

et donc le nombre d’intersection de cette courbe avec C est d(d − 1) d’après
le théorème de Bézout. Par hypothèse, il n’y a pas de points de {∂f∂x = 0} ∩C
sur la droite à l’infini {Z = 0}.

On conclut d’après la formule de Riemann-Hurwitz (E.2.18),

g(C) = −d+ 1 + 1
2
∑
q∈C

bπp(q) = 1
2(d− 2)(d− 1) .

Remarque 1.6.18. — Une conséquence importante de la formule du genre
est l’existence de courbes projectives qui ne se plongent pas dans le plan. Par
exemple, une courbe irréductible non singulière de genre 2 ne se plonge pas
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sous la forme d’une courbe plane non singulière. En effet, pour tout d ∈ N∗,
1
2(d− 2)(d− 1)) 6= 2.

d 1 2 3 4 5 6

g(d) 0 0 1 3 6 10

Table 1.6.1. Genres atteints par les courbes planes lisses de petit degré.

1.7. Parapluies

Nous terminons ce chapitre par une série d’illustrations provenant
d’exemples remarquables de variétés algébriques réelles singulières utili-
sées dans l’article [FHMM16]. Ces surfaces sont connues sous le nom de
parapluie car l’ensemble des points réels est formé d’une partie de dimension
2 accolée à un manche de dimension 1. Les deux premiers parapluies de cette
liste sont biens connus des spécialistes, les suivants sont nouveaux.

Remarque 1.7.1. — Malgré les apparences, tous les parapluies de ce para-
graphe sont irréductibles pour la topologie de Zariski.

Parapluie de Whitney. — Il s’agit de la sous-variété de R3 d’équation

zx2 = y2 (figure 1.4).

Figure 1.4. Parapluie de Whitney.
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La droite {x = y = 0} est le lieu singulier réel de la surface. La demi-
droite {x = y = 0, z > 0} est incluse dans l’adhérence euclidienne du lieu non
singulier qui est la nappe ouverte {zx2 = y2, x 6= 0, y 6= 0}, la demi-droite
{x = y = 0, z < 0} est incluse dans son adhérence de Zariski mais pas dans
son adhérence euclidienne.

Parapluie de Cartan. — Il s’agit de la sous-variété de R3 d’équation

z(x2 + y2) = x3 (figure 1.5).

Figure 1.5. Parapluie de Cartan.

C’est de nouveau la droite {x = y = 0} qui est le lieu singulier réel de
la surface, mais cette fois-ci seul le point {x = y = z = 0} appartient à
l’adhérence euclidienne du lieu non singulier {z(x2 + y2) = x3, x 6= 0, y 6= 0}.

Parapluie de Kollár. — Il s’agit de la sous-variété de R3 d’équation (voir
[KN15])

x2 + y2z2 − y3 = 0 (figure 1.6).

De même que pour les deux parapluies suivants, c’est toujours la droite
{x = y = 0} qui est le lieu singulier réel de la surface, et seul le point {x =
y = z = 0} appartient à l’adhérence euclidienne du lieu non singulier. Ici
Reg = {x2 + y2z2 − y3 = 0, x 6= 0, y 6= 0}.
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Figure 1.6. Parapluie de Kollár.

Parapluie cuspidal. — Il s’agit de la sous-variété de R3 d’équation
x2 − y2(y3 − z2) = 0 (figure 1.7).

Figure 1.7. Parapluie cuspidal.

Parapluie cornu. — Il s’agit de la sous-variété de R3 d’équation
x2 + y2((y − z2)2 + yz3) = 0 (figure 1.8)

ou sous forme développée
x2 + y4 + y2z4 + y3z3 − 2y3z2 = 0 .
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Figure 1.8. Parapluie cornu.

Solution des exercices du chapitre 1

1.2.2 Considérer par exemple l’ensemble F :=
{
(x, y) ∈ K2 | x− y = 0

}
qui

est fermé pour la topologie de Zariski de A2(K). Son complémentaire U :={
(x, y) ∈ K2 | x 6= y

}
n’est pas ouvert pour la topologie produit. En effet, un

ouvert pour la topologie produit contient un produit d’ouverts de A1(K),
c’est-à-dire un produit de complémentaires de sous-ensembles finis de K.
1.2.9 1. L’ensemble U est quasi-algébrique si et seulement si U est un ouvert
d’un ensemble algébrique F (F est un fermé de An(K) ou de Pn(K) pour
un certain entier naturel n) donc, par définition de la topologie induite, si et
seulement s’il existe un ouvert V de An(K) ou de Pn(K) tel que U = V ∩ F ,
c’est-à-dire si et seulement si U est une partie localement fermée de An(K)
ou de Pn(K).

2. Si U est un ouvert de U , il existe par définition de la topologie induite un
ouvert V de l’espace ambiant tel que U = V ∩ U ce qui montre que U est un
partie localement fermée. Pour montrer la réciproque, nous allons montrer que
si U est une partie localement fermée de l’espace ambiant, alors U = V ∩ U
pour un ouvert V ce qui impliquera que U est un ouvert de U .

D’après 1, on a U = V ∩F où V est un ouvert et F un fermé, d’où U ⊂ V ∩U
puisque U ⊂ V et U ⊂ U . Réciproquement, U ⊂ F et F est fermé donc U ⊂ F ,
donc V ∩ U ⊂ V ∩ F = U .
1.2.14 1. Si x ∈ F , alors pour tout élément f ∈ I(F ), on a f(x) = 0 par
définition de I(F ) donc x ∈ Z(I(F )). Réciproquement, si x ∈ Z(I(F )), et
si F = Z((f1, . . . , fl)) pour fi ∈ K[X1, . . . , Xn], alors les fi appartiennent à
I(F ) donc pour tout i = 1 . . . n, fi(x) = 0 donc x ∈ F .
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3. Par exemple, prenons n = 1 et I = (x2) : alors Z(I) = {x ∈ A1(K) |
x2 = 0} = {0} et I(Z(I)) = (x) 6= I.

4. Considérer K = R et I = (x2 + y2 + 1), alors I(Z(I)) = I(∅) = R[x, y].

1.2.21 On ne corrige que le cas affine, le cas projectif se traite de manière
similaire.

1.a. Soient F et G des fermés de Zariski tels que An(K) = F ∪G. On montre
qu’alors l’un des deux au moins n’est pas strict : il existe des polynômes
f, g ∈ K[X1, . . . , Xn] tels que F ⊂ Z(f) et G ⊂ Z(g) et donc An(K) =
Z(f) ∪ Z(g) = Z(fg). Mais K est infini donc Z(fg) = An(K) implique que
fg ≡ 0. En effet, il suffit d’évaluer le polynôme sur une droite affine (en fixant
toutes les coordonnées sauf une par exemple), on obtient un polynôme en une
variable avec une infinité de racines. Donc f ou g est nul et finalement, F ou
G est égal à An(K).

2. Si K = {α1, . . . , αr}, alors f = Π16i6n
16j6r

(xi − αj) vérifie An(K) = Z(f) et

f 6= 0. Finalement, An(K) = ∪i,jZ(xi − αj).

1.2.32 Se reporter à la solution de l’exercice 1.2.14(1) pour la condition suffi-
sante (le raisonnement est valable aussi pour un fermé de Pn(K)). La condition
nécessaire est évidente.

1.2.37 Montrons que l’image réciproque de tout fermé de A1(K) est un fermé
de U . Un fermé de A1(K) est un ensemble fini de points ou bien A1(K) tout
entier. Il suffit donc de montrer que f−1(y) = {x ∈ U | f(x) = y} est fermé (16)

dans U pour tout y ∈ A1(K). Ceci se montre localement, il suffit donc de
considérer le cas où U ⊂ An(K) est un ouvert et de considérer un ouvert V
de U sur lequel f peut être représentée par g

h avec g, h ∈ K[X1, . . . , Xn] tels
que pour tout x ∈ V, h(x) 6= 0. Alors f−1(y) ∩ V = {x ∈ V | g(x)

h(x) = y}. Mais
g(x)
h(x) = y si et seulement si (g(x)−yh(x)) = 0. Donc f−1(y)∩V = Z(g−yh)∩V
qui est fermé dans V . Finalement, f−1(y) est fermé dans U .

1.2.42 Remarquons que par l’injection naturelle K[X1, . . . , Xn] → OAn(K),x
qui envoie f sur la classe du couple (An(K), f), l’image d’une fonction poly-
nomiale non nulle en x est inversible dans OAn(K),x. En effet, si f(x) 6= 0, 1

f

est régulière sur le voisinage D(f) de x. On en déduit un morphisme

ϕ : K[X1, . . . , Xn]mx → OAn(K),x

16. Ce qui serait évident pour une topologie séparée !
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qui envoie la classe de g
h sur la classe du couple (D(h), gh). Ce morphisme est

injectif carK[X1, . . . , Xn]→ OAn(K),x l’est (17). Soit maintenant un élément de
OAn(K),x représenté par (U, f). Par définition d’application régulière, il existe
un voisinage V ⊂ U de x et des polynômes g, h ∈ K[X1, . . . , Xn] tels que h
ne s’annule pas sur V et g

h = f sur V . La fraction rationnelle g
h représente un

élément de K[X1, . . . , Xn]mx dont l’image par ϕ est équivalente à f .

1.2.51 1. La fonction f est régulière sur K2 \ Z(x2 + y2 + 1), par contre elle
n’est pas polynomiale. En effet, supposons qu’il existe p ∈ K[x, y] telle que
∀(x, y) ∈ K2 \Z(x2 +y2 + 1), p(x, y) = 1

x2+y2+1 . Alors p(x, y)(x2 +y2 + 1) = 1
ce qui est impossible car pour n’importe quel y fixé, on aurait degy p+ 2 = 0
(Rappelons que K est infini car algébriquement clos).

2. Voir 1. en remarquant que cette fois-ci Z(x2 + y2 + 1) = ∅.

1.2.56 1. ϕ : F1 → F2 étant un morphisme, pour tout ouvert U ⊂ F2 et pour
toute fonction régulière f ∈ OF2(U), on a f ◦ϕ ∈ OF1(ϕ−1(U)). En particulier,
pour toute fonction régulière globale f ∈ OF2(F2), f ◦ϕ ∈ OF1(F1) c’est-à-dire
d’après le théorème 1.2.50, que f ∈ P(F2) implique f ◦ϕ ∈ P(F1). Appliquons
ceci aux fonctions yi|F2 pour i = 1 . . .m, alors yi ◦ ϕ ∈ P(F1) i. e. il existe
fi ∈ K[x1, . . . , xn] tel que, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ F1, yi ◦ ϕ(x1, . . . , xn) =
fi(x1, . . . , xn) d’où le résultat.

2. De la même façon, en utilisant cette fois le théorème 1.2.52, on obtient
f ∈ S−1

F2
P(F2) implique f ◦ ϕ ∈ S−1

F1
P(F1) (où SFk = {h ∈ P(Fk) | ∀x ∈

Fk, h(x) 6= 0}). Considérons les fonctions yi|F2 pour i = 1 . . .m, alors yi ◦ ϕ ∈
S−1
F1
P(F1) i. e. pour i = 1 . . .m il existe des fonctions polynomiales gi ∈

R[x1, . . . , xn] et hi ∈ R[x1, . . . , xn] telles que pour tout point (x1, . . . , xn) ∈
F1, hi(x1, . . . , xn) 6= 0 et yi ◦ ϕ(x1, . . . , xn) = gi(x1,...,xn)

hi(x1,...,xn) d’où le résultat.

1.2.58 1 & 2 & 3. Notons H := Z(xy − 1) ⊂ A2(K). L’application K \
{(0, 0)} → H, x 7→ (x, 1

x) est un isomorphisme.
Dans le même ordre d’idées, remarquons que si A et B sont des matrices

dans Mn, la matrice AB − In est formée de polynômes en les coefficients
de A et B, notons H := Z(AB − In) ⊂ Mn ×Mn ' K2n2 . L’application
GLn(K)→ H, A 7→ (A,A−1) est un isomorphisme.

Remarquons aussi que K∗ et GLn(K) sont des cas particuliers d’ouverts
principaux, voir 1.2.60 (1). Il suffit de prendre f : z 7→ z et f : A 7→ detA.

17. Le localisé S−1A est est un A-module plat d’après la propriété universelle du localisé,
voir la proposition A.3.2.
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1.2.59 1. Soit d le degré de H, c’est-à-dire que H = Z(f) pour un polynôme
homogène f de degré d. Considérer le plongement de Veronese de degré d,
ϕd : Pn(K) → PN (K), où N =

(n+d
n

)
− 1, qui envoie le n + 1-uplet (x0 : . . . :

xn) sur le N + 1-uplet formé des monômes de degré d en les n + 1 variables
x0, . . . , xn. Alors ϕd(H) est un hyperplan H0 de PN (K) et via ϕd, Pn(K) \H
est isomorphe à PN (K) \H0. La conclusion est acquise car le complémentaire
d’un hyperplan est affine. En effet, considérons des coordonnées sur PN (K)
telles que H0 soit l’hyperplan d’équation x0 = 0. Alors

PN (K) \H0 −→ AN (K)
(x0 : . . . : xN ) 7−→ (x1

x0
, . . . , xNx0

)
est un isomorphisme.

2. Pour montrer que U := A2(K) \ {(0, 0)} n’est pas affine, on montre que
OA2(K)(U) est isomorphe à K[x, y] c’est-à-dire que toute fonction régulière
sur U s’étend en une fonction régulière sur A2(K). Recouvrons U par les deux
ouverts U1 := D(x) et U2 := D(y). Soit f : U → K une fonction régulière, la
restriction de f à U1 est de la forme g1

xn pour un polynôme g1 ∈ K[x, y] et un
entier naturel n. On peut supposer de plus que xn ne divise pas g1. De la même
façon, f = g2

ym sur U2. Comme les restrictions coïncident sur U1 ∩U2, on a que
xng2 = ymg1. Par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles dans
l’anneau factoriel K[x, y], on en déduit n = m et g1 = g2, d’où la conclusion.

3. D’après le théorème 1.2.53, sur un ensemble algébrique projectif irréduc-
tible (en fait connexe suffit), les seules fonctions régulières sont les constantes,
et d’après le Nullstellensatz A.5.12 (ou le théorème 1.2.50 qui l’utilise), un
ensemble affine dont les seules fonctions régulières sont les constantes est un
point.
1.2.60 1. Soit l’ensemble algébrique affine

Z := {x ∈ Kn+1 |
∀g ∈ I(F ), g(x1, . . . , xn) = 0 et xn+1f(x1, . . . , xn)− 1 = 0}.

D’après l’exercice 1.2.56, il est clair que la restriction à Z de la projection
(x1, . . . , xn, xn+1) 7→ (x1, . . . , xn) est un isomorphisme sur D(f) qui induit
donc un isomorphisme de K-algèbres R(Z) '−→ OF (D(f)).

Soit maintenant β : R(F )[ 1
f ] → R(Z) le morphisme défini de la manière

suivante : soit h =
∑d
i=0 hi( 1

f )i avec hi ∈ R(F ), l’image de h par β est
(Z, x 7→

∑d
i=0 x

i
n+1hi(x1, . . . , xn)). Ce morphisme est injectif, en effet si∑d

i=0 x
i
n+1hi(x1, . . . , xn)) ≡ 0 sur Z, alors pour tout i, hi ≡ 0 sur F car K

est infini. Soit maintenant a ∈ R(Z) et x ∈ Z, il existe donc un voisinage de
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x dans Z tel que a = b
c sur U avec b, c ∈ P(Z) et c non nulle sur U . Il est

toujours loisible de décomposer b(x1, . . . , xn, xn+1) =
∑d1
i=0 x

i
n+1bi(x1, . . . , xn)

et c(x1, . . . , xn, xn+1) =
∑d2
i=0 x

i
n+1ci(x1, . . . , xn). Comme f est une fonc-

tion régulière inversible sur D(f), on a a = b′

c′ sur U avec pour x =
(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Z, b′(x) =

∑d1
i=0 f(x1, . . . , xn)d2−ibi(x1, . . . , xn) et

c′(x) =
∑d2
i=0 f(x1, . . . , xn)d2−ici(x1, . . . , xn). Par construction, c′ appartient

à P(F ) et ne s’annule pas sur U et b′ ∈ P(F )[ 1
f ]. Pour peu que l’on puisse

supposer U = F , on a terminé. Ceci est possible dans au moins deux cas, si
K est algébriquement clos, voir le théorème 1.2.50 et si K est un corps réel
clos (définition A.5.18), voir le théorème 1.2.52.

2. On a D(f) ' {(x, y, z) ∈ A3(R) | z(x2 + y2) − 1 = 0}. En particulier
A2(R) \ {(0, 0)} est affine ; ce qui n’est pas le cas pour A2(K) \ {(0, 0)} si K
est algébriquement clos.
1.2.68 1. Soit P un polynôme irréductible de degré 2, alors si Z(P ) 6= ∅,
I(Z(P )) est un idéal premier et Z(P ) est alors irréductible d’après la propo-
sition 1.2.30.

2. Notons A := Z(y − x2) la parabole, et B := Z(xy − 1) l’hyperbole. On
a A(A) = K[x, y]/(y − x2) ' K[x, x2] ' K[x] et A(B) = K[x, y]/(xy − 1) '
K[x, 1

x ] qui est la localisation de K[x] en x. Un morphisme de K-algèbres
h : K[x, 1

x ] → K[x] envoie nécessairement x sur une constante du fait que x
est inversible dans K[x, 1

x ]. Donc h n’est pas surjective, et en particulier n’est
pas un isomorphisme. Les deux courbes A et B ne sont donc pas isomorphes.

3a. Le corps K étant algébriquement clos, toute matrice symétrique S est
congruente à une matrice diagonale S = tPDP ; un polynôme homogène de
degré 2 à trois variables irréductible s’écrit donc x2 + y2 + z2 ou x2 + y2 ou x2

à un changement de variables linéaire près. Les deux derniers polynômes sont
réductibles donc toute conique projective définie par un polynôme irréductible
est isomorphe à Z(xz − y2) qui est l’image de P1(K) par le plongement de
degré 2 : P1(K)→ P2(K), (u : v) 7→ (u2 : uv : v2).

3b. Posons U := A1(K)\{0}. On a Γ(A1(K),OA1(K)) = K[x]. Par ailleurs,
comme U est un ouvert de A1(K), on a l’égalité de faisceaux

OU = OA1(K)|U .

D’où
OU (U) = OA1(K)(U)

qui, d’après l’exercice 1.2.60 est égal àK[x]x = K[x, 1
x ] qui n’est pas isomorphe

à K[x]. On conclut avec le corollaire 1.2.65.
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3c. Soit P ∈ K[x, y] un polynôme irréductible de degré 2 et C := Z(P ). La
clôture projective est Ĉ = Z(Q) ⊂ P2(K) où Q ∈ K[x, y, z] est le polynôme
homogène irréductible z2P (xz ,

y
z ). L’intersection de la conique projective Ĉ

avec la droite à l’infini L := Z(z) est déterminée par le polynôme homogène
à deux variables Q(x, y, 0) qui se décompose en un produit de deux facteurs
de degré 1. Si Q(x, y, 0) possède une racine double, Ĉ rencontre Z(z) en un
seul point et C = Ĉ \ {pt.} ' P1(K) \ {∞} ' A1(K) d’après (3a). De
même, si Q(x, y, 0) possède deux racines distinctes, C est isomorphe à P1(K)
privé de deux points, c’est-à-dire à A1(K) privé d’un point, en changeant les
coordonnées pour ramener ce point en 0, on obtient l’anneau des coordonnées
A(C) = K[x, 1

x ], voir la figure 1.10, deuxième ligne.
4a. L’invariant classifiant est le rang r du polynôme quadratique, les valeurs

prises sont ici : r = 1, 2 et 3 correspondant respectivement (à un changement
de variables linéaire près) à x2 = 0 (une droite projective double), x2 + y2 = 0
(deux droites projectives se croisant en un point), et x2 + y2 + z2 = 0 (une
conique projective irréductible), voir la figure 1.9.

Figure 1.9. Coniques complexes projectives (par convention, une
courbe double est représentée par une trait épaissi). De gauche à
droite : r = 1, x2 = 0, r = 2, x2 +y2 = 0, r = 3, x2 +y2 +z2 = 0.

4b. Enlever un point sur une droite projective donne une droite affine. En
considérant toutes les intersections possibles entre les coniques projectives de la
classification précédente et la droite à l’infini, on obtient la liste suivante : une
droite affine double, deux droites affines se croisant en un point, deux droites
affines parallèles, une conique affine irréductible qui peut être est ellipse ou une
parabole. Voir la figure 1.10. (Pour obtenir une figure lisible, des changements
de variables linéaires ont été effectués.)

5a. Considérons les coniques réelles projectives C1 := Z(x2 + y2 + z2) et
C2 := Z(x2 + y2 − z2). La première est vide et la seconde est un cercle, elles
ne sont donc pas isomorphes.
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L

L

L

L

L

Figure 1.10. Coniques complexes affines (L est la droite à l’infini,
la conique affine proprement dite est le complémentaire de L). Dans
l’ordre : une droite affine double, deux droites affines sécantes, deux
droites affines parallèles, une ellipse, une parabole.

Toute matrice symétrique à coefficients réels est diagonalisable dans une
base orthonormée et un polynôme homogène de degré 2 à trois variables irré-
ductible s’écrit donc x2 ± y2 ± z2 à un changement de variables linéaire près.
À une permutation des coordonnées près, toute conique réelle projective est
donc isomorphe à C1 ou à C2, cf. les deux coniques de droite de la figure 1.11.

5b. Considérons les coniques réelles affines A := Z(x2−y), B := Z(xy−1),
C1 := Z(x2 +y2 +1), C2 := Z(x2 +y2−1) et C3 := Z(x2−y2−1). L’ensemble
C1 est vide, C2 est compact et connexe, C3 est non compact et non connexe,
A est non compact et connexe, C3 est isomorphe à B par le changement de
variables (x, y) 7→ (x− y, x+ y).

Soit C une conique affine définie par un polynôme irréductible et Ĉ sa
complétée projective. Si Ĉ est vide, elle est isomorphe à Z(x2 + y2 + z2) et C
est isomorphe à C1. Si Ĉ est non vide, comme en 3c. on considère l’intersection
de Ĉ avec la droite à l’infini Z(z). Cette intersection peut être vide (deux points
imaginaires) : C est alors isomorphe à C1, réduite à un point (réel) : C est
alors isomorphe à P1(R) privé d’un point ; C est donc isomorphe à A, ou à
deux points (réels) : C est alors isomorphe à A1(R) privé d’un point ; C est
donc isomorphe à B ' C3, cf. les deux dernières lignes de la figure 1.12.
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5c. L’invariant classifiant dans le cas réel est la signature (s+, s−) du poly-
nôme quadratique (le rang r satisfait donc r = s+ + s−). À permutation près
des variables, il y a cinq possibilités : {(1, 0), (0, 1)}, {(2, 0), (2, 0)}, {(1, 1)},
{(3, 0), (0, 3)}, {(2, 1), (1, 2)} correspondant respectivement (à un changement
de variables linéaire près) à x2 = 0 (une droite réelle projective double),
x2 + y2 = 0 (deux droites projectives imaginaires se croisant en un unique
point réel), x2 − y2 = 0 (deux droites réelles projectives se croisant en un
unique point), x2 + y2 + z2 = 0 (une conique projective sans point réel) et
x2 + y2 − z2 = 0 (une conique projective irréductible avec points réels), voir
la figure 1.11.

Figure 1.11. Coniques réelles projectives (par convention, une
courbe en pointillés désigne une courbe non réelle). De gauche à
droite : x2 = 0, x2 + y2 = 0, x2 − y2 = 0, x2 + y2 + z2 = 0,
x2 + y2 − z2 = 0. Lieu réel : une droite réelle projective double,
un point réel isolé, deux droites réelles projectives sécantes, ∅, une
ellipse.

5d. Le raisonnement est similaire au cas complexe, voir la figure 1.12.
1.2.80 1. Conséquence immédiate du corollaire 1.2.79, K(An(K)) =
FracP(An(K)) = FracK[X1, . . . , Xn].

2. On note i : An(K) ↪→ Pn(K), (x1, . . . , xn) 7→ (1 : x1 : . . . : xn), alors
i(An(K)) est un ouvert dense de Pn(K) (car non vide dans Pn(K) qui est
irréductible car K est infini, voir l’exercice 1.2.21(1)). Donc d’après la propo-
sition 1.2.71, K(Pn(K)) = K(An(K)).

3a. Clairement P (f1, f2) = 0 dans K(f1, f2). Par conséquent, f2 est un
élément algébrique sur K(f1) et donc K(C) = K(f1, f2) est de degré fini sur
K(f1). De même K(C) est de degré fini sur K(f2).

Si f1 est transcendant sur K, alors K(f1) ' K(x) ' K(X). Si f1 est
algébrique sur K, alors f2 est transcendant sur K par hypothèse sur le degré
de P et K(f2) ' K(y) ' K(X).

3b. Conséquence du corollaire 1.2.79 et du Nullstellensatz, voir le corol-
laire A.5.13.
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Figure 1.12. Coniques réelles affines (L est la droite à l’infini, la
conique affine proprement dite est le complémentaire de L). Lieu
réel dans l’ordre : une droite affine double, un point réel isolé, ∅,
deux droites affines sécantes, deux droites affines parallèles, ∅, ∅,
une ellipse, une hyperbole, une parabole.

1.3.15 1. Corollaire immédiat de la proposition 1.2.61.
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2. On reprend les notations de la définition : X = Z(J) \ Z(I). Soient f et
g dans I(Z(I)) des fonctions, alors D(f)∩D(g)∩Z(J) = X \ (Z(f)∪Z(g)) =
X \ (fg).

3. Tout ouvert de X est de la forme X \ Z(L) pour un idéal L de
K[X0, . . . , Xn]. Soit {f1, . . . , fl} un ensemble de générateurs de L. On a alors
Z(L) = ∩li=1Z(fi), donc X \ Z(L) = ∪li=1D(fi). Remarquons en passant que
si X est affine, on a OX(X \ Z(L)) = ∩li=1OX(D(fi)).

4. Voir [Ser55a, Proposition 1, page 234].
1.3.24 Il est clair que la relation ∼ considérée est reflexive et symétrique.
Montrons qu’elle est transitive : pour cela, supposons que (U,ϕU ) ∼ (V, ϕV )
et (V, ϕV ) ∼ (W,ϕW ). Alors ϕU |U∩V = ϕV |U∩V et ϕV |V ∩W = ϕW |V ∩W d’où
ϕU |U∩V ∩W = ϕW |U∩V ∩W . Mais V est dense dans X donc U ∩V ∩W est dense
dans U ∩W et donc ϕU |U∩W = ϕW |U∩W c’est-à-dire (U,ϕU ) ∼ (W,ϕW ).
1.3.25 Même principe que pour l’exercice 1.2.56 : on tire en arrière les fonctions
coordonnées et on obtient des fonctions régulières sur un ouvert dense de X
(l’ouvert de définition de ϕ) ; si cet ouvert s’écrit U = X \ Z(I) pour un idéal
I engendré par f1, . . . , fk, alors U = ∪ki=1D(fi).
1.4.4 En fait la topologie euclidienne est la topologie la moins fine qui rende
continues les fonctions f continues pour la topologie de Zariski.
1.5.14 D’après le lemme A.2.9, IR := I∩R[X1, . . . , Xn] est un idéal premier de
R[X1, . . . , Xn] et I = IR ⊗ C[X1, . . . , Xn] par hypothèse. Pour toute chaîne
IR = J0 ( J1 ( · · · ( Jl ( R[X1, . . . , Xn] d’idéaux premiers de longueur
l, la chaîne I = J0 ⊗ C[X1, . . . , Xn] ( J1 ⊗ C[X1, . . . , Xn] ( · · · ( Jl ⊗
C[X1, . . . , Xn] ( C[X1, . . . , Xn] est une chaîne d’idéaux premiers de longueur
l. On en déduit que dim IR 6 dim I d’après l’exercice 1.5.13(1).
1.5.50 Soit U ⊂ X un ouvert affine non vide, alors U est dense car X est
irréductible et K(X) = K(U) d’après la proposition 1.2.71. Comme dimX =
dimU d’après la remarque 1.5.44, il suffit d’appliquer le théorème 1.5.5 à
l’anneau des coordonnées affines de U .



CHAPITRE 2

R-VARIÉTÉS

Nous avons introduit le chapitre 1 en précisant par avance que nos variétés
algébriques réelles étaient insatisfaisantes. Nous étudions dans ce chapitre les
variétés complexes munies d’une conjugaison qui sont des « espaces réels »
selon Atiyah [Ati66].

On suppose pour fixer les idées que les variétés considérées dans cette intro-
duction sont projectives. Soit X ⊂ Pn(C) un ensemble algébrique complexe
défini par des équations homogènes à coefficients réels. L’ensemble V ⊂ Pn(R)
des solutions à coordonnées réelles de ces équations, c’est-à-dire l’intersection
X ∩Pn(R), est alors un ensemble algébrique réel. Dans la littérature, et selon
le type de problème posé, aussi bien X que V sont qualifiés de réels. Aussi,
pour distinguer ces deux types d’objets, il est tentant de différencier V de X
en appelant V une variété algébrique réelle, ce que nous avons fait au cha-
pitre 1, et X une variété algébrique définie sur R. On trouve cette distinction
dans une partie de la littérature, voir par exemple [BK99, Hui95], mais pas
partout, voir par exemple [Sil89, DIK00]. Un usage répandu est de consi-
dérer que « variété algébrique réelle » et « variété algébrique définie sur R »
désignent le même objet : c’est une variété algébrique complexe qui admet
des équations à coefficients réels ou autrement dit, c’est une variété complexe
stable par conjugaison.

En pratique, il suffit de préciser quel point de vue l’on utilise car bien sou-
vent l’une des deux notions s’impose d’elle-même selon la nature du problème
étudié. Mais il est parfois nécessaire de considérer les deux points de vue dans
un même raisonnement. Nous avons fait le choix d’appeler R-variété algébrique
un couple formé d’une variété algébrique complexe et d’une conjugaison (voir
la définition 2.1.10) et de réserver l’expression variétés algébriques réelles aux
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sous-ensembles algébriques de Pn(R). Notons que les « variétés réelles » de
[Sil89, I.2] et [DIK00] sont exactement nos R-variétés.

Ce chapitre est consacré aux R-variétés et à leurs relations avec les variétés
algébriques réelles définies au chapitre précédent. Après avoir défini les R-
variétés et donné leurs premières propriétés en section 2.1, nous expliquons
dans quelle mesure une R-variété détermine une variété algébrique réelle en
section 2.2. Dans la section suivante, nous considérons le problème inverse :
une variété algébrique réelle détermine-t-elle une R-variété ? Nous concluons
cette section 2.3 par un récapitulatif des relations logiques entre les variétés
algébriques réelles, les R-variétés et les schémas sur R, atteignant ainsi l’un
des objectifs annoncés en introduction de cet ouvrage. La fin du chapitre est
consacré à des développements et applications : la section 2.5, qui est assez
technique et peut être omise en première lecture, est consacrée aux faisceaux
et fibrés ; la section 2.6 est consacrée aux diviseurs ; et la section 2.7 aux R-
courbes planes.

2.1. Structures réelles sur une variété complexe

Dans cette section, nous introduisons la théorie des variétés complexes dans
la théorie des variétés réelles. À titre de motivation, nous proposons l’exemple
suivant. Un peu plus loin l’exemple 2.1.29 permettra de motiver l’introduction
des structures réelles abstraites sur une variété complexe.

Exemple 2.1.1 (Suite de l’exemple 1.5.20). — Revenons à la variété
algébrique réelle irréductible F := Z(x2 + y2) ⊂ A2(R) qui est le single-
ton formé du point singulier (0, 0). Considérons l’ensemble algébrique X :=
ZC(x2 +y2) ⊂ A2(C) qui est une courbe complexe réductible. La restriction σ
de (x, y) 7→ (x, y) à X est une involution de X dans lui-même dont l’ensemble
des points fixes est F = Xσ = {(0, 0)}. La courbe algébrique complexe X
possède un unique point réel. Le point (0, 0) est l’intersection des deux com-
posantes irréductibles ZC(x− iy) et ZC(x+ iy) et c’est bien le seul point réel
de la courbe X. On a dimX = 1 et dimF = 0.

Pour aller plus loin, considérons la variété V := Z(x2 + y2 − z) ⊂ A3(R)
et le morphisme π : V → A1(R), (x, y, z) 7→ z. Pour tout z0 ∈ A1(R), la fibre
π−1(z0) est un sous-ensemble algébrique du plan affine Z((z − z0)) ' A2(R).
Si z0 > 0, π−1(z0) est une courbe réelle non singulière, en revanche π−1(0) ' F
est un point et pour tout z0 < 0, π−1(z0) est vide. Considérons Y := ZC(x2 +
y2 − z) ⊂ A3(C) et πC : Y → A1(C), (x, y, z) 7→ z. Pour tout z0, la fibre
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π−1
C (z0) est un sous-ensemble algébrique du plan affine Z((z − z0)) ' A2(C).

Soit z0 ∈ A1(R) ⊂ A1(C). Si z0 > 0, π−1
C (z0) est une courbe complexe non

singulière dont le lieu réel est une courbe réelle non singulière. Si z0 = 0,
π−1

C (0) ' X est une courbe complexe singulière dont le lieu réel est un point.
Si z0 < 0, π−1

C (z0) est une courbe complexe non singulière dont le lieu réel est
vide.

Dans l’exemple ci-dessus, la variété complexe Y est utile pour comprendre
la situation. On retrouve la variété réelle V comme lieu fixe de l’involution
déduite de la conjugaison complexe sur C3. Plus généralement, les conjugaisons
usuelles nous serviront de modèle : sur An(C) = Cn, nous noterons σA := σAn

l’involution

σA :
{

An(C) −→ An(C)
(z1, . . . , zn) 7−→ (z1, . . . , zn) .

En particulier, pour tout z ∈ C, σA1(z) = z. De même, sur Pn(C), nous
noterons σP := σPn la conjugaison usuelle

σP :
{

Pn(C) −→ Pn(C)
(x0 : x1 : . . . : xn) 7−→ (x0 : x1 : . . . : xn) .

Nous retrouvons Rn ⊂ Cn comme lieu des points fixes de σAn et le pro-
jectif réel Pn(R) ⊂ Pn(C) comme lieu des points fixes de σPn . Nous allons
généraliser cette situation dans le cas d’une variété complexe (algébrique ou
analytique), c’est-à-dire que nous allons introduire des structures réelles (ana-
logues à σA et σP) sur des variétés complexes, voir la définition 2.1.10. Re-
marquons tout de suite qu’en général, si X ⊂ Cn, il ne suffit pas de considérer
la restriction de σA à X pour deux raisons : la première est qu’il faudrait
au moins imposer que cette restriction induise une application de X dans X
(i. e. σA(X) ⊂ X) et la seconde est qu’une même variété complexe X peut
posséder plusieurs formes réelles (voir la définition 2.1.13) correspondant à
des structures réelles différentes, c’est-à-dire des variétés complexes X1 et X2
définies par des équations à coefficients réels, isomorphes en tant que variétés
complexes mais sans isomorphisme à coefficients réels, voir l’exemple 2.1.29.

Soit f une fonction holomorphe (par exemple une fonction polynomiale)
définie dans un voisinage de z0 = (z0,1, . . . , z0,n) ∈ Cn par

f(z) =
∑
k∈Nn

ak(z1 − z0,1)k1 . . . (zn − z0,n)kn ,
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alors la fonction holomorphe conjuguée de f est la fonction holomorphe, notée
σf , définie dans un voisinage de z0 = (z0,1, . . . , z0,n) ∈ Cn par

σf(z) =
∑
k∈Nn

ak(z1 − z0,1)k1 . . . (zn − z0,n)kn

c’est-à-dire que σf = f ◦ σAn = σA1 ◦ f ◦ σAn . Si F est un sous-ensemble de
Cn lieu des zéros communs aux fonctions f1, . . . , fk, alors

F := {z ∈ Cn|σAn(z) ∈ F}

est le lieu des zéros communs aux fonctions σf1, . . . ,
σfk. Par conséquent, si

F ⊂ An(C) est un ensemble algébrique complexe affine, alors F ⊂ An(C) est
un ensemble algébrique complexe affine.

Remarque 2.1.2. — Attention à ne pas confondre σf et f . Si f est une
fonction holomorphe, σf est une fonction holomorphe alors que f = σA ◦ f
est une fonction anti-holomorphe. Passer de f à σf consiste à conjuguer les
coefficients. Si f est un polynôme, σf est un polynôme aussi alors que f n’en est
pas un. Les coefficients d’un polynôme f sont réels si et seulement si σf = f .

Exercice 2.1.3. — (Faisceau sur un ensemble algébrique conjugué)
1. Soit O le faisceau des fonctions régulières sur An(C) (resp. Pn(C)). On

définit un faisceau σO sur An(C) (resp. Pn(C)) en posant pour tout
ouvert U de An(C) (resp. Pn(C)) :

σO(U) :=
{
σf | f ∈ O(U)

}
.

Montrer que σO = O.
2. Soit F ⊂ An(C) un ensemble algébrique affine, le faisceau des fonctions

régulières de F est noté OF et celui de F est noté OF (ce sont les
faisceaux déduits de O qui font de F et F des sous-variétés de An(C),
voir la définition 1.3.7 et l’exemple 1.3.8).

Montrer que si F = F , alors σOF := (σO)F est un faisceau sur F qui,
d’après le point précédent, est égal au faisceau OF , on dira que OF est
un R-faisceau, voir la définition 2.2.1.

Proposition 2.1.4. — Soit X ⊂ An(C) un ensemble algébrique. La restric-
tion de σAn à X est une involution de X si et seulement si X peut être définie
par des polynômes à coefficients réels.

Soit X ⊂ Pn(C) un ensemble algébrique. La restriction de σPn à X est
une involution de X si et seulement si X peut être définie par des polynômes
homogènes à coefficients réels.
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Démonstration. — Si X = Z(P1, . . . , Pl), alors par définition, on a X =
Z(σP1, . . . ,

σPl) et la restriction σA|X est un endomorphisme de X si et
seulement si X = X. Supposons que X = X, on a alors Z(P1, . . . , Pl) =
Z(σP1, . . . ,

σPl) = Z(1
2(P1 + σP1), . . . , 1

2(Pl + σPl), 1
2i(P1 − σP1), . . . , 1

2i(Pl −
σPl)), il reste à remarquer que pour tout polynôme P à coefficients complexes,
les expressions 1

2(P+σP ) et 1
2i(P−

σP ) sont des polynômes à coefficients réels.
La réciproque est évidente.

De la même façon, si X est une variété algébrique projective, définie dans
un Pn(C) par des équations polynomiales homogènes

P1(z0, . . . , zn) = · · · = Pl(z0, . . . , zn) = 0 ,

alors X définie par σAn+1P1(z0, . . . , zn) = · · · = σAn+1Pl(z0, . . . , zn) = 0 est
une sous-variété algébrique de Pn(C). On vérifie aisément que si P est un
polynôme homogène, 1

2(P +σP ) et 1
2i(P −

σP ) sont des polynômes homogènes.
La restriction de σP à X est donc un endomorphisme de X si et seulement si
X est définie par des polynômes homogènes à coefficients réels.

Avant de passer aux variétés abstraites, commençons par la définition sui-
vante :

Définition 2.1.5. — Soit L un faisceau de fonctions à valeurs complexes
sur un espace topologique X, l’anti-faisceau L de L est défini sur tout ouvert
U de X par

L(U) := {f := σA ◦ f | f ∈ L(U)} .

Plus généralement, soient X un espace topologique et L un faisceau d’ap-
plications à valeurs dans Cn (1), le faisceau L est défini sur tout ouvert U de
X par

L(U) := {f := σAn ◦ f | f ∈ L(U)} .

Définition 2.1.6. — Si (X,OX) est une variété algébrique complexe (resp.
un espace analytique complexe (2), la variété conjuguée (resp. l’espace analy-
tique conjugué) de X est l’espace topologique X muni de l’anti-faisceau de
OX

X := (X,OX) .

1. L n’est donc plus un faisceau d’anneaux, mais un faisceau d’espaces vectoriels.
2. En géométrie analytique complexe, le terme variété est habituellement réservé aux

espaces analytiques complexes non singuliers, voir l’appendice D.
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Exercice 2.1.7. — Si F est un sous-ensemble de Cn lieu des zéros communs
des fonctions f1, . . . , fk, alors F := {z ∈ Cn|σAn(z) ∈ F} est le lieu des
zéros communs des fonctions σf1, . . . ,

σfk. Si F ⊂ An(C) est un ensemble
algébrique complexe affine, alors F est un ensemble algébrique complexe affine
et σA induit un isomorphisme de variétés entre (F ,OF ) et la variété conjuguée
(F,OF ).

Soient (X,OX) et (Y,OY ) des variétés algébriques complexes (resp. es-
paces analytiques complexes). En particulier OX et OY sont des faisceaux
de fonctions à valeurs complexes. Rappelons qu’une application ϕ : X → Y

est régulière (resp. holomorphe) si elle est continue et si pour toute fonction
f ∈ OY (V ), la fonction f ◦ϕ appartient à OX(ϕ−1(V )), voir la définition 1.3.4.

Définition 2.1.8. — Une application ϕ : (X,OX) → (Y,OY ) est anti-
régulière (resp. anti-holomorphe) si elle est continue et si pour tout ouvert V
de Y , et toute fonction f ∈ OY (V ), la fonction f ◦ϕ appartient à OX(ϕ−1(V )).

Remarque 2.1.9. — Si X est une variété algébrique complexe (resp. espace
analytique complexe) et OX son faisceau des fonctions régulières (resp. holo-
morphes), l’anti-faisceau OX est le faisceau des fonctions anti-régulières (resp.
anti-holomorphes). Une application continue ϕ : X → Y est anti-régulière (ou
anti-holomorphe) de (X,OX) vers (Y,OY ) si et seulement si elle est régulière
(ou holomorphe) de (X,OX) vers la variété conjuguée (Y,OY ), voir l’exer-
cice 2.1.7.

Comme annoncé en introduction, nous généralisons les involutions σA et σP
aux variétés complexes. (Voir aussi les « structures réelles sur un fibré » selon
Atiyah [Ati66].)

Définition 2.1.10 (Structure réelle). — Une structure réelle sur une va-
riété algébrique complexe (resp. espace analytique complexe) X est une invo-
lution anti-régulière (resp. anti-holomorphe) globale σ sur X.

Exemples 2.1.11. — Premiers exemples.
1. σA sur An(C) ;
2. σP sur Pn(C) ;
3. (x : y) 7→ (−y : x) sur P1(C).

Définition 2.1.12 (R-variété). — Pour abréger, nous dirons qu’un couple
(X,σ) est une R-variété si X est une variété complexe et σ une structure
réelle sur X. On pourra préciser si besoin par l’ajout d’un adjectif : R-variété
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algébrique ou R-variété analytique. Dans ce dernier cas, si on veut inclure les
espaces singuliers, on pourra dire R-espace analytique.

Définition 2.1.13. — On dit aussi qu’une R-variété (X,σ) est une forme
réelle de la variété complexe X.

Exemple 2.1.14. — Les formes réelles des groupes de Lie complexes forment
une riche famille d’exemples, voir [MT86] par exemple.

Remarque 2.1.15. — La généralisation des R-variétés aux variétés analy-
tiques complexes est notamment nécessaire dans l’étude des R-surfaces K3
(définition 4.5.3), des R-tores complexes de dimension 2 (définition 4.5.22),
des R-surfaces elliptiques (définition 4.6.1) et des R-variétés de Moishezon
(définition 6.1.4).

Remarque 2.1.16. — Soient (X,σ) une R-variété et U ⊂ X un ouvert
affine, alors σ(U) est un ouvert affine. En effet, σ est un homéomorphisme
donc σ(U) est ouvert dans X ; de plus si ϕ : U → An(C) est un plongement de
U comme variété algébrique affine d’idéal I = (P1, . . . , Pl) ⊂ C[X1, . . . , Xn],
alors σA ◦ ϕ ◦ σ : σ(U) → An(C) est un plongement de σ(U) comme variété
affine d’idéal σI = (σP1, . . . ,

σPl) ⊂ C[X1, . . . , Xn].

Définition 2.1.17. — Un couple (Y, τ) est une R-sous-variété de (X,σ) si
Y ⊂ X est une sous-variété complexe de X et si τ = σ|Y .

Par définition, une R-variété (X,σ) est quasi-affine (resp. affine, resp. quasi-
projective, resp. projective) si la variété complexe X admet un plongement
régulier ϕ : X ↪→ An(C) (resp. ϕ : X ↪→ An(C) d’image fermée, resp. ψ : X ↪→
Pn(C), resp. ψ : X ↪→ Pn(C) d’image fermée). Une question cruciale est donc
de savoir s’il existe toujours un plongement régulier tel que ϕ ◦ σ = σA ◦ ϕ
(resp. ψ ◦ σ = σP ◦ ψ). Autrement dit, est-ce que (X,σ) est isomorphe à une
R-sous-variété de (An(C), σA) (resp. (Pn(C), σP)) ? La réponse est positive
et c’est un résultat essentiel de la théorie : toute R-variété quasi-projective
peut être définie par des équations à coefficients réels, voir le théorème 2.1.33.

Pour une variété algébrique complexe projective, l’identification bien
connue, [Ser56], avec une variété analytique est compatible avec les struc-
tures réelles.

Proposition 2.1.18. — Soit X une variété algébrique complexe projective.
Alors X possède une structure réelle si et seulement s’il existe une involution
anti-holomorphe sur l’espace analytique sous-jacent à X.
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Démonstration. — Notons Xh l’espace analytique sous-jacent à X, c’est-à-
dire que Xh est l’ensemble sous-jacent à X muni de la topologie euclidienne
et du faisceau OhX des fonctions holomorphes associé au faisceau OX . Si X est
projective, alors la variété conjuguée X est projective aussi. Soit σ : Xh → Xh

une involution anti-holomorphe et ψ : Xh → Xh l’application canonique in-
duite par l’identité sur les espaces topologiques. L’application σ◦ψ : Xh → Xh

est holomorphe, et donc, puisque X est projective, régulière pour la topologie
de Zariski d’après le GAGA de Serre [Ser56]. En d’autres termes, σ : X → X

est une involution anti-régulière.

Soit X ⊂ Pn(C) et ψ : X → PN (C) un morphisme de variétés complexes,
on note σψ := σP ◦ ψ ◦ σP.

Proposition 2.1.19 (Condition d’existence d’une structure réelle)
Si une variété complexe quasi-projective X ⊂ Pn(C) admet une structure

réelle, alors il existe un isomorphisme ψ : X → X qui satisfait σψ ◦ ψ = idX .

Démonstration. — Si σ est une structure réelle sur X, il suffit de poser ψ :=
σ = σP ◦ σ. On a alors ψ−1 = σ−1 ◦ σP

−1 = σ ◦ σP. Par ailleurs, σψ =
σP ◦ ψ ◦ σP = σP ◦ (σP ◦ σ) ◦ σP = σ ◦ σP.

Remarque 2.1.20. — On fera particulièrement attention au fait qu’une
structure réelle σ est une involution (i. e. σ ◦σ = id). L’exemple ci-dessous, dû
à Shimura [Shi72a, page 177] (voir aussi [Sil92, page 152]), montre qu’une
variété complexe peut être isomorphe à sa variété conjuguée sans admettre au-
cune structure réelle ! (La variété en question admet un anti-automorphisme
d’ordre 4 mais aucun anti-automorphisme d’ordre 2.)

Exercice 2.1.21 (Courbes sans structure réelle)
Soient m un entier impair, a0 ∈ R un nombre réel et ak ∈ C \R, k =

1, . . . ,m des nombres complexes non réels. On considère la courbe Cm,a0,...,am

qui est la complétée projective (c’est-à-dire l’adhérence de Zariski de l’image
de la courbe affine par l’injection j : A2(C) ↪→ P2(C), voir le lemme 1.2.43 et
l’exercice 1.2.44) de la courbe affine plane d’équation

y2 = a0x
m +

m∑
k=1

(
akx

m+k + (−1)kakxm−k
)
.

1. Montrer que la courbe Cm,a0,...,am est isomorphe à sa conjuguée via
ϕ : (x, y) 7→ (− 1

x ,
i
xm y) pour (x, y) 6= (0, 0) et ϕ(0, 0) = (0, 0).

2. Montrer que ϕ induit un anti-automorphisme de Cm,a0,...,am d’ordre 4.
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3. Supposons que le nombre a0, les nombres ak et les nombres ak sont
algébriquement indépendants sur Q.

(a) Montrer que les seuls automorphismes de Cm,a0,...,am sont l’identité
et ρ : (x, y) 7→ (x,−y). (Utiliser l’exercice 1.2.80(3a).)

(b) En déduire que Cm,a0,...,am n’admet aucune structure réelle.

Pour des exemples de surfaces complexes n’admettant aucune structure
réelle et même aucun anti-automorphisme, voir la section 5.5 et [KK02, Theo-
rem 5.1].

Définition 2.1.22. — Le lieu réel, ou partie réelle, d’une R-variété (X,σ)
est l’ensemble des points fixes Xσ := {x ∈ X | σ(x) = x} de la structure
réelle. Par analogie avec l’ensemble des points réels d’un schéma défini sur R,
le lieu fixe de σ est souvent noté

X(R) := Xσ

lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Remarque 2.1.23. — Bien entendu, si (Y, τ) est une R-sous-variété de
(X,σ), alors Y (R) ⊂ X(R).

Exemples 2.1.24. — Lieux réels des exemples 2.1.11.

1. An(R) ;

2. Pn(R) ;

3. ∅.

Définition 2.1.25. — Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-variétés. Un morphisme
de R-variétés (ou application régulière de R-variétés) (X,σ) → (Y, τ) est un
morphisme de variétés complexes ϕ : X → Y qui commute avec les structures
réelles :

∀x ∈ X, ϕ(σ(x)) = τ(ϕ(x)) .

Remarque 2.1.26. — Des R-variétés (X,σ) et (Y, τ) sont donc isomorphes
s’il existe un isomorphisme X

ϕ
' Y de variétés complexes qui commute avec

les structures réelles. En effet, si ϕ : X → Y commute i. e. ϕ ◦ σ = τ ◦ϕ, alors
ϕ−1 : Y → X est un morphisme de R-variétés ; soit y ∈ Y , et x = ϕ−1(y), alors
ϕ(σ(ϕ−1(y))) = ϕ(σ(x)) = τ(ϕ(x)) = τ(y) et donc σ(ϕ−1(y)) = ϕ−1(τ(y)).
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Définition 2.1.27. — Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-variétés. Une application
rationnelle de R-variétés (X,σ) 99K (Y, τ) est une application rationnelle de
variétés complexes

ϕ : X 99K Y

qui commute avec les structures réelles :

∀x ∈ dom(ϕ) ⊂ X, ϕ(σ(x)) = τ(ϕ(x)) .

Remarque 2.1.28. — En notant G := Gal(C|R) le groupe de Galois, l’in-
volution σ (resp. τ) munit X (resp. Y ) d’une action de G. Une application
régulière de R-variétés (X,σ) → (Y, τ) est alors par définition une applica-
tion régulière G-équivariante de variétés complexes. De même, une application
rationnelle de R-variétés est une application rationnelle G-équivariante de va-
riétés complexes.

Si X est une variété algébrique projective définie dans un Pn(C) par des
équations polynomiales homogènes

P1(z0, . . . , zn) = · · · = Pl(z0, . . . , zn) = 0 ,

alors, comme on l’a vu plus haut, la variété complexe X admet une structure
réelle induite par σP : Pn(C) → Pn(C) si et seulement si on peut supposer
que les polynômes Pi sont à coefficients réels (c’est-à-dire si l’idéal homogène
engendré par les Pi admet un système de générateurs à coefficients réels). Dans
ce cas, le lieu réel de la R-variété (X,σP|X) est X(R) = X∩Pn(R). De même,
si X est une variété algébrique affine définie dans un An(C) par des équations
polynomiales

P1(z1, . . . , zn) = · · · = Pl(z1, . . . , zn) = 0 ,
alors σA : An(C)→ An(C) induit une structure réelle sur la variété complexe
X si et seulement si on peut supposer que les polynômes Pi sont à coefficients
réels et dans ce cas, le lieu réel de la R-variété (X,σA|X) est

X(R) = X ∩An(R) .

Notons cependant qu’une même variété peut avoir d’autres structures réelles
que la restriction de σA ou σP.

Exemple 2.1.29 (Deux structures réelles sur une variété complexe)
Considérons la courbe algébrique affine plane C ⊂ A2(C) détermi-

née par l’équation y2 = x3 − x. L’équation de C étant à coefficients réels,
la conjugaison σA se restreint en une structure réelle sur C. Notons σ1 :=
σA|C , alors (C, σ1) est une R-variété dont l’ensemble des points réels C(R) =
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Z
(
y2 − x(x− 1)(x+ 1)

)
∩ A2(R) possède deux composantes connexes pour

la topologie euclidienne, voir la figure 2.1.

−1 10

Figure 2.1. C : y2 = x(x− 1)(x+ 1).

Considérons maintenant σ2 la restriction à C de l’involution anti-régulière
A2(C) → A2(C), (x, y) 7→ (−x, iy). On vérifie que σ2(C) ⊂ C, le couple
(C, σ2) est donc une R-variété dont la structure réelle n’est pas induite par σA.
Soit C ′ la courbe d’équation y2 = x3+x dans A2(C) et soit ζ une racine carrée
de −i, ζ2 = −i. Alors le morphisme ϕ : A2(C) → A2(C), (x, y) 7→ (ix, ζy)
est un automorphisme de A2(C) dont la restriction ϕ|C : C → C ′ est un
isomorphisme de variétés complexes. Notons σ′ := ϕ|C ◦ σ2 ◦ ϕ−1|C′ , les R-
courbes (C, σ2) et (C ′, σ′) sont isomorphes. Il est facile de vérifier que σ′ =
σA|C′ . L’ensemble des points réels C ′(R) = Z

(
y2 − x(x− i)(x+ i)

)
∩A2(R)

possède une seule composante connexe, voir la figure 2.2. Les R-variétés (C, σ1)
et (C, σ2) ne sont donc pas isomorphes d’après la proposition 2.1.38 ci-après.

Dans l’exemple ci-dessus, la R-variété abstraite (C, σ2) est isomorphe à la R-
variété (C ′, σ′) dont la structure réelle est induite par celle de l’espace ambiant.
L’existence d’une R-sous-variété d’un An isomorphe à une R-variété affine
abstraite donnée a priori est un fait général d’après le théorème fondamental
2.1.30 ci-dessous. Par contre, on prendra garde que contrairement à l’exemple,
l’isomorphisme de variétés complexes C → C ′ n’est pas toujours induit par un
automorphisme de l’espace ambiant.
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Figure 2.2. C ′ : y2 = x(x− i)(x+ i).

Théorème 2.1.30 (Plongement réel d’une R-variété affine)
Soit (X,σ) une R-variété algébrique. Si la variété algébrique complexe

X est affine, X ↪→ Am(C), alors il existe un ensemble algébrique affine F ⊂
An(C) tel que σA(F ) ⊂ F et un isomorphisme de R-variétés

(F, σA|F ) ' (X,σ) .

En particulier, l’idéal I(F ) est engendré par des polynômes à coefficients
réels, c’est-à-dire qu’il existe un idéal I ⊂ R[X1, . . . , Xn] tel que I(F ) = IC,
et A(X) est isomorphe à A(F ) = (R[X1, . . . , Xn]/I)⊗R C.

Remarque 2.1.31. — Attention, n 6= m en général.

Ce théorème est une reformulation, modulo le lemme A.7.3, du résultat
suivant :

Lemme 2.1.32. — Soit (X,σ) une R-variété algébrique affine, alors
il existe un ensemble algébrique réel affine V ⊂ An(R) d’idéal I =
I(V ) ⊂ R[X1, . . . , Xn] tel que la R-algèbre A(V ) = R[X1, . . . , Xn]/I est
isomorphe à la R-algèbre des coordonnées affines invariantes A(X)σ =
{f ∈ A(X) | σf = f} de X.

Démonstration. — L’énoncé ci-dessus est un cas particulier de l’énoncé sché-
matique qui dit qu’il y a équivalence entre la donnée d’un schéma affine X sur
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C muni d’une structure réelle σ et la donnée d’un schéma X0 sur R, à savoir
si X = SpecA, alors X0 = SpecAσ, voir la section 2.4.

Théorème 2.1.33 (Plongement réel d’une R-variété quasi-projective)
Soit (X,σ) une R-variété algébrique. Si la variété algébrique complexe X

est projective (resp. quasi-projective), X ↪→ Pm(C), alors il existe un ensemble
algébrique projectif (resp. quasi-projectif) F ⊂ Pn(C) tel que σP(F ) ⊂ F et
un isomorphisme de R-variétés

(F, σP|F ) ' (X,σ) .

Remarque 2.1.34. — Attention, comme dans le cas affine, n 6= m en géné-
ral.

Démonstration. — L’énoncé ci-dessus est un cas particulier de l’énoncé sché-
matique qui dit qu’il y a équivalence entre la donnée d’un schéma quasi-
projectif X sur C muni d’une structure réelle σ et la donnée d’un schéma
X0 sur R tel que X0 = X/〈σ〉, voir la section 2.4.

Parmi d’autres auteurs, Silhol [Sil89] énonce le résultat ci-dessus comme un
cas particulier d’un résultat général de la théorie de descente galoisienne déve-
loppée par Weil [Wei56, Theorem 7] puis Grothendieck [Gro95, Théorème 3].
Voir aussi Borel-Serre [BS64, Proposition 2.6, page 129]. Nous donnerons une
preuve alternative du théorème 2.1.33 en section 2.6, ce sera le théorème 2.6.44.

Dans l’exemple 2.1.29, σA et σA
′ : (x, y) 7→ (−x, iy) sont deux struc-

tures réelles distinctes sur A2(C). Pourtant les R-variétés
(
A2(C), σA

)
et(

A2(C), σA
′) sont isomorphes via ϕ : (x, y) 7→ (ix, ζy). On dira dans ce type

de situation que les structures réelles en question sont équivalentes :

Définition 2.1.35. — Deux structures réelles σ et τ sur une variété com-
plexe X sont équivalentes si elles sont conjuguées par un automorphisme de la
variété complexe X, c’est-à-dire s’il existe un automorphisme ϕ de la variété
complexe X tel que

σ = ϕ−1 ◦ τ ◦ ϕ

Autrement dit, σ et τ sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de R-
variétés ϕ : (X,σ)→ (X, τ).

Remarque 2.1.36. — Deux formes réelles, voir la définition 2.1.13, (X,σ)
et (X, τ) d’une variété complexe X sont isomorphes si et seulement si les
structures réelles σ et τ sont équivalentes.
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Exemple 2.1.37. — D’après [Kam75], toutes les structures réelles sur le
plan complexe affine sont équivalentes.

Si (X,σ) est une R-variété, on rappelle que #π0(Xσ) = #π0(X(R)) désigne
le nombre de composantes connexes du lieu réel pour la topologie euclidienne.

Proposition 2.1.38 (Lieu réel et isomorphisme)
Un isomorphisme de R-variétés ϕ : (X,σ) → (Y, τ) induit un homéo-

morphisme entre Xσ et Y τ pour la topologie euclidienne. En particulier

#π0(Xσ) = #π0(Y τ ) ou autrement dit #π0(X(R)) = #π0(Y (R)) .

Démonstration. — Commençons par remarquer que pour une structure réelle
donnée, la topologie euclidienne sur le lieu réel est égale à la topologie induite
par la topologie euclidienne sur la variété complexe. Comme ϕ est un homéo-
morphisme pour la topologie euclidienne (voir l’exercice 1.4.4) et commute
avec les structures réelles, il induit donc une bijection Xσ → Y τ entre les
lieux fixes qui est un homéomorphisme.

Corollaire 2.1.39 (Lieu réel et équivalence). — Soient σ et τ des struc-
tures réelles sur une variété complexe X. Si σ et τ sont équivalentes, alors Xσ

et Xτ sont homéomorphes pour la topologie euclidienne et en particulier

#π0(Xσ) = #π0(Xτ ) .

Démonstration. — Les structures réelles σ et τ étant équivalentes, il existe un
isomorphisme de R-variétés ϕ : (X,σ)→ (X, τ).

Exemple 2.1.40 (Deux formes réelles d’une même variété complexe)
Revenons aux deux courbes algébriques complexes C et C ′ d’équations

respectives y2 = x3−x et y2 = x3 +x dans A2(C) vues dans l’exemple 2.1.29.
On vérifie facilement que l’ensemble des points réels C(R) ⊂ A2(R) possède
deux composantes connexes, voir la figure 2.1 et que l’ensemble des points réels
C ′(R) ⊂ A2(R) possède une seule composante connexe, voir la figure 2.2. En
particulier, d’après la proposition 2.1.38, les R-courbes (C, σ1) et (C, σ2) ne
sont pas isomorphes.

La variété complexe C possède donc deux structures réelles non équivalentes
σ1 = σA|C : (x, y) 7→ (x, y) et σ2 = ϕ−1|C′ ◦ σA|C′ ◦ ϕ|C : (x, y) 7→ (−x, iy). Il
est intéressant de remarquer qu’ici ces structures réelles non équivalentes sont
les restrictions des structures réelles σA et ϕ−1 ◦ σA ◦ ϕ de A2(C) qui sont
équivalentes par définition.
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Remarque 2.1.41. — (Structure réelle non standard sur la droite projec-
tive) Nous avons déjà rencontré la symétrie centrée en l’origine sur la sphère
de Riemann :

σP
′ : P1(C)→ P1(C), (x0 : x1) 7→ (−x1 : x0)

qui est une structure réelle sur P1(C) dont l’ensemble des points fixes est vide ;
elle n’est donc pas équivalente à σP.

Exercice 2.1.42. — (Structures réelles sur le tore complexe) Trouver quatre
structures réelles deux-à-deux non équivalentes sur P1(C)×P1(C). Il y a en
fait exactement quatre classes de structures réelles sur P1(C)×P1(C).

Remarque 2.1.43. — Jusque récemment, on ne savait pas si le nombre de
classes d’équivalences de formes réelles d’une variété complexe fixée était fini.
Voir [DIK00, Appendix D] pour un tour d’horizon sur cette question.

Dans [Les18], John Lesieutre construit une variété de dimension 6 avec un
groupe d’automorphismes discret ne pouvant être engendré par un nombre fini
de générateurs et possédant une infinité de classes d’équivalences de formes
réelles. Dans [DO19], Dinh et Oguiso construisent, par une méthode diffé-
rente, des exemples de variétés projectives en toute dimension plus grande
que 2 avec un groupe d’automorphismes non finiment engendré. Ces exemples
donnent des variétés en toute dimension avec une infinité de formes réelles non
équivalentes.

Dans [DFM18], Dubouloz, Freudenburg et Moser-Jauslin, construisent, par
une méthode encore différente, des exemples de variétés affines en toute di-
mension ≥ 4 avec une infinité de formes réelles non équivalentes.

De façon surprenante, cette question de finitude est toujours ouverte pour les
surfaces rationnelles, voir les travaux de Benzerga [Ben16a, Ben16b, Ben17]
pour les résultats les plus récents dans cette direction.

2.2. R-variétés et variétés algébriques réelles

Étant donné une R-variété quasi-projective (X,σ), on cherche à définir un
faisceau de fonctions régulières sur X(R) qui en fasse une variété algébrique
réelle au sens de la définition 1.3.9. D’après le théorème 2.1.33 et l’exer-
cice 2.1.3, le faisceau structural satisfait l’égalité σOX = OX . Ceci motive
la définition ci-dessous. Rappelons qu’une structure réelle est un homéomor-
phisme pour la topologie de Zariski et qu’en particulier, si U est un ouvert
de X, σ(U) est un ouvert de X. Soit L un faisceau d’applications à valeurs
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dans Cn. Pour tout ouvert U de X et toute application f ∈ L(U), on note
σf : σ(U) → Cn l’application f ◦ σ = σA ◦ f ◦ σ. Alors σf ∈ L(σ(U)) et
on généralise ainsi la notion de fonction conjuguée rencontrée en début de
section 2.1.

Définition 2.2.1. — Soient (X,σ) une R-variété et L un faisceau d’appli-
cations à valeurs dans Cn. Le faisceau σL défini sur tout ouvert U de X par :

σL(U) := {σf | f ∈ L(σ(U))} .

est un faisceau sur X appelé faisceau conjugué. On dit que L est un R-faisceau
si et seulement si σL = L (on exige ici une égalité et pas seulement un isomor-
phisme).

Du point de vue cohomologique (voir [Liu02, §5.2] pour les bases de la
cohomologie des faisceaux), les faisceaux L et σL sont similaires, et on a en
particulier :

Proposition 2.2.2. — Soient (X,σ) une R-variété et L un faisceau cohérent
(définition C.6.7) d’applications à valeurs dans Cn. Alors

dimCH
k(X, σL) = dimCH

k(X,L) .

Démonstration. — Voir [Sil89, I.(1.9)].

Soit (X,σ) une R-variété quasi-projective, on a vu plus haut que le faisceau
de C-algèbres OX est un R-faisceau : σOX = OX . En particulier, pour tout
ouvert U de X, le morphisme

OX(U) −→ OX(σ(U))
f 7−→ σf

est un isomorphisme d’anneaux.

Remarque 2.2.3. — C’est même un anti-isomorphisme de C-algèbres. Mon-
trons l’anti-linéarité : soit λ ∈ C, alors pour toute fonction f régulière sur U ,
on a σ(λf) = λf ◦ σ = λ(f ◦ σ) = λ(σf).

Si A est une R-algèbre munie d’une opération de G := Gal(C|R) et σ est
l’involution de A correspondante, on note AG := Aσ = {a ∈ A | σ(a) = a} la
sous-algèbre des invariants, voir la définition A.7.2.

Soit (X,σ) une R-variété. Un sous-ensemble U ⊂ X est invariant si σ(U) =
U . Sur un tel sous-ensemble, G agit. Comme σ est un homéomorphisme, si U
est un ouvert de X, l’intersection U ∩ σ(U) est un ouvert invariant de X.
Soit U un ouvert invariant, on dit qu’une section locale f au-dessus de U
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est invariante si σf = f . Soit F un R-faisceau de fonctions sur X. On note
FX(R) le faisceau des restrictions sur X(R), voir la définition C.1.6, et FGX(R)
sa partie invariante. On applique cette définition à OX , qui est un R-faisceau
de fonctions sur X, et on obtient un faisceau

(OX)GX(R) :=
(
(OX)X(R)

)G
de fonctions de X(R) à valeurs dans R (ce qui nécessite une justification, voir
ci-dessous, car a priori, ce sont des fonctions à valeurs dans C).

Décrivons les sections locales de ce nouveau faisceau. Soit Ω ⊂ X(R)
un ouvert pour la topologie induite. Vérifions d’abord qu’un élément f ∈
(OX)GX(R)(Ω) est à valeurs dans R. Soit x ∈ Ω, la fonction f étant inva-
riante, on a f(x) = (σf)(x) = f(σ(x)), et x étant un point de X(R), on a
σ(x) = x ; ce qui prouve finalement que f(x) ∈ R. Par définition de (OX)X(R),
il existe un voisinage ouvert U ⊂ X de x et un élément g ∈ OX(U) tel que
g|U∩Ω = f |U∩Ω. En remplaçant U par U∩σ(U) et g par 1

2(g+σg) on obtient un
élément g ∈ (OX(U))G vérifiant g|U∩Ω = f |U∩Ω. Autrement dit, les sections
locales du faisceau (OX)GX(R) au-dessus d’un ouvert Ω de X(R) sont :

(OX)GX(R)(Ω) =
{
f : Ω→ R | ∀x ∈ Ω,

∃U voisinage ouvert invariant de x dans X et

∃g ∈ (OX(U))G | g|U∩Ω = f |U∩Ω
}
.

Le théorème suivant est à mettre en regard avec le théorème 2.1.30.

Théorème 2.2.4. — Soit F ⊂ An(C) un ensemble algébrique complexe af-
fine tel que I(F ) est engendré par des polynômes à coefficients réels. En par-
ticulier, F (R) := F ∩An(R) est un ensemble algébrique réel affine.

Si F (R) est dense dans F pour la topologie de Zariski, alors

OF (R) ' (OF )GF (R) .

Démonstration. — Soient I ⊂ R[X1, . . . , Xn] un idéal et F = ZC(I) ⊂ An(C)
l’ensemble algébrique complexe d’idéal I(F ) = IC et de faisceau des fonctions
régulières OF . Alors F (R) = F ∩An(R) = ZR(I) ⊂ An(R) est un ensemble
algébrique réel dont on note le faisceau des fonctions régulières par OF (R). Par
hypothèse, F est stable par σA. D’après la proposition C.3.12, pour montrer
que les faisceaux sont isomorphes, il suffit de montrer que leurs fibres sont
isomorphes.

Soient Ω ⊂ F (R) un ouvert pour la topologie induite de An(R) et f un
élément de OF (R)(Ω). En considérant un ouvert plus petit si besoin, on peut



102 CHAPITRE 2. R-VARIÉTÉS

supposer que sur Ω, f = p
q avec p, q des polynômes à coefficients réels, q ne

s’annulant pas sur Ω. Alors il existe un ouvert U de F dans An(C) sur lequel
q ne s’annule pas et par conséquent f ∈ OF (R)(Ω) se prolonge en une fonction
régulière fC ∈ OF (U) telle que σfC = fC. Comme F (R) est dense dans F , le
germe du prolongement fC de f est uniquement déterminé par le germe de f .
On en déduit que OF (R) ' (OF )GF (R).

Le théorème 2.2.4 motive la définition suivante :

Définition 2.2.5. — Soit (X,σ) une R-variété. On dit que (X,σ) admet
suffisamment de points réels si X(R) est Zariski-dense dans X.

Exercice 2.2.6. — Soient I ⊂ R[X1, . . . , Xn] un idéal radical, F = ZC(I) ⊂
An(C) l’ensemble algébrique complexe associé (définition 1.2.12) et (F, σA|F )
la R-variété affine associée.

1. Montrer que la R-variété (F, σA|F ) admet suffisamment de points réels
si et seulement si I(Z(I)) ⊂ I dans R[X1, . . . , Xn].

2. Montrer que la R-variété (F, σA|F ) admet suffisamment de points réels
si et seulement si I est un idéal réel, voir la définition A.5.14.

Exercice 2.2.7. — Montrer que la R-variété (F = ZC(x2 + y2), σA|F ) dont
le lieu réel est non vide ne possède pas suffisamment de points réels (voir
l’exemple 2.1.1) ; puis montrer que OF (R) 6= (OF )GF (R).

Le théorème 2.2.9 ci-dessous caractérise les R-variétés avec suffisamment de
points réels. En particulier les R-variétés irréductibles non singulières de lieu
réel non vide possèdent suffisamment de points réels.

Lemme 2.2.8. — Soient (X,σ) une R-variété algébrique, a ∈ X(R) un
point réel et ma l’idéal maximal de l’anneau local OX,a. Alors

dimC ma/m
2
a = dimR((ma/m

2
a)G) .

Démonstration. — Comme le point a est réel, σ induit une involution anti-
linéaire sur OX,a et d’après le lemme A.7.3, il existe une base de ma/m

2
a formée

d’éléments invariants par σ.

Théorème 2.2.9. — (Densité du lieu réel dans le lieu complexe)
1. L’espace An(R) est dense dans An(C) pour la topologie de Zariski.
2. Soit V ⊂ An(C) un ensemble algébrique affine irréductible dont l’idéal
I = I(V ) est engendré par des polynômes à coefficients réels. Le lieu
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réel V (R) = V ∩ An(R) est Zariski-dense dans V si et seulement s’il
contient au moins un point non singulier de V .

3. Soit (X,σ) une R-variété algébrique. Le lieu réel X(R) est Zariski-dense
dans toute composante irréductible Z de X qui contient un point réel non
singulier si et seulement si X(R) n’est pas contenu dans le lieu singulier
de X. Autrement dit, X(R)Zar∩Z = Z si et seulement si (RegZ)∩X(R)
est non vide.

Corollaire 2.2.10. — Soit (X,σ) une R-variété algébrique. Si la variété
complexe X est irréductible non singulière et si X(R) 6= ∅, alors (X,σ) pos-
sèdent suffisamment de points réels, autrement dit X(R)Zar = X.

On prendra garde à ne pas confondre avec la situation en topologie eucli-
dienne.

Proposition 2.2.11. — Le lieu réel X(R) d’une R-variété algébrique (X,σ)
est fermé dans X pour la topologie euclidienne.

Démonstration. — La structure réelle σ est continue pour la topologie eucli-
dienne et le lieu réel X(R) = {x ∈ X | x = σ(x)} est donc fermé dans X
puisque la topologie euclidienne est séparée.

Preuve du théorème 2.2.9. — 1. On reprend un argument déjà utilisé dans la
preuve de la proposition 1.5.29. Par récurrence sur la dimension de l’espace
affine, on va montrer un peu plus loin que si une fonction polynomiale s’annule
sur les points réels, alors elle est identiquement nulle. De là, soit Z(I) un
fermé de An(C) contenant An(R). Soit f ∈ I, alors la fonction f s’annule en
tout point de An(R) et d’après ce qui précède, f est donc la fonction nulle.
Finalement I = (0) et Z(I) = An(C).

Si n = 1, le résultat est immédiat. Supposons que n > 1 et que le résultat est
vrai pour n−1. Soit f ∈ C[X1, . . . , Xn] une fonction polynomiale qui s’annule
sur Rn. On peut écrire

f(X ′, Xn) = Xd
nfd(X ′) +Xd−1

n fd−1(X ′) + · · ·+ f0(X ′)

où X ′ = (X1, . . . , Xn−1), d = deg f et ∀i = 0, . . . , d, fi ∈ C[X1, . . . , Xn−1].
Pour tout X ′ ∈ Rn−1, la fonction Xn 7→ f(X ′, Xn) s’annule en tout point

de R ; f est donc identiquement nulle. On en déduit que les fonctions polyno-
miales fi s’annulent en tout point de Rn−1 et sont donc identiquement nulles
par hypothèse de récurrence.
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2. Comme V est irréductible dans An(C), I = I(V ) est un idéal pre-
mier de C[X1, . . . , Xn] et IR := I ∩ R[X1, . . . , Xn] est un idéal premier de
R[X1, . . . , Xn] (lemme A.2.9). On a alors V = ZC(IR) et V (R) = Z(IR).
Notons d = dimC V , alors d’après le théorème des zéros (corollaire A.5.13), on
a dim I = d (voir la définition 1.5.9) et dim IR = d d’après le lemme 1.5.15.
Rappelons ici qu’a priori dimR V (R) n’est pas nécessairement égal à d, voir
l’exemple 1.5.20 ou l’exemple 2.2.15.

On utilise ici le fait qu’il existe un point non singulier a = (a1, . . . , an) ∈
(Reg V )∩An(R). D’après la remarque 1.5.28, V est une sous-variété différen-
tielle de dimension réelle 2d 6 2n en a et par conséquent il existe un voisinage
euclidien W de a dans Cn tel que W ∩ V est un voisinage euclidien de a dans
V de dimension réelle 2d et W ∩ V (R) est un voisinage euclidien de a dans
V (R) de dimension réelle d (prendre un ouvert de carte (W,ϕ) où W = σ(W )
et faire de ϕ une application G-équivariante en utilisant le lemme A.7.3 si be-
soin). Alors V (R) est une sous-variété différentielle de dimension réelle d en a.
L’ensemble algébrique réel V (R) est alors de dimension de Zariski d d’après la
proposition 1.5.29, c’est-à-dire que la dimension de l’idéal I(V (R)) est égale à
d. Il existe donc une chaîne de longueur d d’idéaux premiers de R[X1, . . . , Xn]
contenant I(V (R)). Comme I(V (R)) ⊃ IR par définition, si I(V (R)) était
différent de IR, on obtiendrait une chaîne de longueur d+ 1 d’idéaux premiers
contenant IR, ce qui contredirait le fait que dim IR = d. En conclusion, on
obtient I(Z(IR)) = IR et finalement V (R) = V d’après 2.2.6(1).

3. On peut supposer X irréductible. Par définition de variété algébrique,
X est recouverte par des ouverts affines. Par hypothèse, on peut donc choisir
un ouvert affine U de X tel que U ∩ X(R) n’est pas contenu dans le lieu
singulier de X (en particulier, U n’est pas vide et est donc Zariski-dense dans
X irréductible). On peut de plus, quitte à remplacer U par U ∩σ(U), supposer
U stable par σ. Comme U est affine (voir l’exercice 1.3.15.(4)), la R-variété
(U, σ|U ) est isomorphe à une R-variété affine (V, σA|V ) ⊂ (An(C), σA) d’après
le théorème 2.1.30, il ne reste qu’à appliquer (2) à cette R-variété affine :
V ∩ An(R) est dense dans V ∩ An(C) = V et remarquer que U ∩ X(R) =
ϕ−1(V ∩An(R)) pour un R-isomorphisme ϕ : U → V .

Exemple 2.2.12 (Réductible, singulier, non vide, non dense)
En reprend l’exemple 1.5.20. Considérons la R-variété algébrique affine

réductible

(V, σ) := (ZC(x2 + y2), σA|V )
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dont le lieu réel est le singleton formé du point a = (0, 0). On a par définition
OV,a =

(
C[x,y]
(x2+y2

)
(0,0)

, d’où dimOV,a = dimOGV,a = 1 et dimC mV,a/m
2
V,a =

dimR((mV,a/m
2
V,a)G) = 2, ce qui illustre le fait que a est un point singulier

réel de la variété complexe de dimension 1. A contrario on a dimOV (R),a =
dimR mV (R),a/m

2
V (R),a = 0 ce qui illustre le fait que la variété algébrique réelle

{a} est une variété non singulière de dimension nulle.

Exemple 2.2.13 (Irréductible, singulier, dense)
En reprend l’exemple 1.5.21. Considérons la R-courbe algébrique affine

(V, σ) := (ZC(y2 − x2(x− 2)), σA|V )
dont le lieu réel est représenté en figure 2.3. Si l’on considère l’adhérence de
Zariski dans A2(C) de la « branche » (Reg V ) ∩ V (R) = V (R) ∩ {x > 1}, on
obtient bien V .

0 2

Figure 2.3. V (R) = {y2 − x2(x− 2) = 0} ⊂ A2(R).

Remarque 2.2.14. — En revanche, l’adhérence euclidienne de cette même
branche V (R) ∩ {x > 1} omet le point (0, 0).

Exemple 2.2.15 (Irréductible, singulier, non vide, non dense)
Dans cet exemple, l’ensemble algébrique V considéré est irréductible

et singulier ; son lieu réel V (R) n’est ni vide ni Zariski-dense dans V . On
considère

P (x, y) = ((x+ i)2 + y2 − 1)((x− i)2 + y2 − 1) + x2 =
x4 + 2x2y2 + y4 − 4y2 + 4 + x2
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qui est un polynôme de R[x, y]. Alors V := ZC(P ) ⊂ A2(C) est un ensemble
algébrique irréductible et son lieu réel est formé de deux points. En effet soit
P1(x, y) = P (x, y) − x2 et V1 := Z(P1). Si (x, y) est un point réel de V1,
alors y2 = 1 − (x + i)2 ou y2 = 1 − (x − i)2. Comme x et y sont réels, x est
nécessairement nul donc y = ±

√
2 et V1(R) = {(0,

√
2), (0,−

√
2)}. Montrons

que V (R) = {(0,
√

2), (0,−
√

2)} aussi. Pour cela on remarque que P (x, y) = 0
pour x réel implique que P1(x, y) = x4+2x2y2+y4−4y2+4 est un nombre réel
négatif ou nul. Le discriminant réduit du polynôme de degré 2 en la variable
Y = y2 et à coefficients dans R[x] déduit de P1 vaut −4x2. Il est négatif si x
est non nul donc pour x et y réels, P (x, y) = 0 si et seulement si P1(x, y) = 0.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer que P est irréductible, un calcul
un peu long mais sans surprise. (Pour construire cet exemple, on est parti du
polynôme réductible P1 et on a explicité une perturbation de P1 qui préserve
les points doubles réels de V1, l’existence d’une telle perturbation étant assurée
par le théorème de Brusotti 2.7.10.).

Exercice 2.2.16. — Expliciter un exemple comparable à partir de l’exemple
de la remarque 1.2.31(2).

Théorème 2.2.17. — Soit (X,σ) une R-variété algébrique quasi-projective.
Si la variété (X,σ) possède suffisamment de points réels, c’est-à-dire si X(R)
est dense dans X pour la topologie de Zariski, alors la restriction aux points
réels

(
X(R), (OX)GX(R)

)
est une variété algébrique réelle au sens de la défini-

tion 1.3.9.

Démonstration. — Se déduit aisément à partir du théorème 2.1.33 et l’ana-
logue projectif du théorème 2.2.4.

Corollaire 2.2.18. — Soit (X,σ) une R-variété algébrique quasi-projective.
Si la variété complexe X est irréductible non singulière et si X(R) 6= ∅, alors(
X(R), (OX)GX(R)

)
est une variété algébrique réelle.

Démonstration. — Se reporter au corollaire 2.2.10.

En complément des définitions 2.1.25 et 2.1.27, la proposition suivante mo-
tive l’introduction d’une troisième notion de flèche de R-variétés qui est inter-
médiaire entre application régulière et application rationnelle.

Proposition 2.2.19. — Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-variétés possédant suf-
fisamment de points réels et

ψ : (X,σ) 99K (Y, τ)
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une application rationnelle de R-variétés. Si le domaine de ψ contient le lieu
réel X(R), alors ψ induit par restriction une application régulière de variétés
algébriques réelles

(
X(R), (OX)GX(R)

)
→
(
Y (R), (OY )GY (R)

)
.

Démonstration. — Voir l’exercice 2.2.26(2).

Définition 2.2.20. — Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-variétés.
Une application rationnelle R-régulière ou morphisme réel

ψ : (X,σ) 99K (Y, τ)

est une application rationnelle de R-variétés telle que X(R) ⊂ dom(ψ).

Remarque 2.2.21. — Bien sûr, un morphisme de R-variétés est toujours
une application rationnelle R-régulière mais la réciproque est fausse.

Proposition 2.2.22. — Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-variétés quasi-
projectives. Supposons que ces variétés possèdent suffisamment de points réels.
Alors :

1. Une application rationnelle R-régulière de R-variétés (X,σ) 99K (Y, τ)
induit par restriction une application régulière de variétés algébriques
réelles (

X(R), (OX)GX(R)

)
→
(
Y (R), (OY )GY (R)

)
.

2. Réciproquement, une application régulière(
X(R), (OX)GX(R)

)
→
(
Y (R), (OY )GY (R)

)
est la restriction d’une application rationnelle R-régulière ψ : (X,σ) 99K
(Y, τ).

3. Une application rationnelle de R-variétés (X,σ) 99K (Y, τ) induit par
restriction une application rationnelle de variétés algébriques réelles(

X(R), (OX)GX(R)

)
99K

(
Y (R), (OY )GY (R)

)
.

4. Réciproquement, une application rationnelle(
X(R), (OX)GX(R)

)
99K

(
Y (R), (OY )GY (R)

)
est la restriction d’une application rationnelle (X,σ) 99K (Y, τ).

Démonstration. — Exercice.
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Remarque 2.2.23. — Attention au point (2) de la proposition ci-dessus, une
extension d’application régulière n’est pas régulière en général. L’application
(x, y) 7→ 1

x2+y2+1 de A2(R) dans A1(R) est un exemple d’application régulière
de variétés algébriques réelles qui ne s’étend pas en un morphisme de R-
variétés.

Remarque 2.2.24. — Les « isomorphismes » correspondants aux ap-
plications rationnelles R-régulières sont les applications birationnelles R-
birégulières. Attention, les deux préfixes « bi » sont essentiels : l’éclatement
d’un point réel (ou, si l’on préfère, la contraction d’une (−1)-courbe réelle)
sur une R-surface, voir la définition 4.1.26, est un exemple d’application
birationnelle R-régulière qui n’est pas R-birégulière.

Définition 2.2.25. — Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-variétés.
Une application birationnelle R-birégulière ou isomorphisme réel

ψ : (X,σ) 99K (Y, τ)

est une application birationnelle de R-variétés qui induit une application bi-
régulière de variétés algébriques réelles(

X(R), (OX)GX(R)

) '−→ (
Y (R), (OY )GY (R)

)
.

Exercice 2.2.26 (Utiliser les exercices 1.2.56 et 1.3.25)
Soient F1 ⊂ An(C) et F2 ⊂ Am(C) des ensembles algébriques affines

stables par σA de telle sorte que (F1, σA|F1) et (F2, σA|F2) sont des R-variétés
affines et ϕ : F1 99K F2 une application rationnelle de variétés complexes.

1. Montrer que ϕ est un morphisme de R-variétés si et seulement s’il existe
des fonctions polynomiales f1, . . . , fm ∈ R[x1, . . . , xn] telles que pour
tout point (x1, . . . , xn) ∈ F1,

ϕ(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) .

Dans ce cas, F1 ⊂ dom(ϕ) et ϕ : F1 → F2 est un morphisme de variétés
complexes.

2. Montrer que ϕ est une application rationnelle R-régulière si et seule-
ment s’il existe des fonctions polynomiales g1, . . . , gm ∈ R[x1, . . . , xn]
et h1, . . . , hm ∈ R[x1, . . . , xn] telles que pour tout point (x1, . . . , xn) ∈
F1(R), h1(x1, . . . , xn) 6= 0, . . . , hm(x1, . . . , xn) 6= 0 et

ϕ(x1, . . . , xn) =
(
g1(x1, . . . , xn)
h1(x1, . . . , xn) , . . . ,

gm(x1, . . . , xn)
hm(x1, . . . , xn)

)
.
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Dans ce cas, F1(R) ⊂ dom(ϕ) et, si F1, F2 possèdent suffisamment
de points réels, ϕ|F1(R) : F1(R) → F2(R) est une application régulière
entre variétés algébriques réelles pour les structures induites.

R-variétés non singulières. — Une variété complexe non singulière de di-
mension complexe n munie de sa topologie euclidienne possède une struc-
ture naturelle de variété différentielle de dimension réelle 2n. Par exemple, si
X ⊂ PN (C) est non singulière, X hérite d’une structure de sous-variété dif-
férentielle de PN (C). Si X est stable par σP et si X(R) 6= ∅, alors X(R) est
une variété algébrique réelle d’après le corollaire 2.2.18. La variété X(R) hérite
de la topologie euclidienne de PN (R) (on retrouve la topologie de la défini-
tion 1.4.1) ainsi que d’une structure de sous-variété différentielle de PN (R).

Proposition 2.2.27. — Soit (X,σ) une R-variété. Si la variété complexe X
est non singulière de dimension complexe n, alors l’ensemble X muni de sa
topologie euclidienne est une variété différentielle de dimension réelle 2n. Si
de plus, X(R) 6= ∅, alors l’ensemble X(R) muni de sa topologie euclidienne
est une variété différentielle de dimension réelle n.

Comparer ce résultat à la remarque 1.5.28. Rappelons au passage que sous
les hypothèses de la proposition ci-dessus, X(R) est fermé dans X pour la
topologie euclidienne, mais dense dans X pour la topologie de Zariski voir le
corollaire 2.2.10 et la proposition 2.2.11.

Démonstration. — Comme on l’a vu plus haut, le faisceau OX étant un R-
faisceau, pour tout ouvert U de X, le morphisme

OX(U) −→ OX(σ(U))
f 7−→ σf

est un isomorphisme d’anneaux. La variété X étant non singulière de dimen-
sion n, il existe des systèmes locaux de paramètres {ϕx}x∈X , voir la défini-
tion 1.5.47. En termes de coordonnées locales, on a d’après l’exercice 1.5.48,
un ensemble de systèmes (Ux, ϕx) où ϕx : Ux → Cn est analytique et, quitte
à raffiner le recouvrement ouvert en topologie euclidienne, on peut supposer
que ∀x ∈ X,Uσ(x) = σ(Ux) et que

(2.1) ∀x ∈ X, σ(ϕx) = ϕσ(x) .

où σ(ϕx) = σA ◦ ϕx ◦ σ.
De là, si (z1, . . . , zn)x est un système de coordonnées locales satisfaisant

(2.1), le système (<(z1),=(z1), . . . ,<(zn),=(zn))x est un système de coor-
données locales à valeurs réelles pour la structure de variété différentielle,
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qui est équivalent au système de coordonnées locales à valeurs complexes
(z1, z1, . . . , zn, zn).

La structure réelle σ transforme alors (z1, z1, . . . , zn, zn)x en

(z1, z1, . . . , zn, zn)σ(x) .

En particulier, si x ∈ X(R) est un point non singulier de X, on a d’après
(2.1), σ(ϕx) = ϕσ(x) = ϕx d’où σA ◦ ϕx = ϕx ◦ σ et si y ∈ Ux ∩ X(R), on a
ϕx(y) = ϕx(y). Les coordonnées locales d’un point réel sont donc réelles et la
restriction de ϕx à X(R) induit donc un système de coordonnées différentielles
(et même analytiques) réelles (<(z1), . . . ,<(zn)) de X(R) dans un voisinage
de x.

Variante : on peut remplacer le début de l’argument en utilisant le
lemme 2.2.8. Soit x un point réel de X, alors il existe un système local
de paramètres invariants par σ. D’après l’exercice 1.5.48, on en déduit un
système de coordonnées locales équivariantes.

La structure de variété différentielle de dimension 2n sous-jacente à la va-
riété complexe non singulière X est non seulement orientable (un changement
de carte biholomorphe est de déterminant positif), mais orientée par la struc-
ture complexe comme relèvement de l’orientation de R2n donnée par un iso-
morphisme R2n ' Cn fixé (voir l’exercice B.5.11).

Proposition 2.2.28. — Soit (X,σ) une R-variété non singulière. La struc-
ture réelle σ est un difféomorphisme de la variété différentielle orientée X de
dimension 2n qui préserve l’orientation si n est pair et qui la renverse dans le
cas contraire.

Démonstration. — Se déduit immédiatement de la preuve précédente. En effet
σ transforme (z1, z1, . . . , zn, zn)x en (z1, z1, . . . , zn, zn)σ(x). Le déterminant de
sa différentielle vaut donc (−1)n.

Atlas adapté. —

Exercice 2.2.29. — Si X est une variété analytique complexe non singulière
de dimension n, on peut reformuler la définition de variété conjuguée à partir
d’un atlas maximal (Ui, ϕi)i déterminant la structure complexe sur X : la
structure complexe de la variété conjuguée (X,OX) est donnée par l’atlas
(Ui, σAn ◦ ϕi)i.
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Définition 2.2.30. — Un atlas adapté sur une R-variété analytique lisse
(X,σ) de dimension n est un atlas A = {(Ui, ϕi : Ui → Cn)}i sur la variété
analytique complexe X qui vérifie (rappelons que σϕi = σA ◦ ϕi ◦ σ) :

1. L’atlas est globalement stable par la structure réelle :

(Ui, ϕi) ∈ A =⇒ (σ(Ui), σϕi) ∈ A ;

2. Si Ui ∩X(R) 6= ∅, alors Ui = σ(Ui) et σϕi = ϕi ;
3. Si Ui ∩X(R) = ∅, alors Ui ∩ σ(Ui) = ∅.

Exercice 2.2.31. — Donner un atlas adapté pour (P1(C), σP).

Proposition 2.2.32. — Toute R-variété analytique lisse admet un atlas
adapté.

Démonstration. — Se déduit de l’existence de systèmes locaux de paramètres
analytiques satisfaisant (2.1).

2.3. Complexification d’une variété réelle

Nous avons vu que s’il est dense, le lieu réel d’une R-variété est une variété
algébrique réelle. L’objet de cette section est l’étude de la réciproque : étant
donnée une variété algébrique réelle V , existe-t-il une R-variété dont le lieu
réel soit isomorphe à V ?

Soient K un corps et L ⊃ K une extension de K. Alors An(K) est un
sous-espace de An(L) et Pn(K) est un sous-espace de Pn(L).

Définition 2.3.1 (Revoir la définition 1.2.12). — Soit F ⊂ An(K) un
ensemble algébrique sur K d’idéal I = I(F ) ⊂ K[X1, . . . Xn]. On définit
l’ensemble algébrique FL sur L comme l’ensemble ZL(I) des zéros de I dans
An(L) :

FL := ZL(I) ⊂ An(L) .
De même, si F ⊂ Pn(K) est un ensemble algébrique projectif d’idéal ho-

mogène I = I(F ) ⊂ K[X0, . . . Xn], on définit l’ensemble algébrique

FL := ZL(I) ⊂ Pn(L) .

Plus généralement, si U = F \ F ′ ⊂ An(K) est un ensemble quasi-affine et
si I = I(F ) ⊂ K[X1, . . . , Xn] et I ′ = I(F ′) ⊂ K[X1, . . . , Xn] sont les idéaux
associés, on définit l’ensemble quasi-affine

UL := FL \ F ′L = ZL(I) \ ZL(I ′) ⊂ An(L) .
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Enfin, si U = F \ F ′ ⊂ Pn(K) est un ensemble quasi-projectif et si I =
I(F ) ⊂ K[X0, . . . , Xn] et I ′ = I(F ′) ⊂ K[X0, . . . , Xn] sont les idéaux homo-
gènes associés, on définit l’ensemble quasi-projectif

UL := FL \ F ′L = ZL(I) \ ZL(I ′) ⊂ Pn(L) .

À un ensemble algébrique réel (affine pour simplifier) F ⊂ Rn d’idéal annu-
lateur I := I(F ) ⊂ R[X1, . . . , Xn] est donc naturellement associée une com-
plexification FC := ZC(I(F )) = ZC(I) ⊂ Cn : l’ensemble des zéros complexes
communs aux polynômes à coefficients réels qui s’annulent sur F . Attention
ici, l’idéal I est formé de polynômes à coefficients réels alors que FC ⊂ Cn est
un ensemble de points complexes. Comme FC est défini par des polynômes à
coefficients réels, on a σA(FC) ⊂ FC et la restriction σ de la structure réelle
standard σA : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn) à FC est une structure réelle qui fait
de (FC, σ) une R-variété. On retrouve la variété algébrique réelle de départ
comme ensemble des points fixes F = (FC)σ.

La construction que nous venons de considérer dépend fortement des équa-
tions déterminant F . La définition suivante permet de considérer des com-
plexifications abstraites, c’est-à-dire indépendantes d’un plongement particu-
lier dans un espace affine ou projectif, ou encore indépendantes d’un choix
d’équations.

Définition 2.3.2. — Soit (V,OV ) une variété algébrique réelle. Une paire
((X,σ), j) est une complexification de V si (X,σ) est une R-variété ayant
suffisamment de points réels et j : V → X est une application injective qui
induit un isomorphisme de variétés algébriques réelles

(V,OV ) '−→ (X(R), (OX)GX(R)) .

Une complexification ((X,σ), j) d’une variété algébrique réelle V est quasi-
projective (resp. non singulière) si X est une variété complexe quasi-projective
(resp. non singulière).

Soit ((X,σ), j) une complexification d’une variété algébrique réelle V et
ψ : (X,σ) 99K (Y, τ) une application birationnelle R-birégulière, il est facile de
vérifier qu’alors ((Y, τ), ψ ◦ j) est une complexification de V . En effet, X(R)
étant dense dans X et ψ birationnelle, le lieu réel Y (R) = ψ(X(R)) est dense
dans Y . La réciproque fait l’objet de la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. — Soient V une variété algébrique réelle et ((X,σ), j)
une complexification de V . Alors pour toute complexification ((X ′, σ′), j′) de
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V , il existe une unique application birationnelle R-birégulière ψ : (X,σ) 99K
(X ′, σ′), X(R) ⊂ dom(ψ), tel que le diagramme suivant commute :

X
ψ // X ′

V

j

OO

j′

88

Démonstration. — On commence par démontrer la proposition dans le cas où
V , X et X ′ sont affines. L’unicité dans le cas affine permet ensuite de recoller
les complexifications et les applications birationnelles R-birégulières des ou-
verts affines de V pour obtenir le résultat dans le cas général. Par hypothèse,
le morphisme composé h = j′ ◦ j−1 : X(R) → X ′(R) est un isomorphisme
de variétés algébriques réelles. D’après la solution de l’exercice 1.2.56(2), il
existe un morphisme défini sur un voisinage ouvert de X(R) dans X qui
prolonge j′ ◦ j−1. Comme X(R) est dense dans X, l’application rationnelle
ψ : (X,σ) 99K (X ′, σ′) induite par ce prolongement est une application bira-
tionnelle R-birégulière qui est uniquement déterminée par j′ ◦ j−1.

Proposition 2.3.4. — Toute variété algébrique réelle affine admet une com-
plexification affine. Toute variété algébrique réelle projective admet une com-
plexification projective.

Démonstration. — Soient X ⊂ An(R) un ensemble algébrique réel affine et
I = I(X) ⊂ R[X1, . . . , Xn] son idéal. Alors X est l’ensemble des zéros réels
Z(I) ⊂ An(R), et la clôture de ZariskiXC deX dans An(C) est l’ensemble des
zéros complexes ZC(I) ⊂ An(C) d’après la remarque 1.2.13. Par construction
la R-variété (XC, σA|XC) admet suffisamment de points réels ; soit j : X ↪→
XC l’inclusion, le couple ((XC, σA|XC), j) est donc une complexification affine
de X. De même, si X ⊂ Pn(R) est un ensemble algébrique réel projectif et
I = I(X) ⊂ R[X0, . . . , Xn] son idéal homogène, on considère l’ensemble des
zéros complexes ZC(I) ⊂ Pn(C).

Remarque 2.3.5. — On a vu qu’une variété algébrique réelle projective est
toujours affine, et admet donc aussi une complexification affine.

Une variété algébrique complexe projective n’est pas affine en général, et
donc une R-variété projective n’est pas affine non plus, et par conséquent une
complexification projective n’est pas affine.

Certaines variétés algébriques réelles affines admettent aussi une complexi-
fication projective, c’est l’objet du théorème 2.3.7 ci-après.
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Remarque 2.3.6. — Si X est une variété algébrique réelle quasi-projective
X = V \ W ⊂ Pn(R). Notons IV ⊂ R[X0, . . . , Xn] l’idéal homogène de
V et IW ⊂ R[X0, . . . , Xn] l’idéal homogène de W . D’après ce qui précède,
VC = ZC(IV ) est une complexification projective de V et WC = ZC(IW ) est
une complexification projective de W . La variété XC = VC \WC est donc une
complexification quasi-projective de X.

Rappelons, définition 1.4.11, qu’une variété algébrique réelle est complète
si elle est compacte pour la topologie euclidienne.

Théorème 2.3.7. — Toute variété algébrique réelle affine complète non sin-
gulière admet une complexification projective non singulière.

Avant de prouver le théorème ci-dessus, on énonce quelques lemmes bien
utiles concernant les morphismes birationnels entre R-variétés. Soient (X,σ)
une R-variété et x ∈ X(R) un point réel. On note Cx la composante connexe
de X(R) contenant x. Ici et dans la suite de cette section, la connexité est
entendue pour la topologie euclidienne.

Lemme 2.3.8. — Soient (X,σ) une R-variété et x ∈ X(R) ∩ RegX un
point régulier réel. Alors la composante connexe euclidienne Cx ⊂ X(R) n’est
pas contenue dans un fermé de Zariski strict de X.

Démonstration. — D’après la proposition 1.5.29, x possède un voisinage ou-
vert connexe euclidien U ⊂ X(R) homéomorphe à un ouvert non vide de Rn

où n est égal à la dimension de Zariski de X en x. Comme U ⊂ Cx et qu’un
fermé de Zariski strict de X est de codimension non nulle, la conclusion est
acquise.

Lemme 2.3.9. — Soient ϕ : (Y, τ) → (X,σ) un morphisme birationnel de
R-variétés et Z ⊂ Y le plus petit fermé de Zariski tel que ϕ|Y \Z soit un
isomorphisme sur son image. Soit y ∈ Y (R) ∩ Reg Y , alors la composante
connexe euclidienne Cϕ(y) n’est pas contenue dans ϕ(Z).

Démonstration. — Comme codimZ > 0, Cy ∩ (Y \ Z) 6= ∅ d’après le
lemme 2.3.8. De là, ϕ(Cy) ∩ (X \ ϕ(Z)) 6= ∅ et, l’image d’un connexe par
une application continue étant connexe, on a ϕ(Cy) ⊂ Cϕ(y) et finalement
Cϕ(y) ∩ (X \ ϕ(Z)) 6= ∅.

Proposition 2.3.10. — Soient (X,σ) une R-variété et ϕ : (Y, τ) → (X,σ)
une résolution des singularités de X. Supposons que la composante connexe
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d’un point singulier réel x ∈ X(R) soit contenue dans le lieu singulier, Cx ⊂
SingX, alors on a ϕ−1(x) ∩ Y (R) = ∅.

Démonstration. — D’après le théorème 1.5.51, SingX est un fermé de Zariski
strict de X. Il suffit alors d’appliquer le lemme 2.3.9 avec Z = π−1(SingX) au
vu de la définition 1.5.53.

Preuve du théorème 2.3.7. — Soient V une variété algébrique réelle affine non
singulière, compacte pour la topologie euclidienne. D’après la proposition 2.3.4,
V admet une complexification affine ((X,σ), j). D’après le théorème 2.2.9,
X(R) ' V est disjoint de SingX. On considère une complétion projective
(X ′, σ′) de (X,σ). En particulier X est une sous-variété de X ′ et σ = σ′|X .
D’après le théorème de résolution des singularités d’Hironaka 1.5.54, il existe
une R-variété (Y, τ) projective non singulière, et un morphisme biration-
nel π : (Y, τ) → (X ′, σ′) de R-variétés qui se restreint en un isomorphisme
π−1(RegX ′)→ RegX ′. Comme X(R) ⊂ RegX, la restriction du morphisme
composé (Y, τ)→ (X,σ) au-dessus de X(R) est un isomorphisme.

Comme V est compacte, X(R) aussi, c’est donc un fermé dans X ′(R) pour
la topologie euclidienne. De là, pour tout x ∈ X ′(R) \X(R), on a une inclu-
sion Cx ⊂ X ′(R) \ X(R) et on en conclut d’après la proposition 2.3.10 que
π−1(X ′(R)\X(R))∩Y (R) = ∅. En conclusion ((Y, τ), (π|Y (R))−1 ◦j) est une
complexification projective non singulière de V .

Remarque 2.3.11. — Dans la preuve ci-dessus, X ′(R) \ X(R) peut être
non vide. Dans l’exemple 2.6.38 détaillé plus loin, on considère

W := Z(16(x2
1 + x2

2)− (x2
1 + x2

2 + x2
3 + 3)2) ⊂ A3(R) .

et la complexification projective donnée par

ŴC := Z
(
16(x2

1 + x2
2)− (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 3x2
0)2
)
⊂ P3(C) .

La R-variété (ŴC, σP|ŴC
) contient des points réels n’appartenant pas au

tore de révolution WC(R) = W . En effet, si x2
1 + x2

2 6 16, alors le point(
0 : x1 : x2 :

√
4
√

(x2
1 + x2

2)− (x2
1 + x2

2)
)

appartient à ŴC(R) \ WC(R). Le

R-morphisme ψ : P1(C)×P1(C)→ ŴC est une résolution des singularités de
ŴC.

Nous profitons des résultats précédents pour démontrer le théorème 1.5.55
dans le cadre des R-variétés.
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Théorème 2.3.12. — Soit ϕ : (Y, τ)→ (X,σ) un morphisme birationnel de
R-variétés non singulières. Si les lieux réels X(R) et Y (R) sont compacts pour
la topologie euclidienne, alors ils possèdent le même nombre de composantes
connexes :

#π0(Y (R)) = #π0(X(R)) .

Démonstration. — Notons Z ⊂ Y le plus petit fermé de Zariski tel que ϕ|Y \Z
soit un isomorphisme sur son image. L’application ϕ étant continue pour la
topologie euclidienne, on a #π0(Y (R)) > #π0(X(R)). Pour montrer l’inéga-
lité opposée, supposons par l’absurde qu’il existe deux composantes connexes
distinctes Y1 et Y2 de Y (R) et que ϕ(Y1)∩ϕ(Y2) soit non vide. Soit U un voi-
sinage ouvert euclidien de x ∈ ϕ(Y1)∩ϕ(Y2) dans X(R). Alors U ∩ϕ(Y1) 6= ∅
et U ∩ ϕ(Y2) 6= ∅. En effet, pour i = 1, 2, ϕ−1(U) ∩ Yi est un ouvert non
vide de Y (R) et comme Y est non singulière, ϕ−1(U) ∩ Yi \ Z est non vide
d’après le lemme 2.3.8. Comme X est non singulière, on peut supposer que
U est homéomorphe à un ouvert non vide Rn (où n est la dimension de X)
qui, d’après ce qui précède, est découpé en deux parties disjointes par le sous-
ensemble algébrique ϕ(Z). La codimension de ϕ(Z) est au moins deux, car
ϕ est un morphisme birationnel, voir e.g. [Sha94, II.4.4, Theorem 2], ce qui
contredit le fait que ce même ϕ(Z) sépare l’ouvert U . On obtient donc une
contradiction.

Assez souvent, le comportement d’une R-variété au voisinage de ses points
non réels n’est pas pertinent pour l’étude du lieu réelX(R). Mais dans certains
cas, comme nous l’avons vu notamment avec la remarque 2.3.11, il est crucial
de considérer aussi les points non réels.

Définition 2.3.13. — Un ensemble U quasi-algébrique sur K, affine ou
projectif est géométriquement irréductible si l’ensemble UK (voir la défini-
tion 2.3.1) défini sur la clôture algébrique K de K est irréductible.

Une variété V algébrique sur K, quasi-projective est géométriquement ir-
réductible si l’image U de V par un plongement dans un espace projectif sur
K est géométriquement irréductible (ceci est alors vrai pour tout plongement
d’après l’exercice 2.3.14).

Une R-variété (X,σ) est irréductible si la variété complexeX est irréductible
en tant que variété complexe.

Exercice 2.3.14. — Vérifier que si ϕ : V → PN (K) et ϕ′ : V → PN ′(K) sont
deux plongements projectifs de V , alors ϕ(V )K est irréductible si et seulement
si ϕ′(V )K est irréductible.
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Proposition 2.3.15. — Soit K un corps.

1. Un ensemble algébrique sur K qui est géométriquement irréductible est
irréductible.

2. Une variété algébrique sur K qui est géométriquement irréductible est
irréductible.

3. Une variété algébrique réelle V est géométriquement irréductible si et
seulement si elle admet une complexification irréductible.

4. Soit (X,σ) une R-variété algébrique quasi-projective possédant suffisam-
ment de points réels. Alors (X,σ) est irréductible si et seulement si la
variété algébrique réelle

(
X(R), (OX)GX(R)

)
est géométriquement irré-

ductible.

Démonstration. — Preuve laissée en exercice.

Remarque 2.3.16. — Rappelons que d’après le corollaire 2.2.10, le lieu réel
d’une R-variété algébrique irréductible non singulière est Zariski-dense dès
que non-vide.

Exercice 2.3.17 (Reprise de l’exemple 2.1.1). — 1. L’ensemble
algébrique réel F := Z(x2 + y2) ⊂ A2(R) est géométriquement
irréductible.

2. En revanche la R-variété (V, σ), où V := ZC(x2 + y2) ⊂ A2(C) et
σ = σA|V , n’est pas irréductible.

3. Pourtant V σ = F , quelle est la raison de cette apparente incohérence ?

Variétés rationnelles. —

Définition 2.3.18. — (R-variétés rationnelles)

1. Une R-variété (X,σ) de dimension n est rationnelle (ou rationnelle sur
R) si elle est birationnellement équivalente à la R-variété (Pn(C), σP),
c’est-à-dire s’il existe une application birationnelle de R-variétés
(X,σ) 99K (Pn(C), σP).

2. Une R-variété (X,σ) de dimension n est est géométriquement rationnelle
(ou rationnelle sur C) si et seulement si la variété complexe X est ra-
tionnelle, c’est-à-dire s’il existe une application birationnelle de variétés
complexes X 99K Pn(C).
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Remarque 2.3.19. — Comparer à la définition 1.3.37 du premier chapitre.
Attention à l’adjectif « géométriquement » : si une variété est géométriquement
irréductible, alors elle est irréductible. Si une variété est rationnelle, alors elle
est géométriquement rationnelle.

Proposition 2.3.20. — Toute R-variété rationnelle sur R est rationnelle
sur C.

Remarque 2.3.21. — La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse,
comme le prouve l’exemple de P1(C) munie de l’involution anti-holomorphe
z 7→ −1

z̄ , voir la remarque 2.1.41. On trouvera de nombreux exemples en
dimension 2 au chapitre 4.

Proposition 2.3.22. — Soit (X,σ) une R-variété quasi-projective non sin-
gulière. Si (X,σ) est rationnelle sur R et de dimension non nulle, alors X(R)
est connexe et non vide.

Démonstration. — Cette proposition est un corollaire du théorème 1.5.55 sa-
chant que Pn(R) est connexe et non vide pour tout n > 0.

2.4. R-variétés vs variétés algébriques réelles vs schémas sur R

Cette section récapitule les différents avatars d’une R-variété et leurs rela-
tions logiques. Dans cet ouvrage, nous avons distingué deux types de variétés :
les variétés algébriques réelles et les R-variétés. En toute rigueur, il faudrait
considérer cinq incarnations d’une variété algébrique réelle :

1. Lieu réel d’équations réelles.
2a. Variété complexe définie par des équations à coefficients réels.
2b. Variété complexe munie d’une involution anti-régulière.

Ces deux sous-cas (variétés complexes particulières) étant équivalents
sous l’hypothèse expresse que la variété soit quasi-projective.

3a. Schéma défini sur R.
3b. Schéma défini sur C muni d’une structure réelle.

Ces deux sous-cas étant de nouveau équivalents sous l’hypothèse que
le schéma soit quasi-projectif.

Finalement, les quatre dernières incarnations sont équivalentes pour les va-
riétés quasi-projectives et seule la première se distingue. Une variété du type
(1) peut être vue comme un germe de variété du type (2a) au voisinage du
lieu réel.
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Nous disposons par ailleurs de deux topologies et de deux structures asso-
ciées :

— Topologie de Zariski et variétés algébriques ;
— Topologie euclidienne et variétés analytiques.
Il existe un dictionnaire pour passer d’une structure algébrique à sa struc-

ture analytique sous-jacente. Par exemple, une application (anti-)régulière de-
vient (anti-)holomorphe. En revanche, ce « passage » n’est une équivalence que
pour les variétés projectives, voir l’appendice D.5.

Reprenons tout cela plus en détails.
1. (Section 1.3) Une variété algébrique réelle (resp. complexe) est un es-

pace topologique X muni d’un sous-faisceau OX du faisceau des fonc-
tions et recouvert par un nombre fini d’ouverts affines U , c’est-à-dire
que (U,OX |U ) est isomorphe à l’ensemble des zéros Z(I) ⊂ An(R) d’un
idéal I ⊂ R[X1, . . . , Xn] muni du faisceau des fonctions qui sont lo-
calement des fractions rationnelles sans pôle réel (resp. l’ensemble des
zéros Z(I) ⊂ An(C) d’un idéal I ⊂ C[X1, . . . , Xn] muni du faisceau des
fonctions qui sont localement des fractions rationnelles sans pôle). Des
variétés X et Y sont isomorphes s’il existe une application birégulière
X → Y .

2. (Section 2.1) Une R-variété (X,σ) est une variété complexe X munie
d’une involution anti-régulière (une structure réelle) σ. Des R-variétés
(X,σ) et (Y, τ) sont isomorphes s’il existe une application birégulière de
variétés complexes qui commute avec les structures réelles. Les variétés
(X,σ) et (Y, τ) sont birationnellement R-birégulièrement isomorphes s’il
existe une application birationnelle ϕ : X 99K Y qui commute avec les
structures réelles et telle que X(R) ⊂ dom(ϕ) et Y (R) ⊂ dom(ϕ−1).
(Section 2.3) Une complexification d’une variété algébrique réelle V est
une R-variété (X,σ) possédant suffisamment de points réels dont le lieu
réel X(R) est isomorphe à V en tant que variété algébrique réelle.

(a) (Section 2.1) Toute R-variété quasi-projective est définissable par des
équations à coefficients réels (ainsi que les faisceaux importants qui
lui sont associés, voir la section 2.5).

(b) (Section 2.2) Une R-variété quasi-projective possédant suffisamment
de points réels induit par restriction une structure de variété algé-
brique réelle sur son lieu réel. Un morphisme de R-variétés quasi-
projectives possédant suffisamment de points réels induit une appli-
cation régulière de variétés algébriques réelles.
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(c) (Section 2.3) Réciproquement, toute variété algébrique réelle quasi-
projective admet une complexification qui est une R-variété possé-
dant suffisamment de points réels. Un morphisme de variétés algé-
briques réelles quasi-projectives se prolonge en une application ra-
tionnelle R-régulière de R-variétés.

(d) (Section 2.3) Deux R-variétés qui sont complexifications de variétés
algébriques réelles isomorphes sont birationnellement R-isomorphes
mais pas isomorphes en général.

3. Cet alinéa nécessite une connaissance de base des schémas, voir [Duc14]
ou [Liu02]. Voir aussi [Ben16b, §3.1] pour une étude spécifique des
avatars d’un schéma sur R. Nous laissons les vérifications des énoncés
en exercice.

Un schéma sur un corpsK (ouK-schéma) est un schéma X muni d’un
morphisme de schémas (appelé morphisme structural) X → SpecK.
Dans la suite, X est supposé de type fini sur K (c’est-à-dire recou-
vert par un nombre fini de spectres d’algèbres de type fini sur K).
Deux R-schémas X et Y sont birationnellement R-birégulièrement iso-
morphes s’il existe une application birationnelle ϕ : X 99K Y de R-
schémas telle que ϕ soit régulière en tout point R-rationnel de X et
ϕ−1 soit régulière en tout point R-rationnel de Y . Soit X un schéma
sur C muni d’une involution σ qui relève la conjugaison complexe σ∗A =
Spec(z 7→ z̄) : Spec C → Spec C, ce qu’on appelle une structure réelle
sur X. Si X est quasi-projectif, alors d’après [BS64, Proposition 2.6], il
existe un schéma Z = X/〈σ〉 sur R et un isomorphisme de C-schémas
ϕ : X → Z×Spec RSpec C tel que σ = ϕ−1◦(id×σ∗A)◦ϕ. De plus, le couple
(Z,ϕ) est uniquement déterminé par le couple (X,σ) à R-isomorphisme
près. Par exemple si X = SpecA est affine, on a Z = SpecAσ.

De façon implicite, les variétés algébriques considérées dans cet ou-
vrage sont dans la plupart des cas des avatars de schémas définis sur R
de type fini.

(a) L’ensemble X(R) des points R-rationnels d’un schéma X sur R
muni de la restriction du faisceau structural est une variété algé-
brique réelle. Un morphisme de schémas sur R induit un morphisme
de variétés algébriques réelles.

(b) Réciproquement, toute variété algébrique réelle quasi-projective est
obtenue comme ensemble des points R-rationnels d’un schéma X
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sur R. Un morphisme de variétés algébriques réelles quasi-projectives
se prolonge en une application rationnelle R-régulière de schémas
sur R.

(c) Deux schémas sur R dont les lieux réels sont des variétés algé-
briques réelles isomorphes sont birationnellement R-birégulièrement
isomorphes.

(d) Soit Z un schéma de type fini sur R. On peut lui associer la R-variété
suivante : X est l’espace topologique des points C-rationnels du C-
schéma Z×Spec R Spec C, le couple (X,σ) est la R-variété obtenue en
munissant X de la structure réelle σ := id×Spec(z 7→ z̄). On note
X(R) l’ensemble des points fermés fixés par σ. Si Z(R) est l’ensemble
des points R-rationnels du R-schéma Z, on a X(R) = Z(R). Un
morphisme de schémas sur R induit un morphisme de R-variétés.

(e) Réciproquement, si (X,σ) est une R-variété, alors il existe un C-
schéma Z tel que Z(C) = X, [Har77, II.2.6], et il existe un mor-
phisme involutif σZ : Z → Z relevant σ∗A : Spec C → Spec C tel que
σZ |Z(C) = σ. Comme on l’a vu plus haut, si X est quasi-projective,
le couple (Z, σZ) correspond à un R-schéma. Un morphisme de R-
variétés induit un morphisme de schémas sur R.

Formes réelles d’un C-schéma. — D’après ce qui précède, la défini-
tion 2.1.13 donne lieu à la définition suivante

Définition 2.4.1. — Une forme réelle d’un schéma X sur C est un schéma
X0 sur R dont le complexifié X0 ×Spec R Spec C est isomorphe à X.

Notations X, X(R), X(C), XC, XR. — Nous discutons ici des différentes
notations rencontrées dans la littérature.

De façon analogue au cas des schémas où l’on omet souvent de préciser le
morphisme structural Z → Spec R, on utilise souvent la notation réduite X
pour désigner la R-variété (X,σ). Du coup, on utilise parfois XC pour insister
sur le fait que l’on considère la variété complexeX en « oubliant » σ. On trouve
aussi, pour les R-variétés, en particulier chez les auteurs de l’école russe, la
notation XC ou CX pour le lieu complexe et XR ou RX pour le lieu réel.

Remarque 2.4.2. — Histoire de rendre les notations encore plus absconses,
il existe dans la littérature un autre objet noté XR qui provient de la notion
d’extension des scalaires. Dans le cas plongé, il s’agit de séparer les parties
réelles et imaginaires des équations d’une variété complexe. Du point de vue
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schématique, il suffit de considérer le morphisme de schémas Spec C→ Spec R
associé à l’inclusion R ↪→ C et de composer X → Spec C→ Spec R pour voir
qu’un schéma défini sur C l’est a fortiori sur R. Par exemple, si X ⊂ An(C)
est défini par r équations{

Pi(z1, . . . , zn) = 0
}
i=1,...,r

alors XR ⊂ A2n(R) est défini par les 2r équations{
<(Pi(x1 + iy1, . . . , xn + iyn) = 0),

=(Pi(x1 + iy1, . . . , xn + iyn) = 0
}
i=1,...,r .

SoitX une variété algébrique (non singulière pour simplifier) définie sur C et
considérons la variété produit Z := X×X munie de l’involution anti-régulière
σZ : (x, y) 7→ (y, x). L’ensemble des points réels de la R-variété (Z, σZ) est
alors une variété algébrique réelle au sens de la définition 1.3.9 qui est ho-
méomorphe pour la topologie euclidienne à la variété topologique réelle sous-
jacente à la variété complexe X. Plusieurs auteurs notent XR = Z(R) cette
variété algébrique réelle dite sous-jacente.

2.5. Faisceaux cohérents et fibrés algébriques

Nous allons maintenant généraliser les constructions des sections précé-
dentes aux faisceaux et fibrés nécessaires pour développer la théorie.

R-faisceaux cohérents. — Soient (X,σ) une R-variété, L un faisceau
quasi-cohérent de OX -modules (voir le théorème C.7.3) et U un ouvert
affine de X. Alors M := L(σ(U)) est un OX(σ(U))-module. On définit un
OX(U)-module σM en munissant le groupe M de l’action tordue de OX(U)
suivante :

(2.2) (f,m) 7→ σf ·m

où
(f,m) 7→ f ·m

désigne l’action de OX(σ(U)) sur M .

Définition 2.5.1. — Soient (X,σ) une R-variété et L un faisceau quasi-
cohérent de OX -modules. Le faisceau conjugué σL est le faisceau de OX -
modules défini sur U en décrétant que σL(U) est le OX(U)-module tordu σM .
On dit que L est un R-faisceau si et seulement si L = σL (on exige ici une
égalité et pas seulement un isomorphisme).
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Remarque 2.5.2. — Ces définitions généralisent 2.2.1. En effet, pour tout
ouvert U de X, on a une égalité de OX(U)-modules σL(U) = L(σ(U)) à
condition de munir le second membre de l’action tordue (2.2). En particulier
si L est un faisceau de fonctions à valeur dans Cn, on a σL(U) = {σf | f ∈
L(σ(U))}. Et L est un R-faisceau si et seulement si σL(U) = L(U) pour tout
ouvert U de X.

La définition de R-faisceau est motivée par le résultat suivant qui explicite
la relation entre les R-faisceaux d’une R-variété (X,σ) avec les faisceaux de
fonctions invariantes. Un R-faisceau est seulement a priori un faisceau globa-
lement fixé par σ.

Lemme 2.5.3. — Soit (X,σ) une R-variété quasi-projective et L un fais-
ceau quasi-cohérent de OX-modules. Si L est un R-faisceau, alors il existe
un faisceau quasi-cohérent de OX-modules L0 tel que pour tout ouvert affine
U ⊂ X,

L(U ∩ σ(U)) ' L0(U ∩ σ(U))⊗R C
et tel que ∀f ∈ L0(U ∩ σ(U)), σf = f . On dira dans ce cas que f est à
coefficients réels.

Démonstration. — Rappelons que par définition, σ est un homéomorphisme
pour la topologie de Zariski de X et qu’en particulier, si U est un ouvert de X,
l’intersection U∩σ(U) est un ouvert deX. De plus d’après l’exercice 1.3.15.(4),
l’ouvert U∩σ(U) est affine. On peut donc réduire au cas d’une R-variété affine,
c’est-à-dire d’après le théorème 2.1.33, au cas où X ⊂ An(C) et I(X) ⊂
R[X1, . . . , Xn]. Sous ces hypothèses, on a alors σ = σA|X et

OX(X) = A(X) = (R[X1, . . . , Xn]/I(X))⊗R C .

Notons M le A(X)-module des sections globales du OX -module L(X). Par
hypothèse, σ induit une action de Galois sur M pour laquelle, le sous-groupe
des points fixesMG étant muni de sa structure naturelle de A(X(R))-module,
on a

M = MG ⊗A(X(R)) (A(X(R))⊗R C) .
Il suffit alors de définir L0 comme le faisceau associé, voir la définition C.7.2,

au A(X(R))-module MG pour conclure.

Parmi les R-faisceaux cohérents dont nous ferons grand usage, les fais-
ceaux inversibles, définition C.5.8 (en correspondance bijective avec les fibrés
en droites, corollaire 2.5.13), jouent un rôle essentiel, voir la section 2.6.



124 CHAPITRE 2. R-VARIÉTÉS

Soient (X,OX) une variété algébrique réelle ou complexe affine et F un
faisceau quasi-cohérent. Alors l’ensemble de ses sections globales Γ(X,F) est
un Γ(X,OX)-module. Si F est localement libre, alors ce module est projectif,
c’est-à-dire facteur direct d’un Γ(X,OX)-module libre, voir la définition A.4.6.

Pour énoncer le lemme ci-dessous, on généralise la définition C.7.2 : soit
M un Γ(X,OX)-module, on note OX ⊗Γ(X,OX) M le faisceau de OX -modules
associé au préfaisceau U 7→ OX(U) ⊗Γ(X,OX) M . Si (X,OX) est une variété
complexe, alors OX(U) = Γ(X,OX)f pour tout ouvert principal U = D(f)
et OX ⊗Γ(X,OX) M est identique au faisceau M̃ de la définition C.7.2. En
particulier

(
OX ⊗Γ(X,OX) M

)
(U) = M̃(U) = Mf pour tout ouvert principal

U = D(f). Si (X,OX) est une variété réelle, alors pour tout ouvert U de X,
OX(U) s’identifie à la limite inductive lim−→D(f)⊃U Γ(X,OX)f des localisations
Γ(X,OX)f où f parcourt l’ensemble des fonctions régulières qui ne s’annulent
pas sur U et

(
OX ⊗Γ(X,OX) M

)
(U) ' lim−→D(f)⊃U Mf .

Le cas particulier des faisceaux localement libres de type fini nous emmènera
aux fibrés vectoriels algébriques.

Lemme 2.5.4. — Soit (X,OX) une variété algébrique réelle ou complexe
affine. Soit F un faisceau en OX-modules localement libre de type fini. Alors
le Γ(X,OX)-module Γ(X,F) des sections globales de F est projectif de type
fini. Réciproquement, soit M un Γ(X,OX)-module projectif de type fini, alors
le OX-module OX ⊗Γ(X,OX) M associé est localement libre de type fini.

Démonstration. — Exercice.

Si (X,OX) est une variété complexe, tout OX -module localement libre de
type fini F est égal au faisceau ˜Γ(X,F) associé au Γ(X,OX)-module Γ(X,F)
de ses sections globales.

Proposition 2.5.5. — Si (X,OX) est une variété algébrique complexe
affine, l’application M 7→ M̃ réalise une correspondance bijective entre les
Γ(X,OX)-modules projectifs de type fini et les OX-modules localement libres
de type fini.

Démonstration. — Voir [Har77, Corollary II.5.5].

En revanche, comme le montre l’exemple ci-dessous, si (X,OX) est une
variété réelle affine il existe des faisceaux localement libres de type fini qui
ne sont pas associés à des Γ(X,OX)-modules comme le montre l’exemple ci-
dessous.
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Exemple 2.5.6. — Basé sur [BCR87, Exemple 12.1.5], voir aussi
[FHMM16, Exemple 5.35].

Soit P ∈ R[x, y] le polynôme défini par

P (x, y) = x2(x− 1)2 + y2

qui possède exactement deux zéros réels a0 = (0, 0) et a1 = (1, 0). Soit
Ui = R2 \ {ai} pour i = 0, 1. Les ouverts de Zariski U0 et U1 forment un
recouvrement ouvert de A2(R). On définit un faisceau quasi-cohérent F loca-
lement libre de rang 1 par rapport à ce recouvrement en recollant les faisceaux
OA2(R)|U0 et OA2(R)|U1 au-dessus de U0 ∩ U1 à l’aide de la fonction de tran-
sition ψ01 = P sur U0 ∩ U1. Autrement dit, deux sections s0 ∈ OA2(R)|U0(V0)
et s1 ∈ OA2(R)|U1(V1) au-dessus d’ouverts de Zariski V0 et V1, se recollent si
ψ01s1 = s0 sur V0 ∩ V1.

Le OA2(R)-module F n’est pas engendré par ses sections globales car toute
section globale s de F s’annule en a1. En effet la restriction si de s à Ui est
une fonction régulière sur Ui, pour i = 0, 1. La condition de recollement est
ψ01s1 = s0 sur U0 ∩ U1. Écrivons si = gi/hi, où gi, hi ∈ R[x, y], avec hi 6= 0
sur Ui et gi, hi premiers entre eux, pour i = 0, 1. La condition de recollement
implique que Ph0g1 = g0h1 sur R2. Comme P est irréductible, et comme
h1(a0) 6= 0, le polynôme P divise g0, c’est-à-dire qu’il existe λ ∈ R∗ tel que
g0 = λPg1 et h1 = λ−1h0. En particulier, g0(a1) = 0 et donc s(a1) = 0. Il
s’ensuit que le faisceau quasi-cohérent F sur A2(R) n’est pas engendré par ses
sections globales. A fortiori, il n’existe aucun Γ(A2(R),OA2(R))-module dont
F soit le faisceau associé.

Remarquons que le module des sections globales Γ(A2(R),F) est isomorphe
à Γ(A2(R),OA2(R)) = R(R2) via l’application (s0, s1) 7→ s1 = g1

h1
du fait que

h1 = λ−1h0 ne s’annule pas sur R2.

Fibrés vectoriels algébriques. —

Définition 2.5.7. — Soient (X,OX) une variété algébrique sur un corps K.
Un fibré vectoriel pré-algébrique de rang r surX est un fibréK-vectoriel (E, π),
voir la définition C.3.5, où E est une variété algébrique sur K, π : E → X est
une application régulière et les homéomorphismes ψi : π−1(Ui)

'−→ Ui × Kr

sont des isomorphismes biréguliers. Plus généralement, un fibré vectoriel pré-
algébrique possède un rang constant sur chaque composante connexe de X.

Remarque 2.5.8. — Sur une variété algébrique réelle affine, les fibrés vecto-
riels définis ci-dessus sont appelés pré-algébriques dans [BCR98] mais étaient
appelés algébriques dans [BCR87].
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Soit un fibré vectoriel pré-algébrique (resp. de rang r) surX, alors le faisceau
de ses sections algébriques locales est naturellement muni d’une structure de
OX -module qui en fait un OX -module localement libre de type fini (resp. de
rang r).

Proposition 2.5.9. — Soit (X,OX) une variété algébrique sur un corps
K. On a une correspondance bijective entre les classes d’isomorphisme de
faisceaux localement libres de type fini (resp. de rang r) sur X et les classes
d’isomorphisme de fibrés vectoriels pré-algébriques (resp. de rang r) sur X.

Démonstration. — Voir [BCR87, Proposition 12.1.3].

Si (X,OX) est une variété complexe, les fibrés pré-algébriques ont de bonnes
propriétés, voir la proposition 2.5.5. Si (X,OX) est une variété réelle, le fibré
pré-algébrique en droites associé au faisceau F de l’exemple 2.5.6 n’est pas
engendré par ses sections globales et montre que la notion de fibré vectoriel pré-
algébrique sur une variété réelle n’est pas très utile. Ceci motive la définition
suivante.

Définition 2.5.10. — Un fibré vectoriel pré-algébrique (E, π) sur une va-
riété algébrique réelle affine X est dit algébrique s’il est isomorphe à un sous-
fibré vectoriel pré-algébrique d’un fibré trivial. De même, un faisceau locale-
ment libre de type fini est algébrique si le fibré vectoriel associé est algébrique.

Remarque 2.5.11. — (Fibrés réels et complexes)

1. Sur une variété algébrique complexe affine, la proposition 2.5.5 implique
que tout fibré vectoriel pré-algébrique est algébrique.

2. Sur une variété algébrique réelle affine, les fibrés vectoriels définis ci-
dessus sont appelés algébriques dans [BCR98, définition 12.1.6] mais
étaient appelés fortement algébriques dans [BCR87].

Définition 2.5.12. — Un fibré vectoriel algébrique de rang 1 est appelé fibré
en droites.

Corollaire 2.5.13. — Soit (X,OX) une variété algébrique réelle ou com-
plexe. On a une correspondance bijective entre les classes d’isomorphisme de
faisceaux inversibles algébriques sur X et les fibrés (algébriques) en droites
sur X.

Démonstration. — Corollaire immédiat de la proposition 2.5.9.
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Théorème 2.5.14. — Soient (X,OX) une variété algébrique réelle affine
et (E, π) un fibré vectoriel pré-algébrique sur X. Alors E est algébrique si
et seulement s’il existe un Γ(X,OX)-module projectif de type fini M tel que
le Γ(X,OX)-module des sections algébriques de (E, π) soit isomorphe au
Γ(X,OX)-module OX ⊗Γ(X,OX) M .

Démonstration. — Voir [BCR98, Theorem 12.1.7].

En s’inspirant de [Hui95], on voit que la définition 2.5.10 des « bons » fibrés
vectoriels algébriques sur une variété algébrique réelle V , qui peut sembler peu
naturelle, peut être avantageusement remplacée en disant que les « bons » fi-
brés sont les restrictions des R-fibrés vectoriels sur une complexification (X,σ)
de V .

Soient (X,σ) une R-variété algébrique quasi-projective possédant suffisam-
ment de points réels (voir la définition 2.2.5 et le théorème 2.2.9) et L un
R-faisceau localement libre de type fini. Il est immédiat que la restriction
L0|X(R) du faisceau L0 défini au lemme 2.5.3 est un faisceau localement libre
de type fini sur la variété algébrique réelle

(
X(R), (OX)GX(R)

)
.

Théorème 2.5.15. — Soient (X,σ) une R-variété algébrique quasi-
projective possédant suffisamment de points réels et L un R-faisceau lo-
calement libre de type fini. Alors le faisceau localement libre de type fini
L0|X(R) sur la variété algébrique réelle

(
X(R), (OX)GX(R)

)
est algébrique.

Corollaire 2.5.16. — Soient (X,σ) une R-variété algébrique quasi-
projective possédant suffisamment de points réels et (E, π) un fibré vectoriel
topologique sur la variété algébrique réelle

(
X(R), (OX)GX(R)

)
.

Alors le fibré vectoriel (E, π) est algébrique si et seulement s’il existe
un R-fibré vectoriel pré-algébrique (E , η) sur (X,σ) dont la restriction
(E|X(R), η|X(R)) est isomorphe à (E ⊗C, π ⊗C).

Remarque 2.5.17. — Autrement dit : un fibré R-vectoriel topologique E sur
une variété algébrique réelle affine V est algébrique si son tensorisé par C est
la restrictions à V d’un fibré C-vectoriel algébrique E sur une complexification
VC de V , E étant muni d’une structure réelle.

2.6. Diviseurs sur une R-variété projective

Pour rédiger cette section, nous nous sommes inspirés de [Liu02, Chap-
ter 7] ; nous y renvoyons pour les preuves omises dans ce qui suit. Par ailleurs,
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quelques énoncés et leurs preuves nécessitent des connaissances de base de la
cohomologie des faisceaux pour lesquelles nous renvoyons à [Liu02, §5.2].

Diviseurs de Weil. —

Définition 2.6.1. — Soit X une variété algébrique complexe quasi-
projective irréductible normale (définition 1.5.37). Ce n’est pas l’hypothèse
la plus générale, ce qui suit reste valable sur une variété non singulière en
codimension 1.

— Un diviseur premier sur X est une sous-variété fermée irréductible de X
de codimension 1.

— Un diviseur de Weil sur X est un cycle de codimension 1, c’est-à-dire
une combinaison linéaire formelle finie de diviseurs premiers à coefficients
entiers

D =
∑

A diviseur
premier de X

aAA , aA ∈ Z presque tous nuls (3).

— Soit D =
∑
aAA un diviseur. Pour un diviseur premier A de X, l’entier

aA est la multiplicité, notée multA(D) de D en A.
— Le support d’un diviseur est la sous-variété

SuppD =
⊔
aA 6=0

A .

— Si tous les coefficients sont nuls, c’est-à-dire si SuppD = ∅, on note
D = 0.

— Si tous les coefficients sont positifs ou nuls, D est dit effectif ce que l’on
note D > 0.

On note Z1(X) l’ensemble des diviseurs de Weil deX. Par définition, Z1(X)
est donc le groupe abélien libre engendré par les diviseurs premiers.

Exemple 2.6.2. — 1. Si X est une courbe, les diviseurs premiers de X
sont les points de X. On définit alors le degré d’un diviseur de Weil∑s
i=1 aiDi comme la somme de ses coefficients

degD =
s∑
i=1

ai .

3. Autrement dit, sauf pour un nombre fini d’entre eux.
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2. Si X est une surface projective, les diviseurs premiers de X sont les
courbes irréductibles de X. On n’a pas alors de définition intrinsèque de
degré pour les diviseurs mais on peut définir un degré relativement à un
diviseur très ample, ou autrement dit un degré relatif à un plongement
projectif.

3. Si X = Pn, les diviseurs premiers sont les hypersurfaces irréductibles.
Dans ce cas, le degré d’une hypersurface Di est bien déterminé (c’est
par exemple le degré d’un polynôme générateur de l’idéal I(Di) qui est
principal, voir [Har77, Chapitre I]) et le degré d’un diviseur de Weil∑s
i=1 aiDi ∈ Z1(Pn) est

degD =
s∑
i=1

ai degDi .

Si f ∈ K(X)∗ = C(X)∗ est une fonction rationnelle non identiquement nulle
(voir la définition 1.2.69 et la remarque 1.2.74) et A est un diviseur premier,
on définit la multiplicité multA(f) de f en A de la façon suivante :

— multA(f) = k > 0 si f s’annule sur A à l’ordre k ;
— multA(f) = −k si f admet un pôle d’ordre k sur D (i. e. 1

f s’annule sur
A à l’ordre k ;

— et multA(f) = 0 dans les autres cas.
À toute fonction rationnelle f ∈ K(X)∗, on associe un diviseur div(f) ∈

Z1(X) défini par
div(f) :=

∑
A diviseur

premier de X

multA(f)A .

Remarquons que div(f) ∈ Z1(X) du fait que multA(f) est nul pour presque
tout diviseur premier A. De tels diviseurs sont appelés diviseurs principaux.
Du fait que div(fg) = div(f) + div(g), l’ensemble des diviseurs principaux est
un sous-groupe P(X) de Z1(X).

Exercice 2.6.3. — Montrer que sur Pn, pour toute fonction rationnelle f ,
on a

deg(div(f)) = 0 .

Définition 2.6.4. — Deux diviseurs D,D′ sur une variété X sont linéai-
rement équivalents si D − D′ est un diviseur principal. On note D ∼ D′ la
relation d’équivalence ainsi définie et

Cl(X) := Z1(X)/P(X) = Z1(X)/∼

le groupe des diviseurs modulo équivalence linéaire.
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Exercice 2.6.5. — Montrer que le groupe Cl(Pn) est isomorphe à Z et qu’il
est engendré par la classe linéaire du diviseur 1H associé à un hyperplan
H ⊂ Pn.

Exemple 2.6.6. — Soient une C une courbe projective plane de degré d,
voir la définition 1.6.1, et L une droite de P2(C). Alors C est linéairement
équivalente à d fois la droite L. En particulier, toute conique projective, voir
l’exercice 1.2.68, est linéairement équivalente à la droite double 2L.

Diviseurs de Cartier. — SoientX une variété algébrique, U ⊂ X un ouvert
et f ∈ K(U)∗ une fonction rationnelle non nulle sur U . Par définition, il existe
un ouvert dense V ⊂ U tel que ∀p ∈ V , f(p) = g(p)

h(p) pour g, h ∈ OX(V ).

Définition 2.6.7. — Un diviseur de Cartier (ou diviseur localement princi-
pal) sur une variété algébrique X est une section globale du faisceau quotient
donné par la suite exacte de faisceaux de groupes multiplicatifs

(2.3) 1 −→ O∗X −→M∗X −→M∗X/O∗X −→ 1

où O∗X est le faisceau des fonctions régulières qui ne s’annulent pas etM∗X le
faisceau des fonctions rationnelles non identiquement nulles (4). On note

Div(X) := Γ(X,M∗X/O∗X)

le groupe des diviseurs de Cartier. La loi de groupe de Div(X) est abélienne
et est notée additivement.

Définition 2.6.8. — Un diviseur de Cartier est principal s’il est associé à
une fonction rationnelle globale. On dit que deux diviseurs D1 et D2 sont li-
néairement équivalents si D1−D2 est principal. On note alors D1 ∼ D2 comme
pour les diviseurs de Weil. Le sous-groupe de Div(X) formé des diviseurs prin-
cipaux est isomorphe à P(X) et on note

CaCl(X) := Div(X)/P(X) = Div(X)/∼

le groupe des diviseurs de Cartier modulo équivalence linéaire.

Proposition 2.6.9. — Soit X une variété algébrique. Le groupe CaCl(X)
s’injecte dans le groupe de cohomologie H1(X,O∗).

4. Bien sûr M∗X(X) = K(X)∗, la notation MX , qui rappelle que le faisceau analytique
correspondant est celui des fonctions méromorphes, est choisie pour éviter la confusion avec
le faisceau canonique KX , voir la définition 2.6.26.
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Démonstration. — De la suite exacte (2.3) découle une suite exacte longue
dont on extrait H0(X,M∗X) f−→ H0(X,M∗X/O∗X) g−→ H1(X,O∗X). Par défini-
tion, l’image de H0(X,M∗X) par f est le groupe des diviseurs principaux et g
induit donc une injection

CaCl(X) ↪→ H1(X,O∗) .

Soit D = (Ui, fi)i ∈ Div(X) un diviseur de Cartier donné relativement à
un recouvrement ouvert {Ui}i de X. Cela signifie qu’il existe des germes de
fonctions régulières gi, hi ∈ OX(Ui) tels que

fi = gi
hi

et gi
hi
·
(
gj
hj

)−1

∈ O∗X(Ui ∩ Uj).

Soit D un diviseur de Cartier de X, pour tout diviseur premier A de X, on
définit la multiplicité multA(D) de D en A : si D est représenté par (Ui, fi)i∈I ,
on pose multA(D) = multA(fi). Par hypothèse fi

fj
prend des valeurs complexes

non nulles et multA(D) ne dépend donc pas de i. À un diviseur de Cartier D
représenté par (Ui, fi)i∈I , on associe le diviseur de Weil

[D] :=
∑

A diviseur
premier de X

multA(D)A

L’application Div(X) → Z1(X), D 7→ [D] ainsi définie est un morphisme
de groupes.

Proposition 2.6.10. — Soit X une variété complexe irréductible.

1. Si X est une variété normale, alors l’application Div(X) → Z1(X),
D 7→ [D] est injective et induit un morphisme injectif

CaCl(X)→ Cl(X) .

2. Si X est non singulière, alors D 7→ [D] est un isomorphisme

Div(X) ' Z1(X)

et le morphisme induit est un isomorphisme

CaCl(X) ' Cl(X) .

Démonstration. — Voir [Har77, II.6].
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Fibrés en droites. — On rappelle qu’un fibré (algébrique) en droites com-
plexes est un fibré vectoriel algébrique de fibre C, voir la définition 2.5.7,
et que sur C, tout fibré vectoriel pré-algébrique est algébrique, voir la re-
marque 2.5.11.(1). Le faisceau des sections d’un tel fibré est un faisceau inver-
sible, voir la définition C.5.8, et la correspondance ainsi induite entre classes
d’isomorphismes de fibré en droites et classes d’isomorphismes de faisceaux
inversibles est biunivoque, voir la proposition 2.5.9.

À un diviseur de Cartier D représenté par (Ui, fi)i, on associe le sous-
faisceau OX(D) ⊂MX défini par OX(D)|Ui = f−1

i OX |Ui . Le faisceau OX(D)
est un faisceau inversible sur X. On note aussi abusivement OX(D) le fibré
en droites associé. De façon explicite : le fibré en droites OX(D) est déter-
miné sur le recouvrement ouvert {Ui}i∈I de X par les fonctions de transi-
tion fij : Ui ∩ Uj → C∗ où fij = fj |Ui∩Uj ◦ f

−1
i |Ui∩Uj . L’espace total du fibré

est le quotient de l’union disjointe ti(Ui × C) par la relation d’équivalence
(x, z) ∼ (x, fjk(x)z) pour toute paire d’ouverts Uj , Uk contenant x. Le quo-
tient est bien déterminé car on peut vérifier que ces fonctions satisfont la
condition de cocycle :

fik = fijfjk sur Ui ∩ Uj ∩ Uk ∀i, j, k .

Par construction, D est effectif si et seulement si OX(−D) ⊂ OX . Si U est
un ouvert de X, alors OX(D)|U = OU (D|U ).

Définition 2.6.11. — Le fibré OX(D) est le fibré en droites associé à D.
On note Pic(X) le groupe de Picard des fibrés en droites modulo isomor-

phisme muni du produit tensoriel et ρ : Div(X)→ Pic(X) l’application qui à
un diviseur D associe la classe d’isomorphisme du fibré OX(D).

Proposition 2.6.12. — Soit X une variété algébrique complexe. Le groupe
de Picard Pic(X) est isomorphe au groupe de cohomologie H1(X,O∗).

Démonstration. — Voir [Har77, III, exercice 4.5] ou [GH78, §1.1] pour une
version analytique.

Exemple 2.6.13. — Considérons X = Pn. D’après l’exercice 2.6.5, on sait
que le groupe Cl(Pn) est isomorphe à Z et qu’il est engendré par la classe
d’un hyperplan H ⊂ Pn. Le groupe de Picard Pic(Pn) est donc isomorphe à
Z et un générateur privilégié de Pic(Pn) est le fibré en droites associé à H.
On note par convention OPn(1) := OPn(H). L’autre générateur de Pic(Pn)
est son fibré dual que l’on note OPn(−1) := OPn(1)∨.
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Par extension on note OPn(k) := OPn(1)⊗k et OPn(−k) := OPn(−1)⊗k
pour k positif. En particulier OPn(0) = OPn . Ainsi, le fibré en droites associé
au diviseur kH est OPn(k) pour tout k ∈ Z. Voir [Ser55a, Chapitre III, §2]
pour la construction originale des faisceaux O(k).

Définition 2.6.14. — Le fibré OPn(1) est le fibré associé aux hyperplans (5)

et le fibré OPn(−1) est le fibré tautologique (voir la section F.1 pour une
construction directe de ce fibré).

Exercice 2.6.15. — Soit d > 1. Montrer que l’espace vectoriel Γ(Pn,OnP(dH))
des sections globales du fibré OPn(d) est formé des polynômes homogènes de
degré d en n+ 1 variables. En déduire que dimH0 (Pn,OnP(d)) =

(n+d
d

)
.

Proposition 2.6.16. — Soit X une variété algébrique complexe quasi-
projective irréductible.

1. Soient D1, D2 ∈ Div(X), alors

ρ(D1 +D2) = OX(D1)⊗OX(D2) .

2. L’application ρ : Div(X)→ Pic(X) induit un isomorphisme

CaCl(X) ' Pic(X) .

Démonstration. — Voir [Har77, II.6].

On écrira souvent abusivement D ∈ Pic(X) pour la classe linéaire d’un
diviseur D ∈ Div(X).

Corollaire 2.6.17. — Soit X une variété algébrique complexe quasi-
projective, irréductible et non singulière. On a les isomorphismes :

Cl(X) ' CaCl(X) ' Pic(X) ' Div(X)/P(X) .

Définition 2.6.18. — Soit D un diviseur sur une variété algébrique X, le
système linéaire |D| est l’ensemble des diviseurs effectifs linéairement équiva-
lents à D qu’on identifie à l’espace projectif associé à l’espace vectoriel com-
plexe H0(X,OX(D)) des sections globales de OX(D).

On a H0(X,OX(D)) = {f ∈ K(X)∗ | D+ (f) > 0}∪{0}. Si cet espace vec-
toriel complexe est de dimension finie, une base {s0, . . . , sN} deH0(X,OX(D))

5. En anglais : twisting sheaf of Serre.
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est formée d’un nombre fini de fonctions rationnelles globales sur X qui per-
mettent de définir une application rationnelle

ϕD :
{
X 99K P(H0(X,OX(D))) = PN (C)
x 799K (s0(x) : · · · : sN (x)) .

Remarque 2.6.19. — L’application ϕD dépend en fait du choix d’une base
de H0(X,OX(D)), et n’est donc déterminée par D qu’à un automorphisme de
P(H0(X,OX(D))) près.

Définition 2.6.20. — Un diviseur D sur une variété X est très ample si
l’application rationnelle ϕD est un morphisme qui réalise un plongement de
X dans P(H0(X,OX(D))). Un diviseur D est ample si l’un de ses multiples
mD, m > 1, est très ample.

De même, un faisceau inversible L est très ample s’il est associé à un diviseur
très ample L = OX(D). Et il est ample si L⊗m est très ample pour un certain
m > 1.

Proposition 2.6.21. — Une variété algébrique abstraite (c’est-à-dire donnée
par une « liste » de variétés algébriques affines, voir la définition 1.3.1) est
projective si et seulement si elle possède un diviseur ample.

Démonstration. — En effet, soit D un diviseur ample sur X, alors il existe
un multiple mD, m > 1, qui est très ample et le morphisme associé ϕmD
plonge X comme sous-variété fermée d’un espace projectif. Réciproquement,
soit X une variété algébrique projective et ϕ : X → PN un plongement. Soit
H un hyperplan de PN , alors ϕ∗(H) est un diviseur très ample sur X (ou,
en termes de fibrés en droites, le fibré ϕ∗(OPN (1)) est très ample sur X). Le
diviseur ϕ∗(H) est le diviseur de la section hyperplane de X relativement au
plongement ϕ.

Définition 2.6.22. — Un diviseur D sur une variété algébrique X (variété
que l’on suppose complète pour assurer l’existence des ϕmD) est gros (ou big)
si pour un certain m > 0, la dimension de l’image de l’application rationnelle
ϕmD : X 99K P(H0(X,OX(mD))) est maximale, c’est-à-dire si

dimϕmD(X) = dimX .

De même, un fibré en droites L est gros (ou big) si pour un certain m > 0,
on a

ϕL⊗m(X) = dimX .

Exemple 2.6.23. — 1. Bien sûr, tout fibré ample est gros.
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2. L’image réciproque d’un fibré en droites ample par un morphisme géné-
riquement fini est un fibré en droites gros. Voir [Laz04, §2.2].

Théorème 2.6.24. — Si X est une variété normale (par exemple non
singulière), alors un fibré en droites L est gros si et seulement si pour un
certain m > 0, l’application rationnelle ϕL⊗m : X 99K P(H0(X,OX(mD)))
est birationnelle sur son image.

Démonstration. — Ce résultat est une conséquence du théorème de fibration
d’Itaka. Voir [Laz04, §2.2].

Remarque 2.6.25. — Le fait d’être gros pour un fibré en droites est inva-
riant par transformation birationnelle.

Si X une variété algébrique complexe quasi-projective non singulière, alors
le faisceau des formes différentielles régulières (voir [Liu02, Chapter 6] ou
[Har77, II.8] pour les formes différentielles régulières et la définition D.3.2
pour les formes différentielles holomorphes) de degré 1 sur X, noté ΩX := Ω1

X ,
est un faisceau localement libre de type fini. La fibré vectoriel associé, encore
noté ΩX , est de rang égal à la dimension de X ; son fibré déterminant det ΩX

est un fibré en droites.

Définition 2.6.26. — Soit X une variété algébrique complexe quasi-
projective non singulière. Le fibré canonique sur X est le fibré en droites
complexes défini par :

KX := det ΩX =
n∧

ΩX .

Le diviseur canonique de X est un diviseur associé au fibré canonique :

OX(KX) = KX .

Traditionnellement, on dit « le » diviseur canonique alors qu’il n’est défini
qu’à équivalence linéaire près.

Exercice 2.6.27. — Montrer que KPn est isomorphe au fibré OPn(−n− 1).

Exercice 2.6.28 (Voir [CM09, Theorem 4.3]). — Soit X une variété pro-
jective non singulière. Montrer que si H0(X,OX(−KX)) 6= 0 et H0(X,Ω1

X) =
0, alors H0(X,Ω1

X(KX)) = 0.
En utilisant la dualité de Serre, théorème D.2.5, en déduire que

H2(X,ΘX) = 0

où ΘX est le fibré tangent.
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Définition 2.6.29. — Une variété projective non singulière X est de type
général si son fibré canonique KX est gros.

Action de Galois sur le groupe de Picard. — Soit (X,σ) une R-surface,
on note encore σ l’involution induite sur le groupe des diviseurs de X. Si D =∑
niDi est un diviseur de Weil de X, alors σD :=

∑
niσ(Di). Si D = (Ui, fi)i

est un diviseur de Cartier de X, alors σD = (σ(Ui), σfi)i. Si L est un fibré en
droites sur X de cocycle (Uij , gij), alors le faisceau conjugué (définition 2.5.1)
σL est le fibré en droites sur X de cocycle (σ(Uij), σgij).

Proposition 2.6.30. — Supposons X projective. Si D est un diviseur de
Cartier et OX(D) le faisceau inversible associé, on a

OX(σD) = σ(OX(D)).

Réciproquement, si L est un faisceau inversible sur X, D un diviseur associé
à L et D′ un diviseur associé à σL, alors D′ ∼ σD.

Démonstration. — Soit D = (Ui, fi)i un diviseur de Cartier, le fais-
ceau OX(D) est déterminé par le cocycle (gij)ij = ( fifj )ij . En effet,
Γ(U,OX(D)) = {f ∈ OX(U) | (f) + D > 0}. Soit (si)i une famille de
sections locales de OX(D), alors

(2.4) ∀i, j, si = gijsj .

Par définition de faisceau conjugué, (σsi)i est une famille de sections locales
du faisceau σ(OX(D)) et on a d’après (2.4)

(2.5) ∀i, j, σsi = σgij
σsj .

La preuve est acquise sachant que le faisceau OX(σD) est déterminé par le
cocycle (σgij)ij = (

σfi
σfj

)ij .

Proposition 2.6.31. — Soit D un diviseur invariant sur (X,σ), alors il
existe une base {s0, . . . , sN} de l’espace vectoriel complexe H0(X,OX(D)) =
{f ∈ K(X)∗ | D + (f) > 0} ∪ {0} formée de fonctions invariantes : σsi = si,
i = 0, . . . , N .

Démonstration. — Corollaire immédiat du lemme A.7.3.

Théorème 2.6.32. — Soit (X,σ) une R-variété algébrique projective irré-
ductible et non singulière. Si X(R) 6= ∅, alors pour tout diviseur D linéaire-
ment équivalent à σ(D), il existe un diviseur D′ linéairement équivalent à D
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tel que D′ = σ(D′). Autrement dit, dans ce cas (6),

Div(X)G/P(X)G = Pic(X)G .

Démonstration. — Voir [Sil89, pages 19–20].

Exemple 2.6.33 (Div(X)G/P(X)G 6= Pic(X)G). — L’exemple de la co-
nique X de P2 d’équation x2

0 + x2
1 + x2

3 = 0 montre que lorsque X(R) = ∅,
Pic(X)G peut contenir strictement Div(X)G/P(X)G. En effet, ici Pic(X)G =
Pic(X) = Z est engendré par un seul point, mais tous les diviseurs invariants
sont de degré pair et on a une suite exacte

0→ Div(X)G/P(X)G −→ Pic(X)G −→ Z/2Z→ 0 .

Nous avons étudié jusqu’ici le groupe de Picard des classes linéaires de
diviseurs. Nous présentons maintenant un autre groupe de classes de diviseurs,
le groupe de Néron-Severi.

Définition 2.6.34. — Soit X une variété complexe projective non singu-
lière et notons Pic0(X) la composante connexe de Pic(X) contenant l’identité
(Pic0(X) est la variété de Picard de X, voir la définition D.6.6). Le groupe de
Néron-Severi NS(X) est le groupe des composantes de Pic(X) :

0→ Pic0(X) −→ Pic(X) −→ NS(X)→ 0 .

Deux diviseurs appartenant à une même classe dans le groupe de Néron-
Severi sont dit algébriquement équivalents (7).

Théorème 2.6.35 (Théorème de Néron-Severi)
Soit X une variété complexe projective non singulière. Le groupe NS(X)

est de type fini.

Démonstration. — Voir [GH78, IV.6, pages 461–462].

Définition 2.6.36. — SoitX une variété complexe projective non singulière.
Le rang du groupe de Néron-Severi ρ(X) := rg NS(X) = rg(Pic(X)/Pic0(X))
est appelé nombre de Picard de X. Soit (X,σ) une R-variété projective non
singulière. Si X(R) est non vide, le nombre de Picard réel de (X,σ) est le rang
du groupe de Néron-Severi réel ρR(X) := rg(Pic(X)G/Pic0(X)G).

6. Dans le langage des schémas : siX est un schéma défini sur R satisfaisant les hypothèses
du théorème, on a Pic(X) = Pic(XC)G.

7. Voir [GH78, III.5] pour une explication de cette terminologie. On trouve aussi "numé-
riquement équivalent" dans la littérature, ces deux terminologies coïncident sur une variété
projective non singulière, voir [Ful98, §19.3].
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Proposition 2.6.37. — Soit X une variété complexe projective non singu-
lière telle que q(X) = dimH1(X,OX) = 0, alors

NS(X) ' Pic(X) .

Démonstration. — On déduit de la suite exacte (D.3) qui suit la proposi-
tion D.6.7 que si q(X) = 0, alors le groupe Pic0(X) est trivial.

Plongements projectifs. — On a vu que toute variété algébrique réelle
affine compacte admet une complexification projective. L’objet de cette section
est d’étudier ces modèles projectifs en utilisant la théorie des diviseurs amples.

Exemple 2.6.38 (R-plongement du tore produit)
Cet exemple est inspiré de [BCR98, Ex. 3.2.8]. Soient V le tore produit

V := Z
(
t2 + u2 − 1

)
×Z

(
v2 + w2 − 1

)
⊂ A2(R)×A2(R) et W le tore quar-

tique de R3
x1,x2,x3 obtenu comme surface de révolution autour de l’axe des x3

du cercle de centre (2, 0) et de rayon 1 du plan (x1, x3)

W := Z(16(x2
1 + x2

2)− (x2
1 + x2

2 + x2
3 + 3)2) ⊂ A3(R) .

Munis de leur topologie euclidienne, ces deux ensembles algébriques réels
sont difféomorphes au tore V ≈W ≈ S1 × S1.

Considérons W comme un sous-ensemble de P3(R) à travers l’inclusion
R3
x1,x2,x3 ⊂ P3(R)x0:x1:x2:x3 . L’application polynomiale

ϕ : V −→ W

(t, u, v, w) 7−→ (1 : t(2 + v) : u(2 + v) : w)

est bijective et sa réciproque ϕ−1 : W → V ,

ϕ−1(x0 : x1 : x2 : x3) =
(
x1x0/ρ, x2x0/ρ, (ρ− 2x2

0)/x2
0, x3/x0

)
où ρ = (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 3x2
0)/4, est une application régulière de variétés algé-

briques réelles puisque W ∩ {x0 = 0} = ∅.
L’application ϕ est donc un isomorphisme de variétés algébriques réelles et

les algèbres R(V ) et R(W ) sont isomorphes d’après le corollaire 1.3.20. En
revanche les algèbres P(V ) et P(W ) ne le sont pas. La première est régulière
contrairement à la seconde. Considérons des complexifiés projectifs des tores
V et W : V C ' P1(C) ×P1(C) pour le premier et l’hypersurface quartique,
singulière

ŴC := Z(16(x2
1 + x2

2)− (x2
1 + x2

2 + x2
3 + 3x2

0)2) ⊂ P3(C) .
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pour le second. L’application ϕ est alors la restriction d’une application bira-
tionnelle de R-variétés

ψ : P1(C)×P1(C)→ ŴC

qui est une résolution des singularités de ŴC.
Remarquons que ψ est un morphisme de R-variétés mais que ψ−1 est seule-

ment une application rationnelle. Remarquons aussi que ŴC étant une quar-
tique de P3(C) birationnelle à P1(C)×P1(C) elle est nécessairement singu-
lière. En effet P1(C)×P1(C) est une surface rationnelle alors qu’une quartique
non singulière de P3 est une surface non rationnelle (c’est une surface K3, voir
la définition 4.5.3). Les R-surfaces (P1(C)×P1(C), σP×σP) et (ŴC, σP|ŴC

)
sont birationnellement équivalentes mais non isomorphes.

Retour sur le théorème 2.1.33. — On a vu que sur une variété X plongée
dans Pn(C) stable par la conjugaison σP, il est naturel de considérer la struc-
ture réelle σ induite par σP. Remarquons que si X est une variété complexe
projective munie d’une structure réelle σ, son image par un plongement projec-
tif quelconque n’est pas forcément stable par σP. Heureusement, on peut tou-
jours trouver un plongement réel d’après le théorème 2.6.44 ci-dessous. Nous
donnons une preuve de ce théorème basée sur le critère de Nakai-Moishezon.
Bien sûr, le théorème 2.6.44 implique le théorème 2.1.33 pour lequel nous
avions seulement indiqué une référence de preuve. Dans la suite, et ce, jusqu’à
la fin de la preuve du théorème 2.6.44, nous ne supposons pas connu le résultat
du théorème 2.1.33.

Ce qu’il faut retenir : si X est une variété complexe projective, alors pour
toute structure réelle σ sur X, la R-variété (X,σ) admet un plongement équi-
variant dans un espace projectif.

Critère de Nakai-Moishezon. — On renvoie à [Har77, Appendix A, page
424] pour la définition et les premières propriétés de la théorie de l’intersection
sur une variété de dimension quelconque. Si la variété ambiante est munie d’une
structure réelle, cette théorie de l’intersection est compatible avec la structure
réelle en question. Si r est la dimension d’une variété non singulière Y et
D1, D2, . . . , Dr sont des diviseurs sur Y , alors leur produit d’intersection (D1 ·
D2 · · ·Dr) appartient à Z et ne dépend que de la classe linéaire des diviseurs.
En particulier, si lesDi sont des hypersurfaces se rencontrant transversalement
alors le nombre (D1 ·D2 · · ·Dr) est égal au nombre de points d’intersections
des Di.
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Théorème 2.6.39 (Critère de Nakai-Moishezon)
Soit D un diviseur de Cartier sur une variété algébrique complexe pro-

jective X. Alors D est ample sur X si et seulement si pour toute sous-variété
irréductible Y ⊂ X de dimension r, on a

(D|Y )r > 0 .

Démonstration. — Voir par exemple [Har77, Appendix A, Theorem 5.1, page
434]. L’énoncé ci-dessus est valable y compris pour X singulière, mais il faut
dans ce cas utiliser une théorie de l’intersection adaptée, voir [Kle66], [Ful98].

Corollaire 2.6.40 (Critère de Nakai-Moishezon pour les surfaces)
Un diviseur D sur une surface algébrique complexe projective irréductible

non singulière X est ample si et seulement si (D)2 > 0 et D ·C > 0 pour toute
courbe irréductible C dans X.

Démonstration. — Il suffit de prendre Y = X dans le critère général pour
obtenir (D)2 > 0 et pour toute courbe irréductible C ⊂ X, D · C > 0.

Définition 2.6.41. — Un diviseur D sur une variété X est nef (pour nu-
merically eventually free (8)) si pour toute sous-variété irréductible Y ⊂ X de
dimension r, on a

(D|Y )r > 0 .
De même, un fibré en droites L est nef s’il est associé à un diviseur nef L =
OX(D).

Remarque 2.6.42. — Bien sûr, tout fibré ample est nef.

Proposition 2.6.43. — Soit X une variété complexe projective munie d’une
structure réelle σ, alors il existe un diviseur ample D tel que D = σD.

Démonstration. — SoitH un diviseur ample surX. Pour toute sous-variété ir-
réductible Y ⊂ X de dimension r, la sous-variété conjuguée σY est irréductible
de dimension r et d’après le critère de Nakai-Moishezon (théorème 2.6.39), on
a (H|σY )r > 0. La structure réelle étant involutive, on a (σH)|Y = σ(H|σY )
et puisque la structure réelle est compatible avec le produit d’intersection, on

8. Si le système linéaire |mD| est libre pour un certainm > 0 (eventually free), alors D est
nef. On rencontre souvent l’interprétation incorrecte numériquement effectif ou numerically
effective, mais l’exemple d’une (−1)-courbe, définition 4.3.2, montre qu’un diviseur peut être
effectif sans être nef ni même linéairement équivalent à un diviseur nef.



2.6. DIVISEURS SUR UNE R-VARIÉTÉ PROJECTIVE 141

obtient ((σH)|Y )r = (H|σY )r > 0. D’après le critère de Nakai-Moishezon, σH
est donc ample ainsi que

D := H + σH .

Théorème 2.6.44. — Soit (X,σ) une R-variété algébrique. Si la variété
algébrique complexe X est quasi-projective, alors il existe un R-plongement

ϕ : (X,σ) ↪→ (PN (C), σP) .

Démonstration. — Commençons par supposer que X est projective, alors
d’après la proposition 2.6.43, il existe un diviseur ample D0 et un entier m
positif tel que D = mD0 est très ample sur X et satisfait σD = D. D’après la
proposition 2.6.31, il existe une base {s0, . . . , sN} de H0(X,OX(D)) telle que
σsi = si, i = 0, . . . , N . Le diviseur D étant très ample, l’application

ϕD :
{
X 99K PN (C)
x 799K (s0(x) : · · · : sN (x))

est un morphisme qui induit un isomorphisme de R-variétés

(X,σ) ' (ϕD(X), σP|ϕD(X)) .

Maintenant considérons une variété quasi-projective U = X \ Y où X est
une R-variété projective et Y ⊂ X est une R-sous-variété fermée de X. Nous
venons de prouver l’existence d’un R-plongement ϕ : (X,σ) ↪→ (PN (C), σP),
en particulier ϕ est un homéomorphisme sur son image donc ϕ(X \ Y ) =
ϕ(X)\ϕ(Y ) et ϕ induit donc un plongement de U comme ensemble algébrique
quasi-projectif

(U, σ|U ) ' (ϕ(X) \ ϕ(Y ), σP|ϕ(X)\ϕ(Y )) .

Degré d’une sous-variété de l’espace projectif. — Classiquement on
définit le degré d’une sous-variété algébrique de PN à partir de son polynôme
de Hilbert [Har77, § I.7] puis on montre qu’il est équivalent de le définir
comme ci-dessous.

Définition 2.6.45 (Degré d’une sous-variété de l’espace projectif)
Le degré d’une sous-variété X de dimension n de PN est le degré du 0-

cycle D := (H ·X) obtenu par intersection de X avec un sous-espace projectif
H de codimension n de PN en position générale.
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Dans la définition ci-dessus, une difficulté est cachée dans la détermination
des coefficients du 0-cycle D := (H ·X) pour X quelconque, voir [Har77, para-
graphe précédant le théorème 7.7, page 53]. Si X est complexe non singulière,
on peut d’après le théorème de Bertini D.9.1 choisir pour H un sous-espace
suffisamment général pour lequel le 0-cycle D est la somme des points H ∩X.

Définition 2.6.46 (Degré complexe). — Le degré complexe d’une variété
algébrique complexe projective est le plus petit degré d’un plongement dans
un espace projectif PN (C).

Définition 2.6.47 (Degré réel). — Soit (X,σ) une R-variété projective.
Le degré réel de (X,σ) est le plus petit degré d’un plongement réel dans un
espace projectif (PN (C), σP).

Le degré réel existe d’après la proposition 2.6.43. Un plongement réel est en
particulier un plongement complexe, le degré réel est donc supérieur ou égal
au degré complexe. Il est courant que le degré minimum d’un plongement non
réel soit strictement inférieur au degré minimum d’un plongement projectif
réel. L’exemple le plus simple est sans doute celui d’une conique sans point
réel dont le degré complexe est 1 alors que son degré réel est 2. Notons X la
courbe projective plane définie par l’équation x2 + y2 + z2 = 0 munie de la
restriction de σA. En tant que courbe complexe abstraite, X est isomorphe à
la courbe P1(C) et admet donc des plongements de degré 1 (qui sont donc des
droites) dans tous les Pn(C) pour n > 1. Aucun de ces plongements ne peut
être réel car le lieu réel d’une R-droite possède des points réels. La proposition
suivante généralise d’ailleurs cet exemple.

Proposition 2.6.48. — Soit X ⊂ Pn(C) une sous-variété algébrique, stable
par σP. Si le degré de X est impair, alors X(R) 6= ∅.

Démonstration. — On peut supposer que r := n − dimX > 0. Soit H un
sous-espace projectif réel de dimension r de Pn non contenu dans X, alors
le degré du 0-cycle D := (H · X) est impair par hypothèse. En particulier,
la partie réelle de D est de degré impair et son support est donc formé d’un
nombre impair de points ; il est donc non vide.

2.7. R-courbes planes

Pour conclure ce chapitre, nous allons appliquer ce qui précède aux courbes
planes. On se réfère à la section 1.6 du premier chapitre pour les définitions
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générales. Le théorème de Bézout pour les courbes du plan, énoncé au cha-
pitre 1, est appliqué ici aux R-courbes et sera généralisé aux courbes sur les
surfaces autres que le plan au chapitre 4.

Théorème 2.7.1 (Théorème de Bézout pour les R-courbes planes)
Soient C1 et C2 des R-courbes projectives planes de degrés respectifs d1

et d2.

1. Si C1 et C2 n’ont aucune composante commune, alors :

(C1 · C2) = d1d2 .

2. Si l’intersection C1(R) ∩ C2(R) est finie alors :

(C1(R) · C2(R)) 6 d1d2 .

3. Si de plus les branches sont transverses en chaque point, alors le nombre
de points d’intersection #(C1(R)∩C2(R)) est congru modulo 2 au pro-
duit d1d2.

Démonstration. — Il suffit de définir la multiplicité d’intersection modulo 2
en un point a ∈ A2(R) de deux R-courbes affines planes C1 et C2 d’équations
P1(x, y) et P2(x, y) :

(C1 · C2)R
a := dimROA2(R),a/(P1, P2) mod 2 ;

et le nombre d’intersection modulo 2

(C1 · C2)R :=
∑

a∈C1(R)∩C2(R)
(C1 · C2)R

a mod 2 .

Ensuite, on applique le théorème 1.6.16 aux courbes complexes C1 et C2.

Rappelons la formule du genre démontrée au chapitre 1, théorème 1.6.17. Si
C une courbe projective plane irréductible non singulière de genre g = g(C),
alors

g = (d− 1)(d− 2)
2 .

Le lieu réel d’une R-courbe projective non singulière est une variété diffé-
rentielle de dimension 1 compacte et donc homéomorphe à une réunion finie
de cercles plongés disjoints.

Théorème 2.7.2 (Harnack 1876). — Soit (C, σ) une R-courbe projective
plane non singulière de degré d. Notons s le nombre de composantes connexes
de C(R), alors

(2.6) s 6
(d− 1)(d− 2)

2 + 1 = g(C) + 1 .
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Remarque 2.7.3. — Nous donnons un peu plus loin une preuve élémentaire
de cette inégalité basée sur le théorème de Bézout. Il peut être utile de remar-
quer que le nombre de composantes connexes d’une courbe plane de degré d
est majoré par (d−1)(d−2)

2 + 1 y compris si C est singulière. En premier lieu, il
suffit de démontrer le résultat pour C irréductible. En effet, si C est définie
par un produit de polynômes de degrés respectifs d1 et d2, alors d = d1 + d1
et

(d1 − 1)(d1 − 2)
2 + 1 + (d2 − 1)(d2 − 2)

2 + 1 6
(d− 1)(d− 2)

2 + 1 .

On montre ensuite qu’on peut supposer que C(R) contient au moins une
composante de dimension 1 en utilisant le théorème de Brusotti 2.7.10 comme
dans le corollaire 3.3.20. La suite de la preuve est similaire à la preuve donnée
plus loin, voir [BR90, Second proof of 5.3.2].

Remarque 2.7.4. — Plus généralement pour une R-courbe projective non
singulière (C, σ) (sans l’hypothèse de planéité donc), on a encore l’inégalité
s 6 g(C) + 1, où g(C) est le genre de la surface topologique C. Nous en
donnons deux preuves au chapitre 3, corollaire 3.3.7. Nous verrons aussi dans le
chapitre 3 que cette inégalité admet une généralisation en dimension supérieure
grâce à la théorie de Smith.

Lemme 2.7.5. — Par
(d+2

2
)
−1 = 1

2(d+2)(d+1)−1 points de P2(R) donnés
passe une courbe projective réelle de degré d.

Démonstration. — En effet, le nombre de monômes de degré d à trois variables
est

(d+2
2
)
. On en déduit immédiatement une identification entre l’espace des

courbes de degré d du plan projectif réel et un espace projectif réel de dimen-
sion 1

2(d+ 2)(d+ 1)− 1.

Proposition 2.7.6. — Pour tout point p ∈ RP2,

π1(RP2, p) ' Z2 .

Démonstration. — Voir RP2 comme le quotient de S2 par l’antipodie.

Définition 2.7.7. — Une courbe simple fermée dans le plan projectif réel
est un ovale si elle est homotope à 0, c’est une pseudo-droite si elle est non
homotopiquement triviale.

Lemme 2.7.8 (Ovales et pseudo-droites). — Soit (C, σ) une R-courbe
projective plane non singulière de degré d.

1. Si d est pair, toutes les composantes connexes de C(R) sont des ovales.
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2. Si d est impair, une composante connexe de C(R) est une pseudo-droite
et toutes les autres sont des ovales.

3. Une courbe rencontre un ovale en un nombre pair de points d’intersection
(comptés avec multiplicités).

Démonstration. — Preuve en exercice, penser au théorème de Bézout.

Preuve du théorème 2.7.2. — Supposons que d > 2. Supposons, par l’absurde,
que Γ est une R-courbe (irréductible) non singulière de degré d dont le lieu
réel possède plus de g(d) + 1 composantes connexes. Notons h = g(d) + 1
et Ω1, . . . ,Ωh des ovales de Γ(R), alors Γ(R) contient au moins une autre
composante connexe. Choisissons 1

2d(d− 1)− 1 points sur Γ(R). Du fait que
1
2d(d− 1)− 1 > g(d) + 1 pour d > 2, on peut choisir un point sur chaque ovale
Ω1, . . . ,Ωh et les autres points sur une autre composante connexe de Γ(R).
Considérons une R-courbe ∆ de degré d−2 passant par ces 1

2d(d−1)−1 points.
Les courbes Γ et ∆ n’ont pas de composante commune car Γ est irréductible
et le degré de ∆ est d−2. D’après le théorème de Bézout, le nombre de points
d’intersection de Γ avec ∆ comptés avec multiplicités est inférieur ou égal à
d(d− 2). Si ∆ rencontre un ovale Ωi avec une multiplicité 1, alors ∆ rencontre
Ωi en un autre point. De là, Γ ·∆ > 1

2d(d − 1) − 1 + g(d) + 1 = (d − 1)2 qui
est plus grand que d(d− 2). De cette contradiction découle le théorème.

La majoration (2.6) est optimale, en effet la borne de Harnack est atteinte
pour tout degré d :

Proposition 2.7.9. — Pour tout d ∈ N∗, il existe une R-courbe projective
plane non singulière (C, σ) de degré d dont le lieu réel C(R) est constitué de
s = (d−1)(d−2)

2 + 1 composantes connexes.

Démonstration. — Voir [BCR98, pages 287–288] ou [BR90, 5.3.11] pour la
construction initiale de Harnack.

Les constructions de courbes référencées ci-dessus utilisent des déforma-
tions explicites de courbes réductibles. On peut souvent prouver l’existence de
configurations d’ovales à degré donné sans construire explicitement de telles
déformations grâce au très utile théorème de Brusotti :

Théorème 2.7.10 (Théorème de Brusotti). — Soit C ⊂ P2(R) une
courbe réelle plane de degré d avec comme seules singularités, des points
doubles ordinaires. Choisissant une déformation locale pour chaque point
double, il existe une déformation de la courbe C dans l’espace des courbes
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réelles de degré d de telle façon que chacune des déformations locales soit
réalisée.

Démonstration. — Voir [BR90, § 5.5].

En sus de (2.6) qui borne le nombre de composantes connexes de son lieu
réel, une R-courbe plane est soumise à des contraintes concernant les positions
relatives de ses ovales.

Définition 2.7.11. — Le complémentaire RP2 \ Ω d’un ovale dans le plan
projectif réel possède deux composantes connexes : l’une difféomorphe au
disque que l’on appelle intérieur de l’ovale et l’autre à un ruban de Möbius.
On dit qu’un ovale est contenu dans Ω s’il est inclus dans son intérieur. Un
ovale est vide s’il ne contient aucun ovale. Une réunion disjointe d’ovales E
est un emboitement d’ovales si et seulement si il est totalement ordonné par
inclusion.

Définition 2.7.12. — Un ovale est positif (ou pair) s’il est contenu dans un
nombre pair d’ovales et négatif (ou impair) dans le cas contraire (9).

Théorème 2.7.13 (Inégalités de Petrovskii). — Soit (C, σ) une R-
courbe projective plane de degré pair d = 2k non singulière. Notons p le
nombre d’ovales positifs de C(R) et n le nombre d’ovales négatifs, alors

p− n 6
3
8d(d− 2) + 1 = 3

2k(k − 1) + 1 ;

n− p 6 3
8d(d− 2) = 3

2k(k − 1) .

Voir [Pet33, Pet38] ou [Arn71]. Au chapitre 3, théorème 3.3.14, nous
prouvons les inégalités de Petrovskii en utilisant la théorie des revêtements
doubles.

Corollaire 2.7.14. — Soit (C, σ) une R-courbe projective plane de degré
pair d = 2k non singulière. Notons p le nombre d’ovales positifs de C(R) et n
le nombre d’ovales négatifs, alors

p 6
7
4k

2 − 9
4k + 3

2 ; n 6
7
4k

2 − 9
4k + 1 .

Démonstration. — Pour une courbe de degré pair d = 2k, l’inégalité de Har-
nack (2.6) devient p+n 6 2k2−3k+ 2. La somme avec chacune des inégalités
de Petrovskii donne chacune des inégalités ci-dessus.

9. Voir [Pet38, page 190] pour une justification de cette terminologie.
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Remarque 2.7.15 (Conjecture de Ragsdale). — Une célèbre conjecture,
incorrecte, de Ragsdale [Rag06], affirme que p et n sont en fait soumis aux
inégalités p 6 3

2k(k − 1) + 1, et n 6 3
2k(k − 1). Nous reviendrons sur cette

conjecture au chapitre 3 en fin de section 3.5.

Dans le cas où la courbe ne possède aucun emboitement d’ovales, tous les
ovales sont positifs et la première inégalité de Petrovskii implique le corollaire
suivant :

Corollaire 2.7.16. — Soit C une R-courbe projective plane de degré pair
d = 2k non singulière et sans emboitement d’ovales. Alors le nombre d’ovales
s := #π0(C(R)) est majoré :

s 6
3
2k(k − 1) + 1 .

Corollaire 2.7.17. — Les courbes de degré d pair maximales, c’est-à-dire
dont le nombre de composantes connexes du lieu réel est égal à (d−1)(d−2)

2 + 1
(voir la définition 3.3.10) possèdent au moins un emboitement à partir du
degré 6.
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Solution des exercices du chapitre 2

2.1.3 1. Soient U un ouvert de An(C) et f ∈ σO(U), par définition il existe
g ∈ O(σA(U)) tel que f = σg, donc f = g ◦ σA : U → C est régulière,
autrement dit f ∈ O(U). L’inclusion réciproque O(U) ⊂ σO(U) est obtenue
de manière similaire.

2. On applique la définition 1.3.7 au faisceau σO et au sous-espace F pour
obtenir le faisceau σOF . Si U est un ouvert de F , U est un ouvert de F donc
de F par hypothèse. Une fonction f : U → C appartient à σOF (U) si pour
tout point x de U , il existe un voisinage V de x dans An(C) et une fonction
g ∈ σO(V ) telle que g(y) = f(y) pour tout y ∈ V ∩ U . D’après la question
précédente, on a en fait g ∈ O(V ) et donc finalement σOF = OF .

2.1.7 Les ensembles F et F sont des sous-ensembles de An(C) etOF = (OAn)F
(voir la définition 1.3.7). La restriction σA : F → F est clairement bijective ;
σA est continue car si Z = Z(I) est un fermé de Zariski de F , pour un idéal
I de C[X1, . . . , Xn], alors σA

−1(Z) = σA(Z) = Z = Z(σI) où σI := {σf | f ∈
I}. Enfin, σA|F induit un morphisme d’espaces annelés (voir l’exercice C.5.3)
(F ,OF ) → (F,OF ) car si U est un ouvert de F , alors σA(U) est un ouvert
de F et si f ∈ OF (U), alors f ◦ σA : σA(U) → C est régulière, c’est-à-dire
que f ◦ σA ∈ OF (σA(U)). En effet, comme f ∈ OF (U), il existe une fonction
f0 ∈ OF (U) telle que f = f0. Alors f ◦ σA = f0 ◦ σA = σf0. Comme f0 est
régulière sur U , σf0 est régulière sur σA(U).

C

z 7→z
��

F
σA // F

f //

f0
??

C

2.1.21 1. Commençons par rappeler que si C est le lieu des zéros d’un po-
lynôme P , alors C est le lieu des zéros de σP . On vérifie directement que
(ϕ ◦ ϕ)(x, y) = (x, y), ce qui prouve que ϕ est un automorphisme involutif de
A2(C) et en particulier que ϕ−1 = ϕ. Maintenant, soit P (x, y) = y2− a0x

m−∑m
k=1

(
akx

m+k + (−1)kakxm−k
)
, la substitution P (ϕ(x, y)) donne − y2

x2m +

a0
1
xm +

∑m
k=1

(
ak

1
xm−k

+ (−1)kak 1
xm+k

)
d’où −x2mP (ϕ(x, y)) = σP (x, y).

2. Posons τ = σA ◦ ϕ, alors τ(x, y) = (− 1
x ,−

iy
xm ) et (τ ◦ τ)(x, y) = (x,−y).

3a. La restriction de la projection (x, y) 7→ x fait de la courbe C :=
Cm,a0,...,am un revêtement de degré 2 de P1(C). Son corps des fonctions C(C)
est donc une extension de degré 2 de C(x) = C(P1(C)). Par ailleurs, les
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automorphismes de C sont en correspondance biunivoque avec les automor-
phismes du corps C(C). (10) Les deux éléments du groupe d’automorphisme
de l’extension C(C)|C(x) sont représentés par idC et ρ. Un automorphisme de
C(C) induit donc un automorphisme de Frac (C[x, y]/(P )). Si les coefficients
du polynôme à une variable P (x, y) − y2 sont indépendants sur Q, le seul
automorphisme non trivial est représenté par ρ.

3b. D’après la proposition 2.1.19, si C possède une structure réelle, alors il
existe un isomorphisme entre C et C qui satisfait σAψ ◦ ψ = idC .

Par ailleurs, on déduit de 3a que les seuls isomorphismes entre Cm,a0,...,am

et sa conjuguée sont ϕ et ϕ′ : (x, y) 7→ (− 1
x ,−

i
xm y). Or ϕ ◦ σAϕ = (ϕ′) ◦

(σA(ϕ′)) = ρ 6= idCm,a0,...,am
. Nous pouvons donc conclure que si a0, ak, ak sont

indépendants sur Q, alors la courbe Cm,a0,...,am ne possède aucune structure
réelle.
2.1.42 On a deux structures réelles non équivalentes sur P1(C) :

σP : (x0 : x1) 7→ (x0 : x1)
et

σP
′ : (x0 : x1) 7→ (−x1 : x0)

d’où trois structures réelles non équivalentes sur P1(C)×P1(C) : l’involution
σP × σP dont le lieu fixe est le tore T2 = S1 × S1, et les involutions σP × σP

′

et σP
′ × σP

′ dont les lieux fixes sont vides.
Comme quatrième structure, nous avons : ((x : y), (z : t)) 7→ ((z : t), (x : y))

dont le lieu fixe est la sphère S2.
2.2.6 1. On a F (R) = Z(I) et F (R) = ZC(I(F (R))).

Si I(Z(I)) ⊆ I, alors ZC(I(F (R))) ⊇ ZC(I), c’est-à-dire F (R) ⊇ F c’est-
à-dire que F (R) est dense dans F .

Si F (R) est dense dans F alors ZC(I(F (R))) = F = ZC(I). L’idéal I est
radical donc IC = I ⊗R[X1,...,Xn] C[X1, . . . , Xn] est radical aussi. D’après le
théorème des zéros, on a donc IC(F (R)) ⊆ IC. Et finalement I(F (R)) ⊆ I.

2. Se déduit immédiatement du (1) grâce au théorème A.5.15.
2.2.7 Soit I = (x2 + y2), alors F = ZC(I) = {x ± iy = 0}, le lieu réel est
F (R) = Z(I) = {(0, 0)} et I(Z(I)) = (x, y) ( I dans R[X1, . . . , Xn].

10. En fait, un automorphisme de C étant en particulier une transformation birationnelle
de C, il suffit d’utiliser le théorème 1.3.30 qui affirme qu’il y a correspondance entre les
automorphismes de C(C) et les transformations birationnelles de C. La correspondance plus
forte évoquée ici utilise le fait que C est une courbe projective lisse.
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On pose a = (0, 0). On a d’une part, OF (R),a =
(

R[x,y]
(x,y)

)
mF (R),a

= R, et

d’autre part,
(
OGF |F (R)

)
a

= OGF,a =
((

C[x,y]
(x2+y2)

)
mF,a

)G
) R car la classe du

polynôme x modulo (x2 + y2) appartient à OGF,a puisque ses coefficients sont
réels.
2.2.26 1. ϕ est un morphisme de R-variétés si et seulement si

— ϕ est un morphisme de variétés complexes ;
— ϕ ◦ σA|F1 = σA|F2 ◦ ϕ.
La première condition est équivalente, d’après l’exercice 1.2.56, à l’exis-

tence de fonctions polynomiales f1, . . . , fm ∈ C[x1, . . . , xn] telles que pour
tout (x1, . . . , xn) ∈ F1, ϕ(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).
La seconde condition est équivalente à

ϕ (x1, . . . , xn) = ϕ(x1, . . . , xn) ,

c’est-à-dire que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ F1 et pour tout i = 1 . . .m,

fi (x1, . . . , xn) = fi(x1, . . . , xn) .

c’est-à-dire pour tout i = 1 . . .m, σfi = fi, i. e. fi est à coefficients réels.
2. ϕ est une application rationnelle R-régulière si et seulement si
— ϕ est une application rationnelle de R-variétés ;
— F1(R) ⊂ dom(ϕ).
Autrement dit, ϕ est une application rationnelle R-régulière si et seulement

si
— ϕ est une application rationnelle de variétés complexes ;
— ϕ ◦ σA|F1 = σA|F2 ◦ ϕ ;
— F1(R) ⊂ dom(ϕ).
D’après l’exercice 1.3.25, la première condition est équivalente à l’exis-

tence de fonctions polynomiales g1, . . . , gm ∈ C[x1, . . . , xn] et h1, . . . , hm ∈
C[x1, . . . , xn] telles que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ dom(ϕ),

ϕ(x1, . . . , xn) =
(
g1(x1, . . . , xn)
h1(x1, . . . , xn) , . . . ,

gm(x1, . . . , xn)
hm(x1, . . . , xn)

)
.

L’application ϕ est donc une application rationnelle R-régulière si et seule-
ment si les fonctions gi et hi sont à coefficients réels et les fonctions hi ne
s’annulent jamais sur F1(R).
2.2.31 L’atlas habituel est un atlas adapté. La raison en est que les fonctions
qui définissent les ouverts sont à coefficients réels. Posons donc

U0 := {(x0 : x1) ∈ P1(C) | x0 6= 0}
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et

ϕ0 :
{

U0 −→ C
(x0 : x1) 7−→ x1

x0

.

Posons de même U1 := {(x0 : x1) ∈ P1(C) | x1 6= 0} et

ϕ1 :
{

U1 −→ C
(x0 : x1) 7−→ x0

x1

.

Alors

σϕ0 :
{

σ(U0) σP−−→ U0
ϕ0−→ C σA−−→ C

(x0 : x1) 7−→ (x0 : x1) 7−→ x1
x0
7−→ x1

x0

et
σϕ1 :

{
U1 −→ C

(x0 : x1) 7−→ x0
x1

.

2.3.14 Utiliser l’exercice 1.2.56(3) pour exprimer l’isomorphisme

ϕ′ ◦ ϕ−1 : ϕ′(V )→ ϕ(V )

en coordonnées homogènes puis vérifier que ϕ′ ◦ ϕ−1 s’étend en un isomor-
phisme ϕ(V )K → ϕ′(V )K .
2.3.17 1. I(F ) = (x, y) donc FC = {(0, 0} est une complexification de F qui
est irréductible. Donc F est géométriquement irréductible.

2. V = ZC(x+ iy) ∪ ZC(x− iy).
3. La R-variété (V, σ) ne possède pas suffisamment de points réels, ce n’est

donc pas une complexification de F .
2.6.15 Voir [Ser55a, Chapitre III, §2] si besoin.
2.6.27 Pour simplifier les notations, contentons nous de prouver le résultat
dans le cas n = 2. Pour un système de coordonnées homogènes (x0 : x1 : x2)
fixé, on note Uk := P2 \ Z(xk) l’ouvert affine standard défini par xk 6= 0.
Considérons U0 avec des coordonnées u1, u2. Les sections de KP2 au-dessus
de U0 sont de la forme p(u1, u2) du1 ∧ du2. Nous allons calculer les pôles et
les zéros de la section du1 ∧ du2 au-dessus de U0. Il y a un seul diviseur
hors de U0, il s’agit de l’hyperplan x0 = 0, et il suffit donc de vérifier sur
ce diviseur. Calculons au-dessus de U1, avec les coordonnées v0, v2 telles que
(1 : u1 : u2) = (v0 : 1 : v2). Alors u1 = 1

v0
et u2 = v2

v0
. On obtient

du1 ∧ du2 =
(
− 1
v2

0
dv0

)
∧
(
v0 dv2 − v2 dv0

v2
0

)
= − 1

v3
0

dv0 ∧ dv2 .

Nous voyons donc un pôle d’ordre 3 le long de v0 = 0, ce qu’il fallait
démontrer.
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2.6.28 En effet, du fait que H0(X,OX(−KX)) 6= 0, il existe un diviseur C
effectif linéairement équivalent à −KX .

On a donc la suite exacte
0→ OX(−C)→ OX → OC → 0

qui, tensorisée par Ω1
X , donne la suite exacte
0→ Ω1

X(KX)→ Ω1
X → Ω1

X |C → 0
dont la suite longue associée commence par

0→ H0(X,Ω1
X(KX))→ H0(X,Ω1

X)→ · · ·
d’où la conclusion puisque H0(X,Ω1

X) = 0.
Pour la deuxième question, il suffit de remarquer que ΘX est le fibré dual

de Ω1
X et d’appliquer le théorème D.2.5.



CHAPITRE 3

TOPOLOGIE DES VARIÉTÉS AVEC
INVOLUTION

Munie de la topologie euclidienne, une R-variété (X,σ) est un espace topo-
logique muni d’une involution continue. Nous étudions dans ce chapitre l’action
de cette involution sur l’homologie de l’espace topologique X.

Après une série de résultats préliminaires sur les modules involutifs, la
dualité de Poincaré et les classes caractéristiques, nous exposons la théo-
rie de Smith appliquée aux R-variétés. Les applications principales sont
des contraintes (prohibitions) sur la topologie du lieu réel en fonction
de la topologie du lieu complexe. Ces contraintes prennent la forme de
majorations/minorations : notamment Smith-Thom (3.8), Harnack (3.9),
Petrovskii (3.11) et (3.12), Comessatti (3.14).

Si la variété X est non singulière, X et X(R) sont alors des variétés to-
pologiques et même des variétés différentielles. Rappelons en effet, voir la
définition 1.4.1 et la proposition 2.2.27, que le lieu complexe est une variété
différentielle de dimension dimR X = 2n et que le lieu réel est lui aussi une
variété différentielle dont la dimension vaut dimR X(R) = n si X(R) 6= ∅.
On peut alors utiliser des résultats supplémentaires, notamment la dualité de
Poincaré et la théorie des classes caractéristiques. Nous obtenons ainsi des pro-
hibitions sur la topologie du lieu réel sous forme de congruences : notamment
celles de Rokhlin (3.15) et de Gudkov-Kharlamov-Krakhnov (3.16).

Nous nous concentrons alors sur le cas des R-courbes avec une attention
particulière portée aux courbes planes ce qui nous amène à discuter de la
première partie du célèbre XVIe problème de Hilbert.

Ensuite nous étudions la cohomologie de Galois de l’homologie de X et
définissons les différentes notions de Galois-Maximalité. Dans de nombreux
cas, cette méthode permet de calculer l’homologie du lieu réel à partir de
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l’action du groupe de Galois Gal(C|R) sur l’homologie du lieu complexe. On
obtient ainsi des majorations plus fines que précédemment.

Nous concluons le chapitre par l’étude des cycles algébriques, c’est-à-dire les
classes d’homologie représentables par des sous-variétés algébriques.

3.1. Homologie et cohomologie des R-variétés

La théorie d’homologie (et de cohomologie) utilisée est l’homologie singulière
lorsqu’aucune précision n’est donnée. Bien entendu, lorsque l’espace topolo-
gique est sous-jacent à une variété différentielle ou à une variété algébrique
complexe ou réelle quasi-projective munie de la topologie euclidienne, on dé-
termine son homologie singulière en calculant son homologie simpliciale, voir
la remarque B.3.3 et [Hat02, § 2.1]. Les groupes d’homologie d’une variété
topologique ou différentielle compacte sont de type fini ainsi que ceux d’une
variété algébrique complexe ou réelle projective, voir [Hat02, Corollary A.8].
Nous notons Hk(X,L;A) le ke groupe d’homologie et Hk(X,L;A) le ke groupe
de cohomologie de la paire (X,L) à coefficients dans un groupe abélien A, ty-
piquement A sera un anneau ou même un corps A = Z2,Z,Q,R,C ; si L = ∅,
on abrège «X,∅ » en «X » dans les notations. On renvoie en appendice, sec-
tion B.3, pour les définitions de base. Rappelons que selon un usage courant
(à ne pas confondre avec le groupe profini Zp = lim←−Z/pnZ où p est un entier
premier fixé et n parcourt les entiers naturels), nous notons

Zm := Z/mZ

le groupe cyclique d’ordre m > 1.

Modules involutifs. — Un module involutif est un couple (M,σ) où M

est un Z-module muni d’une involution linéaire σ. Un module involutif est
un G-groupe pour le groupe G = {1, σ} ' Z2. En effet un Z-module est en
particulier un groupe abélien et tout groupe abélien est muni d’une unique
structure de Z-module. On note MG ou Mσ le sous-module de M formé des
éléments invariants par σ et M−σ le sous-module constitué des éléments anti-
invariants.

Lemme 3.1.1. — Soit M un Z-module libre de rang fini n muni d’une in-
volution linéaire σ. Alors il existe une base

(a1, . . . , ar, b1, . . . , bλ, cλ+1, . . . , cn−r)

de M telle que
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1. pour 1 6 i 6 r, σ(ai) = ai ;

2. pour 1 6 i 6 λ, σ(bi) = ai − bi ;

3. pour λ 6 i 6 n− r, σ(ci) = −ci.

Autrement dit, M admet une décomposition en somme directe

M1 ⊕M2 ⊕B1 ⊕ · · · ⊕Bλ

où σ|M1 = idM1, σ|M2 = − idM2 et σ|Bi admet une matrice de la forme(
0 1
1 0

)
.

Démonstration. — Par convention (1), on note 1 = σ ◦ σ l’application identité
de M . Le sous-module invariant ker(1 − σ) est facteur direct dans M et le
morphisme induit par 1 + σ sur M/ ker(1− σ) est identiquement nul puisque
(1−σ)◦(1+σ) ≡ 0. Autrement dit, l’application induite par σ surM/ ker(1−σ)
est − id. Dans une base de M complétant une base de ker(1−σ), une matrice
de σ est donc de la forme (

Ir N

0 − In−r

)
.

En utilisant des matrices de la forme
(

Ir B

0 C

)
pour effectuer des changements

de base, on voit que l’on peut réduire N modulo 2 et remplacer N par des
matrices de la forme NC avec C inversible. Le lemme suit.

Pour la seconde partie du lemme, il suffit de considérer la base

(a1 − b1, . . . , aλ − bλ, b1, . . . , bλ)

du sous-module engendré par (a1, . . . , aλ, b1, . . . , bλ) et de réordonner les
termes.

Remarquons que l’entier λ apparaissant dans le lemme ci-dessus correspond
à la dimension λ := λσ du Z2-espace vectoriel (1+σ)(M ⊗Z Z2) (voir l’appen-
dice A.4 pour la définition du produit tensoriel ⊗). Il s’agit donc d’un invariant
du module involutif (M,σ). De même le rang r := rσ = rgMσ (qui est aussi
égal à rgM1 +λσ) du sous-module des invariantsMσ est indépendant du choix
d’une base particulière de M . On a donc la proposition suivante :

1. Cette notation provient du fait que l’identité correspond à l’élément unité de l’algèbre
Z[G] du groupe G.
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Proposition 3.1.2. — Soient (M,σ) et (N, τ) des Z-modules libres de type
fini munis d’involutions et (M,σ) → (N, τ) un isomorphisme G-équivariant
(autrement dit (M,σ) → (N, τ) est un isomorphisme de modules involutifs).
Alors λσ = λτ et rσ = rτ .

Définition 3.1.3. — Soit M un Z-module libre de rang fini n muni d’une
involution linéaire σ. On appelle caractéristique de Comessatti (2), de (M,σ)
la dimension λ := λσ du Z2-espace vectoriel (1 + σ)(M ⊗Z Z2).

Comme M est un G-groupe abélien, les ensembles de cohomologie de Ga-
lois Hk(G,M) sont des groupes (et même des espaces vectoriels sur Z2), voir
[Ser94, §I.5] pour une définition générale des groupes Hk(G,M).

Proposition 3.1.4. — Soient (M,σ) un module involutif et G = {1, σ}. On
a pour tout k > 0, Hk(G,M) ' Hk+2(G,M) et

H0(G,M) = ker(1− σ) = Mσ ;
H1(G,M) = ker(1 + σ)/ Im(1− σ) = M−σ/ Im(1− σ) ;
H2(G,M) = ker(1− σ)/ Im(1 + σ) = Mσ/ Im(1 + σ) .

Démonstration. — Voir [Wei94, Theorem 6.2.2] en remarquant que la norme
sur Z[G] est l’élément 1 + σ.

Lemme 3.1.5. — Soit E un Z2-espace vectoriel muni d’une involution li-
néaire σ (3), on a Eσ = E−σ et (1 + σ)E = (1− σ)E d’où

H1(G,E) = H2(G,E)

et en posant λσ = dimZ2(1 + σ)E, on a

dimZ2 E
G = dimZ2 E − λσ ;

dimZ2 H
1(G,E) = dimZ2 E − 2λσ .

Démonstration. — Il suffit de remarquer que EG = ker(1 + σ).

Proposition 3.1.6. — Soit M un Z-module libre de rang n muni d’une
action de G. Le groupe G agit aussi sur le Z2-espace vectorielM2 = M⊗ZZ2 =

2. Nous suivons en cela Silhol [Sil89, I.(3.5.1), page 15].
3. L’espace E est muni d’une unique structure de Z-module en composant à gauche

l’action de Z2 par l’unique morphisme d’anneaux Z→ Z2.
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M/2M et en notant r = rgMσ et λ = dimZ2(1 + σ)M2, on a alors

dimZ2 H
1(G,M) = rgM−σ − λ = n− r − λ ;

dimZ2 H
2(G,M) = r − λ ;

dimZ2 M
σ
2 = n− λ ;

dimZ2 H
1(G,M2) = n− 2λ .

Démonstration. — Il suffit d’appliquer les lemmes 3.1.1 et 3.1.5.

Nous concluons cette sous-section avec un résultat bien utile sur les réseaux
entiers involutifs, c’est-à-dire les Z-modules libres de rang fini n munis de
formes bilinéaires symétriques à valeurs entières, voir la définition A.6.5, munis
d’involutions.

Proposition 3.1.7. — Soit (M,Q) un réseau quadratique entier muni d’une
isométrie involutive σ. Alors le discriminant de la restriction de Q à la partie
invariante (resp. anti-invariante) de M vérifie

|det(Q|Mσ)| = | det(Q|M−σ)| = 2λ .

Démonstration. — On applique le lemme A.6.9 au sous-module des inva-
riants pour obtenir |det(Q|Mσ)| = | det(Q|M−σ)| = [M : Mσ ⊕M−σ] puis le
lemme 3.1.1 qui nous permet de conclure.

Dualité de Poincaré sur les R-variétés. — La dualité de Poincaré est
valide pour les espaces topologiques qui sont des variétés topologiques, voir la
définition B.5.1, et à ce titre, elle s’applique aux R-variétés non singulières.
Nous considérons ici le cas où la variété complexe sous-jacente est compacte
pour la topologie euclidienne. Pour le cas non compact, on renvoie au théo-
rème B.7.1.

Proposition 3.1.8. — Soit (M,σ) une variété topologique compacte et
orientée de dimension n munie d’une involution qui préserve (resp. qui
renverse) l’orientation et soit k ∈ {0, .., n}. Alors l’isomorphisme de dualité
de Poincaré (corollaire B.7.2)

DM : Hk(M ; Z) '−→ Hn−k(M ; Z)
φ 7−→ [M ] _ φ

est équivariant (resp. anti-équivariant) pour l’action de G = Z2 déterminée
par σ.
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Démonstration. — Il suffit d’appliquer la naturalité du cap-produit, proposi-
tion B.7.5, à l’application continue σ : M →M pour l = n et α = [M ] :

σ∗([M ]) _ φ = σ∗ ([M ] _ σ∗(φ)) .

Comme l’application linéaire σ∗ est involutive, on en déduit que

σ∗(DM (φ)) = DM (σ∗(φ)) (resp. σ∗(DM (φ)) = −DM (σ∗(φ)))

si σ∗([M ]) = [M ] (resp. σ∗([M ]) = −[M ]).

Corollaire 3.1.9. — Soit (X,σ) une R-variété projective (ou une R-variété
analytique compacte) non singulière de dimension n. Alors l’isomorphisme de
dualité de Poincaré

DX : Hk(X; Z) '−→ H2n−k(X; Z)
φ 7−→ [X] _ φ

est équivariant si n est pair et anti-équivariant si n est impair.

Démonstration. — En effet d’après la proposition 2.2.27, la variété complexe
X munie de sa topologie euclidienne possède une structure de variété diffé-
rentielle orientée de dimension réelle 2n et d’après la proposition 2.2.28, la
structure réelle σ préserve l’orientation si n est pair et la renverse si n est
impair.

Orientabilité et classes caractéristiques. — Une variété complexe
est toujours orientable (et même orientée), voir l’exercice B.5.11 et la re-
marque E.2.2(4), ce qui n’est pas toujours le cas d’une variété réelle. Dans
cette sous-section, nous établissons quelques résultats d’orientabilité pour le
lieu réel d’une R-variété. Le premier cas intéressant est celui des surfaces car
le lieu réel d’une R-courbe non singulière étant de dimension réelle 1, il est
orientable, voir la remarque B.5.5.

Nous traitons tout d’abord le cas des hypersurfaces non singulières de P3.

Proposition 3.1.10. — Soit Xd ⊂ P3(C) une surface algébrique non sin-
gulière définie par un polynôme de degré d à coefficients réels. On suppose
que Xd(R) = Xd ∩P3(R) est non vide. Alors la surface topologique compacte
Xd(R) est orientable si et seulement si d est pair.

Démonstration. — Par dualité de Poincaré, voir la proposition B.7.17, une
surface topologique V ⊂ P3(R) est orientable si et seulement sa classe d’ho-
mologie [V ] ∈ H2(P3(R); Z2) est nulle. Le groupe H2(P3(R); Z2) est engendré
par la classe d’un l’hyperplan réel H ⊂ P3(R). La classe [Xd(R)] = d[H] est
donc nulle dans H2(P3(R); Z2) si et seulement si d est pair.
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Remarque 3.1.11. — Le groupe H4(P3(C); Z) étant engendré par la classe
d’un hyperplan complexe H ⊂ P3(C), on a [Xd] = d[H] dans H4(P3(C); Z).
On pourrait donc être tenté de raisonner à partir du lieu complexe, cette idée
est illustrée par l’exemple 3.1.17, voir aussi la section 3.7.

Dans le cas ou le degré d est impair, on a mieux :

Proposition 3.1.12. — Soit Xd ⊂ P3(C) une surface algébrique non sin-
gulière définie par un polynôme de degré d à coefficients réels. Si d est impair,
alors Xd(R) 6= ∅ et possède une unique composante connexe non orientable
(et éventuellement une ou plusieurs composantes connexes orientables). De
plus l’unique composante connexe non orientable est de caractéristique d’Eu-
ler impaire.

Démonstration. — 1. D’après la proposition 2.6.48, on a Xd(R) 6= ∅.

2. D’après la proposition 3.1.10, le lieu réel Xd(R) possède au moins une
composante connexe non orientable puisqu’une droite de P3(R) trans-
verse à Xd(R) le coupe en un nombre impair d de points.

3. Il ne peut pas y avoir d’autre composante non orientable car dans P3(R)
deux surfaces non orientables se rencontrent nécessairement. En effet,
soitH un plan transverse àXd(R) (un tel plan existe d’après le théorème
de Bertini D.9.1), alors la courbe découpée surH par chaque composante
non orientable contient une pseudo-droite. Or deux pseudo-droites de
H ' RP2 se rencontrent nécessairement, voir [BR90, 5.1.6] si besoin.

4. Enfin, l’affirmation sur la caractéristique d’Euler vient du fait qu’une
surface non orientable de RP3 est nécessairement cobordante à RP2,
[BW69], donc nécessairement difféomorphe à la somme connexe de RP2

avec un nombre fini de bouteilles de Klein K2 (rappelons que la somme
connexe V#K2 d’une surface non orientable V avec une bouteille de
Klein est homéomorphe à la somme connexe V#T2 de V avec un tore).

Exemple 3.1.13. — Une surface cubique non singulière X3(R) dans RP3

est homéomorphe à l’une des surfaces de la liste suivante (dans cette liste, Vg

est la surface non orientable de caractéristique d’Euler topologique 2− g et t
désigne la somme disjointe, voir la notation 4.2.15)

V1 = RP2, V3, V5, V7, RP2 t S2 .
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On renvoie à [BR90, Proposition 5.6.4] pour une preuve élémentaire. Par
anticipation du chapitre 4, nous pouvons aussi profiter du fait qu’une sur-
face cubique non singulière de P3(C) est une surface de del Pezzo de degré
3, c’est-à-dire que la surface complexe X3 est isomorphe à l’éclatée de P2(C)
en 6 points en position générale, c’est-à-dire qu’ils n’appartiennent pas à une
même conique (ils ne sont pas coconiques) et trois d’entres eux ne sont pas
alignés. Considérons le cas où ces six points sont globalement fixés par σP.
Le nombre de paires de points non réels conjugués pouvant être 0, 2, 4 ou 6,
on trouve les quatre premières possibilités (voir l’exemple 4.2.18 pour le cal-
cul de la topologie de l’éclatée en un point). Pour la dernière forme, il suffit
d’éclater un point réel sur un fibré en coniques au-dessus de P1, R-minimal
avec quatre fibres singulières, voir l’exemple 4.2.8. Un tel fibré possède un lieu
réel formé de deux sphères, après éclatement, on obtient le type topologique
cherché. Pour assurer que la surface complexe soit bien l’éclatée de P2 en 6
points, il faut imposer qu’un modèle relativement minimal, qui est une surface
de Hirzebruch d’après l’exercice 4.2.11, soit d’indice 1. Il suffit alors de se rap-
peler que chaque fibre singulière est formée de deux (−1)-courbes non réelles
conjuguées, cela fait donc quatre contractions, auxquelles il faut ajouter notre
éclatement supplémentaire, et la contraction de la section exceptionnelle qui
est une (−1)-courbe par hypothèse, voir aussi [Sil89, §VI.5].

Revenons aux surfaces abstraites. Grâce à la structure de variété différen-
tielle d’une variété algébrique réelle ou complexe non singulière, on peut uti-
liser la théorie des classes caractéristiques de son fibré tangent. On renvoie
à [MS74, §4 et §14] pour la construction et les premières propriétés de ces
classes.

Définition 3.1.14. — Soit (X,σ) une R-variété non singulière de dimen-
sion n. On note TX le fibré différentiel tangent à la variété différentielle de
dimension 2n sous-jacente à X et, si X(R) 6= ∅, TX(R) le fibré différentiel
tangent à la variété différentielle de dimension n sous-jacente à X(R). Le fibré
TX(R) est un fibré vectoriel réel de rang n et sa ke classe de Stiefel-Whitney

wk(X(R)) := wk(TX(R)) ∈ Hk(X(R); Z2)

est la ke classe de Stiefel-Whitney de X(R).
Le fibré TX est un fibré vectoriel réel de rang 2n et sa ke classe de Stiefel-

Whitney
wk(X) := wk(TX) ∈ Hk(X; Z2)
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est la ke classe de Stiefel-Whitney de X. Le fibré TX est naturellement muni
d’une structure de fibré vectoriel complexe de rang n et sa ke classe de Chern

ck(X) := ck(TX) ∈ H2k(X; Z)

est la ke classe de Chern de X.

La nullité de la première classe de Stiefel-Whitney w1(V ) d’une variété
différentielle compacte V caractérise son orientabilité, voir [MS74, Pro-
blem 12.A]. La classe w1(X(R)) caractérise donc l’orientabilité du lieu réel
X(R) (a contrario la première classe de Stiefel-Whitney de X, w1(X), est
toujours nulle puisque X est orientable). À savoir :

Proposition 3.1.15. — Soit (X,σ) une R-variété non singulière de lieu réel
non vide. Alors X(R) est orientable si et seulement si

w1(X(R)) = 0 dans H1(X(R); Z2) .

Il n’est pas toujours aisé de calculer les classes caractéristiques du lieu réel
mais on peut dans certains cas utiliser celles du lieu complexe.

Proposition 3.1.16. — Soit X une variété complexe projective non singu-
lière de dimension n. Les classes de Stiefel-Whitney et de Chern de X satisfont
les relations suivantes :

1. w2k+1(X) = 0 ;

2. w2k(X) ≡ ck(X) mod 2.

De plus, si σ est une structure réelle sur X, alors

3. σ∗ck(X) = (−1)kck(X) ;

4. σ∗w2k(X) = w2k(X).

Démonstration. — Pour les deux premières identités, voir [MS74, Pro-
blem 14.B]. Pour la troisième, on commence par remarquer que l’image par
σ du fibré tangent TX est isomorphe au fibré conjugué TX puis on applique
[MS74, Lemma 14.9]. La dernière égalité est alors une conséquence des trois
précédentes.

Exemple 3.1.17. — Soit Xd ⊂ P3(C) une surface algébrique non singulière
de degré d, alors w2(Xd) = 0 si et seulement si d est pair. En effet, w2(X) ≡
c1(X) mod 2 et c1(X) = c1(dH) = dc1(H) pour un hyperplan H ⊂ P3(C).
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Théorème 3.1.18. — Soit (X,σ) une R-variété non singulière de dimension
paire n = 2m, de lieu réel non vide et telle que b1(X; Z2) = 0.

Si la seconde classe de Stiefel-Whitney de X, w2(X) ∈ H2(X; Z2) est nulle,
alors X(R) est orientable.

Remarque 3.1.19. — Ce théorème s’applique en particulier au cas où la
variété X est simplement connexe.

Preuve du théorème 3.1.18. — Nous nous sommes inspiré de [DK00, 2.9.1
Remark, page 753]). L’idée est d’appliquer un théorème d’Edmonds :

Lemme 3.1.20 ([Edm81, Theorem 3]). — Soit V une variété différentielle
orientée spinorielle (c’est-à-dire qu’elle possède au moins une structure spin,
voir la section B.5) munie d’une involution σ de classe C∞ qui préserve l’orien-
tation et une structure spin. Alors si le lieu fixe V σ est non vide, il est orien-
table.

Munie de sa topologie euclidienne, la variété complexe X possède une struc-
ture de variété différentielle orientée, voir la proposition 2.2.27, or une va-
riété différentielle orientée V est spinorielle si et seulement si w2(TV ) = 0,
voir la proposition B.5.20. D’après [LM89, Chapter II, Theorem 2.1], comme
b1(X; Z2) = 0, il n’existe qu’une seule structure spin qui est donc fixée par σ.
Par ailleurs, comme n est pair, σ fixe l’orientation d’après la proposition 2.2.28.
Il ne reste plus qu’à appliquer le théorème d’Edmonds ci-dessus.

Exemple 3.1.21. — Le lieu réel d’une R-surface K3, voir la définition 4.5.3,
est vide ou orientable. voir la preuve de la proposition 4.5.6.

3.2. Théorie de Smith

Suivant [Bre72, Chapitre III], nous présentons une version de la théorie de
Smith basée sur l’homologie simpliciale, c’est-à-dire restreinte en principe aux
espaces topologiques triangulables, voir la définition B.3.2, ce qui comprend en
particulier les variétés différentielles mais aussi les variétés algébriques com-
plexes ou réelles quasi-projectives munies de leur topologie euclidienne, voir la
remarque B.3.3.

Soit (X,σ) une R-variété projective de dimension n. On munit le lieu com-
plexe X et le lieu réel X(R) de la topologie euclidienne, ce qui en fait des
espaces topologiques compacts triangulables, voir la remarque B.3.3. La va-
riété X n’est pas supposée non singulière. En revanche, nous la supposons
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projective, donc compacte pour la topologie euclidienne, ce qui nous permet
d’assurer que les groupes d’homologie sont de type fini.

Remarque 3.2.1. — La plupart des résultats de cette section restent va-
lables pour un espace analytique complexe compact muni d’une involution
anti-holomorphe. En particulier lorsque X est une variété kählérienne com-
pacte, voir la définition D.3.4, et σ une involution anti-holomorphe sur X.
Cette généralisation sera notamment utile pour l’étude des surfaces K3 réelles
au chapitre 4.

L’involution σ munit X d’une action du groupe de Galois G = Gal(C|R) '
Z2. Soit L ⊂ X une sous-variété stable par σ (une R-sous-variété). Une tri-
angulation de la paire (X,L) est une paire simpliciale (X̃, L̃), voir la défini-
tion B.3.1, munie d’une action de G. En particulier σ agit sur X̃ de manière
simpliciale. Comme X est compacte, X̃ est un complexe simplicial fini. Quitte
à passer à une subdivision barycentrique, on peut supposer que si σ fixe glo-
balement un simplexe s de X̃, elle fixe tous les sommets de s [Bre72, Propo-
sition III.1.1]. On note X̃G le sous-complexe fixé par σ et L̃G = L̃ ∩ X̃G. Le
complexe X̃G (resp. L̃G) est alors une triangulation de X(R) (resp. L(R)).
On note C(X̃, L̃; Z2) le groupe des chaînes de la paire (X̃, L̃) à coefficients
dans Z2.

Théorème 3.2.2. — La suite

(3.1) 0→ ρC(X̃, L̃; Z2)⊕ C(X̃G, L̃G; Z2) i−→

C(X̃, L̃; Z2) ρ−→ ρC(X̃, L̃; Z2)→ 0

où i est la somme des injections canoniques et ρ = 1 + σ, est une suite exacte
de complexes de chaînes (on rappelle que 1 = σ ◦ σ est l’application identité).

Démonstration. — En effet, l’avant-dernière flèche est évidemment surjective
et si s est un simplexe fixé par l’involution σ, on a ρ(s) = 2s = 0, on en déduit
que i est injective. Il reste à montrer l’exactitude en C(X̃, L̃; Z2). Pour chaque
n, il suffit de considérer les n-chaînes dans l’orbite de s pour chaque n-simplexe
s ⊂ X̃ \L̃. On a clairement ρ◦ρ = 2(1+σ) = 0, ce qui montre que Im i ⊂ ker ρ.
Soit s ∈ ker ρ. Si s est invariant, alors ρ(s) = 2s = 0 et s = i(s) ∈ Im i. Si
s 6⊂ X̃G, une n-chaîne dans l’orbite de s s’écrit k1s + k2σ(s) avec ki ∈ {0, 1}
pour i = 1, 2 et correspond à l’unique élément k1 +k2σ de l’algèbre Λ := Z2[G]
du groupe G. La suite (3.1) est réduite à la suite d’espaces vectoriels

0→ ρΛ i−→ Λ ρ−→ ρΛ→ 0 .
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L’exactitude de cette dernière est immédiate : Λ est un espace vectoriel de
dimension 2 sur Z2, et ker(σ : Λ → Λ) = 〈σ〉 est un sous-espace vectoriel de
dimension 1.

Remarque 3.2.3. — Plus généralement, si G est un groupe d’ordre p pre-
mier, on a une suite exacte analogue à (3.1) pour les chaînes à coefficients dans
Zp, voir [Bre72, Chapitre III, Theorem 3.1].

Les groupes d’homologie singulière des paires (X,L) et (X(R), L(R))
sont isomorphes aux groupes d’homologie associés aux complexes simpliciaux
C(X̃, L̃; Z2) et C(X̃G, L̃G; Z2) (voir [Hat02, § 2.1]), la suite exacte (3.1)
induit donc une suite longue en homologie :

(3.2) · · · ρk+1−−−→ Hk+1(ρC(X̃, L̃; Z2)) γk+1−−−→

Hk(ρC(X̃, L̃; Z2))⊕Hk(X(R), L(R); Z2) ik−→

Hk(X,L; Z2) ρk−→ Hk(ρC(X̃, L̃; Z2)) γk−→ · · ·

où ρk est l’application induite par ρ sur chaque groupe d’homologie.

Remarque 3.2.4. — Notons σ∗ l’action de σ sur Hk(X,L; Z2). Alors la
restriction de σ∗ à Im ik est l’identité.

À k fixé, on déduit de la suite exacte (3.2) la suite exacte

(3.3) 0→ Hk+1(ρC(X̃, L̃; Z2))/ Im ρk+1 →

Hk(ρC(X̃, L̃; Z2))⊕Hk(X(R), L(R); Z2)→ Hk(X,L; Z2)→ Im ρk → 0 .

Les groupes d’homologie apparaissant dans la suite exacte ci-dessus sont des
Z2-espaces vectoriels. Pour k = 0, . . . , 2n on pose ak := dimZ2 Im ρk et ck :=
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dimZ2 Hk(ρC(X̃, L̃; Z2)) et l’on obtient

0 = dimH2n(X,L) −c2n −a2n
0 = dimH2n−1(X,L) −c2n−1 + c2n −a2n − a2n−1
...

...
...

...
0 = dimHn+1(X,L) −cn+1 + cn+2 −an+2 − an+1

dimHn(X(R), L(R)) = dimHn(X,L) −cn + cn+1 −an+1 − an
...

...
...

...
dimHk(X(R), L(R)) = dimHk(X,L) −ck + ck+1 −ak+1 − ak

...
...

...
...

dimH1(X(R), L(R)) = dimH1(X,L) −c1 + c2 −a2 − a1
dimH0(X(R), L(R)) = dimH0(X,L) −c0 + c1 −a1 − a0 .

En sommant les égalités et en remarquant que c0 = a0 = 0, on obtient :

(3.4)
n∑
l=0

dimHl(X(R), L(R); Z2) =
2n∑
k=0

(
dimHk(X,L; Z2)− 2ak

)
.

Afin d’alléger les notations, restreignons-nous au cas où L = ∅ et donnons
une interprétation géométrique des groupes Hr(ρC(X̃; Z2)) en utilisant la pro-
jection p : X → Y vers l’espace des orbites Y := X/G (qui est triangulable,
voir [Bre72, III.§ 1, page 117]). L’espace topologique

Y = X/G

est le quotient topologique (ou espace topologique quotient) de Y par G, c’est-
à-dire que Y est muni de la topologie la plus fine pour laquelle la projection
p est continue. On considère X(R) comme un sous-espace aussi bien de X
que de Y , ce qui revient à identifier le lieu de ramification X(R) et le lieu de
branchement p(X(R)). La projection p est un revêtement double ramifié le
long de X(R) et la restriction X \X(R)→ Y \X(R) de p est un revêtement
double non ramifié (voir [Hat02, § 1.3]).

Proposition 3.2.5. — Les groupes Hk(ρC(X̃; Z2)) intervenant dans la suite
exacte (3.2) sont isomorphes aux groupes d’homologie de la paire (Y,X(R)) :

∀k, Hk(ρC(X̃; Z2)) ' Hk(Y,X(R); Z2) .

Démonstration. — On commence par montrer que

Hk(ρC(X̃, L̃; Z2)) ' Hk(X̃/G, X̃G ∪ L̃/G; Z2)

en suivant [Bre72, III.(3.4)]. Soit s un simplexe de X̃ \ L̃, alors ρ((k1 +
k2σ)(s)) = (k1+k2)ρ(s) et ρ((k1+k2σ)(s)) = 0 si et seulement si k1+k2 = 0 ou
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s ∈ X̃G. L’application ρ : C(X̃, L̃; Z2) → C(X̃, L̃; Z2) possède donc le même
noyau que la composition

C(X̃, L̃; Z2) j−→ C(X̃, X̃G ∪ L̃; Z2) π−→ C(X̃/G, X̃G ∪ L̃/G; Z2) .

Les images de ces morphismes sont donc isomorphes via ρ(c) 7→ (π ◦ j)(c)
pour une chaîne c. En passant aux groupes d’homologie, on a pour L = ∅ :

Hk(ρC(X̃; Z2)) ' Hk(X̃/G, X̃G; Z2)

et
Hk(X̃/G, X̃G; Z2) ' Hk(Y,X(R); Z2) .

Pour un usage ultérieur, on en profite pour remarquer que le diagramme
suivant est commutatif :

0→ ρC(X̃)⊕ C(X̃G) i−−−−→ C(X̃) ρ−−−−→ ρC(X̃)→ 0y0+id
y y'

0→ C(X̃G) −−−−→ C(X̃/G) −−−−→ C(X̃/G, X̃G)→ 0
et induit donc un diagramme commutatif en homologie :

(3.5)

→ Hk(ρC(X̃))⊕Hk(X(R)) −−−−→ Hk(X) −−−−→ Hk(ρC(X̃))→y y y'
→ Hk(X(R)) −−−−→ Hk(Y ) −−−−→ Hk(Y,X(R))→ .

De la suite exacte (3.2) on déduit le théorème suivant :

Théorème 3.2.6. — Soit (X,σ) une R-surface projective. On a une suite
exacte longue en homologie :

(3.6) · · · → Hk(Y,X(R); Z2)⊕Hk(X(R); Z2)→ Hk(X; Z2)→

Hk(Y,X(R); Z2) ∆k−−→ Hk−1(Y,X(R); Z2)⊕Hk−1(X(R); Z2)→ · · ·

où G = {1, σ} ' Z2, X(R) = XG et Y = X/G est l’espace topologique
quotient de X par G.

Par ailleurs, on déduit du diagramme (3.5) que la seconde composante de ∆k

est l’application bord δk de la suite d’homologie associée à la paire (Y,X(R))

(3.7) Hk(Y,X(R); Z2) δk−→ Hk−1(X(R); Z2)→ Hk−1(Y ; Z2) .
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3.3. Majoration des nombres de Betti

Définition 3.3.1. — Soit (X,L) (si L = ∅, on abrège « X,∅ » en « X »
dans les notations) une paire d’espaces topologiques L ⊂ X telle que pour tout
k, dimQHk(X,L; Q) <∞. Le k-ième nombre de Betti bk(X,L) de (X,L) est
la dimension du k-ième groupe d’homologie de (X,L) à coefficients dans Q

bk(X,L) := dimQHk(X,L; Q) .

On notera par bk(X,L; Z2) le k-ième nombre de Betti à coefficients dans Z2,
c’est-à-dire que

bk(X,L; Z2) := dimZ2 Hk(X,L; Z2) .
On notera aussi pour abréger

b∗(X) =
∑

bk(X) et b∗(X; Z2) =
∑

bk(X; Z2)

le nombre de Betti total de X et le nombre de Betti total de X à coefficients
dans Z2.

Remarque 3.3.2. — Bien entendu, comme

Hk(X,L; C) = Hk(X,L; Q)⊗Q C

(voir la section B.4), on a

bk(X,L) = dimCHk(X,L; C) .

Remarque 3.3.3. — Les nombres de Betti à coefficients dans Z2 ne sont
pas toujours égaux aux nombres de Betti, voir la section B.4 pour une étude
générale et l’exercice ci-dessous pour des exemples.

Exercice 3.3.4. — Montrer les affirmations suivantes :
1. Si X = RP2, alors b1(X) = 0 mais b1(X; Z2) = 1.
2. Si X = S1 × S1, alors b1(X) = b1(X; Z2) = 2.
3. Si X = K2 une bouteille de Klein, alors b1(X) = 1 mais b1(X; Z2) = 2.

[Indication : utiliser les coefficients universels, voir le corollaire B.4.5.]

Proposition 3.3.5. — Soit (X,σ) une R-variété projective de dimension n
et L ⊂ X une R-sous-variété. On a pour les nombres de Betti à coefficients
dans Z2 :

2n∑
k=0

bk(X,L; Z2)−
n∑
l=0

bl(X(R), L(R); Z2) ≡ 0 mod 2
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et en particulier
2n∑
k=0

bk(X; Z2)−
n∑
l=0

bl(X(R); Z2) ≡ 0 mod 2.

Démonstration. — Comme la variété X est projective, munie de la topologie
euclidienne c’est un espace compact et ses groupes d’homologie sont donc de
type fini. Il suffit alors d’appliquer l’équation (3.4).

Théorème 3.3.6 (Inégalité de Smith-Thom). — Soit (X,σ) une R-
variété projective de dimension n et L ⊂ X une R-sous-variété. On a pour les
nombres de Betti à coefficients dans Z2 :

n∑
l=0

bl(X(R), L(R); Z2) 6
2n∑
k=0

bk(X,L; Z2)

et en particulier

(3.8)
n∑
l=0

bl(X(R); Z2) 6
2n∑
k=0

bk(X; Z2).

Démonstration. — Immédiat d’après (3.4) comme pour la preuve précédente.

Lorsque la R-variété est donnée par des équations explicites et à l’aide la
théorie de Morse sur les variétés à bord, Thom [Tho65] et indépendamment
Milnor [Mil64] ont donné une majoration de

∑n
l=0 bl(X(R); Z2) par une fonc-

tion des degrés des équations considérées. Une telle fonction étant un invariant
de la variété complexe, cette inégalité est de même nature que (3.8).

Dans le cas des courbes, le théorème 3.3.6 admet le corollaire suivant qui est
souvent appelé théorème de Harnack ou inégalité de Harnack bien que dans
cette généralité, cette inégalité soit due à Klein, Harnack ne l’ayant prouvé
que dans le cas des courbes planes.

Corollaire 3.3.7 (Inégalité de Harnack). — Soit (C, σ) une R-courbe
projective irréductible non singulière, notons g(C) le genre de la surface topo-
logique sous-jacente à la courbe complexe C et notons s(C(R)) le nombre de
composantes connexes du lieu réel C(R), alors

(3.9) s(C(R)) 6 g(C) + 1.

Démonstration. — On va donner deux preuves de l’inégalité (3.9). La première
est une application de l’inégalité (3.8), la seconde est la preuve originale de
Klein, voir [Kle82, page 72].
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1. Sachant que la surface topologique C est compacte connexe sans bord
orientable de genre g := g(C), ses nombres de Betti sont b0(C) =
b2(C) = 1 et b1(C) = 2g. Par ailleurs, la partie réelle C(R) étant une
courbe compacte lisse d’après la proposition 2.2.27 (on peut aussi rai-
sonner par linéarisation comme ci-dessous), elle est homéomorphe à une
réunion de s := s(C(R)) cercles disjoints, et nous en déduisons que
b0(C(R)) = b1(C(R)) = s.

2. L’involution σ renverse l’orientation de la surface topologique C, son
action se linéarise donc au voisinage d’un point du lieu réel en une sy-
métrie par rapport à une droite. En effet, la surface topologique C est
munie d’une structure de variété différentielle C∞ de dimension 2 et si
P est un point fixe de l’involution σ, cette dernière induit une invo-
lution linéaire sur l’espace vectoriel tangent TX,p. Il en résulte que le
quotient Y = C/〈σ〉 est une surface connexe à bord dont le bord, qui
peut être vide, s’identifie à C(R). La base du revêtement à deux feuillets
C\C(R)→ Y \∂Y est connexe puisqu’une surface à bord connexe privée
de son bord reste connexe. Il en résulte que C \ C(R) possède au plus
deux composantes connexes, et que dans ce cas, ses composantes sont
échangées par σ. La surface topologique C privée de tous les cercles inva-
riants sauf un est encore connexe. Ainsi si l’on avait s(C(R)) > g(C)+1,
on pourrait effectuer g + 1 coupures sur C sans la déconnecter, ce qui
contredirait la définition de Riemann du genre, voir la définition E.1.2.

On retrouve alors le théorème 2.7.2 du chapitre 2 :

Corollaire 3.3.8. — Soit (C, σ) une R-courbe projective plane irréductible
non singulière de degré d, alors :

(3.10) s(C(R)) 6 (d− 1)(d− 2)
2 + 1 .

Démonstration. — Il suffit d’appliquer la formule du genre, voir le théo-
rème 1.6.17, à l’inégalité (3.9).

Remarque 3.3.9. — L’inégalité (3.9) est optimale et on a même mieux :
pour tout entier g > 0 et tout entier s tels que 0 6 s 6 g + 1, il existe une
R-courbe projective non singulière (C, σ) telle que g(C) = g et s(C(R)) = s,
voir la section 3.5.
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Définition 3.3.10. — Une R-courbe projective irréductible non singulière
(C, σ) est maximale (on dit aussi que (C, σ) est une M -courbe) si l’inégalité
de Harnack (3.9) est une égalité, c’est-à-dire si

s = g + 1 .

Plus généralement, une R-variété (X,σ) non singulière de dimension n est
maximale (on dit aussi que (X,σ) est une M -variété) si l’inégalité (3.8) est
une égalité, c’est-à-dire si

b∗(X(R); Z2) = b∗(X; Z2).

D’après l’identité (3.4) b∗(X; Z2)−b∗(X(R); Z2) =
∑2n
k=0 2ak, on peut « me-

surer » la non-maximalité d’une R-variété par a =
∑
ak.

Définition 3.3.11. — Soit a ∈ N. Une R-variété (X,σ) de dimension n est
une (M − a)-variété si

b∗(X; Z2)− b∗(X(R); Z2) = 2a .

L’origine de cette terminologie remonte au cas des courbes comme l’illustre
l’exercice ci-dessous.

Exercice 3.3.12. — Montrer qu’une R-courbe projective irréductible non
singulière (C, σ) de genre g et de nombre de composante connexes s est une
(M − a)-courbe si et seulement si

s = g + 1− a .

Exemple 3.3.13. — 1. (Voir l’exemple 2.1.29.) Une cubique plane pro-
jective non singulière avec deux composantes connexes (par exemple
la cubique d’équation zy2 − x(x − z)(x + z) = 0) est une M -courbe ;
avec une composante connexe (par exemple la cubique d’équation zy2 =
x3 + z2x = 0) c’est une (M − 1)-courbe. En effet la courbe complexe est
de genre 1.

2. (Voir l’exemple 4.2.19.) La sphère quadrique d’équation x2 + y2 + z2 −
w2 = 0 dans P3 est une (M − 1)-surface, alors que le tore x2 + y2 −
z2 − w2 = 0 est une M -surface. En effet, dans les deux cas, la variété
complexe X est isomorphe à P1(C)×P1(C) d’où

∑4
r=0 br(X; Z2) = 4.

Les R-courbes planes maximales sont soumises à une contrainte plus forte
que (3.10). Par exemple, une R-courbe de degré au moins 6 admet un em-
boitement d’ovales, voir le corollaire 2.7.17. Nous donnons ici une preuve des
inégalités de Petrovskii énoncées au chapitre 2, théorème 2.7.13.
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Théorème 3.3.14 (Inégalités de Petrovskii). — Soit (C, σ) une R-
courbe projective plane de degré pair d = 2k non singulière. Notons p le
nombre d’ovales positifs de C(R) et n le nombre d’ovales négatifs, voir la
définition 2.7.12, alors

p− n 6
3
2k(k − 1) + 1 ;(3.11)

n− p 6 3
2k(k − 1) .(3.12)

Pour prouver ce théorème, nous aurons besoin d’un raffinement très utile
des inégalité de Smith-Thom du théorème 3.3.6 qui utilise la décomposition
de Hodge de la cohomologie, voir la section D.3.

Remarque 3.3.15. — Kharlamov dans [Har74] présente les inégalités
(3.13) ci-dessous comme une généralisation des inégalités de Petrovskii (3.11)
et (3.12) ci-dessus.

Théorème 3.3.16 (Inégalités de Petrovskii-Oleinik)
Soit (X,σ) une R-variété kählérienne compacte connexe de dimension

complexe paire 2n. Alors
(3.13) 2− hn,n(X) 6 χtop(X(R)) 6 hn,n(X) .

Démonstration. — On peut déduire ce résultat du théorème de l’indice
d’Atiyah-Singer (corollaire 3.4.15), voir [Wil78, Remarque 1 après le preuve
de la proposition 4.2]. Ce résultat a été démontré originalement dans [Har74]
(en russe) en utilisant la formule du point fixe de Lefschetz, voir le théo-
rème 3.4.23. On renvoie à [Wil78, Proposition 4.2] pour une preuve rédigée
en anglais.

Appliquées aux surfaces, les inégalités de Petrovskii-Oleinik (3.13) sont ap-
pelées inégalités de Comessatti, voir [Com28] :

Corollaire 3.3.17 (Inégalités de Comessatti). — Soit (X,σ) une R-
surface projective non singulière. Alors
(3.14) 2− h1,1(X) 6 χtop(X(R)) 6 h1,1(X) .

Preuve du théorème 3.3.14. — Cette preuve est basée sur les idées dévelop-
pées par Arnol’d [Arn71]. Soit C une courbe complexe projective plane de
degré pair d = 2k non singulière (C n’est pas forcément irréductible, c’est un
diviseur effectif réduit). On va définir un revêtement double X → P2 ramifié
au-dessus de C tel que si (C, σP|C) est une R-courbe, alors X possède deux
structures réelles qui relèvent σP. On suit la construction donnée par Wilson
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[Wil78, §5, page 64]. Soit P (x0 : x1 : x2) = 0 une équation de C dans P2(C).
Le polynôme homogène P est de degré pair d = 2k, posons

Z := {(x0 : x1 : x2 : x3) ∈ P3(C) | x2k
3 − P (x0 : x1 : x2) = 0}

et pZ : Z → P2(C) la restriction à Z de la projection (x0 : x1 : x2 : x3) 7→
(x0 : x1 : x2). L’application pZ est un revêtement ramifié de degré d de lieu de
branchement C. On définit un revêtement intermédiaire Z → X → P2(C) en
considérant l’action sur Z du groupe µd des racines d-ièmes de l’unité donnée
pour ε ∈ µd par

(x0 : x1 : x2 : x3) 7→ (x0 : x1 : x2 : εx3) .

Le revêtement Z → P2(C) est alors identifié à l’application quotient Z →
Z/µd et on pose

X := Z/µk .

La surface complexe X ainsi obtenue est un revêtement double de P2(C)
ramifié au-dessus de C. On note η : X → X l’involution du revêtement. Suppo-
sons que le polynôme homogène P soit à coefficients réels, alors la restriction
σP|Z de la structure réelle canonique de P3(C) est une structure réelle sur Z
qui induit une structure réelle σ1 sur X qui elle-même relève la structure réelle
σP de P2(C). La composée σ2 := η ◦ σ1 = σ1 ◦ η est une autre structure réelle
sur X qui elle aussi relève σP. Remarquons que le passage de σ1 à σ2 revient
à remplacer P par −P dans l’équation x2k

3 − P (x0 : x1 : x2) = 0.
En remplaçant le polynôme P par −P si besoin, on peut donc supposer

que P prends des valeurs négatives sur l’unique composante non orientable du
complémentaire de C(R) dans P2(R). On note alors F := {(x0 : x1 : x2) ∈
P2(R) | P (x0 : x1 : x2) > 0} la surface à bord formée par la réunion des zones
où le polynôme P prend des valeurs positives ou nulles. Le bord de F est donc
le lieu des zéros C(R) de P . Par construction, la caractéristique d’Euler de F
vaut alors p− n. La caractéristique d’Euler du revêtement double X(R) de F
ramifié le long de C(R) est donc égale à 2χ(F ) = 2(p − n). Par ailleurs, les
nombres de Hodge d’un plan double s’expriment en fonction du degré de la
courbe de branchement, voir l’exemple D.4.5, et on a en particulier :

h1,1(X) = 3k2 − 3k + 2 .

Il ne reste plus qu’à appliquer les inégalités (3.14).

Courbes singulières. — Le théorème de Brusotti 2.7.10 permet de majorer
le nombre de points doubles localement R-analytiquement isomorphes à x2 +
y2 = 0 que peut posséder une R-courbe plane de degré donné.
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Lemme 3.3.18. — À degré d fixé, le nombre de points doubles ordinaires
isolés, c’est-à-dire localement R-analytiquement isomorphes à x2 + y2 = 0,
que peut posséder une courbe algébrique réelle de degré d est majoré par le
nombre maximal d’ovales vides que peut posséder une courbe algébrique réelle
non singulière de degré d.

Remarque 3.3.19. — Consulter [Cos92] pour une généralisation de ce
lemme en dimension supérieure.

Corollaire 3.3.20. — Soit C une R-courbe projective plane de degré d. Si
C(R) est un ensemble fini, alors le degré est pair, d = 2k, et

#(C(R)) 6 3k(k − 1)
2 + 1 .

Démonstration. — Si le degré est impair, le lieu réel contient au moins une
pseudo-droite car chaque droite d’un pinceau centré en un point extérieur à C
rencontre le lieu réel en au moins un point. Il existe donc un entier naturel k
tel que d = 2k. Si tous les points de C(R) sont des points doubles ordinaires
isolés, la majoration du nombre de points de C(R) est alors une conséquence
immédiate du lemme 3.3.18 et de l’inégalité du corollaire 2.7.16. Le cas général
demande un peu plus de travail, on peut utiliser [Cos92] ou [BDIM19].

3.4. Forme d’intersection sur une R-variété de dimension paire

L’irruption des formes quadratiques dans la théorie des variétés algébriques
complexes non singulières provient du fait que sur une variété compacte orien-
table de dimension 4m, la forme d’intersection sur l’homologie (ou la cohomo-
logie, sur laquelle il serait plus correct de parler de cup-produit) en dimension
moitié, est unimodulaire, voir le corollaire B.7.7. On renvoie en appendice A.6
pour des rappels sur les formes quadratiques sur les Z-modules libres. Le coeur
de cette section est formé du célèbre théorème de Rokhlin 3.4.2(3.15) qui éta-
blit pour certaines R-variétés, une relation de congruence entre la caractéris-
tique d’Euler du lieu réel et l’indice de la forme d’intersection en dimension
moitié de la variété complexe.

Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière de dimension (complexe)
paire n = 2m. La variété différentielle sous-jacente est donc de dimension
réelle 4m. Notons QR la forme d’intersection sur H2m(X; R), c’est une forme
quadratique unimodulaire d’après la dualité de Poincaré B.7.7.
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Définition 3.4.1. — Si (a, b) est la signature (définition A.6.10) de la forme
d’intersection QR, on définit l’indice de la forme QR :

τ := τ(X) = a− b .

Théorème 3.4.2 (Congruences extrémales). — Soit (X,σ) une R-
variété projective non singulière de dimension paire n = 2m.

Si (X,σ) est une M -variété (définition 3.3.10), alors

(3.15) χtop(X(R)) ≡ τ(X) mod 16 (Rokhlin).

Si (X,σ) est une (M − 1)-variété (définition 3.3.11), alors

(3.16) χtop(X(R)) ≡ τ(X)± 2 mod 16 (Gudkov-Kharlamov-Krakhnov)

où τ(X) est l’indice de la forme d’intersection sur l’espace vectoriel réel
H2m(X; R).

Remarque 3.4.3. — On peut aller plus loin, voir [Wel02] où plusieurs ré-
sultats classiques de congruences ont été unifiés et étendus.

Avant de passer à la preuve de ce théorème, nous énonçons une série de
résultats intermédiaires. En premier lieu, nous introduisons les classes de Wu
qui sont un outil clef de cette preuve. À titre de motivation, commençons par
étudier le cas de la dimension réelle 2, en s’inspirant de [MH73, Chapter V].

Lemme 3.4.4. — Une surface topologique compacte sans bord V est orien-
table si et seulement si

(x · x) = 0 pour tout x ∈ H1(V ; Z2)

où (x, y) 7→ (x · y) est la forme d’intersection sur H1(V ; Z2).

Démonstration. — On peut se ramener au cas où V est connexe. Alors chaque
classe d’homologie x ∈ H1(V ; Z2) peut être représentée par une courbe simple
fermée γ ⊂ V . Remarquons que le nombre d’auto-intersection (x ·x) est nul si
et seulement si un petit voisinageW ⊂ V de γ est orientable. En effet, siW est
orientable, alors une homotopie proche de l’identité permet de déformer γ en
une courbe γ′ ⊂W qui est disjointe de γ. Mais si γ ne possède pas de voisinage
orientable, alors elle doit posséder un voisinageW qui est un ruban de Möbius.
Dans ce cas, on déforme γ en une courbe γ′ qui coupe γ transversalement et
le nombre de points d’intersection est alors impair. Le lemme suit.

De la classification des surfaces topologiques compactes, voir le théo-
rème E.1.6, on tire alors le corollaire suivant :
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Corollaire 3.4.5. — Deux surfaces topologiques connexes compactes sans
bord V et V ′ sont homéomorphes si et seulement si les Z2-modules quadratiques
H1(V ; Z2) et H1(V ′; Z2) sont isomorphes.

Exemple 3.4.6. — Pour le tore T2, H1(T2; Z2) est un plan vectoriel et

la matrice du produit scalaire est
(

0 1
1 0

)
pour une base formée des classes

(e1, e2) de deux bords d’un quadrilatère (faire un dessin avec les identifica-
tions).

Exemple 3.4.7. — Pour la bouteille de Klein K2, H1(K2; Z2) est aussi un
plan engendré par les classes (e1, e2) de deux bords d’un quadrilatère et la

matrice du produit scalaire est cette fois-ci
(

0 1
1 1

)
. On peut aussi choisir la

base (e1 + e2, e2) et dans ce cas la matrice est
(

1 0
0 1

)
.

On renvoie à [MS74, page 131] pour la définition et la construction des
classes de Wu vk ∈ Hk(V ; Z2) d’une variété différentielle compacte V . On a
en particulier :

Proposition 3.4.8. — Soit V une variété différentielle compacte de dimen-
sion paire 2n. Il existe un unique élément vn ∈ Hn(V ; Z2) tel que pour tout
élément x ∈ Hn(V ; Z2),

(x · x) = (x · vn) .
L’élément vn ∈ Hn(V ; Z2) est la ne classe de Wu de V .

D’après l’équivalent du lemme 3.4.4 en cohomologie, une surface topologique
compacte sans bord V est donc orientable si et seulement si la classe de Wu

v1(V ) ∈ H1(X; Z2)

est nulle. On a vu avec la proposition 3.1.15 que l’orientabilité de V dépendait
de l’annulation de sa première classe de Stiefel-Whitney

w1(V ) ∈ H1(X; Z2) .

La relation entre ces deux résultats est simple, on a en fait :

v1(V ) = w1(V ) .

Cette égalité se déduit de la proposition ci-dessous qui elle-même se déduit
du théorème de Wu [MS74, Theorem 11.14], voir aussi [Wil78, Lemma 3.8].
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Proposition 3.4.9. — Soit V une variété différentielle compacte. Alors pour
tout k, la ke classe de Wu de V est un polynôme en les classes de Stiefel-
Whitney de V . En particulier

v1 = w1 et v2 = w2 + w1 ^ w1 .

Exercice 3.4.10. — Rappelons, voir [MS74, pages 90–91], que les carrés de
Steenrod

Sql : Hk(V ; Z2)→ Hk+l(V ; Z2)
sont des morphismes qui satisfont pour tout x ∈ Hk(V ; Z2), Sq0(x) = x,
Sqk(x) = x ^ x et Sql(x) = 0 pour tout l > k. À partir du théorème de Wu
[MS74, Theorem 11.14]

(3.17) wk =
∑

p+q=k
Sqp(vq) ,

retrouver les formules de la proposition 3.4.9 ci-dessus. Calculer ensuite v3 en
fonctions des classes w1,w2,w3, puis v4 en fonctions des classes w1,w2,w3,w4
en utilisant la formule de Wu, [MS74, Problem 8-A], et la formule de Cartan,
[MS74, (4) page 91].

Rappelons, définition A.6.12, qu’une forme bilinéaire symétrique Q sur un
Z-module libre est paire (ou de type II ) si et seulement si pour tout x, Q(x, x)
est pair.

Corollaire 3.4.11. — Soit V une variété différentielle orientée de dimen-
sion 4 simplement connexe. Alors V admet une structure spin si et seulement
si la forme d’intersection en degré 2 est paire.

Démonstration. — En effet, la première classe de Stiefel-Whitney est nulle car
V est orientable donc v2(V ) = w2(V ) dans H2(V ; Z2). Par ailleurs, la seconde
classe de Stiefel-Whitney w2(V ) est nulle si et seulement si V est spinorielle,
d’où le résultat d’après la proposition 3.4.8.

Définition 3.4.12. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière
de dimension paire n = 2m de forme d’intersection sur H2m(X; R) notée QR.
L’indice τ(σ) de l’involution σ est l’indice de la forme bilinéaire symétrique
(x, y) 7→ QR(x, σ(y)).

Remarque 3.4.13. — L’indice τ(σ) peut être défini de façon équivalente
par

τ(σ) = τ+ − τ−
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où, QR étant la forme d’intersection sur H2m(X; R), on a noté τ+ := τ+(σ) =
τ(QR|H2m(X;R)σ) et τ− := τ−(σ) = τ(QR|H2m(X;R)−σ).

Théorème 3.4.14 (Atiyah, Singer). — Sur une variété différentielle com-
pacte orientée de dimension réelle 4m, l’indice d’une involution préservant
l’orientation est égal à l’indice de l’auto-intersection de son lieu fixe.

Démonstration. — Voir [AS68] pour la preuve originale ou [JO69] pour une
preuve plus élémentaire.

Corollaire 3.4.15. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière
de dimension n = 2m, alors

τ(σ) = (−1)mχtop(X(R))

Démonstration. — On se réfère aux propositions 2.2.27 et 2.2.28 pour les
structures de variétés différentielles sur X et X(R). Comme X est de dimen-
sion réelle 4m, σ∗ préserve l’orientation d’après la proposition 2.2.28. L’indice
de l’auto-intersection de X(R) dans X est donc égal, d’après [Hir76, page
132], à l’auto-intersection de X(R) dans son fibré normal NX|X(R) (voir aussi
[MS74, page 119]). Au dessus d’un point réel, la multiplication par i dans le
fibré tangent TX induit un isomorphisme de fibrés vectoriels réels entre le fibré
tangent TX(R) et le fibré normal NX|X(R). En effet, soit x ∈ X(R), et soit
(u1, . . . , u2m) une base de l’espace vectoriel TX(R),x. Du fait que x est un point
du lieu réel, on a TX,x = TX(R),x ⊗R C. Le 4m-uplet (u1, iu1, . . . , u2m, iu2m)
est donc une base de TX,x et le 2m-uplet (iu1, . . . , iu2m) est une base de
l’espace vectoriel normal NX|X(R),x. Maintenant, comme l’orientation na-
turelle de la variété différentielle X de dimension réelle 4m est donnée par
(u1, iu1, . . . , u2m, iu2m), l’orientation induite sur NX|X(R),x est obtenue à
partir d’une permutation de signature (−1)m de l’ensemble des vecteurs
(u1, iu1, . . . , u2m, iu2m). Comme la caractéristique d’Euler χtop(X(R)) est
égale à l’auto-intersection de X(R) dans son propre fibré tangent TX(R)
[Hir76, page 13] on obtient le résultat.

Remarque 3.4.16. — Le même énoncé et la même preuve restent valides en
remplaçant « projective » par « kählérienne compacte », voir l’appendice D.

Lemme 3.4.17. — Soit (X,σ) une R-variété projective. Si b∗(X(R); Z2) =
b∗(X; Z2), alors σ∗ est l’identité sur H∗(X; Z2).

Démonstration. — Immédiat d’après la remarque 3.2.4 et l’équation (3.4)
page 165.
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Exercice 3.4.18. — Vérifier que la réciproque du lemme 3.4.17 est fausse en
montrant que la conique projective plane de lieu réel vide donnée par l’équation
x2 + y2 + z2 = 0 en est un contre-exemple.

Lemme 3.4.19. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière de
dimension paire n = 2m. Alors les sous-modules H2m(X; Z)G et H2m(X; Z)−σ
sont orthogonaux pour la forme d’intersection sur H2m(X; Z).

Démonstration. — Rappelons que

H2m(X; Z) = H2m(X; Z)f ⊕ Tor(H2m(X; Z))

où H2m(X; Z)f := H2m(X; Z)/Tor(H2m(X; Z)) est la partie libre de
H2m(X; Z). D’après la proposition 3.1.8, les sous-modules H2m(X; Z)Gf et
H2m(X; Z)−σf sont orthogonaux pour la forme induite par la forme d’inter-
section Q de H2m(X; Z). Par ailleurs, pour tout x ∈ Tor(H2m(X; Z)) et
pour tout y ∈ H2m(X; Z), on a Q(x, y) = 0. En effet soit k ∈ N∗ tel que
kx = 0 dans H2m(X; Z), alors par linéarité en la première variable, on a
0 = Q(kx, y) = kQ(x, y), d’où Q(x, y) = 0 dans l’anneau intègre Z.

Lemme 3.4.20. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière de di-
mension paire n = 2m. On considère la forme d’intersection Q sur H2m(X; Z).
Alors si m est pair, la restriction de Q à H2m(X; Z)−σ est paire (défini-
tion A.6.12) ; et si m est impair, la restriction de Q à H2m(X; Z)G est paire.

Démonstration. — D’après la proposition 3.4.9 et la proposition 3.1.16(1), la
classe de Wu v2m := v2m(X) ∈ H2m(X; Z2) est un polynôme P (w) en les
classes de Stiefel-Whitney w2k(X) qui sont elles-mêmes les réductions mo-
dulo 2 des classes de Chern ck(X) d’après la proposition 3.1.16(2). Sachant
que σ∗ck(X) = (−1)kck(X), on en déduit, exercice 3.4.21 ci-dessous, que si m
est pair, alors v2m est la réduction modulo 2 d’un élément y ∈ H2m(X; Z)G.
L’élément y étant obtenu en considérant le même polynôme P (c) en les classes
de Chern. Soit alors x ∈ H2m(X; Z)−σ et x2 ∈ H2m(X; Z2) sa réduction mo-
dulo 2. Comme H2m(X; Z)−σ et H2m(X; Z)G sont orthogonaux pour Q, on a
(x · y) = 0 donc (x2 ·v2m) = (x2 ·x2) = 0, ce qui implique que (x ·x) = Q(x, x)
est pair. On obtient de la même façon le résultat pour n impair car dans ce
cas, v2m est la réduction modulo 2 d’un élément de H2m(X; Z)−σ.

Exercice 3.4.21. — En remarquant que chaque monôme de P (w) appartient
à H2m(X; Z2), montrer que P (c) ∈ H2m(X; Z)G si m est pair et que P (c) ∈
H2m(X; Z)−σ si m est impair.
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Preuve du théorème 3.4.2. — Nous montrons ici la congruence de Ro-
khlin (3.15) et renvoyons à [DK00, 2.7.1] (ou [Sil89, II.(2.9)] dans le
cas m = 1) pour la congruence de Gudkov-Kharlamov-Krakhnov. On a
τ(X) = τ+(σ) + τ−(σ), d’où grâce au corollaire 3.4.15 :

τ(X)− 2τ−(σ) = χtop(X(R)) si m est pair ,
τ(X)− 2τ+(σ) = χtop(X(R)) si m est impair .

Si (X,σ) est une M -variété, alors σ∗ est l’identité sur H2m(X; Z2) d’après
le lemme 3.4.17. On applique maintenant le lemme 3.4.20 : si m est pair,
alors la restriction de Q à H2m(X; Z)−σf est une forme quadratique paire d’où
τ−(σ) ≡ 0 mod 8 d’après la proposition A.6.13. De même si m est impair,
alors la restriction de Q à H2m(X; Z)σf est une forme quadratique paire d’où
τ+(σ) ≡ 0 mod 8.

Remarque 3.4.22. — Nous avons suivi l’exposé de Risler, [Ris85, Théo-
rème 2.1]. Dans [DK00, 2.7.1], Degtyarev et Kharlamov proposent une preuve
différente avec un résultat supplémentaire sur les (M − 2)-variétés. Dans le
cas des surfaces (m = 1), Silhol donne une preuve encore différente, [Sil89,
II.(2.4)].

Nous terminons cette section par une série de résultats fort utiles et
concluons par une application au cas de surfaces de P3.

La formule de Lefschetz relie la caractéristique d’Euler du lieu fixe d’une
involution sur un espace triangulableX aux traces des endomorphismes qu’elle
induit sur l’homologie de X. On trouve aussi cette formule sous le nom de
« formule des traces de Lefschetz », ou « formule des indices de Lefschetz ».

Théorème 3.4.23 (Formule de Lefschetz). — Soit (X,σ) une R-variété
projective. Alors

(3.18) χtop(X(R)) =
∑
k>0

(−1)k tr (σ∗ : Hk(X; Q)→ Hk(X; Q)) .

Démonstration. — La suite exacte de Smith (3.6) nous donne immédiatement

χtop(X) = χtop(X(R)) + 2χtop(Y,X(R)) .

En utilisant la suite exacte de la paire (Y,X(R)) (le théorème B.3.6 donne
χtop(Y,X(R))− χtop(Y ) + χtop(X(R)) = 0), on en déduit

(3.19) χtop(X) = 2χtop(Y )− χtop(X(R)) .
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Par ailleurs, en prenant soin de choisir un corps de caractéristique différente
de 2 comme anneau des coefficients, on a (voir [DIK00, Corollary I.1.3.3])

(3.20) Hk(X; Q)σ ' Hk(Y ; Q) .

En diagonalisant sa matrice, on voit immédiatement que la trace d’une
involution linéaire τ sur un Q-espace vectoriel E satisfait

tr(τ : E → E) = 2 dimEσ − dimE .

Le second membre de l’égalité (3.18) devient

2
∑
k>0

(−1)k dimQHk(X; Q)σ −
∑
k>0

(−1)k dimQHk(X; Q) ,

c’est-à-dire
2χtop(Y )− χtop(X)

d’après (3.20). On obtient alors le résultat grâce à (3.19).
Nous avons suivi la preuve de [DIK00, I.1.3.5]. Pour une preuve du théo-

rème de Lefschetz-Hopf, voir [Mun84, Chapter 2, §22] ou [Hat02, Theorem
2C.3].

Considérons maintenant une R-variété kählérienne compacte (X,σ). On
renvoie en appendice D.3 pour des rappels sur la décomposition de Hodge de
la cohomologie de X. On rappelle en particulier le corollaire D.3.15 :

Hp,q(X) = Hq,p(X)

et le lemme D.3.17 :

(3.21) σ∗Hp,q(X) = Hq,p(X)

où σ∗ est l’action sur H∗(X; C) = H∗(X; Q)⊗Q C induite de σ.

Proposition 3.4.24. — Soient (X,σ) une R-variété kählérienne compacte
de dimension n et k ∈ {0, . . . , 2n}. On note rk(X) = dimHk(X; Q)G la di-
mension du sous-Q-espace vectoriel des classes d’homologie invariantes par
G = {1, σ}. Le nombre rk(X) est alors soumis aux contraintes suivantes en
fonction du k-ième nombre de Betti et des nombres de Hodge de X :

(3.22) rk(X) = 1
2bk(X) si k est impair

et
(3.23)∑

p+q=2n−k
p<q

hp,q(X) 6 rk(X) 6 bk(X)−
∑

p+q=2n−k
p<q

hp,q(X) si k est pair.
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Démonstration. — D’après le corollaire 3.1.9, Hk(X; Z) est isomorphe (ou
anti-isomorphe selon la parité de n) à H2n−k(X; Z) en tant que module in-
volutif. Supposons pour fixer les idées que n soit pair, le cas n impair se
traitant de la même manière par symétrie des énoncés, alors en particulier,
bk(X) = dimCH

2n−k(X; C) et rk(X) = dimCH
2n−k(X; C)G. Considérons la

décomposition de Hodge H2n−k(X; C) =
⊕

p+q=2n−kH
p,q(X). D’après l’éga-

lité (3.21) rappelée plus haut, un élément de⊕
p+q=2n−k

p 6=q

Hp,q(X)

est fixé par σ∗ si et seulement s’il est de la forme ω+σ∗ω. En d’autres termes,
la dimension du sous-espace de

⊕
{p+q=2n−k, p 6=q}H

p,q(X) fixé par σ∗ est égale
à ∑

p+q=2n−k
p<q

hp,q(X) .

Si k est impair, ceci implique que

rk(X) = 1
2bk(X)

et si k est pair, que
rk(X) >

∑
p+q=2n−k

p<q

hp,q(X) .

Comme bien entendu le lemme D.3.17 s’applique aussi à −σ, on a de même
dimCH

2n−k(X; C)−σ >
∑
p+q=2n−k

p<q
hp,q(X) aussi. Par ailleurs H2n−k(X; C)

étant un espace vectoriel et σ∗ une involution, on a une décomposition en
somme directe H2n−k(X; C) = H2n−k(X; C)σ ⊕H2n−k(X; C)−σ d’où finale-
ment

rk(X) 6 bk(X)−
∑

p+q=2n−k
p<q

hp,q(X) .

Proposition 3.4.25. — Soient (X,σ) une R-variété projective non singu-
lière de dimension n et G = Gal(C|R) agissant sur X via σ, alors la caracté-
ristique d’Euler topologique du lieu réel X(R) vérifie

(3.24) χtop(X(R)) =
∑
r pair

(2rk(X)− bk(X))

où rk(X) = dimHk(X; Q)G.
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Démonstration. — Dans le cas où (X,σ) est une R-surface, une version de ce
résultat a été prouvée par Comessatti [Com28]. Nous reprenons ici la preuve
de Silhol [Sil89, Proposition I.(2.1), page 9]. On considère à nouveau le revê-
tement double p : X → Y = X/G ramifié le long de X(R), voir la section 3.2.
En utilisant une triangulation de X dont X(R) est une sous-triangulation, on
a

(3.25) χtop(X) = 2χtop(Y )− χtop(X(R)) .

Par ailleurs, le morphisme p∗ en homologie induit un isomorphisme

(3.26) Hr(Y ; Q) ' Hr(X; Q)G

(voir [Gro57, page 202] ou [Flo60, page 38] dans [Bor60]). Rappelons que
χtop(X) =

∑2n
k=0(−1)kHk(X; Q) et que χtop(Y ) =

∑2n
k=0(−1)kHk(Y ; Q). En

combinant (3.25) et (3.26) ci-dessus, on obtient

χtop(X(R)) =
2n∑
k=0

2rk(X)− bk(X) .

Il ne reste plus qu’à appliquer la proposition 3.4.24 pour obtenir (3.24).

Remarque 3.4.26. — L’identité (3.24) reste valable si X est une R-variété
kählérienne compacte.

Surfaces de P3. — En appliquant les majorations et congruences énoncées
dans les paragraphes précédents aux hypersurfaces de P3 de degré d, on obtient
les majorations suivantes en fonction de d.

Théorème 3.4.27. — Soit (X,σ) une R-surface non singulière de degré d
dans P3. On a la majoration suivante pour le nombre de composantes connexes
du lieu réel :

#π0(X(R)) 6 d(5d2 − 18d+ 25)
12 − ε(d)

où

ε(d) = 0 si d ≡ 0 mod 16 ou d ≡ 1 mod 4 ;
ε(d) = 1

2 si d ≡ ±2 mod 16 ;
ε(3) = 2 ;
ε(d) = 1 si d ≡ ±4 ou 8 mod 16 ou d 6= 3 et d ≡ 3 mod 4 ;
ε(d) = 3

2 si d ≡ ±6 mod 16 .
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Démonstration. — La preuve est détaillée dans [Sil89, Chapter II, Theorem
3.9, Corollary 3.10] et utilise en particulier le calcul des nombres de Hodge
d’une hypersurface non singulière de degré d dans P3, voir l’exemple D.4.4.

Remarque 3.4.28. — Comme ε(2) = 1
2 , on retrouve qu’une quadrique réelle

non vide est connexe. Comme ε(3) = 2, on trouve la majoration #π0(X(R)) 6
2 pour une cubique non singulière ; cette majoration est donc optimale d’après
l’exemple 3.1.13. Comme ε(4) = 1, on a #π0(X(R)) 6 10 pour une quartique,
ce qui est optimal, voir le chapitre 4 pour plus de détails. Il est à noter que le
nombre maximal de composantes connexes d’une quintique, majoré par 25, est
toujours inconnu à ce jour. Voir [KI96] pour une construction avec 22 com-
posantes et [Ore01] pour une construction avec 23 composantes, maximum
connu à l’écriture de ces lignes.

3.5. Classification des R-courbes et XVIe problème de Hilbert

Dans cette section, nous appliquons les résultats obtenus dans les sections
précédentes aux courbes projectives non singulières. Nous commençons par
énoncer leur classification abstraite, c’est-à-dire indépendamment de tout plon-
gement, puis nous nous intéressons au cas classique des courbes plongées dans
P2, à savoir les courbes planes. On obtient une classification qui restreint la
précédente car une courbe ne peut pas toujours être plongée de façon non
singulière dans le plan. La caractérisation des R-courbes projectives non sin-
gulières qui admettent un plongement dans le plan étant achevée, se pose une
question beaucoup plus fine : « Quelle peut-être la position relative des ovales
d’une courbe donnée ? » En d’autres mots il s’agit, à degré fixé, de classifier
les paires topologiques (P2(R), X(R)) plutôt que les paires (X,X(R)).

Classification abstraite. — Pour commencer, reprenons rapidement l’ana-
lyse de la situation donnée dans la seconde preuve du corollaire 3.3.7. Soit
(X,σ) une R-courbe projective non singulière. L’involution σ renverse l’orien-
tation de la surface topologiqueX munie de la topologie euclidienne, son action
se linéarise donc au voisinage d’un point du lieu réel en une symétrie par rap-
port à une droite. Il en résulte que le quotient Y = X/〈σ〉 est une surface
compacte connexe dont le bord s’identifie à X(R). La base du revêtement à
deux feuillets X \X(R)→ Y \ ∂Y étant connexe, X \X(R) possède au plus
deux composantes connexes, qui sont échangées par σ. La surface topologique
X privée de tous les cercles invariants sauf un est encore connexe. D’après
la définition de Riemann du genre, définition E.1.2, si X(R) est formée de
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g(X) + 1 cercles, alors nécessairement X \X(R) est non connexe : le lieu réel
X(R) déconnecte ou sépare X. On définit plus généralement,

Définition 3.5.1 (Klein). — Soit (X,σ) une R-courbe projective non sin-
gulière. La courbe (X,σ) est séparante si X(R) déconnecte X et non séparante
sinon.

À toute R-courbe projective (X,σ) non singulière correspond donc un tri-
plet d’entiers (g, s, a) où g := g(X) est le genre de la surface compacte orien-
table X, s := s(X) = s(X,σ) est le nombre de composantes connexes de
X(R) et a := a(X) = a(X,σ) est l’invariant binaire déterminé par a :=
2−#π0(X \X(R)). Ce triplet est un invariant d’équi-homéomorphie complet
pour nos surfaces munies d’involutions. Nous précisons maintenant cette affir-
mation. Comme Gabard, [Gab00], appelons surface symétrique une surface
topologique compacte connexe sans bord orientable munie d’une involution qui
renverse l’orientation. Comme on l’a vu, une R-courbe projective dont on « ou-
blie » la structure algébrique pour ne conserver que la structure topologique
devient naturellement une surface symétrique. Le théorème de Klein-Weichold,
voir [Gab00, Théorème 2.4], affirme alors que deux surfaces symétriques étant
données, il existe un homéomorphisme de l’une sur l’autre qui commute avec
les involutions si et seulement si ces surfaces ont même triplet. Pour aller plus
loin, on pourra aussi consulter [Nat99, § 1] où Natanzon classifie les surfaces
symétriques et les munit de façon explicite et très simple (ce sont les exemples
1.1 et 1.2 de [Nat99]) d’une structure de surface de Riemann. De sorte que
cela fournit des courbes algébriques réelles dès lors que l’on sait que toute
surface de Riemann compacte est algébrique, voir le théorème E.2.28.

La surface X étant orientable, on a χtop(X) = 2 − 2g, voir la proposi-
tion E.1.5. Comme la caractéristique d’Euler d’un cercle est nulle, la carac-
téristique d’Euler du quotient Y vaut g − 1. De plus Y est orientable si et
seulement si a = 0, c’est-à-dire si et seulement si la courbe est séparante. En
effet, X \X(R)→ Y \∂Y est le revêtement des orientations de Y \∂Y qui est
donc orientable si et seulement si X \ X(R) est non connexe. Le bord de la
surface compacte Y possédant s composantes connexes, on déduit alors de la
classification des surfaces compactes, voir le théorème E.1.6, les contraintes :

Si a = 0 alors 1 6 s 6 g + 1 et g − s ≡ 1 mod 2 .
Si a = 1 alors 0 6 s 6 g .

(3.27)
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La classification est achevée par le fait que réciproquement, pour tout triplet
satisfaisant ces contraintes, il existe une R-courbe projective non singulière qui
le réalise :

Théorème 3.5.2. — Soit (g, s, a), a ∈ {0, 1} un triplet d’entiers. Il existe
une R-courbe projective plane irréductible non singulière (X,σ) de genre
g(X) = g, telle que #π0(X(R)) = s et 2 − #π0(X \ X(R)) = a si et
seulement si les conditions (3.27) ci-dessus sont satisfaites.

Démonstration. — Voir [Gab00, §4].

Abordons maintenant les courbes planes. Si d est le degré d’une courbe
plane, la formule du genre g = (d−1)(d−2)

2 = 1
2d(d−3)+1, voir théorème 1.6.17,

nous amène à considérer le triplet (d, s, a) en lieu et place de (g, s, a). En plus
des restrictions sur le genre de la courbe complexe qu’impose la formule susdite
et des restrictions (3.27), deux restrictions sont spécifiques aux R-courbes
projectives planes non singulières.

Théorème 3.5.3. — Soit (d, s, a) un triplet d’entiers satisfaisant d > 0, s >
0, a ∈ {0, 1}. Il existe une R-courbe projective plane irréductible non singulière
(X,σ) de degré deg(X) = d, telle que #π0(X(R)) = s et 2−#π0(X\X(R)) =
a si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

d ≡ 1 mod 2 =⇒ s > 1 ,

a = 0 =⇒
⌊
d+1

2

⌋
6 s 6 (d−1)(d−2)

2 + 1 et 1
2d(d− 3)− s ≡ 0 mod 2 ,

a = 1 =⇒ 0 6 s 6 (d−1)(d−2)
2 .

Démonstration. — Voir [Gab00, Théorème 5.2] pour la preuve de l’existence
de telles courbes. Nous explicitons seulement l’origine des conditions impo-
sées aux entiers (d, s, a). La première implication provient du fait qu’une
courbe plane de degré impair possède toujours des points réels. En effet,
une droite réelle générale du plan rencontre X en un ensemble de points
globalement fixé par σ. Le nombre de points en question étant impair, au
moins l’un d’entre eux est fixé par σ (il s’agit d’un cas particulier de la pro-
position 2.6.48). La troisième implication est simplement la seconde condi-
tion (3.27) avec g = (d−1)(d−2)

2 par la formule du genre, voir le théorème 1.6.17.
La deuxième implication est la conjonction de la première condition (3.27) avec
g = 1

2d(d − 3) + 1 et de la formule de Rokhlin du théorème 3.5.5 ci-dessous,
voir [Mar80, page 59] ou [Gab00, Théorème 5.1].
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Première partie du XVIe problème de Hilbert. — Pour rédiger cette
sous-section, nous nous sommes inspiré de [Wil78], [A’C80] et [BR90].

En 1891, Hilbert posa le problème : quelles sont à isotopie près les positions
relatives possibles des composantes connexes d’une courbe algébrique non sin-
gulière de degré d dans P2(R) pour d = 1, 2, 3, . . . . Cette question pour les
courbes (et plus généralement pour les surfaces non singulières de P3(R), dont
Hilbert a mentionné explicitement le cas des surfaces de degré 4) est devenue
en 1900 la première partie de ce que l’on appelle maintenant le XVIe problème
de Hilbert. Pour les courbes de degré 6 et les surfaces de degré 4, la solution
de ce problème a été donnée par Gudkov et Kharlamov dans les années 70.
L’un des avatars les plus récents est la solution (asymptotique) de la question
posée par la conjecture (inexacte) de Ragsdale de 1906, voir remarque 2.7.15,
solution établie cent ans après par Brugallé en 2006 [Bru06] après les travaux
d’Arnol’d [Arn71], Viro [Vir80], Itenberg [Ite93] (qui a donné le premier
contre-exemple) et de nombreux auteurs.

Nous exposons ici quelques contraintes connues sur les arrangements
d’ovales d’une courbe dans le plan et renvoyons à [A’C80], [Gab04, page 50],
[Gab00], pour les méthodes classiques de constructions de courbes, notam-
ment celles de Harnack et de Hilbert. Pour les méthodes plus modernes, à
savoir les méthodes de Viro, la méthode des « dessins d’enfants » appliquée
aux courbes trigonales, les constructions tropicales, on se reportera par
exemple à [Ris93], [Ore03], [BB06] et [IMS09]. La première contrainte
que nous rencontrons est une conséquence immédiate du théorème de Bézout
2.7.1.

Théorème 3.5.4 (Hilbert). — Pour une courbe de degré d = 2k, le nombre
d’ovales contenus dans un emboitement (voir la définition 2.7.11), ou dans la
réunion disjointe de deux emboitements, est au plus k.

Associé au théorème 3.5.3, on obtient la classification pour k = 1, 2. Pour
k = 1, il s’agit d’une conique non singulière, qui est donc vide ou connexe, voir
l’exercice 1.2.68. Pour k = 2, il s’agit d’une quartique, son genre est donc 3 et
son nombre d’ovales est 0, 2, 3 ou 4. D’après le théorème ci-dessus, il y a au
plus un emboitement d’ovales et dans ce cas, la courbe ne possède que deux
ovales emboités. Elle est réalisée par une petite perturbation d’un produit
d’équations de cercles de même centre (avant perturbation, le théorème de
Bézout implique que la courbe complexe possède quatre points singuliers non
réels). Le cas d’une courbe sextique, k = 3, est plus intéressant et faisait l’objet
de la question initiale de Hilbert. Pour obtenir des contraintes supplémentaires,
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on utilise le théorème suivant. On renvoie à la définition 2.7.12 du signe d’un
ovale d’une R-courbe, et on note ici p le nombre d’ovales positifs (appelés aussi
ovales pairs) et n le nombre d’ovales négatifs (ou impairs), alors

Théorème 3.5.5 (Congruence de Gudkov-Rokhlin)
Pour une M -courbe de degré 2k, on a

(3.28) p− n ≡ k2 mod 8 .

Ce théorème se déduit en fait du théorème 3.4.2 appliqué à la surface obte-
nue comme revêtement double du plan ramifié le long de la courbe considérée
comme dans la preuve du théorème 3.3.14.

La question de Hilbert sur les courbes de degré 6 a été résolue par Gud-
kov en 1969 [Gud69] (voir aussi [Gud71] et [Arn71]) après les travaux de
Petrovskii [Pet33]. La question sur les surfaces de degré 4 dans P3, liée à la
précédente par le fait qu’un revêtement double du plan ramifié le long d’une
sextique est une surface K3 de même qu’une surface quartique, a été résolue
par Kharlamov en 1975 [Har76]. Ce sujet a connu une intense activité dans
l’espoir de classifier les courbes de degré > 7 et les surfaces de degré > 5 dans
P3. Le résultat le plus complet dans ce domaine étant la classification des
courbes de degré 7 obtenue par Viro [Vir80].

Conjecture de Ragsdale. — D’après le corollaire 2.7.14, le nombre p

d’ovales positifs d’une courbe algébrique réelle non singulière de degré 2k est
majoré par 7k2/4−9k/4+3/2. Une célèbre conjecture, incorrecte, de Ragsdale,
voir remarque 2.7.15, affirme que p doit être inférieur à 3k2/2− 3k/2 + 1. On
renvoie aux articles majeurs [Ite93, Ite95] et [Bru06] et à leurs bibliogra-
phies pour un historique sur la conjecture de Ragsdale et sur les nombreux
travaux que cette conjecture a engendré. Dans [Ite93, Ite95], Itenberg
montre que la conjecture de Ragsdale est incorrecte et dans [Bru06], Brugallé
montre l’existence d’une famille de courbes algébriques réelles non singulières
de degré 2k telle que p/k2 →k→∞ 7/4. Plus récemment, Renaudineau a donné
une preuve constructive de l’existence d’une telle famille de courbes [Ren17].
Signalons aussi l’article [Haa95] dans lequel Haas améliore le résultat de
[Ite93].

L’étude des courbes du plan se généralise en l’étude des courbes sur une
surface X donnée. Par exemple lorsque X est une surface de Hirzebruch, la
classification des courbes trigonales a connu de nombreuses avancées ces der-
nières années. On pourra notamment consulter [DIK08, Deg12, DIZ14].
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Nous aborderons les surfaces de manière systématique au chapitre 4. En at-
tendant, voici un exemple de construction de M -surface de degré 4 dans P3.

Construction d’une R-surface quartique maximale (5). — On propose à titre
d’illustration la construction d’une surface quartique de P3 obtenue comme
revêtement double d’une surface quadrique ramifié le long d’une courbe de
bidegré (4, 4). La représentation graphique dans R3 montre le revêtement
double d’un hyperboloïde de révolution à une nappe ramifié le long de la
trace de quatre hyperplans en position générale, voir la figure 3.1. Les figures
qui suivent sont tracées dans une boule ronde de R3.

Figure 3.1. Construction d’une R-quartique maximale. De gauche
à droite : les quatre plans, ajout de l’hyperboloïde, courbe singulière
découpée par la réunion des plans sur l’hyperboloïde.

Après avoir construit la courbe singulière sur l’hyperboloïde, nous procé-
dons au revêtement double. Pour cela, nous choisissons une distribution de
signes, indiquée par le choix des couleurs, puis nous effectuons un revêtement
double, d’abord représenté avec l’hyperboloïde, puis seul dans l’espace, voir la
figure 3.2.

Le résultat est une surface singulière dont les points singuliers sont tous des
points doubles ordinaires.

Sur la figure 3.3, nous considérons une petite perturbation et obtenons une
surface non singulière (à partir de la deuxième vue nous avons modifié l’incli-
naison de la représentation graphique) qui est une (M − 1)-surface. Pour le
vérifier, on calcule tout d’abord le nombre de Betti total d’une quartique de
P3, sachant que b∗(Xd) = d(d2 − 4d + 6) pour une surface de degré d ; puis
la caractéristique d’Euler de la surface lisse compacte et connexe X(R). La

5. Illustrations réalisées en collaboration avec C. Raffalli en 2001.
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Figure 3.2. Construction d’une R-quartique maximale (suite). De
gauche à droite : distribution des signes, revêtement double avec l’hy-
perboloïde, revêtement double sans l’hyperboloïde.

caractéristique d’Euler du revêtement double est le double de la caractéris-
tique d’Euler de la surface de couleur claire découpée sur l’hyperboloïde. En
ôtant les points singuliers, il reste trois surfaces chacune homéomorphe à un
disque de caractéristique d’Euler 1. Le nombre de points doubles est douze :
χtop(X(R)) = 2(3 − 12) = −18, on conclut que le lieu réel est difféomorphe
à la surface orientable (le lieu réel est orientable car X est de degré pair)
S10 de genre 10 ; en prolongeant la déformation, une seconde composante, dif-
féomorphe à une sphère, apparait au centre de la figure. Ce qui nous donne
finalement X(R) ≈ S2 t S10 et (X,σ) est alors une M -surface.

3.6. Variétés Galois-Maximales

Soit (X,σ) une R-variété projective irréductible, c’est-à-dire que la va-
riété complexe X est irréductible, voir la définition 2.3.13. En considérant
les groupes de cohomologie galoisienne (voir la proposition 3.1.4) de l’homo-
logie de la variété complexe X, on obtient des raffinements de l’inégalité de
Smith-Thom (3.8), voir (3.30), (3.32) et (3.33).

Lemme 3.6.1. — Soit (X,σ) une R-variété projective. Pour 0 6 k 6 2n,
posons λk := dimZ2(1 + σ∗)Hk(X; Z2), on a

dimZ2 Hk(X; Z2)G = dimZ2 Hk(X; Z2)− λk ;

dimZ2 H
1(G,Hk(X; Z2)) = dimZ2 Hk(X; Z2)− 2λk .

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le lemme 3.1.5 au Z2-espace vectoriel
Hk(X; Z2) muni de l’involution σ∗.
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Figure 3.3. Construction d’une R-quartique maximale (suite et fin).

Remarque 3.6.2. — L’invariant λk défini ci-dessus sur Hk(X; Z2) peut être
différent de celui défini en définition 3.1.3 sur Hk(X; Z) ⊗Z Z2 si l’homologie
de X contient de la torsion.

Lemme 3.6.3. — Soit (X,σ) une R-variété projective. Pour 0 6 k 6 2n,
posons ak := dimZ2 Im ρk. Alors

(3.29) ∀k, λk 6 ak .

Démonstration. — Soit 0 6 k 6 2n. On a (1 + σ∗)Hk(X; Z2) ⊂ Im ρk par
définition de ρ, d’où l’inégalité λk 6 ak.

Théorème 3.6.4. — Soit (X,σ) une R-variété projective irréductible. Alors

(3.30)
n∑
l=1

bl(X(R); Z2) 6
2n∑
k=0

dimH1 (G,Hk(X; Z2)) .

Définition 3.6.5. — Une R-variété non singulière (X,σ) est Galois-
Maximale (on dit aussi que (X,σ) est une GM -variété) si l’inégalité (3.30)
est une égalité.
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Preuve du théorème 3.6.4. — D’après le lemme 3.6.3 et l’identité (3.4), on a

(3.31) b∗(X(R); Z2) 6
2n∑
k=0

(
bk(X; Z2)− 2λk

)
.

d’où la conclusion d’après le lemme 3.6.1.

Lemme 3.6.6. — Une R-variété projective irréductible non singulière (X,σ)
est Galois-Maximale si et seulement si ∀k, λk = ak.

Démonstration. — D’après le lemme 3.6.1, la variété (X,σ) est Galois-
Maximale si et seulement si

n∑
l=1

bl(X(R); Z2) =
2n∑
k=0

(
bk(X; Z2)− 2λk

)
.

De l’égalité (3.4),
∑n
l=0 bl(X(R); Z2) =

∑2n
k=0

(
bk(X; Z2)−2ak

)
, on déduit donc

que (X,σ) est Galois-Maximale si et seulement si
∑2n
k=0 λk =

∑2n
k=0 ak et par

(3.29), si et seulement si ∀k, λk = ak.

On a aussi les majorations suivantes (voir [Kra83, Thm. 2.3] pour une
preuve à l’aide suites spectrales ou [Sil89, I.3.13] pour une preuve directe
utilisant l’action de Galois sur la décomposition de Hodge) :

(3.32)
∑
l pair

dimZ2 Hl(X(R); Z2) 6
2n∑
k=0

dimZ2 H
2 (G,Hk(X; Z)) ;

(3.33)
∑

l impair
dimZ2 Hl(X(R); Z2) 6

2n∑
k=0

dimZ2 H
1 (G,Hk(X; Z)) .

On prendra garde que dans les inégalités (3.32) et (3.33), les groupes d’ho-
mologie de X considérés sont à coefficients dans Z alors que les groupes de
cohomologie de Galois H2 (G,Hk(X; Z)) et H1 (G,Hk(X; Z)) sont bien des
Z2-espace vectoriels.

Définition 3.6.7. — Une R-variété non singulière (X,σ) est Z-Galois-
Maximale (ZGM -variété) si les inégalités (3.32) et (3.33) sont des égalités.

Proposition 3.6.8. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière.
1. Si (X,σ) est Z-Galois-Maximale alors elle est Galois-Maximale.
2. Si l’homologie de X est sans 2-torsion, alors (X,σ) est Galois-Maximale

si et seulement si elle est Z-Galois-Maximale.
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Démonstration. — Voir [Kra83, Proposition 3.6].

Exemple 3.6.9 (Variétés Z-Galois-Maximales)
1. Les courbes projectives lisses de lieu réel non vide sont Z-Galois-

Maximales (et donc Galois-Maximales), voir [Sil82].

2. Les variétés abéliennes de lieu réel non vide en toute dimension, sont
Z-Galois-Maximales, voir [Kra83].

3. Les surfaces projectives non singulières de lieu réel non vide telles que
H1(X; Z2) = 0 sont Z-Galois-Maximales, voir le théorème 3.6.11 et le
corollaire 3.6.12 ci-dessous.

Exemple 3.6.10. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière telle
que H1(X; Z) = 0 (par exemple une surface dans P3 d’après le théorème de
Lefschetz sur les sections hyperplanes D.9.2), alors les inégalités (3.32) et (3.33)
deviennent

#π0(X(R)) 6 1 + 1
2 dimZ2 H

2 (G,H2(X; Z)) ;

b1(X(R); Z2) 6 dimZ2 H
1 (G,H2(X; Z)) .

En effet, par hypothèse et par dualité de Poincaré, Hk(X; Z) = 0 pour
k ∈ {1, 3} et comme X est globalement invariante par σ, on a Hk(X; Z)G =
Hk(X; Z) = Z pour k ∈ {0, 4} ce qui implique que H2 (G,Hk(X; Z)) = Z2 et
H1 (G,Hk(X; Z)) = 0 pour k ∈ {0, 4}.

En réalité, si sous les hypothèses de l’exemple ci-dessus on suppose de plus
que X(R) 6= ∅, on a même des égalités.

Théorème 3.6.11 (Krasnov). — Soit (X,σ) une R-surface projective non
singulière telle que X(R) 6= ∅ et H1(X; Z2) = 0, alors (X,σ) est Galois-
Maximale.

La preuve originale de ce théorème se trouve dans [Kra83, page 262]. Nous
proposons une preuve alternative sans usage de suite spectrale en fin de section.

Corollaire 3.6.12. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière
telle que X(R) 6= ∅ et H1(X; Z2) = 0, alors (X,σ) est Z-Galois-Maximale et

#π0(X(R)) = 1 + 1
2 dimZ2 H

2 (G,H2(X; Z)) ;

b1(X(R); Z2) = dimZ2 H
1 (G,H2(X; Z)) .
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Démonstration. — D’après le théorème 3.6.11 et la proposition 3.6.8, la R-
variété (X,σ) est Z-Galois-Maximale et les inégalités de l’exemple 3.6.10 sont
des égalités.

Les hypothèses du théorème 3.6.11 sont optimales comme le montrent les
exemples suivants.

Exemple 3.6.13 (b1(X) 6= 0). — Soit une R-courbe C de genre g > 0
dont le lieu réel possède deux composantes connexes C1 et C2, par exemple
la R-courbe (C, σ1) de l’exemple 2.1.29. Remarquons que b1(X) = g(C) 6= 0.
D’après un théorème de Witt, [Wit34] ou [Kne76a, Kne76b], il existe une
fonction rationnelle f ∈ R(C)∗ telle que f > 0 sur C1 et f < 0 sur C2 (on
peut aussi se reporter à [Sil89, V.(2.3)]). Soit π : X → C le fibré en coniques
déterminé par l’équation dans A2

x,y × Ct

x2 + y2 = f(t) .

Alors X(R) ≈ S1 × S1 est connexe, c’est un tore au-dessus de C1 ≈
S1, donc b∗(X(R)) = 4. Par ailleurs, comme dimH1 (G,H4(X; Z2)) =
dimH1 (G,H0(X; Z2)) = 1 et comme C est une (M − (g − 1))-courbe, on a
d’après [Sil89, V.4, page 108], dimH1 (G,H1(X; Z2)) = dimH1 (G,H1(C; Z2)) =
2g − 2(g − 1) d’où

dimH1 (G,H1(X; Z2)) = dimH1 (G,H3(X; Z2)) = 2 .

Alors
∑4
k=0 dimH1 (G,Hk(X; Z2)) > 6 et (X,σ) n’est pas Galois-Maximale.

On peut généraliser cet exemple, voir [Sil89, V.4], [vH00] : soit (X,σ) une
R-surface munie d’un fibré en coniques π : X → C au-dessus d’une R-courbe
projective (C, σC). On suppose que les structures réelles de X et C sont com-
patibles avec π (i. e. que π est un R-morphisme : σC ◦ π = π ◦ σ). Alors on
peut prouver que (X,σ) est Z-Galois-Maximale si et seulement si le nombre de
composantes connexes du lieu réel X(R) est égal au nombre de composantes
connexes du lieu réel C(R) de la courbe de base.

Exemple 3.6.14 (b1(X) = 0). — On renvoie à la section 4.5 pour la défi-
nition et les propriétés des R-surfaces d’Enriques. En particulier le groupe
fondamental d’une surface d’Enriques complexe X est égal à Z2, et donc
b1(X) = 0 et b1(X; Z2) = 1. On verra dans la section 4.5 qu’il existe des
R-surfaces d’Enriques de lieu réel non vide non Galois-Maximales (voir le
théorème 4.5.20), par exemple celles dont le lieu réel est connexe et orientable
(d’après le théorème 4.5.16, X(R) est alors difféomorphe à S2 ou T2). En
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fait, on a même mieux : tous les cas de Galois-Maximalité sont réalisés par
des R-surfaces d’Enriques, voir le théorème 4.5.20, c’est-à-dire qu’il existe des
R-surfaces d’Enriques Z-Galois-Maximales, des R-surfaces d’Enriques Galois-
Maximales mais non Z-Galois-Maximales et des R-surfaces d’Enriques non
Galois-Maximales.

Nous concluons cette sous-section avec un résultat qui répond par l’affirma-
tive à une conjecture de R. Silhol de 1989, voir [Sil89, Remark I.4.5]. Nous
avons vu au chapitre 2 le théorème 2.6.32 donnant une condition suffisante
pour qu’une classe linéaire invariante soit représentée par un diviseur inva-
riant. Nous présentons maintenant un résultat du même type sur un autre
groupe de classes de diviseurs, le groupe de Néron-Severi NS(X), voir la défi-
nition 2.6.34.

Théorème 3.6.15 (van Hamel 1998). — Soit (X,σ) une R-variété algé-
brique projective irréductible et non singulière. Si X est Z-Galois-Maximale,
alors pour tout diviseur D algébriquement équivalent à σ(D), il existe un divi-
seur D′ algébriquement équivalent à D tel que D′ = σ(D′). Autrement dit (6) :

Div(X)G/Div0(X)G = NS(X)G .

Démonstration. — La preuve, délicate, utilise la cohomologie équivariante,
[vH00, Cor. IV.5.2].

En reprenant l’exemple 3.6.13, on peut montrer que l’hypothèse de Z-Galois-
maximalité ne peut être affaiblie.

Exemple 3.6.16 (Div(X)G/Div0(X)G 6= NS(X)G)
Soit X → C un fibré en coniques sur une courbe avec une partie réelle

X(R) non vide, mais possédant moins de composantes connexes que la par-
tie réelle C(R) de la courbe de base. Alors X est une R-variété algébrique
projective irréductible et non singulière qui n’est pas Z-Galois-Maximale et
vérifie :

Div(X)G/P(X)G = Pic(X)G,
mais

Div(X)G/Div0(X)G 6= NS(X)G .
Voir [vH00, Example III.9.5].

6. Dans le langage des schémas : siX est un schéma défini sur R satisfaisant les hypothèses
du théorème, on a NS(X) = NS(XC)G.
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Classes σ-représentables et preuve du théorème 3.6.11. — Nous
avons vu au chapitre 2 que si le lieu réel d’une R-variété (X,σ) est non vide,
toute classe linéaire de diviseurs de X invariante par σ est représentable par
un diviseur de X lui-même invariant par σ (théorème 2.6.32). Par analogie,
on introduit pour les cycles topologiques, la notion de classe invariante
σ-représentable, qui permet de caractériser les variétés Galois-Maximales
(proposition 3.6.19). De surcroît, cette notion nous permet de donner une
preuve du théorème de Krasnov 3.6.11 qui n’utilise pas de suite spectrale.

Dans tout ce paragraphe (X,σ) désigne une R-variété algébrique projective
de dimension n. On reprend les conventions du § 3.2, X̃ est un complexe sim-
plicial fini sous-jacent à l’espace topologique compact X tel que si la structure
réelle σ fixe globalement un simplexe s de X̃, elle fixe tous les sommets de
s ; le sous-complexe fixé par σ est noté X̃G ; C(X̃; Z2) et C(X̃G; Z2) sont les
groupes de chaînes à coefficients dans Z2. On identifie librement les groupes
d’homologie Hk(C(X̃; Z2)) avec les groupes Hk(X; Z2) et Hk(C(X̃G; Z2)) avec
Hk(X(R); Z2)).

Définition 3.6.17. — Soit (X,σ) une R-variété. Une classe invariante
α ∈ Hk(X; Z2)G est dite σ-représentable s’il existe un k-cycle invariant
c ∈ C(X̃; Z2)G qui représente α.

Lemme 3.6.18. — On reprend les notations des suites exactes (3.1) et (3.2)
avec L = ∅. Soit α ∈ Hk(X; Z2), les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

— ρk(α) = 0 dans Hk(ρC(X̃; Z2)) ;
— α est une classe invariante σ-représentable.

Démonstration. — Si α est une classe invariante σ-représentable, et c un re-
présentant invariant, il est clair que

ρ(c) = (1 + σ)(c) ≡ 0 mod 2 d’où ρk(α) = 0 .

Réciproquement, soit α ∈ Hk(X; Z2) telle que ρk(α) = 0 dans Hk(ρC(X̃; Z2))
et c ∈ Ck(X̃; Z2) un k-cycle représentant α. Il existe une (k + 1)-chaîne b ∈
ρCk+1(X̃; Z2) telle que

ρ(c) = ∂b .

Donc il existe une chaîne b̃ ∈ Ck+1(X̃; Z2) telle que

ρ(b̃) = b et ρ(c) = ∂b = ρ(∂b̃) .
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Le k-cycle c′ = ∂b̃ − c = ∂b̃ + c représente aussi α et vérifie alors ρ(c′) = 0 ;
d’après la suite exacte (3.1), on a c′ ∈ ρC(X̃; Z2)⊕C(X̃G; Z2) d’où l’invariance
de c′.

Proposition 3.6.19. — Soit (X,σ) une R-variété, les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

— (X,σ) est Galois-Maximale ;
— Pour tout 0 6 k 6 2n, toute classe d’homologie α ∈ Hk(X; Z2) inva-

riante par σ peut se représenter par un cycle invariant par σ.

Remarque 3.6.20. — En codimension complexe 1, Il est intéressant de com-
parer le résultat ci-dessus avec le théorème 3.6.15. En effet, le théorème en
question caractérise les classes algébriques invariantes représentables par des
diviseurs invariants.

Démonstration. — Soit 0 6 k 6 2n. D’après le lemme 3.6.18, on a
ker ρk ⊂ Hk(X; Z2)G. Rappelons qu’avec les notations ak = dimZ2 Im ρk
et λk = dimZ2(1 + σ∗)Hk(X; Z2), on a d’après le lemme 3.6.3, λk 6 ak et
d’après le lemme 3.6.6, λk = ak pour tout k si et seulement si (X,σ) est
Galois-Maximale. Supposons pour commencer que toute classe invariante soit
σ-représentable, on a alors

ker ρk = Hk(X; Z2)G

d’après le lemme 3.6.18. De là, ak = dim Im ρk = λk d’après le lemme 3.6.1 et
la R-variété (X,σ) est Galois-Maximale.

Réciproquement supposons que (X,σ) soit Galois-Maximale, on a alors
pour tout k ∈ {0, . . . , 2n}, dim Im ρk = λk d’où l’on déduit, en rappelant
que ker ρk ⊂ Hk(X; Z2)G, que dim ker ρk = dimHk(X; Z2)G. En utilisant en-
core une fois le lemme 3.6.18, on trouve que toute classe invariante est alors
σ-représentable.

La proposition 3.6.19 est l’élément clef d’une démonstration élémentaire du
théorème 3.6.11. La démonstration originale [Kra83, page 262] est basée sur la
dégénérescence de suites spectrales de Grothendieck. On peut en trouver une
version en anglais dans [Sil89, A1.7]. Commençons pas rappeler un lemme
essentiellement dû à Hirzebruch, lemme dont nous aurons l’usage à plusieurs
reprises dans la suite de l’ouvrage.

Lemme 3.6.21. — Soit (X,σ) une R-surface algébrique projective non sin-
gulière. On note G = {1, σ} ' Z2 et Y = X/G le quotient topologique de X
par G. Alors la classe fondamentale de X(R) dans H2(Y ; Z2) est nulle.
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Démonstration. — La surface complexe X munie de la topologie euclidienne
est une variété différentielle compacte orientée de dimension 4 sur laquelle G
agit par difféomorphismes préservant l’orientation (voir la proposition 2.2.28).
Le sous-ensemble des points fixes X(R) est une sous-variété différentielle com-
pacte dont toutes les composantes connexes sont de codimension 2 dans X ; la
projection p : X → Y est alors un revêtement double ramifié de Y de lieu de
branchement p(X(R)) [Hir69, § 1]. Si X(R) est orientable, le fibré normal N
de p(X(R)) dans Y est le carré tensoriel du fibré normal NX|X(R) de X(R)
dans X, ces fibrés étant considérés comme des fibrés (différentiels) en droites
complexes (voir Hirzebruch [Hir69, pages 259–260]). La première classe de
Chern du fibré N est donc 2-divisible dans H2(Y ; Z). La classe fondamentale
de X(R) dans H2(Y ; Z), c’est-à-dire celle de p(X(R)), est la classe duale de
Poincaré de c1(N ). Cette classe est donc 2-divisible. De même, toujours selon
[Hir69, pages 259–260], si X(R) est non orientable, sa classe fondamentale
modulo 2 dans Y est nulle. Par réduction modulo 2, on en déduit que la classe
fondamentale de X(R) dans H2(Y ; Z2) est nulle dans tous les cas.

Lemme 3.6.22. — On reprend les notations de la suite de Smith (3.2).
Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière telle que X(R) 6= ∅ et
H1(X; Z2) = 0, alors

H3(Y,X(R); Z2) ' Z2 .

De plus si β0 est la seule classe non nulle de H3(ρC(X̃; Z2)), la deuxième
composante de γ3(β0) dans H2(ρC(X̃; Z2))⊕H2(X(R); Z2), voir la suite (3.2),
est non triviale.

Démonstration. — Le lieu réel X(R) est une sous-variété différentielle de X
de dimension 2 et en particulier, bk(X(R); Z2) = 0 pour k > 2. L’hypothèse
H1(X; Z2) = 0 implique que H3(X; Z2) = 0 par dualité de Poincaré et donc
que H3(X; Z2) ' H3(X; Z2) = 0 ; la suite exacte longue (3.2) se divise :

(3.34) 0→ H4(ρC(X̃))→ H4(X; Z2)→ H4(ρC(X̃))→ H3(ρC(X̃))→ 0

0→ H3(ρC(X̃)) γ3−→ H2(ρC(X̃))⊕H2(X(R); Z2) i2−→ H2(X; Z2) ρ2−→

H2(ρC(X̃))→ H1(ρC(X̃))⊕H1(X(R); Z2)→ 0
(3.35)

La surface complexe X étant connexe par convention, on a alors d’après
(3.34) :

dimH4(ρC(X̃; Z2)) = dimH4(X; Z2) = dimH3(ρC(X̃; Z2)) = 1 .
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Le groupe Hr(ρC(X̃; Z2)) est isomorphe à Hr(Y,X(R); Z2) (proposi-
tion 3.2.5) et cet isomorphisme est naturel, il est donc loisible d’identifier
les applications γr et ∆r des suites exactes (3.2) et (3.6). On note encore β0
l’unique classe non nulle de H3(Y,X(R); Z2). À partir de la suite exacte (3.7)

H3(Y,X(R); Z2) δ3−→ H2(X(R); Z2)→ H2(Y ; Z2)

et du lemme 3.6.21 on déduit que la classe fondamentale de X(R) dans
H2(X(R); Z2) est l’image de β0 par δ3. Comme X(R) est non vide, sa classe
fondamentale est non nulle dans H2(X(R); Z2) et comme δ3 est la deuxième
composante de ∆3 : H3(Y,X(R))→ H2(Y,X(R))⊕H2(X(R)), c’est-à-dire la
deuxième composante de γ3 : H3(ρC(X̃))→ H2(ρC(X̃))⊕H2(X(R)). Comme
H3(Y,X(R); Z2) ' H3(ρC(X̃; Z2)), le lemme est démontré.

Preuve du théorème 3.6.11. — Pour tout k ∈ {0, 1, 3, 4}, on a Hk(X; Z2)G =
Hk(X; Z2) et par suite λk = ak ; en effet par hypothèse, b1(X; Z2) =
b3(X; Z2) = 0. Le défaut de Galois-Maximalité de X est donc concentré dans
le groupe H2(X; Z2). Supposons que (X,σ) ne soit pas Galois-Maximale. On
peut alors déduire de la proposition 3.6.19 qu’il existe une classe invariante
α ∈ H2(X; Z2)G qui n’est pas σ-représentable.

On utilise maintenant le fait que dans la suite exacte (3.35), l’espace d’ar-
rivée de ρ2 est aussi l’espace d’arrivée de la première composante de γ3.
Grâce au lemme 3.6.18, on en déduit que ρ2(α) 6= 0 dans H2(ρC(X̃; Z2)).
On note α′ = ρ2(α) cette classe non nulle de H2(ρC(X̃; Z2)). Par défini-
tion de ρ, si c est un représentant de α, non invariant par hypothèse, α′
est la classe de c + σ(c) dans H2(ρC(X̃; Z2)). Comme α est invariante, on
a i2(α′ ⊕ 0) = α+ σ(α) = 2α = 0 dans H2(X; Z2). La classe β0 étant la seule
classe non nulle de H3(ρC(X̃; Z2)), on peut alors déduire de l’exactitude de la
suite (3.35) en H2(ρC(X̃; Z2)) que α′ est l’image de β0 par γ3. Mais ceci est
en contradiction avec le lemme 3.6.22 qui implique que l’image de γ3 n’est pas
incluse dans H2(ρC(X̃; Z2)).

3.7. Cycles algébriques

Classe fondamentale. — Une variété topologique compacte (sans bord)
connexe V de dimension n possède une Z2-classe d’homologie fondamentale
[V ] ∈ Hn(V ; Z2). Si la variété V est de surcroit orientée (voir la défini-
tion B.5.3), alors elle possède une Z-classe d’homologie fondamentale [V ] ∈
Hn(V ; Z), voir la remarque B.5.8.
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Une variété analytique complexe (non singulière) compacte V de dimen-
sion complexe n possède donc une classe d’homologie fondamentale [V ] ∈
H2n(V ; Z). De même, une variété analytique réelle (non singulière) compacte L
de dimension n possède une classe d’homologie fondamentale [L] ∈ Hn(L; Z2).

Dans l’article [BH61], Borel et Haefliger montrent comment définir une
classe fondamentale [V ] ∈ H2n(V ; Z) dans le cas plus général où V est un
espace analytique complexe avec singularités ainsi qu’une classe fondamen-
tale [L] ∈ Hn(L; Z2) lorsque L est un espace localement analytique réel. On
trouvera une construction de cette classe fondamentale à l’aide d’une triangu-
lation semi-algébrique (voir l’appendice B.2) dans [BCR87, Theorem 11.1.1
et proposition 11.3.1].

Définition 3.7.1. — Soit X un espace analytique complexe de dimension
(complexe) n et Y un sous-espace analytique compact de dimension (com-
plexe) k. On appelle classe d’homologie représentée par Y (ou classe de Y )
et on note [Y ] ∈ H2k(X; Z) l’image de la classe d’homologie fondamentale
[Y ] ∈ H2k(Y ; Z) par le morphisme i∗ : H2k(Y ; Z) → H2k(X; Z) induit par
l’inclusion i : Y ↪→ X.

Si X est non singulier, on appelle classe de cohomologie représentée par Y
et on note ηY l’image dans H2n−2k

c (X; Z) de la classe [Y ] ∈ H2k(X; Z) par le
morphisme de dualité de Poincaré (voir le corollaire 3.1.9 pour X est compact
et le théorème B.7.1 pour le cas général)

D−1
X : H2k(X; Z2)→ H2n−2k

c (X; Z2) .

De la même façon, soit L ⊂ V un sous-espace localement analytique réel
de dimension k d’un espace localement analytique réel de dimension n. Si
L est compact, on appelle classe d’homologie représentée par L et on note
[L] ∈ Hk(V ; Z2) l’image de la classe d’homologie fondamentale [L] ∈ Hk(L; Z2)
par le morphisme induit par l’inclusion L ↪→ V .

Si V est non singulier, on appelle classe de cohomologie représentée par L
et on note ηV l’image dans Hn−k

c (V ; Z2) de [L] ∈ Hk(V ; Z2) par le morphisme
de dualité de Poincaré

D−1
V : Hk(V ; Z2)→ Hn−k

c (V ; Z2) .

Cycles algébriques. — Soit (X,σ) une R-surface projective. Le lieu com-
plexe X et le lieu réel X(R) sont chacun munis de la topologie euclidienne.
On considère le sous-groupe

Halg
1 (X(R); Z2) ⊂ H1(X(R); Z2)
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des classes d’homologie représentables par le lieu réel d’une R-courbe algé-
brique. Un problème basique est la détermination de ce groupe et l’étude de
ses applications en topologie et dans des problèmes de classification.

Plus généralement, on considère (X,σ) une R-variété projective de dimen-
sion n et Y ⊂ X une sous-variété algébrique irréductible stable par σ (ce
qui fait de (Y, σ|Y ) une R-sous-variété) de codimension k dans X. Si Y (R)
est de codimension k dans X(R), on a une classe d’homologie [Y (R)] ∈
Hn−k(X(R); Z2) où n est la dimension de X. Notons Halg

n−k(X(R); Z2) le sous-
groupe de Hn−k(X(R); Z2) engendré par de telles classes. Si X est non singu-
lière, on note aussi Hk

alg(X(R); Z2) le groupe engendré par les classes duales
de Poincaré.

Définition 3.7.2. — Le groupe Halg
n−k(X(R); Z2) est le groupe des (n− k)-

cycles algébriques de X(R) ou le groupe des cycles algébriques de codimension
k de X(R). (Remarquons que lorsque X est non singulière, il est d’usage
d’appeler aussi « cycles algébriques » plutôt que « cocycles algébriques » les
éléments du groupe Hk

alg(X(R); Z2)).

Remarque 3.7.3. — On commet ici abus de langage, un élément de
Halg
n−k(X(R); Z2) étant une classe d’homologie plutôt qu’un cycle.

Soit (X,σ) une R-variété projective, on note

Halg
∗ (X(R); Z2) =

⊕
k>0

Halg
k (X(R); Z2) ;

et si X est non singulière

H∗alg(X(R); Z2) =
⊕
k>0

Hk
alg(X(R); Z2) .

Théorème 3.7.4. — Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-variétés projectives et
f : X → Y un morphisme de R-variétés. Alors

f∗(Halg
∗ (X(R); Z2)) ⊂ Halg

∗ (Y (R); Z2) ;

et si X et Y sont non singulières,

f∗(H∗alg(Y (R); Z2)) ⊂ H∗alg(X(R); Z2) .

Démonstration. — Se déduit immédiatement des résultats de [BH61, §5].
Voir aussi [BCR98, Theorem 11.3.4].
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Théorème 3.7.5. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière. La
somme directe

H∗alg(X(R); Z2) =
⊕
k>0

Hk
alg(X(R); Z2)

est un anneau gradué pour le cup-produit.

Démonstration. — Se déduit immédiatement des résultats de [BH61, §5].
Voir aussi [BCR98, Theorem 11.3.5].

Définition 3.7.6 (Variété totalement algébrique)
Une variété algébrique réelle V telle que

Halg
∗ (V ; Z2) = H∗(V ; Z2)

est dite totalement algébrique. De même, une R-variété (X,σ) telle que

Halg
∗ (X(R); Z2) = H∗(X(R); Z2)

est dite totalement algébrique.

Exemple 3.7.7. — Les espaces projectifs Pn(R) et les grassmanniennes
Gn,k(R), voir ci-dessous, sont totalement algébriques :

Halg
∗ (Pn(R); Z2) = H∗(Pn(R); Z2) ;

Halg
∗ (Gn,k(R); Z2) = H∗(Gn,k(R); Z2) .

Voir [BCR87, Proposition 11.3.3].

Définition 3.7.8 (Grassmannienne). — Soient K un corps et n > k des
entiers naturels. La grassmannienne (ou variété de Grassmann) Gn,k(K) est
l’ensemble des k-sous-espaces vectoriels de Kn.

Remarque 3.7.9. — Cette notion généralise celle d’espace projectif. En ef-
fet, pour tout entier naturel n, Pn(K) = Gn+1,1(K).

Proposition 3.7.10. — Soient n > k des entiers naturels. La grassman-
nienne Gn,k(R) est une variété algébrique réelle affine non singulière com-
plète.

Démonstration. — Voir [BCR87, Proposition 3.4.7].

Proposition 3.7.11. — Soient n > k des entiers naturels. Les variétés al-
gébriques réelles Gn,k(R) et Gn,n−k(R) sont isomorphes.

Démonstration. — Voir [BCR87, Propositions 3.4.3, 3.4.4 et 3.4.6].
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En dehors d’un intérêt intrinsèque : caractériser les classes d’homologie pou-
vant être représentées par des sous-variétés algébriques, les groupes de cycles
algébriques interviennent dans les problèmes d’approximation d’hypersurfaces
C∞ par des hypersurfaces algébriques, voir par exemple [BCR87, § 12.4].
Une sous-variété C∞ fermée M d’une variété algébrique réelle V admet une
approximation algébrique dans V si pour tout voisinage ouvert Ω de l’inclusion
M ↪→ V , dans C∞(M,V ) (muni de la topologie C∞, voir la remarque 5.2.2),
il existe h ∈ Ω tel que h(M) est un sous-ensemble algébrique non singulier de
V . On a notamment le résultat suivant :

Théorème 3.7.12. — Soient (X,σ) une R-variété quasi-projective non sin-
gulière de dimension n telle que X(R) soit compacte non vide (i. e. X(R)
est complète, voir la définition 1.4.11) et M ⊂ X(R) une hypersurface C∞
compacte. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— La classe fondamentale [M ] de M appartient à Halg
n−1(X(R); Z2).

— M admet une approximation algébrique dans X(R).
— Il existe une difféotopie C∞ de X(R), arbitrairement proche de l’identité,

qui envoie M sur un sous-ensemble algébrique non singulier de codimen-
sion 1 de X(R).

Démonstration. — Voir [BCR87, Théorème 12.4.10].

Application cycle. — Soit (X,σ) une R-variété telle que X(R) 6= ∅. On
note HR−alg

2k (X; Z) le sous-groupe de H2k(X; Z) engendré par les classes re-
présentables par des sous-variétés algébriques complexes de dimension k fixées
par σ. On peut définir une application cycle

(3.36) ψX : HR−alg
2k (X; Z)→ Halg

k (X(R); Z2)

comme suit. Soit α ∈ HR−alg
2k (X; Z). Par hypothèse, il existe des sous-

variétés algébriques complexes irréductibles Dj j = 1, . . . , s de dimension k

telles que σDj = Dj et des entiers nj ∈ Z tels que α =
∑s
j=1 nj [Dj ].

Si dimR Dj(R) = k, l’image de Dj par ψX est la classe[Dj(R)] dans
Hk(X(R); Z2), sinon ψX(Dj) = 0. L’image de α par ψX est alors la combi-
naison linéaire

∑s
j=1 nj [Dj(R)] où la somme est restreinte aux indices j pour

lesquels dimR Dj(R) = k.
Pour des variétés algébriques réelles très particulières, on a le résultat sui-

vant.

Lemme 3.7.13. — [BH61, § 5.15, Proposition, page 496] Soit (X,σ) une
R-variété projective non singulière. Si toute classe d’homologie modulo 2 de
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X (resp. de X(R)), à support compact ou non, peut être représentée par un
cycle algébrique σ-invariant de X (resp. un cycle algébrique réel de X(R)).
Alors la réciproque de l’application cycle induit un morphisme d’anneaux

H∗(X(R); Z2)→ H∗(X; Z2)

qui double les dimensions.

Exemple 3.7.14. — Un exemple fondamental est l’espace projectif. Dans ce
cas, l’application cycle

H2k(Pn(C); Z)⊗Z Z2 ' H2k(Pn(C); Z2) −→ Hk(Pn(R); Z2)

est un isomorphisme de Z2-modules.

Application aux R-surfaces. — Nous concluons cette section en montrant
qu’une R-surface rationnelle est totalement algébrique. Nous poursuivrons
l’étude des R-surfaces totalement algébriques au chapitre 4.

Lorsque (X,σ) est une R-surface projective non singulière, les Z2-espaces
vectoriels H1(X(R); Z2) et H1(X(R); Z2) sont isomorphes par dualité de
Poincaré. On note b1(X(R)) leur dimension commune. On note de façon ana-
logue

b1alg(X(R)) = dimZ2 H
1
alg(X(R); Z2).

Une R-surface algébrique X est donc totalement algébrique (défini-
tion 3.7.6) si et seulement si

b1alg(X(R)) = b1(X(R)) .

On a des majorations naturelles de b1alg qui proviennent de la géométrie
complexe, par exemple lorsque X est simplement connexe, b1alg(X(R)) est ma-
joré par le nombre de Hodge h1,1(X) = dimCH

1(X,Ω1
X). D’autres majora-

tions proviennent de la structure réelle σ, par exemple la majoration évidente
b1alg(X(R)) 6 b1(X(R)).

À toutes fins utiles, remarquons que la décomposition

H1(X(R); Z2) =
⊕

V⊂X(R)
H1(V ; Z2)

où V décrit l’ensemble des composantes connexes de X(R) est orthogonale
pour la forme d’intersection, voir la section B.7, en particulier le corol-
laire B.7.7.

Dans le cas des surfaces, il existe une application cycle plus fine que celle
définie au paragraphe précédent.
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Proposition 3.7.15. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière.
Alors il existe un morphisme surjectif

(3.37) ϕX : Pic(X)G → H1
alg(X(R); Z2)

défini essentiellement en associant à une courbe algébrique réelle la classe
fondamentale de sa partie réelle.

Démonstration. — On se réfère à [Sil89, Chapter III]. Si (X,σ) est de lieu
réel non vide, on sait que toute classe linéaire de diviseurs qui est invariante
par σ est représentable par un diviseur lui-même invariant. L’application ca-
nonique Div(X)G → Pic(X)G est donc surjective. Comme pour (3.36), on
associe à un diviseur irréductible la classe fondamentale de son lieu réel si ce
dernier est de codimension 1 et zéro sinon. On obtient ainsi un morphisme
Div(X)G → H1(X(R); Z2). On peut montrer qu’à travers cette construction,
l’image d’un diviseur principal est nulle, puis on compose avec la dualité de
Poincaré D−1

X(R) : H1(X(R); Z2) → H1(X(R); Z2). On a alors un morphisme
bien défini ϕX : Pic(X)G → H1(X(R); Z2). Réciproquement, on montre la
surjectivité de ϕX sur H1

alg(X(R); Z2) par complexification des cycles algé-
briques de X(R). Dans le cas vide, ϕX est par convention (et par nécessité)
le morphisme nul.

On rappelle, voir la définition 3.1.14, que w1(V ) est la première classe
de Stiefel-Whitney du fibré tangent d’une variété différentielle compacte V .
Soit KX un diviseur canonique de X. Nous utiliserons les propriétés suivantes
de ϕX :

Proposition 3.7.16. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière.
Le morphisme ϕX défini ci-dessus satisfait les propriétés suivantes :

∀D ∈ Div(X)σ, ∀D′ ∈ Div(X)σ, ϕX(D) · ϕX(D′) ≡ (D ·D′) mod 2 ;
(3.38a)

w1(X(R))− ϕX(KX) ∈ ϕX(Pic0(X)G) .(3.38b)

Démonstration. — Dans (3.38a), on considère à gauche la forme d’intersection
sur l’espace vectoriel H1(X(R); Z2) et à droite la forme d’intersection sur
Pic(X). On conclut à partir du fait que la forme d’intersection est invariante,
voir la proposition 4.1.16.

Pour (3.38b) : supposons pour commencer que H1(X; Q) = 0. L’application
première classe de Chern c1 : Pic(X)→ H2(X; Z) est alors injective. Si X(R)
est non vide, Div(X)G → Pic(X)G est surjective et Pic(X)G s’injecte donc
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dans H2(X; Z) après composition par la dualité de Poincaré DX : H2(X; Z)→
H2(X; Z). Le morphisme ϕX s’identifie alors à ψX :

ψX ◦DX ◦ c1 = DX(R) ◦ ϕX .

Interprétons maintenant Pic(X) comme groupe des classes d’isomorphisme
de fibrés en droites. Sachant que c1(TX) = −c1(KX), remarquons que la res-
triction au lieu réel du fibré tangent à X est isomorphe au complexifié du fibré
tangent à X(R) :

TX |X(R) ' TX(R) ⊗C .

Par définition de ψX , on en déduit que

w1(X(R)) = D−1
X(R)(ψX(DX(c1(KX)))) = ϕX(KX) .

Dans le cas où H1(X; Q) 6= 0, l’image de DX(c1(KX)) par ψX n’est définie
qu’à ϕX(Pic0(X)G) près.

Proposition 3.7.17. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière.
Si le lieu réel X(R) possède une composante connexe non orientable, alors

b1alg(X(R)) > 1 .

Démonstration. — Ce résultat, dont la preuve initiale se trouve dans
[BKS82], est la conjonction de la proposition 3.1.15 et du fait que
w1(X(R)) ∈ H1

alg(X(R); Z2) en conséquence de la propriété (3.38b).

Théorème 3.7.18. — Soit X une R-surface projective non singulière de
genre géométrique pg(X) nul, voir la définition 4.1.1, et telle que H1(X; Z2) =
0. Alors

H1
alg(X(R); Z2) = H1(X(R); Z2) .

Nous appliquons plus bas ce théorème aux surfaces rationnelles. On pourra
consulter le survey [BCP11] consacré aux surfaces de type général de genre
géométrique nul.

Remarque 3.7.19. — L’absence de 2-torsion dans l’homologie de la sur-
face complexe X est essentielle. Il existe des R-surfaces projectives non sin-
gulières telles que pg(X) = q(X) = 0 et pour lesquelles H1

alg(X(R); Z2) (
H1(X(R); Z2), voir le théorème 4.5.17.

Démonstration. — D’après la dernière hypothèse, H1(X; Z)f = 0 de sorte que
H1(X; Q) = 0 (voir le théorème des coefficients universels B.4.3). On a donc
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pg(X) = q(X) = 0 et en conséquence du théorème de Lefschetz D.9.3, on a
Pic(X) ' NS(X) ' H1,1(X) ∩H2(X; Z) = H2(X; Z). De plus, on a

dimZ2 H
2(G,Pic(X)) = dimZ2 H

1 (G,H2(X; Z))

d’après la proposition D.6.5. Par ailleurs, l’homologie de X est sans 2-torsion,
toujours d’après le théorème des coefficients universels B.4.3, et d’après le
corollaire 3.6.12, on a dimZ2 H1(X(R); Z2) = dimZ2 H

1 (G,H2(X; Z)). Il nous
reste à prouver que

dimZ2 H
1
alg(X(R); Z2) = dimZ2 H

2(G,Pic(X)) .

On rappelle que H2(G,Pic(X)) = Pic(X)G/(1 + σ∗) Pic(X) d’après la pro-
position 3.1.4. Posons r := rg Pic(X)G et λ := dimZ2(1 + σ∗) Pic(X) ⊗Z Z2.
D’après le lemme 3.1.1, on peut trouver une base (d1, . . . , dρ(X)) du Z-module
libre Pic(X) dont les r premiers éléments forment une base de Pic(X)G et tels
que

dj ∈ (1 + σ∗) Pic(X) pour j = 1, . . . , λ ;
dj /∈ (1 + σ∗) Pic(X) pour j = λ+ 1, . . . , r .

(3.39)

Pour a et b dans Pic(X), on a

(a · b) = (σ∗a · σ∗b)

d’après la proposition 4.1.16. On en déduit que pour tout j = 1, . . . , λ et pour
tout d ∈ Pic(X)G, on a

(3.40) (dj · d) = (d′ · d) + (σ∗d′ · d) = 2(d′ · d) ≡ 0 mod 2 .

Comme les modules involutifs (Pic(X), σ∗) et (H2(X; Z),−σ∗) sont iso-
morphes d’après la proposition D.6.5, leurs invariants r et λ sont identiques
d’après la proposition 3.1.2. Le déterminant de la forme d’intersection res-
treinte à Pic(X)G est donc égal à ±2λ d’après la proposition 3.1.7.

On exprime la matrice de la forme d’intersection restreinte à Pic(X)G rela-
tivement à la base (d1, . . . , dr) mentionnée ci-dessus, on voit que l’évaluation
du déterminant et l’égalité (3.40) implique que pour tout j = λ + 1, . . . , r, il
existe k tel que

(dj · dk) ≡ 1 mod 2
et par conséquent

(ϕ(dj) · ϕ(dk)) = 1
où ϕ : Pic(X)G → H1

alg(X(R); Z2) est le morphisme défini en (3.37). Ceci
implique que pour tout j, λ < j 6 r, ϕ(dj) 6= 0. Si on remplace dj1 par
dj1 + · · ·+ djs (pour des ji distincts et tels que λ < ji 6 r, on obtient encore
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une base de Pic(X)G satisfaisant les hypothèses (3.39). Pour les mêmes raisons
que ci-dessus, ϕ(dj1 + · · · + djs) 6= 0. En d’autres termes, les ϕ(dj), j = λ +
1, . . . , r sont linéairement indépendants dans H1

alg(X(R); Z2) et finalement
puisque dimZ2 H

1
alg(X(R); Z2) 6 dimZ2 H

2(G,Pic(X)) = r − λ, on obtient
dimZ2 H

1
alg(X(R); Z2) = dimZ2 H

2(G,Pic(X)).

Corollaire 3.7.20 (Silhol). — Toute R-surface géométriquement ration-
nelle est totalement algébrique.

Remarque 3.7.21. — En fait, la preuve du théorème 3.7.18 proposée ici est
une généralisation de [Sil89, III.(3.4)]. Le théorème 3.7.18 est également, dans
cette généralité là (mais avec une preuve différente), dans [vH00, Chapter IV,
Corollary 4.4 et Chapter III, Lemma 8.9].
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Solution des exercices du chapitre 3

3.3.4 1. Le groupe fondamental de RP2 est π1(RP2) ' Z2, voir la propo-
sition 2.7.6. D’après le théorème de Hurewicz B.3.9, H1(RP2; Z) ' Z2
car c’est l’abélianisé de π1(RP2). Sachant qu’en degré zéro l’homologie
est sans torsion, le théorème des coefficients universels B.4.3 nous donne
H1(RP2; Z2) ' H1(RP2; Z)⊗ Z2 ' Z2.

2. Même calcul en partant du groupe fondamental π1(S1 × S1) ' Z ⊕ Z
ou bien par un calcul direct en utilisant la formule de Künneth, voir
l’exercice B.6.5.

3. On part de π1(K2) ' Z2 ⊕ Z.
3.3.12 On calcule les nombres de Betti totaux b∗(C; Z2) = 2 + 2g et
b∗(C(R); Z2) = 2s et on en déduit que b∗(C; Z2)−b∗(C(R); Z2) = 2(g+1−s).
3.4.10 On applique l’équation (3.17) pour k = 1

w1 = Sq0(v1) + Sq1(v0) = Sq0(v1) = v1 .

En fait comme Sqp(vq) = 0 pour p > q, la formule (3.17) se réduit à la somme

wk =
∑

p=0,...,b k2c
Sqp(vk−p) .

On calcule pour k = 2, w2 = Sq0(v2) + Sq1(v1) = v2 + v1 ^ v1, d’où
puisque v1 = w1, en notant wk wl := wk ^ wl

v2 = w2 + w2
1 .

Pour calculer v3, on utilise la formule de Wu, [MS74, Problem 8-A]

Sqp(wk) =
p∑
l=0

(
k − p+ l − 1

l

)
wp−l ^ wk+l .

qui donne

(3.41) Sq1(w2) = w1 ^ w2 + w3

et la formule de Cartan, [MS74, (4) page 91] qui donne Sq1(w1 ^ w1) =
Sq0(w1) ^ Sq1(w1)+Sq1(w1) ^ Sq0(w1) = 2 w1 ^ w1 ^ w1 = 0. De là w3 =
Sq0(v3) + Sq1(v2) = v3 + Sq1(w2 + w1 ^ w1) = v3 + Sq1(w2) + Sq1(w1 ^ w1)
d’où l’on tire

v3 = w1 w2 .

Pour v4, on va utiliser v2 ^ v2 = (w2 + w1 ^ w1) ^ (w2 + w1 ^ w1) =
w2 ^ w2 + w1 ^ w1 ^ w1 ^ w1 et encore une fois la formule de Cartan et
l’égalité (3.41) : Sq1(w1 ^ w2) = Sq0(w1) ^ Sq1(w2)+Sq1(w1) ^ Sq0(w2) =
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w1 ^ (w1 ^ w2 + w3) + w1 ^ w1 ^ w2 = w1 ^ w3. On a alors w4 =
Sq0(v4) + Sq1(v3) + Sq2(v2) = v4 + Sq1(w1 ^ w2) + v2 ^ v2 et finalement

v4 = w4 + w1 w3 + w2
2 + w4

1 .

3.4.18 NotonsX ⊂ P2(C)x:y:z la R-courbe d’équation x2+y2+z2 = 0. Son lieu
réel X(R) = X ∩P2(R) est vide. La surface topologique sous-jacente à X est
connexe de genre nul et de ce fait, on aH0(X; Z2) = H1(X; Z2) = H2(X; Z2) =
Z2. En particulier l’application Z2-linéaire σi : Hi(X; Z2) → Hi(X; Z2), i =
0, 1, 2 est l’identité. Pourtant b∗(X; Z2) = 3 alors que b∗(X(R); Z2) = 0.
3.4.21 D’après nos hypothèses, la 2me classe de Wu est un polynôme en les
m variables w2k := w2k(X), k = 1, . . . ,m dont chaque monôme appartient à
H2m(X; Z2). On a donc

P (w) =
∑

i=(i1,...,im)|
∑

2ilαil=2m

ai

m∏
l=1

wαil
2il

d’où, en posant ck := ck(X), k = 1, . . . ,m

P (c) =
∑

i=(i1,...,im)|
∑

2ilαil=2m

ai

m∏
l=1

c
αil
il

.

Sachant que σ∗ck = (−1)kck, on obtient

σ∗P (c) =
∑

i=(i1,...,im)|
∑

2ilαil=2m

ai

m∏
l=1

(−1)ilαil cαilil

d’où le résultat puisque pour chaque i = (i1, . . . , im),
∑
ilαil = m.





CHAPITRE 4

SURFACES

On trouvera dans ce chapitre des éléments de classification des surfaces algé-
briques réelles. Certains résultats classiques, d’autres plus récents. On a tenté
de dresser un panorama mais sans viser l’exhaustivité, la sélection s’étant faite
en fonction des goûts de l’auteur. On y trouvera ainsi des rappels de géométrie
des surfaces complexes et des surfaces réelles, le fil directeur étant de décrire,
lorsqu’ils sont connus, les types topologiques, les classes de déformations, et
l’existence ou non de surfaces totalement algébriques dans chaque famille.

Une classification fine des variétés algébriques réelles procède idéalement,
comme dans le cas algébriquement clos, d’un invariant discret : un multi entier,
qui classifie grosso modo le type topologique de la variété, et pour chaque
valeur de cet invariant, d’un invariant continu : un espace de modules (1). Une
classification achevée équivaudrait à une correspondance biunivoque entre les
espaces de modules irréductibles et les valeurs de l’invariant multi entier.

Le premier invariant entier naturel est la dimension. En dimension 1, la
classification topologique, connue depuis Klein, a été décrite en section 3.5,
nous la rappelons ici à titre de motivation. À toute R-courbe projective non
singulière (X,σ) correspond un triplet d’entiers (g, s, a) où g := g(X) est le
genre de la surface compacte orientable X, s := s(X,σ) est le nombre ce com-
posantes connexes de X(R) et a := a(X,σ) est l’invariant binaire déterminé
par a := 2−#π0(X \X(R)). Ces invariants sont soumis aux relations :

1. Si a = 0, c’est-à-dire si la courbe est séparante, voir la définition 3.5.1,
alors 1 6 s 6 g + 1 et g − s ≡ 1 mod 2.

1. D’un point de vue ensembliste, un « espace de modules » est un ensemble d’objets à
isomorphisme près. Nous contenterons de ce point de vue ici. Munir un tel ensemble d’une
structure intéressante d’« espace » est rarement trivial.
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2. Si a = 1, alors 0 6 s 6 g.
La classification topologique discrète des R-courbes s’énonce alors comme suit.
Pour tout triplet d’entiers (2) (g, s, a), a ∈ {0, 1}, satisfaisant les contraintes
ci-dessus, il existe une R-courbe projective non singulière (X,σ) qui le réalise,
c’est-à-dire telle que g(X) = g, s(X,σ) = s et a(X,σ) = a. La classification
topologique fine des R-courbes s’en déduit car deux R-courbes (X,σ) et (Y, τ)
sont déformation l’une de l’autre si et seulement si leurs triplets coïncident :
(g(X), s(X), a(X)) = (g(Y ), s(Y ), a(Y )), voir [Gab00].

À partir de la dimension 2, même pour des classes particulières de surfaces,
il est souvent très difficile de parvenir à une classification aussi précise, et on
commence généralement par classifier les lieux réels à homéomorphisme près,
voir la section 4.2. Même lorsque l’on a identifié un multi entier convenable
pour classifier un type donné de surfaces, et même si l’on est parvenu à définir
une structure convenable sur l’espace de modules correspondant à un multi
entier donné, il n’est pas clair que le nombre de composantes irréductibles
de cet espace de modules soit fini. Lorsque c’est le cas, il est souvent difficile
de connaître le nombre de composantes irréductibles, et même le nombre de
composantes connexes.

Nous énumérons dans ce chapitre :
1. Les classifications connues des lieux réels des R-surfaces.
2. Les classifications connues à isomorphismes de R-surfaces près.
3. Les cas où on connait la solution au problème de « quasi-simplicité »

(version réelle du problème Def=Diff, voir la question 4.3.29).

Exemple 4.0.1. — Nous étudions dans ce chapitre diverses « classes » de
R-surfaces. Le terme « classe » étant volontairement vague, on classifie par
exemple les types topologiques possibles d’une

— R-surface géométriquement rationnelle, définition 4.4.1, la « classe » est
alors une classe C-birationnelle ;

— R-surface rationnelle, définition 4.4.1, la « classe » est alors une classe
R-birationnelle ;

— R-surface d’Enriques, définition 4.5.13 (resp. K3, définition 4.5.3) : les
R-surfaces (X,σ) et (Y, τ) appartiennent à la même « classe » si les sur-
faces complexes X et Y appartiennent à l’unique famille irréductible de
déformations complexes (définition 4.3.25) de surfaces d’Enriques (resp.
de surfaces K3) ;

2. Entiers qui sont naturels d’après les contraintes en question.
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— R-surface elliptique, définition 4.6.1 : les R-surfaces (X,σ) et (Y, τ) ap-
partiennent à la même « classe » si les surfaces complexes X et Y ap-
partiennent à l’une des familles irréductibles (qui sont en nombre infini)
de déformations complexes ;

— R-surface elliptique jacobienne d’irrégularité nulle et de caractéristique
d’Euler holomorphe donnée, la « classe » est alors de nouveau une unique
famille irréductible de déformations complexes.

4.1. Courbes et diviseurs sur les surfaces complexes

La section 2.6 du chapitre 2 est consacrée aux diviseurs sur les variétés de
dimension quelconque. On rappelle en particulier que sur une variété com-
plexe irréductible non singulière X, on a une correspondance biunivoque entre
diviseurs de Cartier et diviseurs de Weil et que les groupes modulo équi-
valence linéaire Cl(X) et CaCl(X) sont isomorphes. À tout diviseur D sur
X représenté par (Ui, fi)i, on associe un fibré en droites OX(D) défini par
OX(D)|Ui = f−1

i OX |Ui , voir la définition 2.6.11. Si la variété X est quasi-
projective et non singulière, D 7→ OX(D) induit un isomorphisme

Cl(X) ' Pic(X) ,

voir le corollaire 2.6.17.
Sur une surface, les diviseurs premiers sont les courbes irréductibles et les

diviseurs sont les combinaisons linéaires à coefficients entiers de courbes ir-
réductibles. Lorsque cette combinaison linéaire est à coefficients positifs, le
diviseur est effectif. De nombreux auteurs conviennent qu’une courbe sur une
surface est un diviseur effectif sur cette surface, on retrouve les courbes planes
de la section 1.6 qui pouvaient être réductibles et non réduites. Rappelons,
définition 2.6.26, que le diviseur canonique KX d’une surface complexe X est
un (3) diviseur associé au fibré canonique KX = det ΩX . On a en particulier
OX(KX) =

∧2 ΩX = Ω⊗2
X . Sur une R-surface (X,σ), le fibré canonique est

un R-fibré, σKX = KX . Rappelons que d’après le théorème de Cartan-Serre
D.1.3, les C-espaces vectorielsH i(X,F) de cohomologie d’un faisceau cohérent
F sont de dimension finie.

Définition 4.1.1. — Soit X une surface projective complexe non singulière
(ou plus généralement une surface kählérienne compacte).

3. Rappelons qu’il est d’usage de dire « le » diviseur canonique alors qu’il n’est défini qu’à
équivalence linéaire près.



214 CHAPITRE 4. SURFACES

1. Le genre géométrique de X est pg(X) := dimH2(X,OX).

2. L’irrégularité de X est q(X) := dimH1(X,OX).

3. La caractéristique d’Euler holomorphe de X est

χ(OX) = 1− q(X) + pg(X) .

4. Les nombres de Hodge de X sont ha,b(X) := dimHb(X,Ωa
X).

Proposition 4.1.2. — Soit X une surface surface kählérienne compacte. On
a les identités :

1. pg(X) = dimH0(X,KX) = h2,0(X) = h0,2(X) ;

2. q(X) = h1,0(X) = h0,1(X) = h3,0(X) = h0,3(X).

Démonstration. — On pourra se reporter à l’appendice D. Par symétrie de
Hodge, on a hp,q = hq,p. Comme H0(X,KX) = H0(X,Ω2

X), on a h2,0(X) =
dimH0(X,KX). On aurait pu aussi utiliser la dualité de Serre : H2(X,OX) =
H0(X,KX). Pour terminer, on a recours à la dualité de Poincaré à coefficients
dans C qui donne bk = b4−k. Comme cette dualité est compatible avec la
décomposition de Hodge, on obtient hp,q = h2−p,2−q.

Définition 4.1.3. — Soit X une surface projective complexe irréductible
et non singulière. Soit m > 1, le nombre Pm(X) := dimH0(X,K⊗mX ) est le
me plurigenre de X. En particulier, P1(X) = pg(X). La dimension canonique
κ(X) ou dimension de Kodaira est la dimension d’Itaka du diviseur canonique :

κ(X) :=
{
−∞ si Pm(X) = 0 pour tout m > 1 ;
k > 0 le plus petit entier tel que la suite

{Pm(X)
mk

}
m

soit bornée.

Si ϕmK désigne l’application rationnelle de X dans un espace projectif as-
sociée au système linéaire |mK|, alors κ(X) est la dimension maximum des
images ϕmK(X) pour m > 1.

La dimension de Kodaira est définie plus généralement pour les variétés
analytiques complexes compactes et pour une surface X, κ(X) peut prendre
les valeurs −∞, 0, 1, 2, voir la définition D.4.8, la proposition D.4.9 et la re-
marque D.4.10. Nous nous concentrerons tour à tour sur les types de surfaces
de dimension de Kodaira donnée.

Rappelons qu’une variété projective est de type général si son fibré cano-
nique est gros, ce qui équivaut à κ(X) = dimX, voir les définitions 2.6.22 et
2.6.29.
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Définition 4.1.4. — Une surface projective complexe X (resp. une R-
surface projective (X,σ)) est de type général si κ(X) = 2, de type spécial si
κ(X) < 2.

Remarque 4.1.5. — Dans le cadre des schémas, la dimension de Kodaira
est invariante par changement de base, ainsi pour un R-schéma projectif X,
on a κ(X) = κ(X ×Spec R Spec C).

Forme d’intersection. — Le Z-module libre Div(X) engendré par les
courbes d’une surface projective non singulière X possède une forme bili-
néaire symétrique qui fait de Cl(X) un module quadratique.

On commence par généraliser la définition 1.6.11 de multiplicité d’intersec-
tion des courbes du plan P2(C) aux courbes sur une surface non singulière
quelconque.

Définition 4.1.6. — Soient X une surface quasi-projective complexe non
singulière, C1, C2 deux courbes irréductibles distinctes sur X et P un point
de X. Si P ∈ C1 ∩ C2 et si fi est une équation de Ci (i = 1, 2) dans l’anneau
local OX,P de X en P , on pose :

(C1 · C2)P := dimCOX,P /(f1, f2) .

Si P /∈ C1∩C2, on pose (C1·C2)P := 0. Le nombre ainsi défini est lamultiplicité
d’intersection des courbes C1 et C2 au point P .

Si (C1 · C2)P = 1, on dit que les courbes C1 et C2 sont transverses (ou se
rencontrent transversalement en P.

Exercice 4.1.7. — 1. Montrer que si P ∈ C1∩C2, l’anneauOX,P /(f1, f2)
est un C-espace vectoriel de dimension finie (Utiliser le théorème des
zéros de Hilbert).

2. Montrer que (C1 ·C2)P = 1 si et seulement si f1 et f2 engendrent l’idéal
maximal mP (c’est-à-dire si et seulement si f1 et f2 forment un système
système local de paramètres de X au voisinage de P , voir la défini-
tion 1.5.47).

Définition 4.1.8. — Soient X une surface projective complexe non singu-
lière, C1, C2 deux courbes irréductibles distinctes sur X. On note

(C1 · C2) :=
∑
P∈X

(C1 · C2)P =
∑

P∈C1∩C2

(C1 · C2)P .

C’est le nombre d’intersection des courbes C1 et C2.
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Théorème 4.1.9. — Soit X une surface projective complexe non singulière.
Il existe une unique forme bilinéaire symétrique

Div(X)×Div(X) −→ Z , (A,B) 7−→ (A ·B)

ayant les propriétés suivantes :
— Si A et B sont des courbes non singulières dont l’intersection est trans-

verse, alors (A ·B) = #(A ∩B) ;
— si A et A′ sont linéairement équivalents, alors (A · B) = (A′ · B) pour

tout diviseur B sur X.

Démonstration. — Voir [Bea78, I.4].

Définition 4.1.10. — Soient X une surface projective complexe non sin-
gulière. Du théorème 4.1.9, on déduit une forme bilinéaire symétrique sur le
Z-module Cl(X), la forme d’intersection

Cl(X)× Cl(X) −→ Z , (A,B) 7−→ (A ·B) .

Soient A et B des diviseurs sur X, (A · B) est le nombre d’intersection de A
et B et on note (A)2 = (A ·A) le nombre d’auto-intersection de A.

Pour simplifier, on notera parfois abusivement A·B le nombre d’intersection
(A ·B) lorsque le contexte le permettra.

Proposition 4.1.11. — Soient X une surface projective complexe non sin-
gulière, L1 et L2 des fibrés en droites sur X. On pose

(L1 · L2) = χ(OX)− χ(L−1
1 )− χ(L−1

2 ) + χ(L−1
1 ⊗ L

−1
2 ) .

Alors
Pic(X)× Pic(X) −→ Z , (L1,L2) 7−→ (L1 · L2)

est une forme bilinéaire symétrique sur le Z-module Pic(X) et l’isomorphisme
de Z-modules Cl(X) ' Pic(X) induit par D 7→ OX(D) est une isométrie pour
les formes bilinéaires symétriques sur Cl(X) et Pic(X) : si A et B sont deux
diviseurs sur X, on a

(OX(A) · OX(B)) = (A ·B) .

Démonstration. — Voir [Bea78, Théorème I.4].

La restriction d’un fibré en droites sur une courbe projective possède un
degré.
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Proposition 4.1.12. — Soit C une courbe projective irréductible non singu-
lière sur X et L un fibré en droites sur X. Alors

(OX(C) · L) = deg(L|C) .

Démonstration. — Voir [Bea78, Lemme I.6].

Exemple 4.1.13. — 1. Si X = P2(C), alors Pic(X) = Z est engendré
par la classe d’une droite (voir l’exercice 2.6.5). Toute courbe de degré d
sur X est linéairement équivalente au diviseur dH où H est une droite.
Soient C,C ′ deux courbes de degrés respectifs d, d′ et L,L′ deux droites
distinctes ; du fait que C ∼ dL et C ′ ∼ d′L′, on retrouve le théorème de
Bézout :

(C · C ′) = (dL · d′L′) = dd′(L · L′) = dd′ .

2. Si X = P1(C)×P1(C), alors Pic(X) = Z×Z est engendré par les classes
de F1 = {0} × P1(C) et F2 = P1(C) × {0}. La table de multiplication
est donnée par (F 2

1 ) = (F 2
2 ) = 0 et (F1 · F2) = 1. Une courbe sur X

est déterminée par un polynôme bihomogène en quatre variables. Soient
C,C ′ deux courbes de bidegrés (d1, d2), (d′1, d′2), on a

(C · C ′) = (d1F1 + d2F2) · (d′1F1 + d′2F2) = d1d
′
2 + d′1d2 .

Par l’intermédiaire de l’application première classe de Chern c1 : Pic(X)→
H2(X; Z), voir l’appendice D, on peut lier la forme d’intersection avec le cup-
produit, voir la section B.7 :

Proposition 4.1.14. — Soient X une variété complexe non singulière de
dimension n et Y une sous-variété complexe non singulière de codimension 1
compacte, alors la classe fondamentale de Y dans H2n−2(X; Z) est duale de
Poincaré de c1(OX(Y )) ∈ H2

c (X; Z).

Démonstration. — Voir [Hir66, Theorem 4.9.1].

Proposition 4.1.15. — Soient X une surface projective complexe non singu-
lière et D,D′ des diviseurs de X, alors c1(OX(D)) ∈ H2(X; Z), c1(OX(D′)) ∈
H2(X; Z) et

(D ·D′) = c1(OX(D)) ^ c1(OX(D′)) .

Démonstration. — Voir [Ibid.].
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Proposition 4.1.16. — La forme d’intersection sur une R-surface projec-
tive non singulière (X,σ) est compatible avec la structure réelle :

∀L,L′ ∈ Pic(X), (L · L′) = (σL · σL′)

et
∀A,B ∈ Cl(X), (A ·B) = (σA · σB) .

Démonstration. — Afin d’utiliser la proposition 4.1.11, on rappelle que

χ(L) =
∑

(−1)k dimCH
k(X,L) .

Il suffit alors d’appliquer la proposition 2.2.2 pour trouver la première égalité.
Pour passer aux classes linéaires de diviseurs, on utilise la proposition 2.6.30.

On peut remarquer qu’au vu de la section 3.7, ce résultat est aussi une consé-
quence du corollaire 3.1.9 en cohomologie singulière. On pourra se reporter si
besoin à [Sil89, II.1].

Dans la suite du chapitre, on identifiera librement Pic(X) et Cl(X) lorsque
X est une surface projective non singulière.

Théorème 4.1.17 (Dualité de Serre). — Soient X une surface projective
non singulière et L un fibré en droites sur X, alors

Hk(X,L) ' H2−k(X,KX ⊗ L−1) .

En particulier
χ(L) = χ(KX ⊗ L−1) .

Démonstration. — Voir [Bea78, Théorème I.11].

Théorème 4.1.18 (Formule de Riemann-Roch pour les surfaces)
Soit X une surface projective non singulière et D un diviseur sur X,

alors
χ(OX(D)) = 1

2D · (D −KX) + χ(OX) .

Démonstration. — Pour tout diviseur A sur X, on a (OX(−A))−1 = OX(A)).
On a donc d’après la proposition 4.1.11 :

(−D) · (D −KX) =
χ(OX)− χ(OX(D))− χ(OX(KX −D)) + χ(OX(D)⊗OX(KX −D)) .

En utilisant la dualité de Serre appliquée à OX(KX −D), on trouve

(−D) · (D −KX) = χ(OX)− χ(OX(D))− χ(OX(D)) + χ(OX(KX))
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d’où l’on déduit la formule cherchée en appliquant la dualité de Serre au fibré
canonique : χ(OX(KX)) = χ(OX).

La caractéristique d’Euler holomorphe d’une surface complexe X est reliée à
sa caractéristique d’Euler topologique χtop(X) =

∑4
k=0(−1)k dimQHk(X; Q)

par la formule suivante :

Théorème 4.1.19 (Formule de Noether). — Soit X une surface projec-
tive complexe non singulière. Alors

χ(OX) = 1
12(K2

X + χtop(X)) .

Cette formule est souvent exprimée avec les nombres de Chern c2
1(X) =

(K2
X) et c2(X) = χtop(X). Ce qui donne

χ(OX) = 1
12(c2

1(X) + c2(X)) .

Démonstration. — Voir [GH78, III.5].

Définition 4.1.20. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière.
On rappelle, voir la définition 2.6.34, le théorème 2.6.35 et la définition 2.6.36,
que NS(X) = Pic(X)/Pic0(X) est le groupe de Néron-Severi de la surface
complexe X, que ρ(X) = rg(Pic(X)/Pic0(X)) est le nombre de Picard de X
et que, si X(R) est non vide, ρR(X) = rg(Pic(X)G/Pic0(X)G) est le nombre
de Picard réel de la R-surface (X,σ).

Remarque 4.1.21. — Par définition, on a ρR(X) 6 ρ(X). D’après la pro-
position 2.6.37, si q(X) = 0, alors ρ(X) = rg Pic(X) et si de plus X(R) est
non vide, alors ρR(X) = rg Pic(X)G d’après le théorème 2.6.32.

Définition 4.1.22. — Soient X une surface projective complexe non
singulière et A,B des diviseurs sur X. On désigne par A ≡ B la relation
d’équivalence numérique : A ≡ B si et seulement si (A · C) = (B · C) pour
tout diviseur effectif C sur X. On note

Num(X) := Div(X)/ ≡

le groupe quotient.

Proposition 4.1.23. — Soit X une surface algébrique complexe projective
non singulière, alors

Num(X) ' NS(X)/Tor(NS(X)) .

Démonstration. — Voir [GH78, Chapter V].
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Théorème 4.1.24 (Indice de Hodge). — Soient X une surface projective
non singulière et H un diviseur ample sur X. Si D est un diviseur sur X tel
que D ·H = 0, alors (D2) 6 0 avec égalité si et seulement si D ≡ 0.

Démonstration. — On rappelle que pour un diviseur D sur X, on note
hk(D) = dimHk(X,OX(D)).

Affirmation : si D est un diviseur sur X tel que (D2) > 0, alors ou bien
h0(mD) 6= 0, ou bien h0(−mD) 6= 0 pour m suffisamment grand.

On en déduit alors qu’ou bienmD, ou bien−mD est équivalent à un diviseur
effectif non nul pour m suffisamment grand et donc que H ·D > 0 ou H ·D < 0
et la première partie du théorème est démontrée.

Montrons l’affirmation. Soit D un diviseur sur X tel que (D2) > 0. Alors
d’après Riemann-Roch χ(OX(mD)) est équivalent à m2

2 (D2) lorsque m tend
vers l’infini. Comme h0(mD) + h2(mD) > χ(OX(mD)), ou bien h0(mD),
ou bien h2(mD) tend vers l’infini avec m. Par dualité de Serre h2(mD) =
h0(KX −mD). Maintenant en utilisant le même argument en remplaçant D
par −D, on conclut que h0(−mD) ou h0(KX +mD) tend vers l’infini avec m.
Mais h0(KX−mD) et h0(KX +mD) ne peuvent pas tendre tous les deux vers
l’infini avec m. En effet, si s ∈ H0(X,OX(KX −mD)), alors la multiplication
par s induit une inclusion H0(X,OX(KX + mD)) ↪→ H0(X,OX(2KX)). En
particulier, ou bien h0(mD) 6= 0, ou bien h0(−mD) 6= 0 pour m suffisamment
grand.

Pour la deuxième partie du théorème, supposons que D ·H = 0, que (D2) =
0 et par contradiction que D · C > 0 pour un diviseur effectif C. Posons
λ = p

q ∈ Q défini par (C − λH) ·H = 0. Alors mD + q(C − λH) ne satisfait
pas (mD+ q(C − λH))2 6 0 si m est suffisamment grand et pourtant (mD+
q(C − λH)) ·H = 0.

Corollaire 4.1.25. — Soit X une surface projective complexe non sin-
gulière. Alors on a pour l’indice de la forme d’intersection, voir la défini-
tion 3.4.1 :

τ(X) = 2 + 2h0,2(X)− h1,1(X) = 2 + 4pg(X)− b2(X) .

Démonstration. — En effet, d’après le théorème de l’indice de Hodge, la res-
triction de la forme d’intersection Q à H1,1(X) a pour signature (1, h1,1(X)−
1). Comme la restriction de Q à H2,0(X)⊕H0,2(X) est définie positive, la si-
gnature de Q est donc (h2,0(X)+h0,2(X)+1, h1,1(X)−1). Il ne reste qu’à rap-
peler les relations h2,0(X) = h0,2(X) = pg(X) et b2(X) = h2,0(X) +h1,1(X) +
h0,2(X).
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Éclatement. — Voir l’appendice F ou [Bea78, II.1].
Soit X une surface projective complexe et P ∈ X un point non singulier.

Il existe une surface X̃ et un morphisme birationnel π : X̃ → X, uniques à
isomorphisme près, tels que :

1. La restriction de π à X̃ \ π−1(P )→ X \ {P} est un isomorphisme.
2. EP := π−1(P ) est isomorphe à P1(C).
3. La variété X̃ est non singulière le long du diviseur EP .

Définition 4.1.26. — Le morphisme π est l’éclatement de X en P (ou centré
en P ), la surface BPX := X̃ est la surface éclatée de X en P et la courbe
EP := π−1(P ) est la courbe exceptionnelle de l’éclatement.

Exemple 4.1.27 (Éclatement d’un point du plan affine)
En appliquant la définition F.2.1, et en se restreignant à un voisinage

affine de (0, 0), on obtient que la surface éclatée B(0,0)A2 de A2 en (0, 0) est
l’hypersurface quadrique définie dans A2 ×P1 par

B(0,0)A2 = {((x, y), [u : v]) ∈ A2
x,y ×P1

u:v | uy = vx} .

Voir la figure 4.1 (4).

Exemple 4.1.28 (Éclatement d’un point du plan projectif)
La surface éclatée B(0:0:1)P2 de P2 en P = (0 : 0 : 1) est la surface

algébrique P̃2 définie localement au-dessus du voisinage U = (z 6= 0) de P par

BPU := {((x, y), [u : v]) ∈ Ux,y ×P1
u:v | uy = vx}.

Plus généralement, l’éclatée du plan projectif P2
x:y:z en un point P = (a :

b : 1) de l’ouvert affine (z 6= 0) est donné par

B(a:b:1)P2 := {([x : y : z], [u : v]) ∈ P2
x:y:z ×P1

u:v |
u(y − bz)− v(x− az) = 0},

et en particulier

B(0:0:1)P2 := {([x : y : z], [u : v]) ∈ P2
x:y:z × P1

u:v | uy − vx = 0}.

Remarque 4.1.29. — Si X est un espace analytique complexe, on déduit
des exemples ci-dessus une description de l’éclatement de X en un point non
singulier P . Il suffit de réaliser l’éclatement dans une carte qui envoie un
voisinage ouvert de P sur un ouvert de C2. On prendra garde qu’en général

4. Figure réalisée par Daniel Naie.
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Figure 4.1. Éclatement : la courbe exceptionnelle est représentée
par la droite verticale.

pour la topologie de Zariski, on ne peut pas se contenter de cette description
« locale » de l’éclatement. En effet, si une surface contient un ouvert dense
isomorphe à un ouvert non vide de A2, c’est qu’elle est rationnelle, voir la
définition 4.4.1.

Proposition 4.1.30. — Soient X une surface projective complexe non singu-
lière, π : X̃ → X l’éclatement de X en un point P et E la courbe exceptionnelle
de π.

1. L’application Pic(X)⊕ Z→ Pic(X̃) définie par (A,n) 7→ π∗A+ nE est
un isomorphisme.

2. Soient A et B des diviseurs sur X, on a

(π∗A · π∗B) = (A ·B), (E · π∗A) = 0, (E)2 = −1 .

3. On a NS(X̃) ' NS(X)⊕ Z[E].
4. On a K

X̃
= π∗KX + E.

Démonstration. — Voir [Bea78, II.3].
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Remarque 4.1.31. — On peut aussi éclater en un point singulier. Dans
l’exemple 4.7.6, on calcule l’éclatement d’un point double.

Formules d’adjonction. — Soit f : C → X le plongement d’un diviseur
effectif dans une surface X et soit D un diviseur de X, on pose :

OC(D) := f∗(OX(D))

en particulier, OC(C) = OX(C)|C . Si C est non singulière, OC(C) est le fibré
normal à C dans X.

Théorème 4.1.32 (Variété non singulière). — Soient X une variété
complexe non singulière et Y une sous-variété complexe non singulière de co-
dimension 1, alors

KY = KX ⊗OX(Y )|Y .

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Theorem I.6.3].

Remarque 4.1.33. — Les fibrés canoniques KX et KY (voir l’appendice D)
sont définis pour des variétés et sous-variétés non singulières.

Corollaire 4.1.34 (Courbes non singulières sur les surfaces)
Soient X une surface complexe (non singulière mais pas forcément

connexe ni compacte) et C une courbe non singulière de X, alors le faisceau
canonique de C satisfait la relation :

KC = KX ⊗OC(C) .

Remarque 4.1.35. — Lorsque C est singulière, le second membre de la
formule précédente est encore défini et détermine un faisceau :

ωC := KX ⊗OC(C) .

A priori, le faisceau ainsi défini dépend du plongement de C dans X, mais
on peut montrer qu’il n’en est rien et qu’en fait ωC est le faisceau dualisant
de C. Voir [BHPVdV04, II.1] et [Har77, III.7].

Genre d’une courbe plongée. — Cette sous-section est inspirée de
[BHPVdV04, II.11]. Soit C une courbe complexe non singulière connexe,
le genre géométrique de C est le genre de la surface topologique sous-jacente
(voir la définition E.1.2). Soit C est une courbe complexe irréductible réduite
et ν : C̃ → C sa normalisation (voir l’exemple 1.5.38) ; la normalisée C̃ est
une courbe non singulière connexe.
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Définition 4.1.36. — Le genre géométrique g(C) d’une courbe algébrique
complexe irréductible réduite C est un invariant birationnel égal au genre
topologique de sa normalisée :

g(C) := g(C̃) .

Définition 4.1.37. — Le genre arithmétique pa(C) d’une courbe algébrique
complexe C (ni supposée réduite, ni supposée irréductible) est donné par :

pa(C) := 1− χ(OC) .

Remarque 4.1.38. — Si C est irréductible réduite non singulière, alors
pa(C) = g(C).

Remarque 4.1.39. — Supposons C irréductible, réduite et plongée dans une
surface non singulière X, alors

1. Le genre arithmétique de C est égal au genre géométrique g(C ′) d’une
courbe non singulière C ′ obtenue en perturbant C dans la surface X
lorsque c’est possible (la courbe C ′ ⊂ X est linéairement équivalente à
C).

2. D’après la remarque 4.1.35, on a

pa(C) = 1− χ(OC) = 1 + χ(ωC) .

Définition 4.1.40. — Soient C une courbe sur une surface complexe
non singulière et P un point de multiplicité rP de C. Le point P est un
point multiple ordinaire de C s’il est localement analytiquement isomorphe à∏
k=1,...,rP (x− εky) = 0 où ε est une racine primitive rP e de 1.

Lemme 4.1.41. — Soient P est un point multiple ordinaire de multiplicité
rP sur une courbe irréductible C et C̃ la transformée stricte de C par l’éclate-
ment de X centré en P . Alors

C̃2 = C2 − r2
P .

Démonstration. — D’après [Bea78, Lemme II.2], on a π∗C = C̃ + rEP , la
formule découle alors de la proposition 4.1.30.

Définition 4.1.42. — SoientX une surface, P ∈ X un point non singulier et
X ′ → X l’éclatement deX centré en P de courbe exceptionnelle EP ⊂ X ′. Soit
Q ∈ EP , on dit que Q est un point infiniment proche de P . Plus généralement,
si π : X ′′ → X est une succession d’éclatements, tout point Q ∈ X ′′ tel que
π(Q) = P est un point infiniment proche au-dessus de P .
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Soit C ⊂ X une courbe réduite sur une surface non singulière. On pose
δP (C) =

∑ 1
2rQ(rQ − 1) où la somme est prise sur les points Q infiniment

proches au-dessus de P y compris P . En particulier, si P est un point multiple
ordinaire de multiplicité r sur C, on a δP (C) = 1

2rP (rP − 1) ; un point double
ordinaire compte pour 1, un triple pour 3 et un quadruple pour 6 [Har77,
Chapitre V, exercice 3.7].

Proposition 4.1.43. — Soient C ⊂ X une courbe irréductible réduite sur
une surface non singulière et ν : C̃ → C la normalisation de C, on a

pa(C) = g(C̃) + δ(C)

où δ(C) =
∑
P∈C δP (C). Si C est non singulière, δ(C) = 0.

Démonstration. — Voir [Har77, Chapitre V, exemple 3.9.2].

Théorème 4.1.44 (Adjonction pour les courbes singulières)
Soient X une surface analytique complexe (non singulière mais pas for-

cément connexe ni compacte) et C une courbe compacte (ni supposée réduite,
ni supposée irréductible) de X, alors

2pa(C)− 2 = deg(KX ⊗OC(C)) .

Si X est de surcroît compacte, la forme d’intersection est bien définie et l’éga-
lité précédente devient :

(4.1) 2pa(C)− 2 = C · (KX + C) .

Exercice 4.1.45. — Soit (C, σP|C) une R-courbe projective plane irréduc-
tible réduite de degré 4. Montrer que si C est rationnelle, c’est-à-dire si g(C) =
0, alors au moins l’un de ses points singuliers est réel, c’est-à-dire Sing(C) ∩
C(R) 6= ∅.

Voici un autre exemple d’application de la formule d’adjonction aux R-
courbes, cet exemple est issu de [KM16, Proposition 23].

Proposition 4.1.46. — Soit C ⊂ P1 × P1 une R-courbe rationnelle dont
le lieu réel C(R) est non singulier, C(R) ∩ Sing(C) = ∅. Alors la classe
fondamentale [C(R)] ∈ H1(T2,Z2) est non nulle.

Démonstration. — Soit {E1, E2} une base de H2(P1(C)×P1(C); Z) telle que
(Ek)2 = 0 et E1 ·E2 = 1. La classe fondamentale de la courbe complexe C vaut
donc a1E1 +a2E2 où a1 et a2 sont des entiers naturels. La classe fondamentale
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du diviseur canonique est quant à elle donnée par KX = −2E1 − 2E2. La
formule d’adjonction donne donc

2pa(C)−2 =
(
a1E1 +a2E2

)
·
(
(a1−2)E1 +(a2−2)E2

)
= a1(a2−2)+a2(a1−2),

de sorte que

(4.2) pa(C) = (a1 − 1)(a2 − 1) .

Comme C est stable par σ, on a de plus

ak = (C · E3−k) ≡
(
C(R) · E3−k(R)

)
mod 2

pour k ∈ {1, 2}. C’est pourquoi si la classe [C(R)] ∈ H1(T2,Z2) était nulle,
a1, a2 seraient tous deux pairs. Si bien que pa(C) serait impair. Mais C étant
rationnelle g(C̃) = 0. En conséquence C possèderait un nombre impair de
points singuliers dont l’un serait nécessairement réel.

En utilisant la formule d’adjonction (4.1), on définit plus généralement le
genre virtuel d’un diviseur D sur une surface compacte :

(4.3) pv(D) := 1
2
(
D · (KX +D)

)
+ 1 .

Si D = A+B avec A et B des diviseurs effectifs, on a alors

(4.4) pv(D) := pa(A) + pa(B) +A ·B − 1

et

(4.5) pv(−D) = D2 − pa(D) + 2 .

Voir par exemple [Har77, Chapitre V, exercice 1.3].

Proposition 4.1.47. — [BHPVdV04, II.11.c] Soit C une courbe réduite et
connexe sur une surface X, alors pv(C) = pa(C) > 0.

Exercice 4.1.48. — Soit C = C1+C2 la réunion de deux courbes rationnelles
non singulières disjointes, on a χtop(C) = 4 et pv(C) = −1.

4.2. Exemples de R-surfaces

Commençons par rappeler la définitions de quelques surfaces remarquables
de dimension de Kodaira négative, κ = −∞.

Définition 4.2.1 (Surfaces de Hirzebruch, [Hir51])
Une surface complexe X est une surface de Hirzebruch d’indice n, notée

Fn, si c’est l’espace total d’un fibré localement trivial en P1(C) au-dessus de
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P1(C) : Fn = PP1(OP1 ⊕ OP1(n)), c’est-à-dire que Fn est le fibré projectif
associé au fibré en plans OP1 ⊕OP1(n) au-dessus de P1.

Par convention la R-surface de Hirzebruch d’indice n est obtenue en mu-
nissant Fn de la structure réelle canonique induite par σP.

Proposition 4.2.2. — Si n > 0, la courbe E∞ = PP1(OP1(n)) est une
section exceptionnelle du fibré Fn → P1 d’auto-intersection E∞ · E∞ = −n.

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Propositions 4.1 et 4.2, page 141] et
aussi [Bea78, Chapitre III].

Remarque 4.2.3. — La surface Fn est obtenue en recollant deux cartes
P1
u:v×A1

t et P1
u1:v1×A1

t1 le long des ouverts {t 6= 0} et {t1 6= 0} via l’application

((u : v), t) 7→ ((u1 : v1), t1)

où t1 = 1
t et uv1 = tnu1v.

Remarque 4.2.4. — Les surfaces de Hirzebruch sont de dimension κ néga-
tive car la fibre générale de Fn → P1 est de dimension κ négative.

Exercice 4.2.5. — 1. Montrer que la surface de Hirzebruch F1 est iso-
morphe à l’éclaté de P2(C) en un point.

2. Montrer que si n est impair, Fn ne possède qu’une structure réelle à
équivalence près.

3. Montrer que si n = 2k, F2k possède une seconde classe de structures
réelles dont le lieu réel est vide.

Exemple 4.2.6 (Fibrés en coniques sur P1). — Historiquement un fibré
en coniques sur un corps K est une surface donnée par une équation de la
forme

x2 + axy + by2 = f(t)
où a, b ∈ K et f ∈ K[t]. LorsqueK = R, par réduction de la forme quadratique
du membre de gauche, on peut toujours se ramener à une équation de la forme

x2 − ay2 = f(t)

où a = −1, 0, 1. On complète la surface affine définie par l’équation ci-dessus
en une surface X0 d’équation

x2 − ay2 − f(t)z2 = 0

dans P2
x:y:z ×A1

t .
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On rappelle que l’on peut définir la partie entière supérieure dxe d’un
nombre réel x à partir de la partie entière (inférieure) : dxe = −b−xc. No-
tons maintenant m :=

⌈
deg f

2

⌉
c’est-à-dire que le degré de f est égal à 2m ou

2m − 1. Posons f1 := t2mf(1
t ) (classiquement, on dit que f1 est le polynôme

réciproque de f) et recollons la surface X1 d’équation x2
1 − ay2

1 − f1(t1)z2
1 = 0

dans P2
x1:y1:z1 ×A1

t1 à la surface X0 le long des ouverts {t 6= 0} et {t1 6= 0} au
travers de l’isomorphisme

((x : y : z), t) 7−→ ((x1 : y1 : z1), t1) = ((x : y : ztm), 1
t
) .

Si a 6= 0 et si f est un polynôme à racines simples, la surface X obtenue est
une surface projective non singulière et l’application π : X → P1 définie par
π : ((x : y : z), t) 7→ t sur X0 et par π : ((x1 : y1 : z1), t1) 7→ t1 sur X1 munit X
d’une structure de fibré en coniques au-dessus de P1.

Si l’on suppose de plus que le degré de f est pair, on évite d’avoir une racine
à l’infini et on peut choisir le signe de son coefficient dominant pour que le
lieu réel de la surface complétée soit difféomorphe à celui de la surface affine
X0 dont on est parti.

Remarque 4.2.7. — Si le degré de f est impair, alors il existe au moins
une fibre réelle du type x2 − y2 = 0, à savoir formée de deux droites réelles se
coupant en un point.

Exemple 4.2.8 (Topologie des fibrés en coniques)
Soit X le complété projectif du fibré en coniques donné par l’équation

x2 + y2 = f(t)

où f ∈ R[t] est un polynôme de degré pair 2s, négatif à l’infini qui pos-
sède exactement 2s zéros réels distincts tous simples, par exemple : f(t) =
−
∏
i=1,...,2s(t− i) pour s > 2. Il est immédiat que X(R) est compact et pos-

sède s composantes connexes. C’est une réunion disjointe de s sphères.

Les exemples ci-dessus se généralisent en considérant les fibrés en coniques
au-dessus d’une courbe de genre quelconque.

Définition 4.2.9 (Surfaces fibrées en coniques)
Un fibré en coniques est une paire (X,π) où X est une surface complexe

et π : X → B est un morphisme vers une courbe complexe non singulière dont
chaque fibre est isomorphe à une conique plane, singulière ou non, réduite ou
non (voir l’exercice 1.2.68). Un R-fibré en coniques est une paire ((X,σ), π) où
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(X,σ) est une R-surface et π : X → B est un morphisme de R-variétés vers
une R-courbe (B, σB) dont chaque fibre est isomorphe en tant que courbe
complexe à une conique plane.

Remarque 4.2.10. — Une surface de Hirzebruch est un fibré en coniques
dont toutes les fibres sont non singulières.

Exercice 4.2.11 (Fibrés en coniques). — 1. Montrer qu’une surface
munie d’une fibration en coniques est de dimension κ négative.

2. Montrer que l’espace total X d’un fibré en coniques π : X → B avec au
moins une fibre irréductible est non singulier si toutes les fibres de π
sont des coniques réduites.

3. Montrer que tout fibré en coniques complexes réduites au-dessus de P1

est l’éclaté d’une surface de Hirzebruch en un nombre fini de points.

4. Donner un exemple de R-fibré en coniques dont le lieu réel est non
connexe pour la topologie euclidienne.

Définition 4.2.12 (Surfaces de del Pezzo). — Une surface complexe X
est une surface de del Pezzo si son diviseur anti-canonique −KX est ample.
L’entier (KX)2 est alors appelé le degré de la surface de del Pezzo X.

On pourra consulter les exposés de Demazure [DPT80, pages 21–69] pour
une étude des morphismes multicanoniques sur ces surfaces et sur leurs généra-
lisations, les surfaces de del Pezzo affaiblies (5) dont le diviseur anti-canonique
−KX est seulement nef et big.

Exercice 4.2.13. — 1. Montrer que les surfaces de del Pezzo sont de
dimension κ négative.

2. Donner un exemple de surface de del Pezzo munie d’une structure de
fibré en coniques, voir [BM11] pour une caractérisation de telles sur-
faces.

3. Montrer que P1 ×P1 est une surface de del Pezzo de degré 8.

4. Montrer qu’un revêtement double du plan projectif ramifié le long d’une
courbe quartique non singulière est une surface de del Pezzo de degré 2.

5. En anglais : weak del Pezzo surfaces.
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Surfaces topologiques : conventions et notations. — Une surface topo-
logique est une variété topologique de dimension 2. Rappelons qu’en dimension
réelle 2, toute variété topologique est munie d’une unique structure de variété
différentielle de classe C∞, voir par exemple [Hir76, Chapter 9], et tout ho-
méomorphisme entre variétés topologiques admet une approximation par des
difféomorphismes de classe C∞. Nous supposerons donc toujours qu’une sur-
face topologique est munie de cette structure unique et nous utiliserons donc
l’expression surface topologique pour désigner une variété différentielle de di-
mension réelle 2. De sorte qu’il est correct de considérer, par exemple, des
difféomorphismes entre surfaces topologiques.

Dans ce qui suit, on se restreint aux surfaces topologiques compactes :

Convention 4.2.14. — Une surface topologique est une variété topologique
de dimension 2 compacte (sans bord).

Notation 4.2.15. — Si A et B sont des surfaces topologiques, on note A ≈
B si A et B sont C∞-difféomorphes, A t B la réunion disjointe de A et B,
A#B leur somme connexe (voir la définition B.5.12 et la remarque B.5.13),
tsA la réunion disjointe de s copies de A et #kA la somme connexe de k
copies de A. Par convention, t0A = ∅ et #0A = S2. On note :

1. S2 la sphère de dimension 2 ;
2. T2 ≈ S1 × S1 le tore de dimension 2 ;
3. Sg = #gT2 la surface topologique orientable de genre g > 0, en particu-

lier S0 = S2 et S1 = T2 ;
4. RP2 ≈ S2/Z2 le plan projectif réel ;
5. K2 la bouteille de Klein ;
6. Vg = #gRP2 la surface non orientable de genre (6) g > 0. En particulier

V1 = RP2 et V2 = K2.

Remarque 4.2.16. — Pour g > 0, Vg est la surface non orientable de ca-
ractéristique d’Euler topologique 2 − g puisque Vg est la somme connexe de
g copies de RP2 = V1. Par commodité on étend la notation Vg à g = 0 :
V0 = S0 = S2.

6. Comme il existe au moins deux définitions irréconciliables pour le genre d’une surface
non orientable dans la littérature, il est utile de préciser que nous suivons la définition
originale de Riemann (voir la définition E.1.2) : en particulier le genre g := g(S) d’une
surface compacte S de caractéristique d’Euler e := e(S) est donné par g := 2 − e si S est
non orientable et par g = 2−e

2 si S est orientable.
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Exercice 4.2.17. — Montrer que le lieu réel d’une surface de Hirzebruch Fn

munie de sa structure réelle canonique est difféomorphe au tore T2 si n est
pair et à la bouteille de Klein K2 si n est impair.

Exemple 4.2.18. — Se reporter à l’appendice F pour les détails. Si (X,σ)
est une R-surface et P ∈ X(R) est réel, alors par propriété universelle de
l’éclatement (corollaire F.2.6), σ admet un relèvement sur l’éclaté BPX qui est
une structure réelle et EP est une R-courbe pour cette structure. Le lieu réel
satisfait donc (BPX)(R) = BP (X(R)) qu’on peut donc noter sans ambiguïté
BPX(R). La transformation topologique du lieu réel correspond à la chirurgie
suivante : on retire à X(R) un disque centré en P (dont le bord est un cercle)
et à l’aide d’un difféomorphisme du cercle, on recolle un ruban de Möbius
(dont le bord est aussi un cercle) pour obtenir BPX(R). Ce qui donne :

BPX(R) ≈ X(R)#RP2 .

Exemple 4.2.19 (Modèles algébriques réels des surfaces compactes)
Nous énumérons ici des modèles algébriques réels (voir en page 4 de

l’introduction générale) pour les surfaces topologiques compactes, c’est-à-dire
que pour toute famille finie d’entiers gi > 0, g′j > 0, nous exhibons une R-
surface dont le lieu réel est difféomorphe à la réunion disjointe des Sgi et
des Vg′i

. Le choix de ces modèles algébriques particuliers sera justifié dans les
sections suivantes. Remarquons que ces modèles algébriques ne sont pas tous de
dimension de Kodaira négative car le théorème 4.4.14 impose des contraintes
sur le lieu réel d’un tel modèle. En revanche, pour chacun de ces modèles
algébriques réels (X,σ), la surface complexe X est simplement connexe pour
la topologie euclidienne.

1. Le lieu réel de (X,σ) est connexe et non vide.

(a) Le plan projectif réel RP2 ≈ P2(R), X = P2(C).
(b) La sphère quadrique de R3

x,y,z

S2 ≈ Z(x2 + y2 + z2 − 1)

dont la complétée projective est la sphère quadrique de P3(R)

S2 ≈ Q3,1(R)

où

X = Q3,1 := Z(x2 + y2 + z2 − w2) ⊂ P3
w:x:y:z(C) .
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Figure 4.2. Sphère quadrique S2.

(c) Le tore quadrique

T2 ≈ Q2,2(R) ⊂ P3(R) ,

où X = Q2,2 := Z(x2 + y2 − z2 − w2) ⊂ P3(C). C’est le complété
projectif de l’hyperboloïde de révolution Z(x2 + y2 − z2 − 1) ⊂ R3.

Figure 4.3. Hyperboloïde de R3 dont le complété projectif est le
tore quadrique Q2,2(R) ⊂ P3(R).

(d) La bouteille de Klein comme éclatée du plan projectif en un point
K2 ≈ BPP2(R) pour P ∈ P2(R), voir l’exemple 4.2.18 ; l’éclaté du
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plan projectif en un point est aussi la surface de Hirzebruch d’indice 1
et K2 ≈ F1(R), voir l’exercice 4.2.11.

(e) La surface non orientable de genre g comme éclatée du plan projectif
en g − 1 points

Vg ≈ BP1,...,Pg−1P2(R)

pour P1, . . . , Pg−1 ∈ P2(R), voir l’exemple 4.2.18.
(f) La surface orientable Sg de genre g 6 10 comme comme lieu réel

d’une surface K3, voir la section 4.5.
(g) La surface orientable Sg de genre g quelconque comme lieu réel d’une

surface elliptique au-dessus de P1, voir la section 4.6.
2. Le lieu réel de (X,σ) est vide ou non connexe.
(a) L’ensemble vide comme lieu réel d’une quadrique

∅ = Q4,0(R) ⊂ P3(R)

où

X = Q4,0 := Z(x2 + y2 + z2 + w2) ⊂ P3(C) .

(b) Pour s > 2, la réunion disjointe de s sphères comme lieu réel du
complété projectif du fibré en coniques

Z(x2 + y2 − f(t)) ⊂ R3

où f(t) = −
∏
i=1,...,2s(t− i). Voir l’exemple 4.2.8.

(c) La réunion disjointe d’un nombre fini s > 2 de sphères et de surfaces
non orientables comme lieu réel de la surface obtenue à partir de
l’exemple (2b) en éclatant des points réels.

(d) La réunion disjointe de quatre sphères comme lieu réel d’une surface
de del Pezzo (X,σP|X) de degré 2 (les valeurs spécifiques des coef-
ficients correspondent au tracé de la figure 4.4), X est le complété
projectif dans l’espace projectif à poids P(1, 1, 1, 2), c’est-à-dire le
quotient de C4

z0,...,z3 par l’action de C∗ donnée par (z0, . . . , z3) 7→
(λz0, λz1, λz2, λ

2z3), de la surface affine d’équation

(4.6) z2 + 8x4 + 20x2y2 − 24x2 + 8y4 − 24y2 + 16, 25 = 0 .

Remarquons que d’après la proposition 2.3.22, cette surface est une
R-surface géométriquement rationnelle non rationnelle, voir la dé-
finition 2.3.18. C’est aussi une R-surface minimale, voir la défini-
tion 4.3.10.
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Figure 4.4. Une surface de del Pezzo de degré 2 avec quatre com-
posantes connexes.

(e) La réunion disjointe d’un nombre fini de surfaces orientables et de
surfaces non orientables comme lieu réel d’une surface obtenue à par-
tir d’une surface elliptique au-dessus de P1, voir la section 4.6, en
éclatant des points réels.

Remarque 4.2.20. — Toutes les surfaces topologiques compactes possèdent
donc un modèle algébrique réel (X,σ) pour lequel la surface complexe X est
simplement connexe pour la topologie euclidienne. La liste ci-dessous énumère
des modèles pour lesquels la surface complexeX n’est pas simplement connexe.

1. Les R-fibrés en coniques au-dessus d’une courbe B de genre g(B) non
nul réalisent tous les types topologiques ne contenant pas de composante
connexe orientable de genre g > 1, voir le théorème 4.4.14.

2. Les R-surfaces d’Enriques réalisent un nombre fini de types topologiques,
voir le théorème 4.5.16.

3. Les R-surfaces elliptiques au-dessus d’une courbe B de genre g(B) non
nul réalisent tous les types topologiques, voir la section 4.6.

4.3. R-surfaces minimales

On renvoie à [Kol01a, Section 2], qui reprend l’essentiel de la prépublication
[Kol97], pour une présentation des surfaces minimales via la théorie de Mori.
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Définition 4.3.1. — On appelle contraction l’opération réciproque de l’écla-
tement, voir l’appendice F. Une contraction π : X → Y est une R-contraction
si le morphisme birationnel π est un R-morphisme.

Bien entendu, on ne peut pas contracter n’importe quelle courbe vers un
point non singulier alors qu’il est possible de centrer un éclatement en n’im-
porte quel point non singulier.

Définition 4.3.2. — ((−n)-courbes)
1. Une (−1)-courbe L sur une surface projective complexe non singulière
X est une courbe isomorphe à P1(C) dont l’auto-intersection L ·L vaut
−1. En particulier, L est rationnelle, irréductible et non singulière.

2. Une (−1)-courbe réelle L sur une R-surface projective non singulière
(X,σ) est une (−1)-courbe complexe stable par σ munie de la restriction
de σ.

3. Plus généralement, pour tout entier naturel n, une (−n)-courbe L sur X
est une courbe isomorphe à P1 telle que L · L = −n.

Soient P ∈ X et πP : BPX → X l’éclatement de X centré en P . Il résulte
de la proposition 4.1.30 que la droite exceptionnelle EP := π−1(P ) est une
(−1)-courbe.

Exercice 4.3.3. — Montrer qu’une (−1)-courbe C sur une surface X satis-
fait (KX · C) = −1.

Nous disposons du critère suivant pour les contractions de courbes sur une
surface complexe :

Théorème 4.3.4 (Critère de Castelnuovo). — Soit Y une surface pro-
jective complexe non singulière et E ⊂ Y une (−1)-courbe, alors il existe une
surface projective X et un morphisme π : Y → X tel que P = π(E) est un
point non singulier de X et π est l’éclatement de X centré en P .

Pour une preuve, voir par exemple [Bea78, II.17]. Plus généralement, grâce
au critère de Grauert, on peut contracter des courbes vers des points qui ne
sont pas forcément non singuliers.

Théorème 4.3.5 (Grauert). — Soit E ⊂ Y une courbe projective, connexe
et réduite sur une surface projective complexe non singulière Y et E = tEi sa
décomposition en composantes irréductibles.

Il existe une surface algébrique normale X (pas toujours projective) et un
morphisme birationnel π : Y → X tel que P = π(E) est un point de X et la



236 CHAPITRE 4. SURFACES

restriction de π à Y \ E → X \ P est un isomorphisme si et seulement si la
matrice (Ei · Ej)i,j est définie négative.

Voir par exemple [BHPVdV04, Theorem III.2.1].

Corollaire 4.3.6. — Pour une R-surface (non singulière) (Y, τ), on déduit
du critère de Castelnuovo que toute (−1)-courbe réelle et toute paire de (−1)-
courbes conjuguées disjointes admettent une contraction vers une R-surface
non singulière (X,σ).

Démonstration. — Voir [Sil89, II.6.2].

Exemple 4.3.7 (Se reporter à l’exemple 4.2.18)
Dans le premier cas du corollaire 4.3.6, on a donc Y (R) ≈ X(R)#RP2

et dans le second cas, Y (R) ≈ X(R).

Proposition 4.3.8 (Factorisation forte). — Toute application biration-
nelle entre surfaces algébriques complexes projectives non singulières se fac-
torise en une succession d’éclatements de points et de contractions de (−1)-
courbes. Plus précisément, si f : X 99K Y est une application birationnelle,
il existe une surface algébrique complexe non singulière Z et des morphismes
birationnels π1 : Z → X et π2 : Z → Y tels que le diagramme ci-dessous est
commutatif

Z
π1

~~

π2

��
X

f // Y

Démonstration. — Voir [Bea78, II.12].

Corollaire 4.3.9 (Factorisation forte entre R-surfaces)
Toute application birationnelle de R-surfaces projectives non singu-

lières se factorise en une succession d’éclatements de points réels, d’éclate-
ments de paires de points conjugués, de contractions de (−1)-courbes réelles
et de paires de (−1)-courbes conjuguées disjointes. Plus précisément, si
f : (X,σ) 99K (Y, τ) est une application birationnelle, il existe une R-surface
algébrique complexe projective non singulière (Z, σZ) et des morphismes
birationnels de R-surfaces π1 : Z → X et π2 : Z → Y tels que le diagramme
ci-dessous est commutatif



4.3. R-SURFACES MINIMALES 237

(Z, σZ)
π1

zz

π2

$$
(X,σ) f // (Y, τ)

Démonstration. — Voir [Sil89, II.6.4].

Définition 4.3.10 (Surfaces minimales). — 1. Une surface complexe
non singulière X est minimale si elle n’admet aucune contraction vers
une surface non singulière.

2. Une R-surface non singulière (X,σ) est minimale si elle n’admet aucune
R-contraction vers une R-surface non singulière.

Remarque 4.3.11. — Il existe une notion de surface minimale en géométrie
riemannienne. Ce sont les surfaces (compactes) à bord dont l’aire est minimale
parmi les surfaces (compactes) de même bord dans une variété riemannienne
fixée. L’exemple le plus connu étant donné par les bulles de savon. Il va sans
dire que cette notion ne possède rien en commun avec la définition 4.3.10.

Remarque 4.3.12. — D’après le théorème 4.3.4, une surface complexe non
singulière X est minimale si et seulement si elle ne contient aucune (−1)-
courbe. D’après le corollaire 4.3.6, une R-surface non singulière est minimale
si et seulement si elle ne contient ni (−1)-courbe réelle ni paire de (−1)-courbes
conjuguées disjointes.

Remarque 4.3.13. — Si la surface complexeX est minimale, alors (X,σ) est
une R-surface minimale. Mais la réciproque est fausse. Il suffit de considérer
une surface avec une paire de (−1)-courbes conjuguées se rencontrant en un
point réel. Par exemple les composantes irréductibles d’une fibre singulière du
type x2 + y2 = 0 dans un fibré en coniques sont des (−1)-courbes non réelles
conjuguées qui se rencontrent au point (0, 0). La surface complexe n’est pas
minimale puisque l’on peut contracter l’une des (−1)-courbes. En revanche,
on ne peut pas contracter vers une surface non singulière tout en respectant
la structure réelle.

Exercice 4.3.14. — Reprenons les notations de l’exemple 4.2.6. Si le poly-
nôme f est de degré impair, alors la remarque 4.2.7 impose l’existence d’une
fibre formée d’une paire de (−1)-courbes réelles. En particulier, la R-surface
n’est pas minimale.
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Exercice 4.3.15 (Suite de l’exercice 4.2.11). — Si l’espace total X d’un
fibré en coniques au-dessus de P1 est une surface projective non singulière,
montrer que le nombre de fibres singulières d’un fibré en coniques est 8−K2

X .

Définition 4.3.16. — Soient (X,σ) une R-surface projective non singulière,
(B, σB) une R-courbe non singulière et g un entier naturel.

1. On dit qu’un morphisme de variétés complexes π : X → B est une fibra-
tion en genre g si sa fibre générale est une courbe projective complexe
non singulière de genre g, c’est-à-dire qu’il existe un ouvert de Zariski
non vide U de B tel que ∀x ∈ U , π−1(x) est isomorphe à une courbe
projective non singulière de genre g.

2. Un R-morphisme π : (X,σ) → (B, σB) est une R-fibration en genre g
si le morphisme de variétés complexes π : X → B est une fibration en
genre g.

3. On dit que la surface complexe fibrée (X,π) (resp. la fibration π) est
minimale si aucune fibre de π ne contient de (−1)-courbe. On dit aussi
parfois que (X,π) est relativement minimale pour insister sur le fait que
cette minimalité est relative au morphisme.

4. On dit que la R-surface fibrée ((X,σ), π) est minimale (ou relativement
minimale) si aucune fibre de π ne contient de (−1)-courbe réelle ni de
paire de (−1)-courbes conjuguées disjointes.

Exercice 4.3.17. — Soit π : X → B une surface complexe fibrée en genre
g. Supposons que (X,π) soit relativement minimale et que la surface X ne
soit pas minimale. Comme aucune fibre de π ne contient de (−1)-courbe, il
existe une (−1)-courbe E horizontale, c’est-à-dire dont l’image π(E) n’est pas
réduite à un point. Dans ce cas, B est une courbe rationnelle et g = 0. En
particulier, X est une surface complexe rationnelle.

Exercice 4.3.18. — Soit π : X → B une surface complexe fibrée en genre g.
Supposons qu’une fibre de π contienne une paire de (−1)-courbes non dis-
jointes. Montrer qu’alors g = 0.

Exercice 4.3.19. — 1. Montrer qu’un fibré en coniques est une surface
fibrée en genre 0.

2. Montrer qu’une R-surface projective non singulière fibrée en genre 0
est birationnellement équivalente à un R-fibré en coniques. Voir [Sil89,
Corollary V.2.7].
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Proposition 4.3.20. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière
munie d’une R-fibration π : X → B en genre g. On suppose de plus que toutes
les fibres de π sont géométriquement connexes.

1. Si g > 1, alors la R-surface (X,σ) est relativement minimale si et seule-
ment si la surface complexe X est relativement minimale.

2. Si g = 0 et si (X,σ) est relativement minimale, alors une fibre F de π qui
contient une (−1)-courbe E est nécessairement de la forme F = E+σE

avec E · σE = 1.

Démonstration. — Voir [Man67, Man86] ou [Sil89, V.1.6].

Corollaire 4.3.21. — 1. Un fibré en coniques complexe (X,π) est mini-
mal si π ne possède aucune fibre singulière.

2. Un R-fibré en coniques ((X,σ), π) est minimal si ses seules fibres singu-
lières sont réelles (c’est-à-dire au-dessus de B(R)) et si aucune compo-
sante irréductible d’une fibre singulière de π n’est une (−1)-courbe réelle.

Démonstration. — En effet, une fibre est géométriquement connexe et une
conique possède au plus deux composantes irréductibles.

Rappelons qu’on désigne par G le groupe de Galois Gal(C|R) agissant non
trivialement sur X par la structure réelle. Si X admet une R-fibration π : X →
B au-dessus d’une R-courbe projective, on note Pic(X/B), ou Pic(X/π), le
groupe de Picard relatif (7)

Pic(X/B) = Pic(X)/π∗(Pic(B) .

Proposition 4.3.22. — Une R-surface de del Pezzo (X,σ) est minimale si
et seulement si Pic(X)G = Z. Un R-fibré en coniques (X,σ) → (B, σB) est
minimal si et seulement si Pic(X/B)G = Z.

Démonstration. — Exercice.

Théorème 4.3.23 (R-surfaces minimales). — Soit (X,σ) une R-surface
projective non singulière minimale, alors (X,σ) est isomorphe à une et une
seule des R-surfaces de la liste suivante :
• κ(X) = −∞ (section 4.4)
1. (P2(C), σP) ;
2. (Q3,1, σP|Q3,1) ;

7. Dans le langage des schémas, l’objet correspondant est PicX/B(B).
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3. (Fn, σFn) où Fn est une R-surface de Hirzebruch telle que n 6= 1 ;
(dans les cas 1, 2 et 3, (X,σ) est rationnelle, voir la section 4.4)
4. (X,σ) telle que X est une surface complexe rationnelle et X(R) = ∅,

à savoir Q4,0, Q3,0 × P1, ou bien une surface munie d’un R-fibré en
coniques au-dessus de la conique de lieu réel vide π : X → (P1(C), σP

′)
où σP

′ est l’involution de P1(C) définie par (x0 : x1) 7→ (−x1 : x0), voir
la remarque 2.1.41 ;

5. une surface de del Pezzo de degré 1 ou 2 telle que ρR(X) = 1 ;
6. une surface munie d’un R-fibré en coniques π : X → (P1, σP) possédant

un nombre pair de fibres singulières 2r > 4 telle que ρR(X/π) = 1,
c’est-à-dire ρR(X) = 2 ;

(dans les cas 4, 5 et 6, (X,σ) est géométriquement rationnelle non ration-
nelle, voir la section 4.4)

7. une surface munie d’un R-fibré en coniques π : X → B avec g(B) > 0
et telle que ρR(X/π) = 1, c’est-à-dire ρR(X) = 2 ;

(dans le cas 7, (X,σ) est une surface uniréglée non géométriquement ra-
tionnelle, voir la section 4.4)
• κ(X) = 0 (section 4.5)
8. X est une surface K3, voir la définition 4.5.3 ;
9. X est une surface d’Enriques, voir la définition 4.5.13 ;

10. X est une surface abélienne, voir la définition 4.5.22 ;
11. X est une surface bielliptique, voir la définition 4.5.28.
• κ(X) = 1 (section 4.6)

12. X est une surface elliptique propre, voir la définition 4.6.10.
• κ(X) = 2 (section 4.7)

13. X est une surface de type général, voir la définition 4.1.4.

Démonstration. — Voir [Kol01a, Theorem 30].

Le théorème précédent est à la base de la classification des surfaces al-
gébriques projectives réelles et complexes. Pour la classification des surfaces
analytiques complexes compactes, voir [BHPVdV04, Chapter VI]. La classi-
fication des surfaces projectives en caractéristique non nulle est établie dans
la série d’articles [Mum69, BM77, BM76, BH75]. Voir [Băd01] pour une
présentation synthétique.
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Exercice 4.3.24 (R-transformations élémentaires)
Soient (X,σ) une surface de Hirzebruch d’indice n et P ∈ X un point

réel. Alors l’éclatement de X centré en P transforme la fibre passant par P en
une (−1)-courbe réelle que l’on peut contracter à son tour vers une R-surface
non singulière X ′. Montrer que si n > 0, X ′ est une surface de Hirzebruch
d’indice n+1 (resp. n−1) si P est sur la section exceptionnelle E∞ (resp. si P
n’est pas sur cette section). Si n = 0, il n’y a pas de section exceptionnelle et
on obtient F1 quel que soit P . Les R-surfaces X et X ′ sont birationnellement
équivalentes et toutes les deux minimales.

De façon analogue, soient P et σ(P ) deux points non réels conjugués sur X
et soit X ′′ la surface obtenue par la R-transformation élémentaire consistant à
éclater la paire de points puis à contracter la paire de (−1)-courbes non réelles
conjuguées obtenue. Calculer l’indice de la surface de Hirzebruch obtenue selon
que les points sont ou ne sont pas sur la section exceptionnelle.

Familles de déformations. — Dans les sections suivantes, nous étudions la
topologie des surfaces algébriques réelles, mais aussi leurs familles de déforma-
tions. Nous énoncerons aussi des théorèmes sur le groupe des cycles algébriques
H1

alg, vu en section 3.7, qui permettent une comparaison facile des compor-
tements selon les familles de surfaces, voir par exemple [Man97, MvH98,
Man00, Man03].

Définition 4.3.25 (Déformations). — 1. — Une variété analytique
complexe Y est déformation d’une variété complexe X s’il existe une
variété analytique complexeM, une submersion holomorphe propre

π : M→ D = {z ∈ C | |z| < 1}

et un point z0 ∈ D tels que X = π−1(0) et Y = π−1(z0).
— Une R-variété analytique (Y, τ) est déformation d’une R-variété ana-

lytique (X,σ) s’il existe une R-variété analytique (M, σM), une sub-
mersion holomorphe propre π : M → D et un point z0 ∈ [−1, 1] =
D(R) tels que σD ◦ ϕ = ϕ ◦ σM, X = π−1(0) et Y = π−1(z0). Dans
ce cas, on a en particulier σ = σM|X et τ = σM|Y .

2. Deux variétés X et Y sont équivalentes par déformation s’il existe un
nombre fini de variétés Zi i = 1 . . . l avec Z1 = X, Zl = Y et pour tout
i, Zi+1 est déformation de Zi ou bien isomorphe à Zi.
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Remarque 4.3.26. — La définition d’équivalence par déformation donnée
ci-dessus est justifiée par le fait que deux variétés équivalentes par déforma-
tion n’appartiennent pas forcément à une même famille non singulière de dé-
formations. Par exemple, dans [Hor75], Horikawa a montré que l’espace des
quintiques numériques est formé de deux composantes irréductibles de dimen-
sion 40 se rencontrant le long d’un sous-espace de dimension 39.

Définition 4.3.27. — Deux surfaces complexes X et Y appartiennent à la
même famille complexe si X et Y sont les fibres d’une submersion holomorphe
propre (on dit parfois grande déformation)

π : M→ B

au-dessus d’une variété analytique complexe B irréductible.
Deux R-surfaces (X,σ) et (Y, τ) appartiennent à la même famille réelle si

elles sont fibres réelles d’une grande déformation équivariante dont la base
possède un lieu réel connexe.

Théorème 4.3.28 (Théorème de fibration d’Ehresmann)
Soit f : M → B une application différentiable entre variétés différen-

tielles (f , M et B sont de classe au moins C2 et au plus C∞). Si f est une
submersion surjective propre, alors f est une fibration localement triviale, voir
la définition C.3.5.

Démonstration. — Voir [Ehr51, Ehr95].

Le groupe de Galois G = Gal(C|R) agit sur X (resp. Y , resp. M) par
l’involution σ (resp. τ , resp. σM). En adaptant la preuve du théorème de
fibration d’Ehresmann, on peut en déduire que si deux R-variétés (X,σ) et
(Y, τ) sont équivalentes par déformation, alors X est difféomorphe à Y par un
difféomorphisme G-équivariant, voir [Dim85, Lemma 4], et qu’en particulier
X(R) est difféomorphe à Y (R). La réciproque est fausse en général et on en
connaît de nombreux exemples.

En général, il existe plusieurs familles réelles pour une même famille com-
plexe. Par exemple les surfaces d’Enriques forment une unique famille com-
plexe mais les R-surfaces d’Enriques forment plus de 200 familles réelles, voir
[DIK00].

Question 4.3.29 (Def=Diff). — Le problème Def=Diff est le suivant :
étant donné des surfaces complexes X et Y difféomorphes, sont-elles équiva-
lentes par déformation ?
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On sait depuis [Man01] qu’il n’en est pas toujours ainsi. Voir aussi [KK02],
[Cat03], [Cat08]. La version réelle de ce problème a été précisée par Kharla-
mov :

Définition 4.3.30 (Quasi-simplicité des R-surfaces)
Une R-surface (X,σ) est quasi-simple si toute R-surface (Y, τ) admet-

tant un difféomorphisme G-équivariant (X,σ)→ (Y, τ) est déformation équi-
valente à (X,σ) sous la condition que la surface complexe Y soit équivalente
par déformation à X.

La définition suivante est commode pour décrire la classification des types
topologiques réalisés dans une classe donnée de surfaces complexes.

Définition 4.3.31 (Simplification de Morse). — Une surface topolo-
gique compacte sans bord S (ni connexe, ni orientable a priori) étant donnée,
une simplification de Morse topologique est une transformation de Morse qui
fait décroître de 2 le nombre de Betti total de S. Il y a deux sortes de simpli-
fications de Morse.

— supprimer une composante sphérique, S2 → ∅,
— contracter une anse Sg+1 → Sg ou Vq+2 → Vq.

Définition 4.3.32 (Type topologique, type topologique extrémal)
Un type topologique est une classe de R-surfaces de lieux réels difféo-

morphes. Une classe (voir l’exemple 4.0.1) de surfaces complexes étant fixée,
un type topologique est dit extrémal s’il ne peut pas être obtenu par simplifi-
cation de Morse topologique à partir d’un type topologique de la même classe
de surfaces complexes.

Exemple 4.3.33. — Sur les diagrammes des figures 4.11 et 4.12, les types to-
pologiques correspondant aux points desquels ne part aucune arrête montante
sont extrémaux.

Remarque 4.3.34. — Il existe dans la littérature une version plus forte pour
laquelle deux R-surfaces (X,σ) et (Y, τ) sont de même type topologique s’il
existe un difféomorphisme équivariant (X,σ) → (Y, τ). Dans ce cas, il est
immédiat que X(R) est difféomorphe à Y (R), mais la réciproque est fausse,
voir [DIK00] par exemple.

Remarque 4.3.35. — Dans le cas où les surfaces considérées appartiennent à
une même classe de déformation complexe, il faut prendre garde au fait qu’une
simplification de Morse est abstraite en ce sens qu’il n’existe pas forcément de
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déformation continue réalisant la transformation topologique. Il s’agit seule-
ment d’une définition pratique pour décrire les listes de types topologiques.
Dans certains cas néanmoins, on peut réaliser les transformations de Morse
par une déformation explicite, voir 4.6.13.

4.4. Surfaces rationnelles, uniréglées (κ = −∞)

L’objectif de cette section est la classification des types topologiques des
R-surfaces rationnelles et plus généralement des R-surfaces de dimension de
Kodaira négative à travers le type topologique de leur lieu réel. L’énoncé com-
plet pour les surfaces projectives non singulières de dimension de Kodaira né-
gative est le théorème 4.4.14. Le résultat intermédiaire principal étant le théo-
rème 4.4.15 que l’on cite parfois comme une version généralisée du théorème
de Comessatti 4.4.16 qui contraint le genre d’une surface orientable contenue
dans le lieu réel d’une surface rationnelle. Il y a essentiellement deux preuves
de cette classification. La première est classique et commence par une réduc-
tion aux surfaces minimales que l’on analyse ensuite au cas par cas, voir le
théorème 4.3.23. La seconde est basée sur l’action du groupe de Galois sur l’an-
neau de cohomologie de X, nous la développons plus loin. Chaque approche
possède un intérêt propre.

R-surfaces rationnelles. — Signalons deux articles d’exposition à propos
des R-surfaces rationnelles (8) : [Man17a] (qui prolonge [Hui11]) concernant
leur classification topologique et [BM14] concernant leur géométrie biration-
nelle. On particularise la définition 2.3.18 au cas des surfaces.

Définition 4.4.1 (R-surfaces rationnelles, uniréglées)
Soit (X,σ) une R-surface algébrique.

1. La R-surface (X,σ) est rationnelle ou R-rationnelle si elle est biration-
nellement équivalente au R-plan projectif (P2(C), σP), c’est-à-dire s’il
existe une application birationnelle de R-surfaces

(X,σ) 99K (P2(C), σP) .

La surface algébrique réelle X(R) est alors rationnelle, voir la défini-
tion 1.3.37.

8. Plusieurs auteurs, voir par exemple [Sil89] ou [DK02], appellent (X,σ) une surface
rationnelle si la surface complexe X est rationnelle ce qui peut prêter à confusion. Nous
préférons dire dans ce cas que (X,σ) est géométriquement rationnelle ou C-rationnelle, voir
la définition 4.4.1.
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2. La R-surface (X,σ) est géométriquement rationnelle ou C-rationnelle si
elle est C-birationnellement équivalente au plan projectif P2(C), c’est-
à-dire s’il existe une application birationnelle de surfaces complexes

X 99K P2(C) .

Si elle est Zariski-dense dans X, la surface algébrique réelle X(R)
est alors géométriquement rationnelle, i. e. la surface algébrique com-
plexe X, qui est la complexifiée de X(R), est rationnelle, voir la défini-
tion 1.3.37.

3. La R-surface (X,σ) est uniréglée si elle est dominée par un cylindre de
dimension 2, c’est-à-dire s’il existe une R-courbe (Y, τ) et une application
rationnelle de R-variétés

(Y ×P1, τ × σP) 99K (X,σ)

d’image dense pour la topologie de Zariski.

Remarque 4.4.2. — Remarquons que contrairement à la rationalité, la pro-
priété « uniréglée » est invariante par extension du corps de base : une R-
surface (X,σ) est uniréglée si et seulement si la surface complexe X est uni-
réglée, voir [Deb01, §4.1, Remark 4.2(5)].

Remarque 4.4.3. — Si X est une variété uniréglée, alors κ(X) = −∞
puisque X est dominée par une variété réglée. En dimension 2, la réciproque
est vérifiée et on a même plus fort : une variété complexe X telle que κ(X) =
−∞ est birationnellement réglée, c’est-à-dire birationnellement équivalente à
un cylindre Y × P1 de dimension 2, voir [Bea78, Exemple VII.3 et Cha-
pitre III]. C’est ainsi qu’une surface complexe est uniréglée si et seulement si
elle est birationnellement réglée. Pour cette raison, ces surfaces sont souvent
appelées réglées dans la littérature. Lorsque l’on passe aux réels, la notion
de surface réglée devient problématique. Un fibré en coniques peut ne pas
être R-birationnellement équivalent à une surface réglée tout en lui étant C-
birationnellement équivalent. On prouve dans la proposition 4.4.10 que c’est le
cas de l’exemple 4.2.8 pour s > 2. En revanche cet exemple est uniréglé aussi
bien sur R que sur C.

Remarque 4.4.4. — De la définition 1.3.37 et de la proposition 4.3.8, on dé-
duit qu’une surface complexe est rationnelle si elle est obtenue à partir du plan
projectif complexe par des éclatements de points et des contractions de (−1)-
courbes. Une R-surface (X,σ) est donc géométriquement rationnelle si elle
est obtenue à partir du plan projectif par des éclatements et des contractions
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qui ne sont pas forcément réels. Dans ce cas, le corps des fonctions K(X)
de la surface complexe X est isomorphe au corps des fractions rationnelles
C(X1, X2). Si l’on impose que les éclatements et les contractions sont réels (9),
la R-surface (X,σ) est alors rationnelle. Dans ce cas, la R-algèbre des restric-
tions à X(R) des éléments de K(X) est isomorphe en tant que R-algèbre au
corps des fractions rationnelles R(X1, X2).

Remarque 4.4.5. — Dans la définition 4.4.1, la surface complexe X n’est
supposée ni complète ou projective, ni non singulière. Nous énonçons plus
loin un théorème de classification pour X projective non singulière (théo-
rème 4.4.14). Nous revenons au cas singulier à la fin de cette section et nous
traitons le cas affine au chapitre 5, voir la définition 5.5.2.

Remarque 4.4.6. — Soient F une surface algébrique réelle et (X,σ) une
complexification de F . Alors F est rationnelle si et seulement si (X,σ) est
R-rationnelle.

Remarque 4.4.7. — Par définition d’application de R-surfaces, toute R-
surface rationnelle est géométriquement rationnelle. De même, la R-surface
produit P1 ×P1 étant birationnellement équivalente à la R-surface P2, il est
immédiat qu’une R-surface géométriquement rationnelle est uniréglée.

Théorème 4.4.8. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière avec
κ(X) = −∞. Alors :

1. X est uniréglée et (X,σ) est birationnellement équivalente à un R-fibré
en coniques π : X → B avec g(B) = q(X) ;

2. (X,σ) est géométriquement rationnelle si et seulement si q(X) = 0 ;
3. (X,σ) est rationnelle si et seulement si q(X) = 0 et X(R) est connexe

non vide.

Démonstration. — 1. D’après la remarque 4.4.3, une surface complexe telle
que κ(X) = −∞ est uniréglée et même birationnellement réglée. Co-
messatti a montré dans [Com12] qu’une R-surface (X,σ) telle que X
est réglée est R-birationnellement équivalente à un R-fibré en coniques
π : X → B avec g(B) = q(X), voir par exemple [Sil89, Chapter V].

2. Provient de la classification des surface complexes, voir [Bea78, Cha-
pitre IV].

9. Ici « réel »=« globalement réel », c’est-à-dire que si P est le centre d’un éclatement, P
aussi et si E est contractée, E aussi.
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3. Il reste à montrer que si la surface complexe X est rationnelle, alors
(X,σ) est rationnelle si et seulement si X(R) est connexe non vide.
Le nombre de composantes connexes du lieu réel étant invariant par
application birationnelle définie sur R la condition de connexité est donc
nécessaire. Elle est aussi suffisante d’après [Sil89, Corollary IV.6.5].

Corollaire 4.4.9. — Soit (X,σ) une R-surface uniréglée non géométrique-
ment rationnelle, alors (X,σ) est birationnellement équivalente à un fibré en
coniques π : X → B avec g(B) = q(X) > 0.

Pour des développements classiques et récents sur la classification des fibrés
en coniques, on pourra consulter [Com12, Com14, Isk65, Isk67, Man67,
Man86, Sil89, Kol97, Kol01a, DK02, Wel03, BM11].

Rappelons que Vg = #gRP2 désigne la surface non orientable de genre
g, c’est-à-dire de caractéristique d’Euler 2 − g ; par exemple g(RP2) = 1 et
g(K2) = 2. Nous reprenons ci-dessous ceux des modèles algébriques réels énu-
mérés en 4.2.19 qui sont uniréglés.

Proposition 4.4.10 (Exemples de surfaces uniréglées)
Pour chaque surface topologique et pour ∅, on classifie les modèles al-

gébriques réels (X,σ) décrits dans l’exemple 4.2.19.
1. (X,σ) est une surface R-rationnelle.
(a) Le plan projectif réel : X = P2(C), σ = σP, X(R) = P2(R).
(b) La sphère quadrique : X = Q3,1 ⊂ P3(C), σ = σP|Q3,1, X(R) = S2.
(c) Le tore quadrique : X = Q2,2, σ = σP|Q2,2, ((X,σ) est isomorphe à

la R-surface (P1(C)×P1(C), σP × σP) et Q2,2(R) = T2.
(d) Le tore comme lieu réel des surfaces de Hirzebruch d’indice pair mu-

nies de la structure réelle canonique F2k(R) ≈ T2.
(e) La bouteille de Klein comme lieu réel de l’éclatée de P2(R) en un

point : BPP2(R) = K2.
(f) La bouteille de Klein comme lieu réel des surfaces de Hirzebruch d’in-

dice impair F2k+1(R) = K2.
(g) La surface non orientable de genre g > 0 obtenue comme éclatée de

P2(R) : BP1,...,Pg−1P2(R) = Vg pour P1, . . . , Pg−1 ∈ P2(R).
(h) La surface non orientable de genre g > 0 obtenue comme éclatée de la

sphère quadrique : BP1,...,PgQ3,1(R) = Vg pour P1, . . . , Pg ∈ Q3,1(R).
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2. (X,σ) est géométriquement rationnelle non rationnelle.

(a) L’ensemble vide comme lieu réel de la quadrique : X = Q4,0, σ =
σP|Q4,0, X(R) = ∅.

(b) La réunion disjointe de s > 1 sphères comme lieu réel du complété
projectif du fibré en coniques

Z

x2 + y2 +
∏

i=1,...,2s
(t− i)

 ⊂ R3 .

(c) La réunion disjointe d’un nombre fini s > 1 de sphères et de surfaces
non orientables comme lieu réel de la surface obtenue à partir de
l’exemple précédent en éclatant des points réels.

(d) La réunion disjointe de quatre sphères comme lieu réel de la surface
de del Pezzo de degré 2 d’équation (4.6), page 233.

3. (X,σ) est uniréglée non géométriquement rationnelle.

(a) La réunion disjointe d’un nombre fini s > 0 de sphères, de tores et
de bouteilles de Klein comme lieu réel d’une fibration en coniques
au-dessus d’une courbe de genre géométrique non nul.

(b) La réunion disjointe d’un nombre fini s > 0 de sphères, de tores et
de surfaces non orientables de genre quelconque comme lieu réel de la
surface obtenue à partir de l’exemple précédent en éclatant des points
réels.

Preuve de la proposition 4.4.10. —
1. D’après le corollaire 4.3.9, une R-surface (X,σ) est R-rationnelle s’il

existe une succession d’éclatements de points réels, d’éclatements de
paires de points conjugués, de contractions de (−1)-courbes réelles et
de paires de (−1)-courbes conjuguées disjointes.

(a) La R-surface (P2(C), σP) est rationnelle par définition.
(b) La surface quadrique Q3,1 de l’espace projectif P3 est rationnelle. En

effet, pour un point réel P de Q3,1, notons TPQ3,1 ⊂ P3(R) le plan
projectif réel tangent à Q3,1 en P . Alors la projection stéréographique
Q3,1 \TPQ3,1 → A2 est un isomorphisme de R-surfaces. Par exemple
si P est le Pôle Nord N = [1 : 0 : 0 : 1], soit πN : Q3,1 → P2

U :V :W
l’application rationnelle donnée par

πN : [w : x : y : z] 799K [x : y : w − z] .
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Alors la restriction de πN est la projection stéréographique du com-
plémentaire Q3,1 \ TNQ3,1 sur son image πN (Q3,1 \ TNQ3,1) = {w 6=
0} ' A2.
(L’application rationnelle réciproque π−1

N : P2 99K Q3,1 est donnée
par [U : V : W ] 799K [U2 +V 2 +W 2 : 2UW : 2VW : U2 +V 2−W 2]) .
L’application rationnelle πN se décompose en l’éclatement de Q3,1
en N , suivi de la contraction de la transformée birationnelle de la
courbe z = w (intersection de Q3,1 avec la plan tangent TNQ3,1), qui
est la réunion de deux droites non réelles conjuguées. L’application
rationnelle π−1

N se décompose en l’éclatement de deux points non
réels conjugués [1 : ±i : 0], suivi de la contraction de la transformée
birationnelle de la droite z = 0.
La surface Q3,1 est donc birationnelle à la surface Y obtenue de la
manière suivante. Soient P, P une paire de points non réels conjugués
de P2(C) et L := LP,P la droite passant par ces deux points. Remar-
quons que (L, σP|L) est une R-droite. Le nombre d’auto-intersection
de la transformée birationnelle L̃ de L dans l’éclaté X̃ = BP,PP2(C)
est

(L̃)2 = (L)2 − 2 = −1

et par conséquent, il existe une contraction c : X̃ → Y vers une R-
surface non singulière dont le lieu réel est une sphère. En effet, par
construction X̃(R) ≈ X(R) = RP2 et la contraction c remplace un
ruban de Möbius par un disque, donc Y (R) ≈ S2.

(c) Même construction en prenant cette fois-ci deux points réels distincts
P,Q de P2(C). On obtient BP,QP2(R) ≈ V2 et en contractant la R-
droite LP,Q qui est une (−1)-courbe réelle, on obtient un lieu réel
Y (R) difféomorphe au tore T2. En effet, par construction Y (R) est
difféomorphe à T2 ou K2. Par ailleurs la surface complexe obtenue
est isomorphe à P1(C)×P1(C) et on sait (voir l’exercice 2.1.42) que
le lieu réel d’une structure réelle sur P1(C)×P1(C) est l’un des trois
suivants : ∅,S2,T2.

(d) Il suffit de remarquer que la surface complexe F2k est obtenue à partir
de F0 = P1(C) × P1(C) par une succession de 2k transformations
élémentaires. En choisissant k R-transformations élémentaires basées
sur des paires de points non réels conjugués, voir l’exercice 4.3.24, on
obtient F2k(R) ≈ F0(R) ≈ T2.
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(e) Soit P un point réel de P2(C). D’après l’exemple 4.2.18, on a
BPP2(R) ≈ F1(R) ≈ K2.

(f) Même construction que (1d) à partir de F2k+1(R) ≈ F1(R) ≈ K2.
(g) Soient P1, . . . , Pg−1 ∈ P2(R). D’après l’exemple 4.2.18, on a

BP1,...,Pg−1P2(R) ≈ Vg .

(h) Soient P1, . . . , Pg ∈ Q3,1(R). D’après l’exemple 4.2.18, on a
BP1,...,PgQ3,1(R) = BP1,...,PgS2 ≈ Vg .

2. Soit (X,σ) une R-surface géométriquement rationnelle. D’après la pro-
position 2.3.22, si la R-surface (X,σ) est R-rationnelle, alors X(R) est
connexe non vide.

(a) Une surface quadrique complexe est birationnelle à P2(C). La R-
surface (Q4,0, σP|Q4,0) est donc C-rationnelle. Son lieu réel étant vide,
elle n’est pas rationnelle.

(b) Comme X est munie d’un fibré en coniques au-dessus de P1, c’est
une surface complexe rationnelle et (X,σ) est donc une R-surface
géométriquement rationnelle. Le nombre de composantes connexes
est au moins égal à la moitié du nombre de fibres singulières simples
du fibré en coniques, c’est-à-dire à la moitié du nombre de racines
simples de f . Par hypothèse, on a donc #π0(X(R)) > 1 et d’après
la proposition 2.3.22, la R-surface (X,σ) n’est pas rationnelle.

(c) L’éclatement d’un point réel ne change pas le nombre de composantes
connexes.

(d) Une surface de del Pezzo complexe est rationnelle, (X,σ) est donc
géométriquement rationnelle. Par construction, #π0(X(R)) > 1, la
R-surface (X,σ) n’est donc pas rationnelle.

3. (a) Soit X → B un tel fibré. Alors d’après [Deb01, Remarks 4.2(5),
page 87], la surface complexe X est uniréglée mais non rationnelle
car q(X) = g(B) > 0.

(b) Idem.

Théorème 4.4.11 (Lieu réel d’une surface C-rationnelle)
Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière géométriquement

rationnelle.
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1. La R-surface (X,σ) est rationnelle si et seulement si X(R) est connexe
non vide. Lorsque (X,σ) est de plus minimale, alors X(R) est difféo-
morphe à l’une des surfaces suivantes : le plan projectif réel RP2, la
sphère S2, le tore T2, ou la bouteille de Klein K2 (dans ce dernier cas,
X est une surface de Hirzebruch Fn d’indice impair n = 2k + 1 > 1).

2. Lorsque (X,σ) est une R-surface de del Pezzo minimale de degré 1,
X(R) est difféomorphe à la réunion disjointe d’un plan projectif réel
et de 4 sphères. Si (X,σ) est une R-surface de del Pezzo minimale de
degré 2, alors X(R) est difféomorphe à la réunion disjointe de 4 sphères.

3. Si (X,σ) est non rationnelle et possède une structure de R-fibré en co-
niques minimal avec 2s fibres singulières, alors X(R) est difféomorphe
à la réunion disjointe de s sphères, s > 2.

Démonstration. — L’essentiel des affirmations ont été prouvées précédem-
ment, on pourra se reporter à [Man14] ou [Man17a] pour des compléments.
Signalons aussi l’article [Rus02] où les surfaces de del Pezzo minimales de de-
gré 1 et 2 ont été entièrement classifiées (à partir de la construction formulée
par Silhol dans [Sil89, § VI.4]).

Exercice 4.4.12. — Si (X,σ) possède une structure de R-fibré en coniques
minimal, montrer que #π0(X(R)) = 4− 1

2K
2
X (voir l’exercice 4.3.15).

Remarque 4.4.13. — Si (X,σ) est une R-surface géométriquement ration-
nelle et minimale telle que Xσ = ∅, alors X est une surface de Hirzebruch
d’indice pair.

Le résultat principal de cette section est la classification ci-dessous qui re-
prend et complète les énoncés précédents.

Théorème 4.4.14 (Topologie du lieu réel pour κ(X) = −∞)
Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière de dimension de

Kodaira négative. On munit le lieu réel X(R) de sa topologie euclidienne, on
considère les surfaces topologiques à homéomorphisme près et on note s :=
#π0(X(R)) le nombre de composantes connexes du lieu réel.

1. Si (X,σ) est rationnelle, alors s = 1 et X(R) est homéomorphe à l’une
des surfaces compactes connexes suivantes :
(a) Le tore T2 ;
(b) La sphère S2 ;
(c) Une surface non orientable Vg pour g ∈ N.
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2. Si (X,σ) est géométriquement rationnelle, c’est-à-dire si la surface com-
plexe X est rationnelle, alors s ∈ N peut prendre une valeur quelconque
et X(R) est homéomorphe à l’un des espaces topologiques compacts sui-
vants (à l’exception de ∅, ce sont des surfaces) :
(a) L’ensemble vide ∅ ;
(b) Le tore T2 ;
(c) Une réunion disjointe de sphères et de surfaces non orientables :

tlS2 tVg1 t · · · tVgs−l

où l, g1, . . . , gs−l ∈ N∗.
3. Si (X,σ) est uniréglée, c’est-à-dire si la surface complexe X est géomé-

triquement réglée, d’irrégularité q := q(X), alors s ∈ N peut prendre une
valeur quelconque et X(R) est homéomorphe à l’un des espaces topolo-
giques compacts suivants (à l’exception de ∅, ce sont des surfaces) :
(a) L’ensemble vide ∅ ;
(b) Une réunion disjointe de q + 1 tores

X(R) ≈ tq+1T2 ;

(c) Une réunion disjointe de tores, de sphères et de surfaces non orien-
tables

ttT2 tl S2 tVg1 t · · · tVgs−t−l

où t < q + 1 et l, g1, . . . , gs−t−l ∈ N.
4. Réciproquement, toute surface topologique appartenant à la liste 1 admet

un modèle algébrique rationnel, toute surface topologique appartenant à
la liste 2 admet un modèle algébrique géométriquement rationnel et toute
surface topologique appartenant à la liste 3 admet un modèle algébrique
uniréglé.

Avant de prouver ce théorème, nous démontrons une série de résultats in-
termédiaires.

Certains auteurs appellent surface à g trous une surface topologique orien-
table de genre g. Le résultat clef de la classification des R-surfaces uniréglées
est que les surfaces orientables autorisées n’ont pas plus d’un trou. Le théo-
rème ci-dessous est même plus général car il existe aussi des surfaces de type
général de genre géométrique nul. On pourra consulter l’article d’exposition
[BCP11], déjà mentionné, consacré aux surfaces de type général de genre
géométrique nul.
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Théorème 4.4.15. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière
telle que pg(X) = 0. Alors toute composante connexe orientable du lieu réel
X(R) est difféomorphe à la sphère S2 ou au tore T2.

L’énoncé suivant est dû à Comessatti [Com14].

Corollaire 4.4.16 (Théorème de Comessatti). — Soit (X,σ) une
R-surface projective non singulière rationnelle sur R. Alors le lieu réel est
connexe et non vide. De plus si X(R) est orientable, alors il est difféomorphe
à la sphère S2 ou au tore T2.

Démonstration. — D’après le théorème 1.5.55, le nombre de composantes
connexes du lieu réel est invariant par application birationnelle de R-
surfaces. Par hypothèse, la R-surface (X,σ) est birationnelle à la R-surface
(P2(C), σP), d’où

#π0(X(R)) = #π0(P2(R)) = 1 .

Comme par ailleurs, le genre géométrique est un invariant birationnel et
que pg(P2(C)) = 0, le théorème 4.4.15 permet de conclure.

La preuve du théorème 4.4.15 que nous proposons ici est une preuve
« moderne ». La preuve originale de Comessatti [Com14] du corollaire 4.4.16
consiste à se ramener au cas des surfaces minimales, puis à énumérer les
types topologiques réalisables par les lieux réels des surfaces géométriquement
rationnelles minimales.

Lemme 4.4.17. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière et
soit V ⊂ X(R) une composante connexe orientable de son lieu réel. Alors la
classe fondamentale (définition 3.7.1) α ∈ H2(X; Z) de V est σ∗-invariante
et le carré (α · α) est égal à l’opposé de la caractéristique d’Euler topologique
de V :

(4.7) (α · α) = −χtop(V ) .

Démonstration. — Le fait que α soit σ∗-invariante est immédiat. Pour prouver
(4.7), nous suivons la preuve donnée dans [Sil89, page 71].

On se réfère aux propositions 2.2.27 et 2.2.28 pour les structures de variétés
différentielles sur X et X(R). Du fait que V est orientable, le produit (α · α)
est égal à l’auto-intersection de la sous-variété V dans X, c’est-à-dire d’après
[Hir76, page 132], à l’auto-intersection de V dans son fibré normal NX|V (voir
aussi [MS74, page 119]). Au dessus d’un point réel, la multiplication par i dans
le fibré tangent TX induit un isomorphisme qui renverse l’orientation entre le
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fibré tangent TX(R) et le fibré normal NX|X(R). En effet, soit x ∈ X(R), et
soit (u1, u2) une base de l’espace vectoriel TX(R),x. Du fait que x est un point
du lieu réel, on a TX,x = TX(R),x ⊗R C. Le quadruplet (u1, iu1, u2, iu2) est
donc une base de l’espace vectoriel tangent TX,x et le couple (iu1, iu2) est
une base de l’espace vectoriel normal NX|X(R),x. En fait, comme l’orientation
naturelle de la variété différentielle X de dimension réelle 4 est donnée par
(u1, iu1, u2, iu2), l’orientation induite sur NX|X(R),x est donnée par (iu2, iu1).
Comme la caractéristique d’Euler χtop(V ) est égale à l’auto-intersection de V
dans son fibré tangent TV , voir [Hir76, page 13], on obtient le résultat.

Remarque 4.4.18. — Le même énoncé et la même preuve restent valides en
remplaçant « projective » par « kählérienne compacte », voir l’appendice D.

Lemme 4.4.19. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière.
Alors la forme d’intersection restreinte à la partie σ∗-invariante de l’espace
vectoriel réel H1,1(X) ∩H2(X; R) est définie négative.

Démonstration. — Le théorème de l’indice de Hodge 4.1.24 implique que la
forme d’intersection restreinte au sous-espace vectoriel H1,1(X) ∩ H2(X; R)
est lorentzienne, c’est-à-dire de signature (1, h1,1(X) − 1). La surface étant
projective, la proposition 2.6.43 nous affirme qu’il existe un plongement réel
dans un espace projectif ϕ : X ↪→ PN (C). La surface étant non singulière, le
théorème de Bertini D.9.1 nous affirme l’existence d’une section hyperplane
non singulière H ′, on note h la classe fondamentale de la R-courbe (H,σ|H)
où H = ϕ∗(H ′). Alors h est σ∗-anti-invariante. En effet, d’après la proposi-
tion 2.2.28, l’involution anti-holomorphe σ préserve l’orientation sur la variété
différentielle X de dimension réelle 4, mais renverse l’orientation sur la sous-
variété H de dimension réelle 2. Les sous-espaces propres de l’involution σ∗

sont orthogonaux. Le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 est donc
orthogonal à la droite engendrée par la classe de H.

Corollaire 4.4.20. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière.
Si le genre géométrique pg(X) est nul, alors la forme d’intersection restreinte à
la partie σ∗-invariante de l’espace vectoriel réel H2(X; R) est définie négative.

Démonstration. — Il suffit de rappeler la décomposition de Hodge (voir l’ap-
pendice D) H2(X; C) = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X) et pg(X) = h0,2(X) =
h2,0(X), on obtient ici H1,1(X) = H2(X; C).
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Remarque 4.4.21. — Cette fois encore, le même énoncé et quasiment la
même preuve (remplacer « section hyperplane » par « classe de Kähler ») res-
tent valides en remplaçant « projective » par « kählérienne compacte ». Mais
ici la généralisation est illusoire car les surfaces kählériennes compactes telles
que pg = 0 sont projectives, voir [BHPVdV04, Chapter VI].

Preuve du théorème 4.4.15. — Soit V ⊂ X(R) une composante connexe
orientable du lieu réel. La conjonction du lemme 4.4.17 et du corollaire 4.4.20
implique que χtop(V ) > 0. En conséquence, V est difféomorphe à la sphère ou
au tore.

Pour compléter la preuve du théorème 4.4.14, nous utilisons le raffinement
suivant du théorème 4.4.15.

Proposition 4.4.22. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière
telle que pg(X) = 0. On note q := q(X) son irrégularité, s = #π0(X(R))
le nombre de composantes connexes de son lieu réel et t 6 s le nombre de
composantes connexes de X(R) difféomorphes au tore T2.

1. Si q = 0 et si l’homologie de X est sans 2-torsion, alors :

t 6 1

et si t = 1, alors s = t et

X(R) ≈ T2 .

2. Si κ(X) = −∞, alors :
t 6 q + 1

et si t = q + 1, alors s = t et

X(R) ≈ tq+1T2 .

Remarque 4.4.23. — Il est intéressant de remarquer qu’on ne peut pas
affaiblir les hypothèses de 4.4.22(1).

1. Si X est une surface K3, voir la section 4.5, alors q(X) = π1(X) = 0
et pg(X) = 1. Par simple inspection de la figure 4.11 de cette même
section, on peut vérifier que pour tout g 6 10, il existe une R-surface
K3 dont le lieu réel est difféomorphe à une surface orientable de genre
g, qu’il existe une R-surface K3 dont le lieu réel est difféomorphe à la
réunion d’un tore et de plusieurs sphères, et qu’il existe une R-surface
K3 dont le lieu réel est difféomorphe à la réunion de deux tores.
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2. SiX est une surface d’Enriques, voir la section 4.5, alors pg(X) = q(X) =
0 et π1(X) = Z2. Par simple inspection de la liste énoncée dans le
théorème 4.5.16, on vérifie qu’il existe une R-surface d’Enriques dont le
lieu réel est difféomorphe à la réunion d’un tore et de deux bouteilles
de Klein, et qu’il existe une R-surface d’Enriques dont le lieu réel est
difféomorphe à la réunion de deux tores.

En revanche on peut affaiblir l’hypothèse « κ(X) = −∞ » de 4.4.22(2) en
la remplaçant par « κ(X) 6= 1 et l’homologie de X est sans 2-torsion », voir le
complément 4.4.24.

Preuve de la proposition 4.4.22. — Cette preuve est élaborée à partir d’un
argument de Risler [Ris85, page 161] repris par Silhol [Sil89, page 72]. Comme
en section 3.2, Y = X/G est le quotient topologique de X par l’involution et
p : X → Y la surjection canonique. Remarquons que les espaces Y et Y \X(R)
sont des variétés topologiques et même des variétés différentielles de classe
C∞. En effet, on peut déduire de la remarque 1.5.28 que Y est une variété
différentielle de dimension réelle 4 et de la proposition 2.2.27 que X(R) est
une variété différentielle de dimension réelle 2. La sous-variété X(R) de Y est
donc de codimension réelle 2 dans Y .

Rappelons que dans la suite exacte (3.6) du théorème 3.2.6,

(4.8) · · · → Hr(Y,X(R); Z2)⊕Hr(X(R); Z2)→ Hr(X; Z2)→

Hr(Y,X(R); Z2) ∆r−−→ Hr−1(Y,X(R); Z2)⊕Hr−1(X(R); Z2)→ · · ·

la seconde composante de ∆r est l’application bord δr de la suite d’homo-
logie associée à la paire (Y,X(R)) :

(4.9) Hr(Y,X(R); Z2) δr−→ Hr−1(X(R); Z2)→ Hr−1(Y ; Z2) .

Du fait que l’homologie est sans 2-torsion, on a b1(X; Z2) = b3(X; Z2) =
b1(X) = 2q(X). Sachant queH4(X(R); Z2) = H3(X(R); Z2) = {0}, on extrait
de la suite exacte (4.8) :

(4.10) 0→ H4(Y,X(R); Z2)→ H4(X; Z2)→ H4(Y,X(R); Z2)→
→ H3(Y,X(R); Z2)→ H3(X; Z2) .

De la première ligne et sachant que H4(X; Z2) ' Z2, on déduit que
H4(Y,X(R); Z2) ' Z2 puis 1 6 dimZ2 H3(Y,X(R); Z2) 6 2q + 1. La partie
de la suite exacte (4.9) qui nous intéresse est :

H3(Y,X(R); Z2) δ2−→ H2(X(R); Z2) i2−→ H2(Y ; Z2) .
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En utilisant le calcul précédent, nous en déduisons que

(4.11) dimZ2 ker i2 6 dimZ2 H3(Y,X(R); Z2) 6 2q + 1 .

Maintenant, notons {Vr}r=1,...,s les composantes connexes deX(R). Le mor-
phisme de groupes H2(X(R); Z2) i2−→ H2(Y ; Z2) envoie donc la classe d’homo-
logie fondamentale de Vr dans H2(X(R); Z2) sur sa classe d’homologie fonda-
mentale dans H2(Y ; Z2).

Nous savons d’après le lemme 4.4.17, que la classe fondamentale dans
H2(X; Z) d’une composante connexe difféomorphe à T2 est isotrope pour la
forme d’intersection et donc nulle d’après le corollaire 4.4.20 ce qui implique
que sa classe fondamentale dans H2(Y ; Z) et donc dans H2(Y ; Z2) est nulle.

Les classes fondamentales dans H2(X(R); Z2) des composantes connexes de
X(R) difféomorphes à T2 sont linéairement indépendantes et leurs images par
i2 sont toutes nulles, nous déduisons de (4.11) que t 6 2q + 1.

Pour terminer, remarquons que p : X → Y étant un revêtement double
ramifié le long de X(R), la classe fondamentale de X(R) dans H2(Y ; Z2) est
nulle. Par exemple dans le cas où X(R) est orientable, sa classe fondamentale
dans H2(Y ; Z) est 2-divisible, voir le lemme 3.6.21 qui s’applique ici puisque
X est non singulière.

En renumérotant au besoin, on peut supposer que V1, . . . , Vt sont les com-
posantes connexes de X(R) difféomorphes à T2. Si V1 t · · · t Vt ( X(R),
les classes fondamentales de V1, . . . , Vt et de X(R) dans H2(X(R); Z2) sont
linéairement indépendantes et d’après (4.11), on obtient t < 2q + 1 car la
classe fondamentale de X(R) appartient à ker i2. Appliqué à q = 0, ceci suffit
à prouver la première partie de la proposition.

Pour la seconde, on commence par rappeler qu’une surface projective com-
plexe non singulière telle que κ(X) = −∞ est uniréglée et possède une ho-
mologie sans 2-torsion. En effet, une surface de ce type est birationnellement
équivalente à une surface fibrée en genre 0 dont toutes les fibres sont non sin-
gulières et dont la fibration possède une section voir [Bea78, Exemple VII.3 et
Chapitre III]. L’existence d’une section exclut toute torsion dans l’homologie
et cette propriété est invariante par application birationnelle. On peut donc
appliquer la première partie de la proposition et on obtient le résultat pour
q = 0.

Maintenant, d’après le théorème 4.4.8, si X est uniréglée et si q > 0, alors
X admet une fibration en coniques π : X → C définie sur R au-dessus d’une
courbe C de genre g(C) = q(X) > 1. L’analyse des fibres singulières de π
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montre qu’un tore ne rencontre pas de fibre singulière ; on applique ensuite
l’inégalité de Harnack (3.3.7) : t 6 #π0(C(R)) 6 g(C) + 1 = q + 1.

Preuve du théorème 4.4.14. — Une surface X de dimension de Kodaira né-
gative possède un genre géométrique pg = 0. En effet, κ(X) = −∞ signifie
que les espaces vectoriels des sections globales des multiples positifs du fibré
canonique sont triviaux. Et donc en particulier pg(X) = dimH2(X,OX) =
dimH0(X,ΩX) = 0. Le théorème 4.4.15 s’applique donc et justifie que les
seules surfaces orientables apparaissant dans l’énoncé soient S2 et T2. Le
point (1) provient du théorème de Comessatti 4.4.16. La majoration du nombre
de tores pour les points (2) et (3) provient de la proposition 4.4.22 sachant
que les nombres pg et q sont invariants par application birationnelle de sur-
faces complexes. Si (X,σ) est géométriquement rationnelle, alors pg(X) =
pg(P2(C)) = 0 et q(X) = q(P2(C)) = 0 (une surface uniréglée possède un
genre géométrique nul mais une irrégularité non nulle en général). Enfin, le
point (4) découle de la proposition 4.4.10.

Complément 4.4.24. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière
R-minimale.

1. Si pg(X) = 0, q(X) > 0 et X n’est pas uniréglée, alors q(X) = 1,
K2
X = 0, b2(X) = 2 et κ(X) ∈ {0, 1}.

2. Si X est bielliptique et si l’homologie de X est sans 2-torsion, alors
t < 3, et si t = 2, alors t = s, voir [CF03, Remark 7.3], [Suw69].

3. Si l’homologie de X est sans 2-torsion et t > 3, alors κ(X) = 1 (i. e. X
est une surface elliptique propre).

Démonstration. — 1. Remarquons que sous ces hypothèses, X est nécessai-
rement de type spécial. En effet, si X est minimale et de type général, alors
c2

1(X) > 0, d’où χ(OX) > 1 d’après la formule de Noether 4.1.19 et donc
q(X) = 0. Si X n’est pas uniréglée, alors χtop(X) = c2(X) > 0 [Bea78, Theo-
rem X.4] donc χ(OX) > 0 d’après Noether ; de là, si pg(X) = 0, alors q(X) 6 1.
Par minimalité, c2

1(X) = 0 et d’après la formule de Noether, c2(X) = 0.
Comme b1(X) = b3(X) = 2q(X), on trouve b2(X) = 2. Voir aussi [Bea78,
VI.1 et VI.2] pour une preuve alternative.

2. Il existe des surfaces bielliptiques dont le lieu réel est constitué de trois
ou quatre tores, voir le théorème 4.5.30 mais dans ce cas, l’homologie de X
contient de la 2-torsion [CF03, Remark 7.3], [Suw69].

3. D’après la classification de surfaces complexes compactes [BHPVdV04,
Chapter VI, Table 10], seules les surfaces bielliptiques satisfont κ(X) = 0,
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pg(X) = 0 et q(X) = 1. Ces surfaces étant écartées par la question précédente,
on a κ(X) = 1 c’est-à-dire que X est une surface elliptique propre.

Par manque de temps, nous n’avons pas tenté de construire un exemple ex-
plicite contredisant la conclusion de la proposition 4.4.22 mais nous proposons
deux pistes pour une telle construction :

1. D’après [BHPVdV04, Théorème III.18.2], la fibration π : X → C est ou
bien à fibres non singulières ou bien ses seules fibres singulières sont de la
forme mE où E est une courbe elliptique non singulière. Supposons que
t > #π0(C(R)), alors on déduit de la classification des fibres singulières
réelles due à Silhol [Sil84], [Sil89, Chapitre VII], que π possède un
nombre pair de fibres de multiplicité m paire.

2. On peut aussi essayer d’utiliser [Bea78, Théorème VI.13, cas II non
bielliptique] : sous les hypothèses considérées, la surface complexe X est
nécessairement un quotient de la forme (B×F )/H où F est une courbe
elliptique non singulière, B est une courbe non singulière de genre au
moins 2, H est un groupe fini opérant fidèlement sur B et sur F , B/H
est elliptique, F/H est rationnelle et H opère librement sur B × F .

Surfaces singulières et paraboles. — Dans cette sous-section, basée sur
[Kol99b, CM08, CM09], nous donnons une classification des types topolo-
giques possibles pour les R-surfaces singulières de Du Val (4.4.30) géométri-
quement rationnelles (voir la définition 1.3.37). Pour ce faire, il est commode
de considérer une structure d’orbifold à points coniques (4.4.31) sur les compo-
santes connexes de la normalisée topologique (4.4.35). Comme conséquence,
nous obtenons une généralisation du théorème de Comessatti (4.4.36). Une
autre conséquence, qui fut la motivation initiale de cette partie, est la preuve
de trois conjectures de Kollár sur les variétés rationnellement connexes. Voir
le théorème 6.2.11 au chapitre 6.

Surfaces de Du Val. — On commence par rappeller une définition due à Artin,
[Art66], voir aussi [Har77, page 250].

Définition 4.4.25. — Soit X une surface complexe normale définie sur C et
P un point singulier de X. On dit que P est une singularité rationnelle si pour
une résolution π : X̃ → X de P , on a Rqπ∗(OX̃) = 0 pour q > 0 (Rqπ∗(OX̃)
désigne la q-ième image directe du faisceau O

X̃
.
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Théorème 4.4.26. — Soit X une surface complexe normale définie sur C
et P un point singulier de X, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. P est rationnel de dimension de plongement 3.

2. P est rationnel de multiplicité 2, c’est un point double rationnel.

3. P est de multiplicité 2 et peut être résolu par une succession d’éclate-
ments de points.

4. La résolution minimale de P a une configuration des courbes exception-
nelles du type An, Dn, E6, E7 ou E8, voir ci-dessous.

Démonstration. — Voir [Slo80, page 71].

Remarque 4.4.27. — Il existe des points doubles de surfaces qui sont non
rationnels (par exemple z6 + y2 + x3 = 0 est un point double elliptique) mais
tout point double de surface est de dimension de plongement 3, voir [Lau71,
page 7].

Définition 4.4.28. — Si l’une des quatre propriétés ci-dessus est vérifiée, P
est un point double rationnel de type An, n > 1, Dn, n > 4 ou En, n = 6, 7, 8.
Sur C, on a les équations caractéristiques suivantes [BHPVdV04, page 87] :

An(n > 1) :
Dn(n > 4) :

E6 :
E7 :
E8 :

z2 + x2 + yn+1 = 0
z2 + y(x2 + yn−2) = 0

z2 + x3 + y4 = 0
z2 + x(x2 + y3) = 0

z2 + x3 + y5 = 0 .

Remarque 4.4.29. — Les points doubles rationnels sont les singularités ca-
noniques des surfaces. Ces singularités sont les quotients de C2 par les sous-
groupes finis de SL2(C). On les appelle aussi les singularités de Du Val.

Définition 4.4.30. — Une surface projective est une surface de Du Val si
ses seules singularités sont des points doubles rationnels.

Sur C, les singularités de Du Val sont classifiées dans la définition 4.4.28 ci-
dessus : il y a les cycliques An, n > 1, les diédrales Dn, n > 4, la tétraédrale E6,
l’octaédrale E7 et l’icosaédrale E8. Sur R, il y a beaucoup plus de possibilités
et nous nous limiterons ici à deux séries de singularités cycliques et on renvoie
à [CM08, section 1 et example 1.3] pour plus de détails.
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Une surface réelle X admet une singularité A±n en un point P ∈ X(R) si
au voisinage de P , X est R-analytiquement isomorphe à

x2 ± y2 − zn+1 = 0, n > 1 .

A+
n , n pair A+

n , n impair

Figure 4.5. A+
n , x2 + y2 − zn+1 = 0, n > 1.

A−n , n pair A−n , n impair

Figure 4.6. A−n , x2 − y2 − zn+1 = 0, n > 1.

La partie grisée de la figure 4.5 représente la zone du plan R2
z,x où zn+1−x2

est positif. La surface X qui est localement revêtement double du plan ramifié
en la courbe zn+1 − x2 = 0 possède des points réels exclusivement au-dessus
de cette zone.

Signalons que deux singularités de noms différents ne sont pas isomorphes
à l’exception de A+

1 et A−1 .

Figure 4.7. A+
1 ' A

−
1 .

Généralisation du théorème de Comessatti. —

Orbifolds de dimension 2. — Il est commode de justifier le terme orbifold par
le fait qu’en anglais, une variété topologique M de dimension n est appelée
n-manifold. Dans ce dernier cas, M est munie d’une famille de cartes (Ũ , φ)
où Ũ est un ouvert et φ un homéomorphisme sur un ouvert U ⊂ Rn.

Un n-orbifold est muni d’un atlas où cette fois une carte φ : Ũ → U ⊂ Rn est
un revêtement ramifié fini. On retrouve les variétés si tous les φ sont de degré 1.
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Plus précisément, chaque ouvert de carte est munie de l’action d’un groupe
fini G et φ se factorise par un homéomorphisme G\Ũ → U , voir [BMP03,
Chapter 2].

Définition 4.4.31. — Si G est cyclique et agit par rotation d’angle 2π/m,
le point fixe est appelé un point conique d’indice m.

En général, un orbifold n’est pas homéomorphe à une variété. Mais en di-
mension 2, tout orbifold M est homéomorphe à une variété topologique no-
tée |M |, voir par exemple [Sco83, §2].

Définition 4.4.32. — Soient p et q des entiers premiers entre eux, (p, q) = 1.
On note S(p, q) l’orbifold de surface lisse sous-jacente |S(p, q)| = S2 avec deux
points coniques d’indices p et q respectivement.

SoitM un orbifold compact de dimension 2 muni d’un revêtement fini global
M̃ →M d’ordre d par une surface lisse. Dans ce cas, la caractéristique d’Euler
d’orbifold est définie par

χ(M) := 1
d
χ(M̃) ∈ Q .

Soit M un 2-orbifold avec k points coniques, dont les angles des cônes sont
2π/mj , j = 1, . . . , k et |M | la surface lisse sous-jacente à M , on a

χ(M) = χ(|M |)−
k∑
j=1

(1− 1
mj

) .

Définition 4.4.33. — On dit que l’orbifoldM est sphérique (resp. euclidien)
si χ(M) > 0 (resp. χ(M) = 0).

Proposition 4.4.34. — L’orbifold M est sphérique ou euclidien si et seule-
ment si |M | est sphérique et

∑k
j=1(1− 1

mj
) 6 2 ou |M | est euclidien et k = 0.

Normalisation topologique. — Pour traiter de la situation où le lieu réel d’une
R-variété est singulier, Kollár [Kol99a] a introduit une notion imitant la « sé-
paration des branches » en géométrie algébrique vue avec la définition 1.5.37.

Définition 4.4.35. — Soit V un complexe simplicial dont le lieu singulier
Sing(V ), c’est-à-dire l’ensemble des points x ∈ V dont l’étoile (l’ensemble
des simplexes de V dont l’un des sommets est x) n’est pas homéomorphe
à un disque, est fini. La normalisation topologique ν : V → V est l’unique
application propre et continue qui vérifie :

1. ν est un homéomorphisme au-dessus de V \ Sing(V ),
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2. si P ∈ Sing(V ), la fibre ν−1(P ) est en bijection avec l’ensemble des
composantes connexes locales de V au voisinage de P .

Soient X une R-surface algébrique géométriquement rationnelle et M ⊂
X(R) une composante connexe de la normalisée topologique du lieu réel. Si X
est non singulière et si la surface lisse M est orientable, alors le théorème de
Comessatti 4.4.16 impose que M est une sphère ou un tore. La généralisation
ci-dessous a été démontrée dans [CM09].

Si X est de Du Val, on munitM d’une structure d’orbifold à points coniques
voir la définition 4.4.38.

Théorème 4.4.36. — Soient X une R-surface algébrique géométriquement
rationnelle et M ⊂ X(R) une composante connexe de la normalisée topolo-
gique du lieu réel. Si X est de Du Val et si l’orbifold M est orientable, alors
M est sphérique ou euclidien.

Ce résultat est obtenu comme corollaire du théorème 4.4.39 ci-après. Avant
de l’énoncer, nous avons besoin d’une définition technique supplémentaire.
Lorsque X(R) est de dimension 2, la normalisée X(R) est une variété topo-
logique et si P ∈ X(R) est un point singulier de type A±n avec n impair, alors
X(R) possède deux composantes connexes locales au voisinage de P .

Figure 4.8. M et M au voisinage d’un point singulier A±n avec n impair.

Définition 4.4.37. — Le point P est globalement non séparant si les deux
composantes connexes locales au voisinage de P sont sur la même composante
connexe de X(R) et globalement séparant sinon.

Soient X une R-surface de Du Val et ν : X(R) → X(R) la normalisation
topologique du lieu réel. On note ΣX l’ensemble des points singuliers réels de
type A−n , n pair ou de type A−n , n impair et globalement non séparant. On
note PX := Sing(X) \ ΣX l’ensemble des autres points singuliers.
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Définition 4.4.38. — Soit M ⊂ X(R) une composante connexe de la nor-
malisée topologique du lieu réel d’une R-surface de Du Val. On munit M
d’une structure d’orbifold dont les points coniques d’indice m correspondent
aux points singuliers de type A±m contenus dans PX ∩ ν(M).

On note k(M) le cardinal #{ν−1(PX) ∩M} et mi(M) pour i = 1 . . . k(M)
l’indice d’un point de PX ∩ ν(M).

Théorème 4.4.39. — Soit X une R-surface de Du Val et M ⊂ X(R) une
composante connexe (orientable ou non) de la normalisée topologique du lieu
réel. Si X est géométriquement rationnelle, alors

— k(M) 6 4,
—

∑k
i=1(1− 1

mi+1) 6 2,
— |M | = S1 × S1 =⇒ k(M) = 0.

Démonstration. — Voir [CM08, Corollary 0.2, Theorem 0.3] et [CM09,
Theorem 0.2] pour la démonstration complète. Nous discuterons uniquement
ici de l’inégalité k(M) 6 4. La partie principale de la preuve consiste à réduire
les cas à certains revêtements doubles du cône quadratique ramifiés le long
de courbes singulières de degré 6. Une énumération astucieuse des cas permet
alors de conclure.

À l’aide du programme de modèle minimal, on réduit le problème au cas
où X est une surface de del Pezzo Du Val (définition 4.2.12) de degré 1, voir
[CM08, Lemma 1.8].

Le modèle anticanonique de X est un revêtement double ramifié q : X → Q

d’un cône quadrique Q ⊂ P3(C) dont le lieu de branchement est l’union du
sommet du cône et d’une section cubique B ne passant pas par le sommet,
voir par exemple [DPT80, Exposé V]. Remarquons que le tiré en arrière par
q du sommet du cône est un point non singulier et soit X ′ la surface elliptique
singulière obtenue à partir de X en éclatant ce point non singulier (10).

Rappelons que ν : X ′(R)→ X ′(R) est la normalisation topologique du lieu
réel. On veut donc prouver que pour toute composante connexe M ⊂ X ′(R),
on a

#(ν−1(PX′) ∩M) 6 4 .
La surface X ′ est un revêtement double ramifié d’une surface de Hirze-

bruch surface F2 dont la courbe de branchement est l’union de l’unique section
d’auto-intersection négative , notée Σ∞, de la fibration F2 → P1(C), et d’une
trisection B disjointe de Σ∞. Le cône Q est isomorphe à l’espace projectif

10. Exercice : montrer que X ′ est une surface elliptique.
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à poids P(1, 1, 2) que l’on munit des coordonnées (x0, x1, y2) et X est alors
l’hypersurface de P(1, 1, 2, 3) muni des coordonnées (x0, x1, y2, z) définie par

z2 = y3
2 + p4(x0, x1)y2 + q6(x0, x1) .

Décrivons maintenant un modèle plan de Q dans lequel les sections hyper-
planes de Q plongées dans P3 par H0(Q,OQ(2)) correspondent aux paraboles
tangentes à la droite à l’infini L∞ = {w = 0} au point O := {w = x = 0} du
plan projectif muni des coordonnées (x, y, w). En d’autres termes, éclatons au
point O et ensuite au point infiniment proche O′ de O correspondant à la tan-
gence en la droite à l’infini L∞, et notons Q̃ la surface obtenue. Notons E,E′
les transformées totales respectives de O,O′, et remarquons que E = E′+E′′,
E′′ étant une (−2)-curve. Le système linéaire H0(Q̃,O

Q̃
(2H − E − E′)) en-

voie Q̃ birationnellement sur le cône quadrique Q ⊂ P3(C), en contractant
la transformée stricte L̃∞ de L∞ et la courbe E′′ sur des points. Du fait que
L̃∞ et E′′ sont disjointes, la contraction de L̃∞ donne une surface de Hir-
zebruch F2, dont la (−2)-section Σ∞ est l’image de la courbe E′′. Écrivons
tout cela avec les coordonnées (x, y, w) de P2 : H0(Q,OQ(1)) correspond alors
à H0(Q̃,O

Q̃
(H − E)) engendré par w, x, et y2 := yw complète w2, wx, x2

en une base de H0(Q̃,O
Q̃

(2H − E − E′)) ' H0(Q,OQ(2)). Le morphisme
Q̃→ P(1, 1, 2) est donc donné par x0 := w, x1 := x, y2 := yw.

La surface elliptique X ′ est le revêtement double de F2 ramifié au-dessus
de Σ∞ et de la courbe B correspondant à la courbe de Q d’équation y3 +
p4(x0, x1)y + q6(x0, x1) = 0. Ainsi la courbe B correspond à la courbe plane
w3y3 + p4(w, x)yw + q6(w, x) = 0 dont la partie affine a pour équation

(4.12) y3 + p4(1, x)y + q6(1, x) = 0 .

Remarquons qu’une parabole comme ci-dessus, c’est-à-dire une courbe C ∈
(2H − E − E′), est disjointe de E′′ (qui se contracte sur le sommet du cône)
sauf si elle dégénère en deux droites passant par le point O. En particulier, on
peut toujours modifier les coordonnées dans le plan affine de manière à ce que
C soit transformée en la droite y = 0.

Afin de décrire en coordonnées la géométrie à l’infini des paraboles comme
ci-dessus, rappelons que la surface F2 est recouverte par deux ouverts iso-
morphes à C×P1(C). Sur l’un de ces ouverts de carte on a des coordonnées
x
w ∈ C, et pour coordonnées homogènes (w : y) ∈ P1(C), alors que sur l’autre
carte on a les coordonnées w

x ∈ C, et (x2

w : y) ∈ P1(C) (en fait x2

w /w = ( xw )2).
La section Σ∞ à l’infini correspond à la courbe E′′ ⊂ X̃ et est définie par
w = 0 et x2

w = 0 selon les cartes. Une parabole yw = a0w
2 + a1xw + a2x

2 est
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donc donnée par l’équation
1
η

= a0 + a1
x

w
+ a2( x

w
)2

sur la carte affine de coordonnées ( xw : η := w
y ). En utilisant ces coordonnées

à l’infini, il devient aisé de voir quand une région « rencontre » F2 à l’infini.
Nous allons maintenant rechercher les formes normales de l’équation (4.12).

Les points singuliers de X ′(R) sont en correspondance biunivoque avec les
points singuliers de B(R). Les différents cas à considérer sont distingués par
le nombre de composantes irréductibles de la trisection B.

On se contente ici de résoudre le cas à trois composantes irréductibles et on
renvoie à [CM08] pour les autres cas. On veut voir que chaque composante
connexe de la normalisée topologique de chacun des deux revêtements doubles
ramifiés le long de B possède au plus 4 points singuliers. Commençons par
remarquer que B étant réelle, au moins l’une de ses composantes irréductibles
est réelle. L’équation (4.12) devient

(y − α(x))(y − β(x))(y − γ(x)) = 0

et, en changeant les coordonnées réelles de Q = P(1, 1, 2) au besoin, on peut
supposer que γ = 0. Le cas β = α où deux composantes irréductibles sont
complexes conjuguées ne donne que 2 points singuliers : Reα(x) = 0, y =
Imα(x). Nous pouvons donc supposer que les trois composantes irréductibles
sont réelles. L’équation (4.12) devient alors (y − α)(y − β)y = 0 où α(x) =
α0 + α1x+ α2x

2 et β(x) = β0 + β1x+ β2x
2 sont des polynômes de degré 2.

Cas sans tangence. — Supposons qu’aucune parabole n’est tangente à une
autre. Alors, du fait que l’on peut permuter les trois courbes, on peut fixer
la plus petite à l’infini (i. e., si l’on écrit les courbes sous la forme y = a0 +
a1x + a2x

2, celle pour laquelle la valeur de a2 est la plus petite). Changeant
les coordonnées, on obtient la courbe y = 0 et deux paraboles convexes, i. e.
avec α2 > 0 et β2 > 0.

Les 6 points d’intersection sont distincts et donnés par

y = α(x)β(x) = 0 , α(x) = β(x) = y .

La courbe B est réelle, donc si l’un de ces points singuliers n’est pas réel, alors
le nombre de points singuliers réels est majoré par 4. On suppose donc que les
6 points singuliers sont réels. Posons

(4.13)

α(x) = α2(x− a1)(x− a2), a1 < a2 ;
β(x) = β2(x− b1)(x− b2) .
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En multipliant y par β2 si besoin, on peut supposer que β2 = 1. On peut
aussi réduire au cas 0 < α2 < 1 en échangeant les rôles de α et β si besoin. À
l’aide d’une translation supplémentaire sur l’axe des x on peut de plus supposer
que b1 = −b2. L’équation (4.13) devient alors :α(x) = α2(x− a1)(x− a2), a1 < a2, 0 < α2 < 1 ;

β(x) = (x2 − b2), 0 < b .

À la reflexion x↔ −x près, il reste alors 4 possibilités, à savoir

b < a1 , −b < a1 < b < a2 , a1 < −b < b < a2 , −b < a1 < a2 < b .

La situation est représentée en figure 4.9. Pour fixer les idées, le lecteur
est invité à compter les points doubles de chaque composante connexe du
complémentaire de la courbe B. Pour cela, remarquons que deux composantes
connexes sont connectées à l’infini si leur bord possède deux arcs non bornés
appartenant à la même paire de paraboles.

Figure 4.9. 6 points A1.

Cas avec tangence. — Après une étude du même type que ci-dessus, on est
ramené aux cinq cas représentés en figure 4.10.

Composantes non orientables. — Par éclatement de points réels non singuliers
du plan projectif réel, on réalise toutes les surfaces non orientables comme com-
posantes de surfaces rationnelles réelles non singulières. De la même manière,
on réalise aisément des orbifolds hyperboliques non orientables.

Lorsque X est géométriquement rationnelle, minimale et non singulière, le
théorème de Comessatti implique encore queM est sphérique ou euclidien (en
fait, par minimalité, M est difféomorphe à S2 ou RP2 (tous deux sphériques),
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Figure 4.10. 4 points A1, 1 point A2.

S1×S1 ou K2 (tous deux euclidiens). Dans le cas singulier, les choses se passent
différemment :

Théorème 4.4.40. — Il existe une R-surface de Du Val géométriquement
rationnelle minimale X dont une composante M ⊂ X(R) est un orbifold de
type hyperbolique.

Démonstration. — Voir [CM09, Theorem 0.4].

4.5. Surfaces K3, d’Enriques, abéliennes, bielliptiques (κ = 0)

Les quatre classes de surfaces projectives complexes non singulières mini-
males de dimension de Kodaira κ = 0 se distinguent par les valeurs du genre
géométrique pg et de l’irrégularité q. On peut montrer que si la dimension
de Kodaira d’une surface X est nulle, alors il existe un entier m strictement
positif tel que mKX ∼ 0.

On note m0 l’entier strictement positif minimum tel que m0KX ∼ 0.

Théorème 4.5.1. — Soit X une surface projective complexe non singulière
minimale avec κ(X) = 0. Alors le couple (pg(X), q(X)) peut prendre quatre
valeurs :

1. pg(X) = 1, q(X) = 0 ; alors m0 = 1 et X est une surface K3 projective,
voir la définition 4.5.3.
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2. pg(X) = 0, q(X) = 0 ; alors m0 = 2 et X est une surface d’Enriques,
voir la définition 4.5.13.

3. pg(X) = 1, q(X) = 2 ; alors m0 = 1 et X est une surface abélienne, voir
la définition 4.5.22.

4. pg(X) = 0, q(X) = 1 ; alors m0 ∈ {2, 3, 4, 6} et X est une surface
bielliptique, voir la définition 4.5.28.

Démonstration. — Voir [Bea78, liste VI.20 et théorème VIII.2].

Corollaire 4.5.2. — Une surface projective complexe non singulière mini-
male X avec κ(X) = 0 satisfait 4KX ∼ 0 ou 6KX ∼ 0.

Surfaces K3. — Une référence classique pour l’étude des surfaces K3 com-
plexe est [X85] ; pour les R-surfaces K3, on renvoie à [Sil89, Chapter VIII].
Les surfaces K3 du théorème 4.5.1 sont projectives. Plus généralement, une
surface K3 est une surface analytique complexe non singulière compacte de
diviseur canonique trivial et de premier nombre de Betti nul.

Définition 4.5.3. — Soit X une surface analytique complexe compacte non
singulière. Alors X est une surface K3 si KX ∼ 0 et b1(X) = 0. Une R-surface
K3 est une R-surface (X,σ) telle que X est une surface K3.

Proposition 4.5.4. — Soit X une surface K3. Alors X est une surface mi-
nimale, κ(X) = 0, pg(X) = 1, q(X) = 0 et X est simplement connexe.

Démonstration. — Voir [X85], [BHPVdV04, Chapitre VIII].

Les surfaces K3 ne sont pas toutes projectives mais d’après un résultat
fondamental de Siu, elles sont toutes kählériennes [X85, Exposé XII].

Théorème 4.5.5 (Kharlamov 1975). — Il y a 66 types topologiques de R-
surfaces K3. Chacun d’entre eux peut être obtenu par simplification de Morse
topologique (définition 4.3.31) à partir de l’un des 6 types extrémaux énumé-
rés ci-dessous. Réciproquement, n’importe quel type obtenu de cette façon est
réalisé par une R-surface K3.

Les 6 types extrémaux sont :

1. M -surfaces, b∗(X(R); Z2) = 24, χ(X(R)) = −16, 0, 16,

S10 t S2, S6 t 5S2, S2 t 9S2 ;

2. (M − 2)-surfaces, b∗(X(R); Z2) = 20, χ(X(R)) = ±8,

S7 t 2S2, S3 t 6S2 ;
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Figure 4.11. Types topologiques des surfaces K3 dont le lieu réel
est non vide.

3. Paire de tores,
T2 tT2 .

Démonstration. — Voir [Har76], [Sil89, Chapter VIII].

La figure 4.11 représente les valeurs du couple (χ(X(R)), b∗(X(R)); Z2)
réalisées par des R-surfaces K3. De ce diagramme, nous déduisons les types
topologiques possibles des R-surfaces K3 grâce à la proposition suivante :

Proposition 4.5.6. — Soit (X,σ) une R-surface K3. Si X(R) est non vide,
c’est une surface topologique orientable. De plus, X(R) possède au plus une
composante connexe de caractéristique d’Euler 6 0 (les autres composantes
éventuelles sont donc difféomorphes à la sphère) sauf si X(R) est l’union
disjointe de deux tores.

Démonstration. — Soit (X,σ) une R-surface K3 de lieu réel non vide. Re-
marquons tout d’abord que X(R) est orientable. En effet, par définition,



4.5. SURFACES K3, D’ENRIQUES, ABÉLIENNES, BIELLIPTIQUES (κ = 0) 271

c1(X) = b1(X) = 0. D’après la proposition 3.1.16, on a donc w2(X) = 0.
Par ailleurs, on sait, voir la proposition 4.5.4, que π1(X) = 0 ce qui implique
en particulier b1(X; Z2) = 0. Le théorème 3.1.18 s’applique donc.

Comme dans la preuve du théorème 3.2.6, notons Y = X/G et p : X → Y

le revêtement double ramifié associé. Sachant que l’homologie de X est sans 2-
torsion et que q(X) = 0, on a H3(Y,X(R); Z2) ' Z2 d’après le lemme 3.6.22
et on en déduit comme dans la première partie de la preuve de la proposi-
tion 4.4.22 une suite exacte (déduite de (4.9))

(4.14) 0→ Z2
δ2−→ H2(X(R); Z2) i2−→ H2(Y ; Z2) .

Notons {Vr}r=1,...,s les composantes connexes de X(R) qui sont donc des
surfaces topologiques compactes orientables comme nous l’avons vu précédem-
ment. Pour r = 1, . . . , s, notons αr la classe fondamentale de Vr dans H2(X; Z)
et βr l’image de αr dans H2(Y ; Z2) par l’application p∗ induite par p. On a
évidemment αr · αr′ = 0 si r 6= r′ et αr appartient à la partie invariante de
H2(X; Z).

Par construction le morphisme de groupes H2(X(R); Z2) i2−→ H2(Y ; Z2)
envoie la classe d’homologie fondamentale de Vr dans H2(X(R); Z2) sur βr ∈
H2(Y ; Z2). Par ailleurs, rappelons que p : X → Y étant un revêtement double
ramifié le long de X(R), la classe fondamentale de X(R) dans H2(Y ; Z2) est
nulle d’après le lemme 3.6.21. Cette classe est égale à la somme β1+β2+· · ·+βs
qui est donc nulle. De surcroît, la relation β1 + β2 + · · · + βs = 0 est la seule
relation entre les classes βr compte-tenu de la suite exacte (4.14). On en déduit
qu’il y a deux possibilités pour les classes αr :

1. les classes αr sont linéairement indépendantes ;

2. il y a une seule relation entre les classes αr, de la forme
∑s
r=1 drαr avec∏s

r=1 dr 6= 0.

À l’aide du lemme 4.4.19 et des égalités h2,0 = 1 et σ∗H2,0 = H0,2, on montre
que l’indice positif de la forme d’intersection restreinte à la partie invariante de
H2(X; Z) est égal à 1. D’autre part αr ·αr = −χtop(Vr) d’après le lemme 4.4.17.

Dans le premier cas, on en déduit qu’il y a au plus une composante de
caractéristique d’Euler négative ou nulle.

Dans le second cas, on déduit de la relation
∑s
r=1 drαr que αr · αr = 0

pour tout r car αr ·αr′ = 0 pour r 6= r′. Le fait que l’indice positif de la forme
d’intersection restreinte à H2(X; Z)G soit égal à 1 implique que X(R) contient
au plus deux composantes connexes difféomorphes à T2 et que si α1 et α2 sont
deux telles composantes, alors elles sont liées.
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Remarque 4.5.7. — Une preuve plus savante, voir par exemple [Sil89, Co-
rollary VIII.4.2], de l’orientabilité du lieu réel d’une R-surface K3 est la sui-
vante : on commence par remarquer que d’après la proposition 3.1.10, le lieu
réel d’une R-surface de degré 4 dans P3(C) est orientable puis on applique le
théorème suivant ([Har76], [Sil89, Chapter VIII]) :

Théorème 4.5.8. — Toute R-surface K3 est déformation (définition 4.3.25)
d’une R-surface quartique de P3.

Soit (X,σ) une R-surface K3 de lieu réel non vide. Notons s le nombre de
composantes connexes de X(R) et g la somme des genres des composantes
connexes de X(R). Si g > 0 et si X(R) n’est pas union de deux tores, g est
donc le genre de l’unique composante non difféomorphe à la sphère. On a alors

s = b∗(X(R); Z2) + χ(X(R))
4 , g = b∗(X(R); Z2)− χ(X(R))

4 .

Le type topologique de X(R) 6= ∅ est donc déterminé par la valeur du
couple (χ(X(R)), b∗(X(R)); Z2) à l’exception du couple (0, 8) pour lequel on
a deux types topologiques réalisés par des R-surfaces K3 :

T2 tT2 et S2 t S2 .

Cycles algébriques sur les surfaces K3. — Dans l’espace des modules
des surfaces K3 complexes, les classes d’isomorphismes complexes de surfaces
ayant un nombre de Picard ρ donné forment une réunion dénombrable de
sous-espaces de dimension 20 − ρ (voir par exemple [GH78, page 594]). On
se propose de démontrer une propriété similaire pour les R-surfaces K3 : dans
l’espace des modules des R-surfaces K3 vérifiant certaines conditions qui seront
explicitées plus loin, les classes d’isomorphismes réels de surfaces K3 telles que
b1alg > k forment une réunion dénombrable de sous-espaces de dimension 20−k.

Exemple 4.5.9 (Surface quartique de P3 telle que b1alg = 0)
Soit la surface S1×S1 réalisée comme quartique de P3(R), par exemple

comme lieu réel de la surface X ⊂ P3(C) d’équation (à coefficients réels)
16(x2

1 + x2
2) − (x2

1 + x2
2 + x2

3 + 3x2
0)2 = 0 de l’exemple 2.6.38. La surface en

question possède des singularités non réelles. En perturbant les paramètres
de façon que le lieu réel reste difféomorphe au tore, on peut obtenir une R-
surface générale non singulière X ′. On a alors ρ(X) = 1 d’après le théorème
de Noether, [Del73, 1.2.1], et comme X ′ est une quartique non singulière,
c’est une surface K3. La section hyperplane engendre un cycle algébrique non
trivial dansH2(G,Pic(X)) mais aucun cycle algébrique dans la partie réelle : si
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l’intersection du plan et du tore n’est pas vide, elle est constituée d’une réunion
de deux cercles homologues ou d’un cercle homologue à 0. Voir [BKS82].

Les surfaces K3 complexes forment une unique famille complexe, voir [X85],
mais les surfaces K3 réelles forment 75 familles réelles [DIK00].

Soit (X,σ) une R-surface, le nombre b1alg n’est pas en général invariant par
déformation réelle. Si X est une surface K3, on a

b1alg(X(R); Z2) 6 b1(X(R); Z2) 6 h1,1(X) = 20 .

Théorème 4.5.10. — Soit (X,σ) une R-surface K3, qui n’est pas une M -
surface. Alors pour tout sous-groupe K de H1(X(R); Z2), il existe une défor-
mation réelle Y de X et une isométrie

u : H1(X(R); Z2)→ H1(Y (R); Z2)

telle que
u(K) = H1

alg(Y (R); Z2) .

Lorsque X est une surface K3 générale, on a

b1alg(X(R); Z2) 6 1 ,

mais grâce au théorème 4.5.10, on peut spécialiser pour imposer n’importe
quelle valeur de b1alg autorisée par les conditions topologiques :

Corollaire 4.5.11. — Soit (X,σ) une R-surface K3, alors :
1. Pour tout entier 1 6 k < b1(X(R); Z2), il existe une déformation réelle
Y de X telle que

b1alg(Y (R); Z2) = k .

2. Si X n’est pas une M -surface, il existe aussi une déformation réelle Y
de X telle que

b1alg(Y (R); Z2) = b1(X(R); Z2) .

Pour être complet, mentionnons que pour une M -surface K3, il ne peut
exister de déformation réelle vers une surface totalement algébrique car pour
une telle surface, l’inégalité b1alg(X(R); Z2) < b1(X(R); Z2) est toujours vraie
d’après la proposition suivante :

Proposition 4.5.12. — Soit (X,σ) une R-surface kählérienne compacte
telle que H1(X; Z2) = 0. On a

b1alg(X(R); Z2) 6 b1(X(R); Z2)− (pg(X)− a)
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où a = 1
2(b∗(X; Z2) − b∗(X(R); Z2)), de sorte que (X,σ) est une (M − a)-

surface (définition 3.3.11).

Démonstration. — Voir [Man97, Proposition 3.2].

Démonstration. — On donne ici une idée de la preuve du théorème 4.5.10,
pour la preuve complète, voir [Man97]. Soit X une surface K3, on sait ([X85],
exposé IV), que H2(X; Z) muni de la forme induite par le cup-produit est iso-
métrique à un Z-module libre Lmuni d’une forme bilinéaire entière symétrique
non dégénérée paire Q de signature (3, 19). Soit f : H2(X; Z)→ L une isomé-
trie. On dit que le couple (X, f) est une surface K3 marquée. On considère la
décomposition de Hodge (voir l’appendice D)

H2(X,C) = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X) .

Ici, on a h2,0 = dimH2,0(X) = 1 et h1,1 = dimH1,1(X) = 20. Soit (X, f) une
surface K3 marquée. On considère P ⊂ LR = L⊗R l’image par fR du sous-
espace H2(X; R)∩(H2,0(X)⊕H0,2(X)) de H2(X; R). Du fait que H2,0(X) est
de dimension complexe 1, P est un 2-plan de LR. On choisit une orientation
de P de telle sorte que pour toute 2-forme holomorphe ω ∈ H2,0(X), la base
(<(ω),=(ω)) soit directe. Ce plan orienté P est la période de la surface K3
marquée (X, f).

Soit (X,σ) une R-surface K3, la structure réelle induit une involution σ

de (L,Q). Pour simplifier, considérons le cas où X n’est pas une M -surface
et prenons K = H1(X(R); Z). Dans l’esprit des travaux de Nikulin [Nik83],
on montre qu’il existe dans ce cas un sous-module primitif M ⊂ L−σ dont le
quotientM/((1−σ)L∩M) est de rang b1(X(R); Z2) et dont l’orthogonalM⊥R
rencontre le cône des périodes des surfaces K3 réelles déformations équivalentes
à X. Pour une surface K3 réelle (Y, g) dont la période est orthogonale àM , on
a alors g−1(M) ⊂ H2

alg(Y ; Z) d’après le théorème de Lefschetz sur les (1, 1)-
cycles, voir le théorème D.9.3.

Soit α ∈ g−1(M). Par construction, α est anti-invariante pour la structure
réelle de Y , et comme Y est simplement connexe, elle est représentable par
un diviseur réel. La première classe de Chern induit alors un isomorphisme
Pic(X)σ −→ H2

alg(X; Z)−σ. Finalement, on montre que H1(Y (R); Z2) est égal
à ϕ ◦ c−1

1 ◦ g−1(M).

Surfaces d’Enriques. —

Définition 4.5.13. — Soit X une surface analytique complexe compacte
non singulière. Alors X est une surface d’Enriques si q(X) = 0, KX 6∼ 0 et
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2KX ∼ 0. Une R-surface d’Enriques est une R-surface (X,σ) telle que X est
une surface d’Enriques.

Remarque 4.5.14. — Contrairement aux surfaces K3, toutes les surfaces
d’Enriques sont projectives.

Proposition 4.5.15. — Soit X une surface d’Enriques. Alors X est une
surface projective, minimale, telle que κ(X) = 0 et pg(X) = 0.

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Chapitre VIII].

Il y a 87 types topologiques de R-surfaces d’Enriques [DK96b]. Le théorème
suivant complète la classification initiée par Nikulin dans [Nik96].

Dans l’énumération ci-dessous, X(R) désigne le lieu réel d’une R-surface
d’Enriques réalisant le type donné. Rappelons que par définition d’une (M−a)-
surface, les nombres de Betti à coefficients modulo 2 satisfont la relation 2a =∑4
i=0 bi(X; Z2)−

∑2
i=0 bi(X(R); Z2).

Théorème 4.5.16 (Degtyarev, Kharlamov 1996)
Il y a 87 types topologiques de R-surfaces d’Enriques. Chacun d’entre

eux peut être obtenu par simplification de Morse topologique (définition 4.3.31)
à partir de l’un des 22 types extrémaux énumérés ci-dessous. Réciproquement,
à l’exception des deux types 6S2 et T2 t 5S2, n’importe quel type obtenu de
cette façon est réalisé par une R-surface d’Enriques.

Les 22 types extrémaux sont :

1. M -surfaces,

(a) χ(X(R)) = 8,
4RP2 t 2S2, V3 tRP2 t 4S2, V4 t 5S2,
K2 t 2RP2 t 3S2, 2K2 t 4S2, K2 tT2 t 4S2,

(b) χ(X(R)) = −8,
{Vl tV12−l}l=1...6, V10 tT2 ;

2. (M − 2)-surfaces avec χ(X(R)) = 0,
V4 t 2RP2, V6 t 2S2, V3 tK2 tRP2, V4 tT2 t S2,

V5 tRP2 t S2, 2V3 t S2, V4 tK2 t S2, 2K2 tT2 ;

3. Paire de tores, T2 tT2.

Démonstration. — Voir [Nik96, DK96b, DK96a].
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Cycles algébriques sur les surfaces d’Enriques. — Les surfaces d’En-
riques forment une unique famille complexe mais plusieurs centaines de fa-
milles réelles, voir [DIK00]. Soit (X,σ) une R-surface d’Enriques, comme
b2(X) = 10 et b1(X; Z2) = 1, on a b1alg(X(R); Z2) 6 b1(X(R); Z2) 6 12
d’après l’inégalité (3.8) du théorème 3.3.6.

Contrairement au cas des surfaces K3, le nombre b1alg est invariant par dé-
formation réelle. Le résultat ci-dessous caractérise topologiquement le groupe
des cycles algébriques d’une R-surface d’Enriques.

Théorème 4.5.17. — Soit (X,σ) une R-surface d’Enriques avec X(R) 6=
∅. Si toutes les composantes connexes de la partie réelle X(R) sont orien-
tables, on a

H1
alg(X(R); Z2) = H1(X(R); Z2) .

Dans le cas contraire,

dimH1
alg(X(R); Z2) = dimH1(X(R); Z2)− 1 .

Corollaire 4.5.18. — Une R-surface d’Enriques (X,σ) est totalement al-
gébrique si et seulement si X(R) est vide ou orientable.

Corollaire 4.5.19. — Il existe des familles réelles de surfaces d’Enriques
pour lesquelles on a b1alg(X(R); Z2) < b1(X(R); Z2) pour toutes les surfaces
de la famille. En particulier, lorsque X est une surface d’Enriques réelle de
premier nombre de Betti maximal, b1(X(R); Z2) = 12, il n’existe aucune dé-
formation réelle de X qui soit totalement algébrique.

Démonstration. — On donne ici, la preuve de la première partie du théo-
rème 4.5.17, pour la preuve complète, voir [MvH98]. Pour des raisons tech-
niques, on effectue la preuve au niveau de l’homologie, c’est-à-dire qu’on va
montrer l’équivalence :

Halg
1 (X(R); Z2) = H1(X(R); Z2)⇐⇒ X(R) est orientable.

Le diviseur canonique d’une surface d’Enriques étant de 2-torsion, on déduit
du théorème 4.5.21 ci-dessous la condition nécessaire. C’est la réciproque qui
est délicate. Si Y est une surface K3, la surface complexe Y est simplement
connexe et on a un morphisme surjectif

H2(Y ; Z)−σ −→ H1(Y (R); Z2) .

Ce morphisme n’est pas bien défini pour une surface d’Enriques X car son
groupe fondamental est π1(X) = Z2. En revanche, on peut toujours définir un



4.5. SURFACES K3, D’ENRIQUES, ABÉLIENNES, BIELLIPTIQUES (κ = 0) 277

morphisme à partir de l’homologie équivariante, voir [MvH98, Sec. 4],

αX : H2(X;G,Z(1)) −→ H1(X(R); Z2)

dont l’image est précisément le groupe Halg
1 (X(R); Z2) lorsque X est une

surface d’Enriques. Une surface d’Enriques est le quotient d’une surface K3 par
une involution holomorphe sans point fixe, voir [Bea78, Proposition VIII.17].
Notons donc Y une surface K3 complexe dont X est le quotient par une
involution holomorphe sans point fixe η. La structure réelle de X se relève
naturellement en deux structures réelles σ1 et σ2 = η◦σ1 sur Y qui commutent
entre elles, voir [Sil89, Theorem A8.6]. La partie réelle X(R) est revêtue par
la réunion des parties réelles Y1(R) = Y σ1 et Y2(R) = Y σ2 . Pour j ∈ {1, 2},
on note Xj la réunion disjointe des composantes de X(R) revêtues par Yj(R).
On obtient ainsi une décomposition naturelle de la partie réelle d’une surface
d’Enriques en « moitiés »

X(R) = X1 tX2 .

Rappelons que toutes les composantes connexes du lieu réel d’une surface K3
sont orientables. Soit M une composante connexe d’une moitié Xj . Si M est
orientable, M est revêtue par deux composantes de Yj(R) qui sont échangées
par η. Si M est non orientable, M est revêtue par une seule composante de
Yj(R) qui est alors le revêtement d’orientation deM . On en tire un morphisme

H1(Y1(R); Z2)⊕H1(Y2(R); Z2) −→ H1(X(R); Z2)

qui est surjectif lorsque X(R) est orientable. Ce morphisme conduit à un
diagramme commutatif

(4.15)

H2(Y1;G,Z(1))⊕H2(Y2;G,Z(1)) −−−−→ H2(X;G,Z(1))

αY1⊕αY2

y αX
y

H1(Y1(R); Z2)⊕H1(Y2(R); Z2) −−−−→ H1(X(R); Z2)

Les morphismes αY1 et αY2 sont surjectifs parce que Y est simplement
connexe et finalement αX est surjective lorsque X(R) est orientable.

On utilise aussi la décomposition du lieu réel en moitiés pour caractériser
la Galois-Maximalité, voir la définition 3.6.5, des surfaces d’Enriques.

Théorème 4.5.20. — Soit (X,σ) une R-surface d’Enriques de lieu réel
X(R) = X1 tX2 non vide.
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1. Supposons que les deux moitiés X1 et X2 soient non vides. Alors X est
Galois-Maximale. De plus X est Z-Galois-Maximale si et seulement si
X(R) est non orientable.

2. Supposons que l’une des moitiés X1 ou X2 soit vide. Alors X est Galois-
Maximale si et seulement si X(R) est non orientable. De plus X est
Z-Galois-Maximale si et seulement si X(R) possède au moins une com-
posante de caractéristique d’Euler impaire.

Démonstration. — Voir [MvH98].

Tous les cas de Galois-Maximalité, voir l’exemple 3.6.14, sont réalisés par des
surfaces d’Enriques. En effet, par inspection de la preuve du théorème 4.5.16,
voir [DK96b, §5] ou [DK96a], on constate qu’il existe des exemples de sur-
faces d’Enriques pour tous les cas énumérés dans le théorème précédent.

Théorème 4.5.21. — Soit d > 2 un entier. Une R-surface algébrique X
dont le diviseur canonique KX est de d-torsion ne peut être totalement algé-
brique que si sa partie réelle X(R) est vide ou orientable.

Preuve. — Soit X une R-surface totalement algébrique, c’est-à-dire telle que

H1
alg(X(R); Z2) = H1(X(R); Z2).

On utilise les propriétés (3.38) de ϕX : Pic(X)σ → H1
alg(X(R); Z2) vues

dans la proposition 3.7.16. Soit D un diviseur dont la classe dans le groupe de
Néron-Severi NS(X) possède un multiple trivial, alors (D ·D′) = 0 pour tout
diviseur D′. Lorsque D est réel, on a ϕX(D) = 0 dans H1(X(R); Z2). En effet,
par hypothèse, toute classe de cohomologie u ∈ H1(X(R); Z2) est l’image par
ϕX d’un diviseur réel D′ donc ϕX(D) ·u = 0. Comme la forme intersection est
non dégénérée sur H1(X(R); Z2), on a ϕX(D) = 0. Maintenant, si X(R) 6= ∅,
on peut supposerKX réel d’après le théorème 2.6.32. CommeKX est de torsion
dans NS(X), on a finalement ϕX(KX) = 0 d’où w1(X(R)) = 0 et X(R) est
orientable.

Surfaces abéliennes. — Une étude détaillée des R-variétés abéliennes se
trouve dans les travaux de Comessatti [Com25, Com26]. Leurs espaces
de modules et leurs compactifications sont décrits dans [Sil89, Chap IV] et
[Sil92].

Définition 4.5.22. — Un tore complexe de dimension g est un quotient de
Cg par un sous-Z-module Λ ⊂ Cg de rang maximum 2g (un réseau). Une
variété abélienne est un tore complexe qui est projectif, c’est-à-dire un tore



4.5. SURFACES K3, D’ENRIQUES, ABÉLIENNES, BIELLIPTIQUES (κ = 0) 279

complexe qui possède un diviseur ample. Un R-tore complexe est un tore
complexe muni d’une structure réelle. Une R-surface abélienne est donc un
tore complexe de dimension 2 muni d’une structure réelle et admettant un
plongement holomorphe dans un espace projectif (plongement que l’on peut
supposer équivariant d’après le théorème 2.6.44).

Remarque 4.5.23. — Les tores complexes sont kählériens car ils héritent de
la métrique de Kähler de Cg. Par contre, à l’instar des surfaces K3, les tores
complexes de dimension 2 (et plus) ne sont pas tous projectifs.

Exemple 4.5.24 (Tores complexes associés a une variété)
La variété de Picard Pic0(X) d’une variété kählérienne compacte X d’ir-

régularité q > 0 est un tore complexe de dimension q, voir la définition D.6.6.
C’est une variété abélienne si X est projective d’après la proposition D.6.7. Si
X est un tore complexe, Pic0(X) est isomorphe à X.

La variété d’Albanese Alb(X) d’une variété kählérienne compacte X d’irré-
gularité q > 0 est un tore complexe de dimension q, voir la définition D.6.10.
C’est une variété abélienne si X est projective, voir [Voi02, Corollaire 12.12].
Si X est un tore complexe, Alb(X) est isomorphe à X.

La jacobienne Jac(C) d’une courbe complexe compacte C de genre g est
une variété abélienne de dimension g, voir la définition E.4.1. Si C est une
courbe de genre 1, Jac(C) est une courbe isomorphe à C.

Proposition 4.5.25. — Soit X une surface abélienne. Alors X est une sur-
face projective, minimale, telle que κ(X) = 0, pg(X) = 1, q(X) = 2 et KX ∼ 0.

Démonstration. — Voir le théorème 4.5.1 et [Bea78, Liste VI.20 et théorème
VIII.2].

Théorème 4.5.26. — Il y a 4 types topologiques de R-surfaces abéliennes.

∅, T2, 2T2, 4T2 .

Démonstration. — Voir [Sil89, Chapter IV].

Cycles algébriques sur les surfaces abéliennes. — À l’instar des sur-
faces K3, les surfaces abéliennes complexes forment une unique famille com-
plexe, les R-surfaces abéliennes se répartissent en plusieurs familles réelles et
b1alg n’est pas invariant par déformation réelle.

Soit (X,σ) une R-surface abélienne. D’après le théorème 4.5.26, on a
b1(X(R)) ≤ 8. Par ailleurs, en utilisant notamment [Kuc96, Theorem 2.1],
on a aussi b1alg(X(R)) ≤ 5.
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A l’aide de techniques comparables au cas des surfaces K3, on peut mettre
en évidence des obstructions de nature topologique et montrer qu’en dehors de
ces obstructions, on peut toujours déformer une surface abélienne pour réaliser
un b1alg(X(R)) donné.

On peut montrer en particulier que la partie réelle d’une surface abélienne
totalement algébrique est nécessairement connexe ou vide, voir [Hui94], et
qu’une R-surface abélienne de partie réelle connexe peut être déformée vers
une R-surface abélienne réelle totalement algébrique.

Proposition 4.5.27. — Soit X une R-surface abélienne avec un point réel.
On a l’implication :

H1
alg(X(R); Z2) = H1(X(R); Z2) =⇒ X(R) ≈ T2 .

Surfaces bielliptiques. —

Définition 4.5.28. — Soit X une surface analytique complexe compacte
non singulière. Alors X est une surface bielliptique (11) s’il existe deux courbes
elliptiques E et F et un groupe fini H agissant par translations sur F et par
automorphismes sur E tels que E/H = P1 et tel que X est le quotient du
produit E × F par l’action produit de H. Une R-surface bielliptique est une
R-surface (X,σ) telle que X est une surface bielliptique.

Proposition 4.5.29. — Soit X une surface bielliptique. Alors X est une
surface projective, minimale, telle que κ(X) = 0, pg(X) = 0, q(X) = 1 et
m0KX ∼ 0 pour m0 ∈ {2, 3, 4, 6}.

Démonstration. — Voir le théorème 4.5.1 et [Bea78, liste VI.20 et théorème
VIII.2].

Pour une surface bielliptique X, l’application d’Albanese, voir la défini-
tion D.6.13,

α : X = (E × F )/H → Alb(X) = F/H

est une fibration elliptique localement triviale non triviale. Les fibres de α
sont toutes isomorphes à E sur C. Lorsque X est une R-surface, la fibration
d’Albanese α est une R-fibration et les courbes F/H et E sont des R-courbes
elliptiques. Le lieu réel d’une R-courbe elliptique non singulière est soit vide,
soit formé d’un ou deux ovales. Il est immédiat que le nombre de composantes

11. Les surfaces bielliptiques sont classiquement appelées surfaces hyperelliptiques, nous
renvoyons à [Bea78, VI.19] pour une justification de la terminologie utilisée ici.
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connexes du lieu réel de X vérifie 0 6 #π0X(R) 6 4 et que chaque compo-
sante connexe est homéomorphe à un tore T2 ou à une bouteille de Klein K2.
On arrive ainsi à quinze types topologiques possibles a priori pour X(R).
Comme corollaire à leur description de l’espace des modules des R-surfaces
bielliptiques, F. Catanese et P. Frediani [CF03] ont déterminé les onze types
topologiques effectivement réalisables. Si α admet une section réelle, alors seuls
sept types topologiques sont réalisables.

Théorème 4.5.30 (Catanese, Frediani 2003). — Il y a 11 types topolo-
giques de R-surfaces bielliptiques.

1. ∅, T2, 2T2, 3T2, 4T2,

2. K2, 2K2, 3K2, 4K2,

3. T2 tK2, T2 t 2K2.

Démonstration. — Voir [CF03].

Théorème 4.5.31. — Il y a 7 types topologiques de R-surfaces bielliptiques
dont la fibration d’Albanese admet une R-section.

1. T2, 2T2, 3T2, 4T2,

2. 2K2, 3K2, 4K2.

Démonstration. — Voir [Man03, Théorème 2.3].

Cycles algébriques sur les surfaces bielliptiques. — Le diviseur cano-
nique KX d’une surface bielliptique est de torsion, on note dX ∈ {2, 3, 4, 6}
cette torsion.

Il y a exactement sept familles complexes de surfaces bielliptiques et pour
chacune d’entre elles, plusieurs familles réelles, voir [CF03]. Le nombre b1alg
est encore invariant par déformation et l’article [Man03] contient une carac-
térisation topologique des R-surfaces bielliptiques totalement algébriques.

Théorème 4.5.32. — Soit X une R-surface bielliptique avec un point réel.

1. Si H1
alg(X(R); Z2) = H1(X(R); Z2), alors X(R) est homéomorphe à un

tore. Si de plus dX est pair, α admet une section réelle.

2. Supposons que X(R) soit homéomorphe à un tore. Si dX est impair ou
si α admet une section réelle, alors

H1
alg(X(R); Z2) = H1(X(R); Z2) .
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Démonstration. — On donne ici une preuve partielle. Pour la preuve complète,
voir [Man03]. Soit (X,σ) une R-surface bielliptique. On note

π : X → E/H ' P1

la deuxième fibration elliptique dont les seules fibres singulières sont des fibres
multiples mtLt où Lt est une courbe elliptique non singulière. Le groupe de
Néron-Severi NS(X) est engendré par une fibre Xx de α et par les courbes Lt
réduites des fibres multiples de π. Soient mtLt et mt′Lt′ deux fibres multiples
réelles de π, notons d le pgcd de mt et mt′ . Supposons que d > 2, le diviseur
D = (mt/d)Lt − (mt′/d)Lt′ est de d-torsion dans NS(X). D’après la preuve
du théorème 4.5.21, on a alors ϕX(D) = 0. Quitte à permuter t et t′, on peut
supposer que mt/d est impair et dans ce cas :

ϕX((mt/d)Lt) = ϕX(Lt) .

Se présente donc une alternative : ou bien ϕX(Lt) = ϕX(Lt′) ou bien
ϕX(Lt) = 0. En étudiant les sept configurations de fibres multiples possibles,
on déduit que l’image par ϕX du sous-groupe de NS(X) engendré par les
courbes Lt réelles est de dimension 6 1.

Supposons maintenant que (X,σ) soit totalement algébrique. Dans ce cas,
on a ϕX(Pic0(X)σ) = {0} dans H1

alg(X(R); Z2) d’après [Kuc96, Th. 2.1]. On
en déduit un morphisme

NS(X)σ → H1
alg(X(R); Z2)

bien défini sur NS(X)σ et surjectif sur H1
alg(X(R); Z2). Ceci nous donne une

majoration dimH1
alg(X(R); Z2) 6 2. Par hypothèse, la dimension de l’espace

H1(X(R); Z2) vérifie la même inégalité donc X(R) est connexe. Par ailleurs,
le diviseur canonique KX d’une surface bielliptique est de dX -torsion avec
dX ∈ {2, 3, 4, 6}. D’après le théorème 4.5.21, si la partie réelle X(R) est non
vide, elle est orientable, et donc finalement, homéomorphe à un tore. Pour la
réciproque, voir l’article original [Man03].

Récapitulatif : cycles algébriques si κ 6 0. — En regroupant les résul-
tats de cette section pour les surfaces de dimension de Kodaira κ(X) = 0 et
en le vérifiant directement (exercice) pour les surfaces de dimension de Ko-
daira κ(X) = −∞ (d’après [Kuc96, Theorem 2.1], il est alors nécessaire de
choisir une involution telle que ϕX(Pic0(X)σ) = {0} dans H1

alg(X(R); Z2)),
on constate que lorsque X est une surface algébrique appartenant à l’une des
classes suivantes : rationnelle, réglée, abélienne, K3, d’Enriques, on peut tou-
jours trouver une surface algébrique Y dans la même famille complexe que
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X et une structure réelle non vide sur Y qui soit totalement algébrique (ceci
est vrai aussi pour les surfaces elliptiques régulières, voir le théorème 4.6.16).
A contrario, il existe deux familles complexes de surfaces bielliptiques qui
contiennent des R-surfaces dont la partie réelle est difféomorphe à un tore
mais qui ne sont jamais totalement algébriques :

Théorème 4.5.33. — Soient E,F des courbes elliptiques et H l’un des
groupes Z2 ⊕ Z2 ou Z4 ⊕ Z2. Alors pour toute surface algébrique complexe
Y déformation équivalente à la surface bielliptique X = (E × F )/H et pour
toute structure réelle sur Y ayant des points réels, on a

H1
alg(Y (R); Z2) 6= H1(Y (R); Z2) .

Démonstration. — Voir [Man03, Corollaire 3.3].

Dans chacune des cinq autres familles complexes de surfaces bielliptiques,
il existe une R-surface X telle que X(R) est homéomorphe à un tore et
H1

alg(Y (R); Z2) = H1(Y (R); Z2).

Corollaire 4.5.34. — A l’exception des surfaces du théorème 4.5.33, toute
famille complexe de surfaces de dimension de Kodaira non positive contient
une R-surface Y avec un point réel telle que H1

alg(Y (R); Z2) = H1(Y (R); Z2).

4.6. Surfaces elliptiques (κ 6 1)

Définition 4.6.1. — Une surface analytique complexe non singulière X est
dite elliptique s’il existe une courbe complexe non singulière ∆ et une applica-
tion holomorphe propre et surjective π : X −→ ∆ dont la fibre Xu = π−1(u)
est une courbe non singulière de genre 1 pour presque tout point u ∈ ∆.

Remarque 4.6.2. — Comme la variété complexe X est non singulière et de
dimension 2, toutes les fibres de π sont de dimension 1 (cette équidimension-
nalité des fibres n’est plus vérifiée en dimension supérieure, voir [Uen73]). De
plus, la propreté de π implique que ses fibres sont compactes et que X est une
surface compacte si et seulement si ∆ est une courbe compacte.

Certaines surfaces elliptiques sont projectives, et donc algébriques d’après
le théorème de Chow D.5.1. La définition dans le cadre algébrique est alors la
suivante.

Définition 4.6.3. — Une surface algébrique complexe projective non singu-
lière X est dite elliptique s’il existe une courbe algébrique complexe projective
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non singulière ∆ et une application régulière surjective π : X −→ ∆, dont la
fibre générale est une courbe algébrique complexe projective non singulière de
genre 1.

Remarque 4.6.4. — Par définition, l’image par π de l’ensemble de ses fibres
singulières est un fermé de Zariski de ∆, le nombre de fibres singulières π est
donc fini.

Définition 4.6.5. — Une R-surface (X,σ) est elliptique s’il existe une R-
fibration elliptique π : X −→ ∆, i. e. ∆ possède une structure réelle σ∆ et
π ◦ σ = σ∆ ◦ π.

Remarque 4.6.6 (Définition schématique). — Pour être complet nous
donnons la version schématique correspondante. Une fibration elliptique sur
une surface non singulière géométriquement intègre X est un morphisme fi-
dèlement plat π : X −→ C au-dessus d’une courbe non singulière, dont la
fibre générique XK(C) est isomorphe à une courbe non singulière de genre 1
au-dessus du corps K(C) des fonctions rationnelles sur C. Une fibre fermée
générale Xκ(c) = π−1(c) de π est isomorphe à une courbe non singulière de
genre 1 au-dessus du corps résiduel κ(c) du point c ∈ C. Une fibre schématique
fermée π−1(c) non isomorphe à une courbe non singulière de genre 1 sur κ(c)
est dite dégénérée.

Proposition 4.6.7. — Soit X une surface elliptique, alors κ(X) 6 1.

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Theorem V.12.5].

Proposition 4.6.8. — Soit X une surface analytique complexe compacte
non singulière telle que κ(X) = 1. Alors X est canoniquement muni d’une
fibration elliptique qui est l’unique fibration elliptique portée par X.

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, § VI.3, case a(X) = 2, κ(X) = 1].

Remarque 4.6.9. — En fait, lorsque κ(X) = 1, la fibration elliptique est dé-
terminée par le morphisme ϕmKX associé à un multiple du diviseur canonique.
En particulier, si (X,σ) est une R-surface, cette fibration est une R-fibration
d’après la proposition 2.6.31.

Définition 4.6.10. — Une surface analytique complexe compacte non sin-
gulière X (resp. une R-surface (X,σ)) est une surface elliptique propre (resp.
une R-surface elliptique propre) si κ(X) = 1.
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Une surface algébrique est dite régulière ou d’irrégularité nulle si
H1(X,OX) = {0}. Lorsque X est une surface elliptique, ceci impose que
la courbe de base est de genre 0 et que la fibration admet au moins une fibre
singulière. Réciproquement, soit X une surface elliptique π : X −→ P1 telle
que π admet au moins une fibre singulière, alors la surface X est d’irrégularité
nulle. Rappelons, définition 4.3.16, que la fibration π est minimale si aucune
de ses fibres ne contient de (−1)-courbe (c’est-à-dire, en généralisant la
définition 4.3.2 aux surfaces analytiques non singulières, une courbe ration-
nelle irréductible non singulière d’auto-intersection −1). Lorsqu’une fibration
elliptique relativement minimale π : X → P1 admet une section s : P1 → X

on dit que X est une surface elliptique jacobienne (12). Toutes ces définitions
ont un sens sur R, une R-surface elliptique est une surface elliptique dont le
morphisme de fibration commute avec les structures réelles de X et P1 et on
parlera de R-surface elliptique jacobienne si π admet une R-section.

Nous rappelons deux résultats sur les surfaces elliptiques complexes très
utiles pour la suite.

Lemme 4.6.11. — Deux surfaces elliptiques complexes relativement mini-
males d’irrégularité nulle et sans fibre multiple sont équivalentes par déforma-
tion si et seulement si leurs caractéristiques d’Euler holomorphes sont égales.

Démonstration. — Voir [Kas77].

Théorème 4.6.12. — Deux surfaces elliptiques régulières sans fibre multiple
X et Y sont équivalentes par déformation si et seulement si

1. les modèles minimaux X ′ de X et Y ′ de Y sont équivalents par défor-
mation ;

2. ηX = ηY , où ηZ , Z = X,Y est le nombre minimal d’éclatements néces-
saires pour obtenir la surface Z à partir de Z ′.

Démonstration. — Voir [Kod64].

Les fibres singulières d’une R-surface elliptique ont été classifiées par Silhol,
voir [Sil84], [Sil89, Chapitre VII]. Le théorème qui suit énumère tous les
types topologiques des R-surfaces elliptiques jacobiennes dans chaque famille
de déformation complexe de surfaces elliptiques jacobiennes complexes.

12. Cette terminologie provient du fait que dans ce cas les fibrations X → P1 et Jac(X)→
P1 sont isomorphes, voir [BHPVdV04, V.9].
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Théorème 4.6.13. — Soit k > 1 un entier naturel. Les types topologiques
extrémaux des R-surfaces elliptiques jacobiennes d’irrégularité nulle et de ca-
ractéristique d’Euler holomorphe χ(OX) = k sont :

1. M -surfaces, a = k + 4λ− 1, l = 5k − 4λ, λ = 0, 1, . . . , k,
— Sl t aS2, k pair ou
— V2l t aS2, k impair.

2. (M − 2)-surfaces, a = k + 4λ, l = 5k − 4λ− 3, λ = 0, 1, . . . , k − 1,
— Sl t aS2, k pair ou
— V2l t aS2, k impair.

3. χ(X(R))) = 0,
— paire de tores, K2 tK2, k pair ou
— paire de bouteille de Klein, T2 tT2, k impair.

Soit X une R-surface elliptique jacobienne de caractéristique d’Euler
χ(OX) = k. Alors le type topologique de X(R) est le résultat d’une simplifi-
cation de Morse à partir de l’un des types extrémaux énumérés ci-dessus.

Réciproquement, quel que soit le résultat d’une simplification de Morse à
partir de l’un des types extrémaux énumérés ci-dessus, et pourvu que le nombre
de Betti total soit supérieur ou égal à 2, il existe une R-surface elliptique jaco-
bienne X de caractéristique d’Euler χ(OX) = k dont c’est le type topologique
de la partie réelle.

Démonstration. — Voir [BM07].

Remarquons que dans la définition de surface jacobienne, nous avons sup-
posé que la fibration elliptique est relativement minimale. En fait l’analogue
du théorème 4.6.13 sans cette hypothèse, c’est-à-dire la classification des types
topologiques des R-surfaces elliptiques d’irrégularité nulle avec R-sections et
contenues dans une famille de déformations complexes donnée peut être direc-
tement déduit du théorème 4.6.13. En effet, d’après le théorème 4.6.12, deux
surfaces elliptiques complexes d’irrégularité nulle et sans fibre multiple sont
équivalentes par déformation si et seulement si leurs caractéristiques d’Euler
holomorphes sont égales et leurs fibrés canoniques ont même degré.

Pour réaliser un type topologique au sein d’une famille complexe donnée,
disons pour k = χ(OX) and K2

X = −m < 0, considérons une surface ellip-
tique jacobienne Y de caractéristique d’Euler holomorphe k. Alors par dé-
finition, K2

Y = 0. Soit X la surface obtenue en éclatant un ensemble de m
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#π0(X(R)) = 5k

#π0(X(R)) = 1 b1(X(R)) = 2

k − 1 k k + 1321
b1(X(R)) = 10kb∗(X(R))

12k
12k − 4

10k + 2

2− 10k

4

10k − 2
χ(X(R))

Figure 4.12. Types topologiques des surfaces elliptiques jaco-
biennes réelles régulières de caractéristique d’Euler holomorphe k.

points globalement fixe par la structure réelle. Alors K2
X = −m. Chaque écla-

tement centré en un point réel produit une somme connexe avec un RP2,
voir l’exemple 4.2.18. Réciproquement, tout type topologique d’une surface
elliptique réelle d’irrégularité nulle et admettant une section réelle peut être
obtenue de cette façon.

Cycles algébriques sur les surfaces elliptiques telles que q = 0. —
Contrairement aux surfaces de dimension de Kodaira nulle : K3, abéliennes,
Enriques, bielliptiques, il existe une infinité de familles complexes de surfaces
elliptiques régulières et pour chaque famille complexe, plusieurs familles réelles.

Il est en général assez difficile de trouver, dans une famille donnée de surfaces
complexes, des surfaces algébriques réelles avec un « grand » premier nombre
de Betti b1(X(R); Z2). Par exemple, on ne sait toujours pas s’il existe une
surface de degré 5 dans P3(R) avec un premier nombre de Betti égal à 47 (47
est un majorant connu pour ces surfaces), voir la section 4.7.
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Proposition 4.6.14 (Kharlamov). — Une R-surface elliptique (X,σ) ré-
gulière et sans fibre multiple, vérifie l’inégalité de Ragsdale-Viro

(4.16) b1(X(R); Z2) 6 h1,1(X) .

Ce résultat et l’idée de sa preuve nous ont été communiqués par V. Kharla-
mov en 1997. Nous n’en connaissons pas de version publiée autre que [AM08],
la voici reproduite.

Preuve de 4.6.14. — Soit b∗(X(R); Z2) =
∑k
k=0 bk(X(R); Z2) et b∗(X; Z2) =∑2k

k=0 bk(X; Z2). Dans le cas où π : X → P1 n’admet pas de fibres multiples
on vérifie immédiatement, en utilisant par exemple la classification des fibres
singulières réelles, voir [Sil89, Chapitre VII], que

b1(X(R); Z2) 6 b1(Jac(X)(R); Z2)

où Jac(X) → P1 est la fibration jacobienne associée à X → P1, voir
[BHPVdV04, V.9]. Par construction, cette fibration est une surface ellip-
tique réelle avec section réelle telle que

h1,1(Jac(X)) = h1,1(X) .

Nous supposerons donc dans la suite que π admet une section réelle sans perdre
en généralité. La structure réelle σ induit une involution, que l’on note encore
σ, sur H2(X,Z). Considérons les invariants homologiques suivants :

Le rang du sous-module invariant par σ

r2 = rgH2(X,Z)σ = rg ker(1− σ)

et la caractéristique de Comessatti

λ = rg ((1 + σ)H2(X,Z)) = rg Im(1 + σ) .

Comme la fibration π : X → P1 admet une section, elle n’admet pas de
fibres multiples et les nombres de Betti b1(X) et b3(X) sont nuls. D’après le
théorème 3.6.11, la surface (X,σ) est donc Galois-Maximale et de ce ce fait
(voir aussi le corollaire 3.6.12), la caractéristique de Comessatti correspond à

2λ = b∗(X; Z2)− b∗(X(R); Z2)

et le premier nombre de Betti de X(R) à

(4.17) b1(X(R); Z2) = b2(X)− r2 − λ .

Si aucune fibre singulière de π n’est réelle, X(R) est la réunion de deux
tores ou de deux bouteilles de Klein car π est munie d’une section réelle.
Dans ce cas, l’inégalité (4.16) est vérifiée. Si π admet au moins une fibre
singulière réelle, X(R) possède une seule composante connexe non simplement
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connexe et un nombre fini d’autres composantes qui sont toutes homéomorphes
à des sphères. Notons s le nombre de composantes sphériques. La somme des
nombres de Betti de X(R) est alors b∗(X(R); Z2) = 2 + 2s+ b1(X(R); Z2) et
la caractéristique de Comessatti devient

(4.18) λ = r2 − 2s .

Du lemme 4.4.17 et du lemme 4.4.19, on déduit que sminore la dimension de
la partie invariante de H1,1(X). Comme par ailleurs, σ(H2,0(X)) = H0,2(X)
d’après le lemme D.3.17 et h2,0(X) = h0,2(X), on en déduit que r2 est soumis
à la minoration

h2,0(X) + s 6 r2 .

De l’équation (4.18), nous tirons h2,0(X) − s 6 λ et l’égalité (4.17) nous
permet de conclure :

b1(X(R); Z2) 6 b2(X)− 2h2,0(X) .

Pour chaque famille complexe de surface elliptique régulière sans fibre mul-
tiple, toute R-surface (X,σ) satisfait b1(X(R); Z2) 6 h1,1(X), voir la proposi-
tion 4.6.14. Nous montrons dans la suite que dans chaque famille complexe de
surfaces elliptiques régulières sans fibre multiple, il existe au moins une sous-
famille de R-surfaces telle que b1 = h1,1. De plus, dans chacune des familles
réelles trouvées, il existe au moins une R-surface telle que b1alg(X(R); Z2) =
b1(X(R); Z2). Ces deux résultats sont obtenus à l’aide d’une même construc-
tion. On montre ainsi que l’inégalité de Ragsdale-Viro b1(X(R); Z2) 6 h1,1(X)
est optimale pour toutes les R-surfaces elliptiques régulières et sans fibre mul-
tiple.

D’après le théorème de décomposition de Hodge, pour une surface elliptique
X régulière relativement minimale, on a h1,1(X) = 10χ(OX) d’où lorsque X
est de plus sans fibre multiple,

(4.19) b1(X(R); Z2) 6 10χ(OX) .

Théorème 4.6.15. — Pour tout k > 0, il existe une R-surface elliptique
régulière relativement minimale (X,σ) telle que :

χ(OX) = k, b1(X(R); Z2) = 10k .

Démonstration. — Nous donnons ici une esquisse de preuve et nous ren-
voyons à [Man00] pour la preuve complète. Les surfaces qui apparaissent
dans l’énoncé précédent sont dites modulaires. Une surface modulaire
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est construite à partir d’un sous-groupe Γ d’indice fini du groupe mo-
dulaire PSL2(Z) = SL2(Z)/{±1}. On adapte la construction classique
[Shi71, Shi72b] au cas réel puis on utilise la classification réelle des fibres
singulières d’une fibration elliptique donnée par Silhol [Sil84] pour obtenir
les conditions nécessaires à poser sur le groupe Γ pour que la surface réelle ait
une homologie maximale en rang 1.

Considérons un sous-groupe d’indice fini Γ ⊂ PSL2(Z). Le groupe PSL2(Z)
étant un sous-groupe de PSL2(R), le groupe Γ est un sous-groupe discret du
groupe des isométries du plan hyperbolique H. C’est donc un groupe fuchsien
et le quotient ∆′Γ = H/Γ est une courbe complexe dont la non compacité
provient des classes paraboliques ou cusps. Une compactification naturelle est
obtenue en remarquant que Γ opère sur P1(Q) considéré comme sous-espace
du bord de H = {z ∈ C/ =(z) > 0}, on considère alors la courbe complexe
compacte

∆Γ = (H ∪P1(Q))/Γ .

On utilise alors le fait que Γ n’est pas seulement un groupe d’isométries de H
mais aussi un groupe d’automorphismes de courbes elliptiques, on construit
alors naturellement une fibration localement triviale en courbes de genre 1
au-dessus de l’ouvert ∆′Γ de ∆Γ. Il y a alors en général plusieurs façons de
prolonger la fibration au-dessus de chaque point cusp P . Pour déterminer le
type complexe de fibre singulière au-dessus de P , il suffit de connaître un
élément du stabilisateur de P ∈ ∆Γ. On obtient ainsi une représentation de
monodromie

ρ : π1(∆′Γ)→ PSL2(Z) .

Pour chaque relèvement ρ′ : π1(∆′Γ)→ SL2(Z) de ρ, on obtient une surface
elliptique avec une liste de fibres singulières de types complexes fixés.

L’action du groupe PSL2(R) sur H est notée z 7→ A.z où A.z = az+b
cz+d si

A est représenté par
(
a b

c d

)
, ad − bc = 1. L’involution σH : z 7→ −z̄ de H

est anti-holomorphe. On note S : SL2(R)→ SL2(R),
(
a b

c d

)
7→
(
a −b
−c d

)
.

Alors S induit une involution sur PSL2(R) que l’on notera encore S. Soient
z ∈ H et A ∈ PSL2(R), alors σH (A.σH(z)) = S(A).z.

Soit Γ un groupe fuchsien (i. e. un sous-groupe discret de PSL2(R)), l’in-
volution σH induit une structure réelle sur le quotient H/Γ si et seulement si
σHΓ = ΓσH, i. e. si et seulement si Γ est stable par S.
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En général, on ne peut pas contrôler complètement le type réel des fibres
singulières obtenues par cette construction. Dans les cas où cela est possible,
on obtient des conditions nécessaires sur Γ puis on donne une suite de groupes
qui vérifient ces conditions nécessaires.

Pour k ∈ N∗, soit Γk le groupe arithmétique dont le domaine fondamental
est représenté sur la figure 4.13. Pour chaque groupe Γk, il existe une surface

Figure 4.13. Domaine fondamental du groupe Γk.

elliptique modulaire réelle Xk −→ ∆Γk ' P1 qui vérifie les conclusions du
théorème 4.6.15. Pour chaque k, la partie réelle Xk(R) est connexe. Lorsque
k est pair, Xk(R) est difféomorphe à la surface orientable de genre 5k

2 . Dans
le cas contraire, Xk(R) est difféomorphe à la surface non orientable de carac-
téristique d’Euler 2− 10k.

Théorème 4.6.16. — Toute surface elliptique complexe régulière sans fibre
multiple Y → P1 peut être déformée sur C en une surface elliptique X ad-
mettant une structure réelle telle que

b1alg(X(R); Z2) = b1(X(R); Z2) = h1,1(X) .

Preuve. — Une surface elliptique régulière sans fibre multiple Y −→ P1 ad-
met un modèle relativement minimal Y ′ −→ P1 qui est une surface elliptique.
D’après le lemme 4.6.11, les surfaces elliptiques régulières sans fibre multiple
relativement minimales sont classifiées par leur caractéristique d’Euler holo-
morphe. D’après le théorème 4.6.15, il existe une surface elliptique régulière
sans fibre multiple relativement minimale X ′ telle que χ(OX′) = χ(OY ′) et
b1alg(X ′(R); Z2) = b1(X ′(R); Z2) = h1,1(X ′). Maintenant, si V est une surface
réelle et W → V un éclatement centré en un point de V (R), alors W est une
surface réelle et

h1,1(W ) = h1,1(V ) + 1, b1alg(W (R); Z2) = b1alg(V (R); Z2) + 1 .

La surface Y est obtenue à partir de Y ′ par un nombre fini d’éclatements
centrés en des points. On conclut grâce au théorème 4.6.12.
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Remarque 4.6.17. — Contrairement aux surfaces elliptiques, une surface
munie d’une fibration en courbes de genre 2 peut être de type général. La
théorie réelle de ces surfaces est nettement moins avancée que dans le cas du
genre 1. La première étape vers une classification a néanmoins été franchie :
une classification des fibres singulières d’un pinceau en courbes de genre 2 a
été réalisée dans [AM15].

4.7. Surfaces de type général (κ = 2)

Dans cette section, nous construisons quelques exemples intéressants de R-
surfaces de type général. Nous nous intéressons plus particulièrement à leurs
cycles algébriques.

Pour une surface algébrique complexe projective non singulière X, l’image
de l’application Pic(X) → H2(X; C) = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X) est
contenue dans H1,1(X), voir l’appendice D. Ainsi le nombre de Picard ρ(X)
est majoré par le nombre de Hodge h1,1(X). Soit Xd une surface non singulière
de P3(C) de degré d := deg(Xd), on a ρ(Xd) 6 h1,1(Xd) = d

3(2d2 − 6d + 7),
voir l’exemple D.4.4.

Si d 6 3, Xd est une surface rationnelle et ρ(Xd) = h1,1(Xd). Si d > 3, et
si Xd est une surface générale parmi les surfaces de degré d, son nombre de
Picard satisfait ρ(Xd) = 1 d’après le théorème de Noether [Del73, 1.2.1], et il
est assez difficile de construire des exemples de surfaces ayant un nombre de
Picard proche de h1,1(Xd).

Si d = 4, Xd est une surface K3, et on dispose d’une classification, voir le
théorème 4.5.10. Si d > 5, X est une surface de type général, voir [Bom73],
et on ne connait que des exemples sporadiques.

Les surfaces X qui ont un « grand » nombre de Picard, c’est-à-dire telles que
ρ soit proche de h1,1, sont exceptionnelles, voir par exemple [Man94], [KI96],
[Bih01a] pour les surfaces de P3 degré 5 et leurs déformations ; [Bih01b] et
[Ren15] pour les surfaces de degré 6. D’autre part, les R-surfaces qui ont
« beaucoup » de cycles algébriques sont encore plus rares. C’est dire l’intérêt
de construire des exemples de surfaces qui possèdent cette propriété.

Par éclatement de points singuliers de surfaces, on crée des cycles algé-
briques (les composantes irréductibles du diviseur exceptionnel). Persson uti-
lise cette méthode pour fabriquer des exemples de surfaces ayant un nombre
de Picard maximal, voir [Per82].



4.7. SURFACES DE TYPE GÉNÉRAL (κ = 2) 293

Dans cette partie on montre que dans certains cas, on peut obtenir de bons
résultats en réel avec cette méthode essentiellement grâce au lemme 4.7.7 et à
une bonne présentation du calcul des éclatements, voir l’appendice F.

Définition 4.7.1. — Une surface analytique complexe compacte X possé-
dant les mêmes invariants numériques qu’une surface de degré 5 dans P3 est
appelée quintique numérique.

Remarque 4.7.2. — D’après par exemple [Hor75], il suffit de vérifier que

(c2
1(X), h0,2(X)) = (5, 4)

pour conclure que X est une quintique numérique.

Après une étude des résolutions réelles de points singuliers sur une surface
réelle, on présente deux exemples, 4.7.13 et 4.7.14, de surfaces quintiques nu-
mériques. Si X est une surface de degré 5 dans P3(C), alors h1,1(X) = 45,
voir l’exemple D.4.4, et on a la majoration

rg Pic(X) 6 45 .

Dans [Per82], Persson donne un exemple de modèle non singulier de quin-
tique numérique avec ρ = 43 mais cet exemple « passe » mal en réel comme
on le verra avec l’exemple 4.7.14 (l’homologie de la partie réelle contient seule-
ment 31 classes engendrées par des cycles algébriques). Dans l’exemple 4.7.13,
on se propose de reprendre un exemple dû à Hirzebruch de quintique dont un
modèle non singulier a un nombre de Picard ρ = 41. On va montrer que la
partie réelle de ce modèle non singulier a une homologie de dimension 41 qui
est entièrement engendrée par des cycles algébriques.

Remarque 4.7.3. — En 2011, Mathias Schütt [Sch11] a construit une quin-
tique telle que ρ = 45 qui est un quotient d’une surface de Fermat (on
pourra consulter [Shi81] au sujet des surfaces de Fermat et plus générale-
ment [Bea14]). La surface de Schütt a pour équation

yzw3 + xyz3 + wxy3 + zwx3 = 0

dans P3. Cette surface est clairement définie sur R. Il serait intéressant de
calculer les nombres b1 et b1alg pour le lieu réel de cette surface. Voir aussi
[Sch15] pour la construction de surfaces quintiques complexes de nombre de
Picard compris entre 1 et 45.
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Résolution de points singuliers, revêtements doubles. — Dans cette
sous-section, on considère la résolution réelle des points doubles rationnels,
définition 4.4.28, et on démontre le lemme 4.7.7 qui sera très utilisé dans la
suite.

Les deux exemples de surfaces de type général développés à la fin de ce
chapitre sont obtenus par résolution des singularités de surfaces particulières.
Chaque courbe exceptionnelle obtenue par éclatement de point engendre un
cycle algébrique complexe dont le lieu réel ne se comporte pas toujours de
manière aussi simple.

Exemple 4.7.4. — Un phénomène typique peut s’illustrer en considérant la
surface X1 ⊂ R3

x,y,z d’équation z2 = x4 − x2 − y4 − y2 qui est constituée de
deux sphères se rencontrant en un point double ordinaire (deux autres points
singuliers situés dans la partie complexe n’interviennent pas dans ce contexte).
En éclatant ce point X̃1 → X1, on obtient une sphère lisse X̃1(R). On a donc
un cycle algébrique complexe invariant par la structure réelle qui ne donne
aucune classe non triviale dans H1(X̃1(R); Z2).

Exemple 4.7.5. — Un deuxième exemple permet d’illustrer un phénomène
légèrement différent. La surface X2 ⊂ R3

x,y,z d’équation z2 = (x2 + (y − 1)2 −
4)(x2 + (y + 1)2 − 4) est constituée de deux sphères se rencontrant en deux
points doubles ordinaires. En éclatant ces points X̃2 → X2, on obtient un tore
lisse X̃2(R) et les deux courbes exceptionnelles (qui sont des −2-courbes, voir
4.3.2) donnent la même classe dans H1(X̃2(R); Z2) alors qu’elles engendrent
des classes distinctes dans l’homologie du lieu complexe.

C’est ce deuxième phénomène que l’on rencontre avec l’exemple 4.7.14. Avec
l’exemple 4.7.13 au contraire, tous les cycles algébriques de la partie complexe
invariants engendrent des classes non triviales dans H1(S̃(R); Z2) parce que
la surface singulière de départ est homéomorphe à P2(R).

On remarquera aussi que contrairement au cas complexe, la section hyper-
plane n’engendre pas toujours un cycle algébrique non trivial dans l’homologie
du lieu réel.

Exemple 4.7.6 (Résolution de point double sur une surface)
Considérons une surface X et un point double P sur cette surface.

Comme P est un point double, sa dimension minimale de plongement est 3,
voir la remarque 4.4.27. Autrement dit, localement analytiquement, on peut se
ramener à un ouvert V de K3, K = R ou C, centré en (0, 0, 0) dans lequel X
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a une équation de la forme z2 = f(x, y) et P = (0, 0, 0). L’éclaté Ṽ de V en 0
est l’ensemble des couples (a, ξ) éléments de V ×P2(K) vérifiant les équations

xξ2 = yξ1 et xξ3 = zξ1

où (x, y, z) sont les coordonnées sur V et [ξ1, ξ2, ξ3] les coordonnées homogènes
sur P2(K).

On peut recouvrir l’éclaté Ṽ de V par des cartes,

Ui = {(a, ξ) ∈ Ṽ : ξi 6= 0}, i = 1, 2, 3 ;

avec les coordonnées (ui, vi, wi) définies par :

u1 = x, v1 = ξ2
ξ1
, w1 = ξ3

ξ1
sur U1 ,

u2 = ξ1
ξ2
, v2 = y, w2 = ξ3

ξ2
sur U2 ,

u3 = ξ1
ξ3
, v3 = ξ2

ξ3
, w3 = z sur U3 .

On peut remonter X par le morphisme d’éclatement π : X̃ → X dans les
cartes Ui définies ci-dessus. Dans U1 l’équation de π∗(X) est de la forme

u2
1w

2
1 = um1 f1(u1, v1)

où m est la multiplicité de f en 0. La transformée stricte X̃ de X a donc
pour équation dans cette carte w2

1 = um−2
1 f1(u1, v1). Dans U2, c’est w2

2 =
vm−2

2 f2(u2, v2) et dans U3, 1 = wm−2
3 f3(u3, v3, w3).

Un cas particulier qui nous intéressera dans la suite est celui des points
doubles rationnels, voir la définition 4.4.28, car leur résolution engendre des
cycles algébriques dans la partie complexe sans changer les invariants numé-
riques de la surface considérée – voir [Art62] ou [Slo80, page 70]. Les surfaces
singulières dont les seules singularités sont de ce type sont les surfaces de Du
Val, voir la définition 4.4.30.

On veut connaître la topologie de la partie réelle de la surface non singulière
X̃ obtenue et calculer le rang de Halg

1 (X̃(R); Z2).

Lemme 4.7.7. — Soit X une R-surface de lieu réel non vide sur laquelle
on considère un point singulier P appartenant à X(R). On note πP : X̃ → X

une R-résolution (c’est-à-dire que πP commute avec les structures réelles de
X et X̃). Alors si la partie réelle L(R) du diviseur exceptionnel est non vide
on a

χtop(X̃(R)) = χtop(X(R)) + χtop(L(R))− 1
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où χtop est la caractéristique d’Euler topologique.

Démonstration. — Afin d’alléger les notations, on va noter V := X(R) et
W := L(R) ; on a alors Ṽ = X̃(R).

On considère la suite exacte de cohomologie à support compact (B.5) de la
proposition B.6.8 appliquée à la paire compacte (Ṽ ,W ) :

(4.20)
· · · → Hk

c (Ṽ rW ; Z2)→ Hk(Ṽ ; Z2)→ Hk(W ; Z2)→ Hk+1
c (Ṽ rW ; Z2)→ · · ·

On a
1. ∀k > 0, Hk

c (Ṽ rW ; Z2) = Hk
c (V r {P}; Z2) ;

2. dimH0
c (V r {P}; Z2) = dimH0(V ; Z2)− 1 ;

3. ∀k > 0, Hk
c (V r {P}; Z2) = Hk(V ; Z2) ;

4. H2(W ; Z2) = 0.
Par définition de π, il existe un voisinage U de P dans V et un voisinage Ũ

de W dans X̃ tels que πP soit biholomorphe de Ũ rW sur U r {P}. Comme
Ṽ r W et V r {P} sont homéomorphes, on a (1). L’assertion (2) provient
de la définition de la cohomologie à support compact. En effet, si on note
V1 la composante connexe de V qui contient P , on a H0

c (V1 r {P}; Z2) = 0.
L’assertion (3) découle alors de la suite exacte (4.20) appliquée à la paire
(V, {P}). Pour finir, l’assertion (4) n’est rien d’autre que la traduction du fait
que W est de dimension 1.

Il suffit alors d’écrire que la somme alternée des dimensions des Z2-espaces
vectoriels de la suite exacte est nulle pour trouver

χtop(Ṽ ) = χtop(V ) + χtop(W )− 1 .

Corollaire 4.7.8. — Sous les hypothèses du lemme précédent et si de plus
L(R) est connexe, on a

χtop(X̃(R)) = χtop(X(R))− dimH1(L(R); Z2) .

Résolution de revêtements doubles réels. — Soit W une R-surface non
singulière dont la partie réelle est connexe et non vide, on note C une R-courbe
sur W sans composante multiple. On suppose qu’il existe un diviseur B sur
W qui vérifie C ∈ |2B|, on dit alors que C est une courbe paire. On note X
le revêtement double de W ramifié le long de C et X̃ la résolution canonique
de X (voir ci-dessous). On a le choix entre deux structures réelles pour les
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surfaces X et X̃. Si W est une surface rationnelle, et si localement P (x, y) est
un polynôme définissant C, le choix de la structure réelle correspond au choix
du signe : z2 = ±P (x, y). Ce choix étant fixé, on s’intéresse à la partie réelle
X̃(R) de X̃.

Remarque 4.7.9. — On vérifie que :
1. La surface X est singulière si et seulement si C est singulière.
2. La surfaceX est projective si et seulement siW l’est, voir [BHPVdV04,

page 182].
3. Si la surface complexe W est simplement connexe, alors la surface com-

plexe X est simplement connexe si et seulement la courbe complexe C
est connexe.

Pour résoudre les singularités d’un revêtement double, on a une méthode
spécifique : la résolution canonique qui est plus efficace, dans certains cas,
que la résolution directe par éclatements. Mais elle présente l’inconvénient de
ne pas toujours donner une résolution minimale comme on peut le voir avec
la droite passant pas les points quadruples de l’exemple 4.7.14. Par contre,
dans le cas des points doubles rationnels, cette méthode donne toujours une
résolution minimale comme on le verra plus loin.

Définition 4.7.10. — Soit W une surface algébrique complexe projective
non singulière et C ⊂ W une courbe paire sans composante multiple, on
appelle résolution canonique de (W,C) la paire (W̃ , C̃) définie par récurrence
de la manière suivante :

— (W0, C0) = (W,C) ;
— À l’étape (Wk, Ck) :

si Ck est non singulière, on pose (W̃ , C̃) = (Wk, Ck) ; si Ck est singulière,
on choisit un point singulier P sur Ck. On note π : Wk+1 → Wk l’éclatement
de W centré en P et L le diviseur exceptionnel correspondant puis on pose
Ck+1 = π∗(Ck) − 2[m/2]L, où m est la multiplicité de Ck en P (on peut
remarquer que L est une composante de Ck+1 si et seulement si m est impair).

On peut montrer que cette définition a un sens, c’est-à-dire que le processus
converge, et que l’ordre des éclatements ne change pas le résultat, voir [Per81,
page 10].

Considérons la résolution canonique d’un revêtement double X défini par la
paire (W,C). L’équation de C dans un ouvert affine de K2 est f(x, y) = 0 ; on
éclate (0, 0) dans K2 et on trouve (avec quelques modifications évidentes des
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notations introduites dans l’exemple 4.7.6) um1 f1(u1, v1) = 0 et um2 f2(u2, v2) =
0. Ensuite, on pose comme nouveau lieu de branchement C1 = 2[m/2]L et on
prend le revêtement double. On obtient alors :

z2 = uifi(ui, vi) si m est impair,
z2 = fi(ui, vi) si m est pair.

De là, au vu des calculs effectués dans l’exemple 4.7.6, il est clair qu’il
revient au même de résoudre une singularité avec m = 2, 3 par éclatement et
par résolution de la courbe de branchement.

Lemme 4.7.11. — Si (X,σ) est une R-surface singulière, la résolution X̃ →
X d’un point double rationnel P appartenant à X(R) ne modifie pas le nombre
de composantes connexes de X(R). Par ailleurs, si P est un point de type
An, n impair ou Dn, n pair, on a

χtop(X̃(R)) = χtop(X(R))− n .

Démonstration. — 1. On note L le diviseur exceptionnel engendré par la
résolution de P . Il faut regarder ce que devient la partie réelle de L,
c’est-à-dire ce que devient P . En effet c’est de la connexité de L(R) que
dépend celle de X̃(R).

2. Quand on éclate une singularité du type Dn, E6, E7 ou E8, on garde
un lieu de branchement connexe. En effet la singularité correspondante
du lieu de branchement est triple et dans chaque cas la configuration
des branches est connexe. De plus pour Dn, n pair, il y a exactement n
points doubles A1 dans la partie réelle.

3. Une singularité du type An, n > 2 donne An−2 par éclatement ; le lieu de
branchement reste donc singulier mais connexe jusqu’à A1 et A2 d’équa-
tions respectives (sur C) z2 = x2 − y2 et z2 = y2 − x3.

4. L’éclatement de A1 donne w2
1 = 1−v2

1 (dans U1 par exemple) et L(R) est
alors la conique d’équation u1 = 0, w2

1 +v2
1 = 1. La résolution transforme

donc un point en une courbe connexe et la transformée stricte X̃(R)
possède ainsi le même nombre de composantes connexes que X(R). De
plus dans ce cas χtop(L(R)) = 0.

5. Pour A2, on a deux équations possibles sur R : z2 = y2 − x3 et z2 =
x3 − y2 qui donnent respectivement w2

1 = v2
1 − u1 et w2

1 = u1 − v2
1 par

éclatement. La courbe L(R) (correspondant à u1 = 0) est donc formée
des deux droites w1 = v1 et w1 = −v1 dans le premier cas et du seul
point w1 = v1 = 0 dans le second.
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Dans le cas An, n impair, L(R) est connexe et possède n points
doubles A1. Pour conclure, il reste à appliquer le lemme 4.7.7 pour
chaque éclatement de point A1.

Proposition 4.7.12. — Soit (W,C) une paire où W est une R-surface com-
pacte non singulière et C ⊂ W une R-courbe éventuellement réductible. Si la
partie réelle de C est connexe, et que ses singularités éventuelles sont de type
An, Dn, E6, E7 ou E8, alors le revêtement double X̃(R) de la résolution cano-
nique de (W,C) est connexe pour l’une des deux structures réelles qui relèvent
celle de W .

Démonstration. — 1. Si W (R) et C(R) sont connexes, il est clair que le
revêtement double X(R) défini par (W,C) est connexe indépendamment
du choix d’une structure réelle.

2. Pour chaque singularité qui n’est pas dans C(R), la résolution ne change
ni la connexité de W (R), ni celle de C(R).

3. Les singularités de la partie réelle de C étant de type An, Dn, E6, E7
ou E8, les singularités correspondantes de X sont des points doubles
rationnels de type An, Dn, E6, E7 ou E8.

D’après le théorème 4.4.26, on sait que la résolution canonique de ce type
de singularité revient à une suite d’éclatements de points de X. De plus les
singularités apparaissant au cours du processus sont aussi des points doubles
rationnels. La proposition découle donc du lemme 4.7.11.

Le premier exemple que l’on va présenter est un modèle non singulier d’une
surface de degré 5 dans P3.

Exemple 4.7.13 (Une quintique réelle telle que balg
1 = b1)

Cet exemple est basé sur une construction attribuée à Hirzebruch par
Persson [Per82, Introduction]. Le lieu complexeX d’une surface non singulière
de P3(C) est connexe et simplement connexe d’après le théorème de Lefschetz
sur les sections hyperplanes D.9.2 :

π0(X) ' π0(P3(C)) ,
π1(P3(C))→ π1(X)→ 0 .

Nous en déduisons que le groupe de Picard Pic(X) est un Z-module libre
de type fini et de rang ρ.

On considère une courbe C formée de cinq droites en position générale dans
P2(C). On note f : S → P2(C) le revêtement cyclique d’ordre 5 de P2(C)
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ramifié en C. La surface S est alors de degré 5 dans P3(C) et possède 10
singularités – les points d’intersection des droites. Soit P l’un de ces points
singuliers. Dans un voisinage affine de P , on peut écrire l’équation de S sous
la forme

x5 = z2 − y2 ,

c’est-à-dire que P est un point double rationnel du type A4 (voir la défini-
tion 4.4.28). On sait qu’un point double rationnel se résout par éclatements
successifs de points et que le modèle non singulier obtenu possède les mêmes in-
variants numériques qu’une quintique. En particulier, la majoration du nombre
de Picard est inchangée. D’autre part, au cours de la résolution d’un point de
type An, le nombre de cycles algébriques augmente précisément de n (c’est-
à-dire le nombre de composantes irréductibles du diviseur exceptionnel de la
résolution). On obtient donc une surface non singulière S̃ avec ρ(S̃) = 41. En
effet, le groupe de Picard de S̃ est engendré par la section hyperplane et les
40 cycles provenant de la résolution des singularités.

En choisissant pour C des droites réelles en position générale dans P2(R),
on obtient une surface réelle. À partir de la topologie de S(R), on calcule
la topologie de S̃(R). Autrement dit on étudie le comportement de la partie
réelle au cours de la résolution des singularités.

Si on restreint le morphisme de revêtement f à S(R), on obtient un ho-
méomorphisme de S(R) sur P2(R). En effet l’équation de S étant de la forme
t5 = Q(x, y, z) et f étant donnée par f(x, y, z, t) = (x, y, z), il est facile de
voir qu’il n’y a qu’un point réel dans chaque fibre de f . La surface S(R) est
donc connexe et dimH1(S(R); Z2) = 1. De plus la seule classe d’homologie
est algébrique. En effet, on peut la voir comme relevée par l’application

f∗ : H1(P2(R); Z2)→ H1(S(R); Z2)

de la classe des sections hyperplanes de P2(R).
Passons à la résolution d’un point P de type A4 sur une surface X dont

l’équation locale est z2 = x5 +y2. On reprend les notations de l’exemple 4.7.6.
Soit P ∈ V ⊂ X un voisinage de P . Après un premier éclatement Ṽ → V , on
obtient

w2
1 = u3

1 + v2
1 sur U1 et w2

2 = u5
2 v

3
2 + 1 sur U2 .

La partie réelle de la courbe exceptionnelle est connexe et elle est formée des
deux droites (d’équations respectives w1 = v1 et w1 = −v1 dans U1) qui se
coupent en un point singulier Q de BPX ⊃ Ṽ = BPV .
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On éclate alors Q et on note X̃ := BQ(BP (X)) la surface obtenue. Avec un
petit changement de notations pour ce deuxième éclatement, l’équation de X̃
dans Ũ1 est de la forme

w̃1
2 = ũ1 + ṽ1

2 .

La partie réelle du diviseur exceptionnel L est donc de nouveau connexe et
formée de deux composantes irréductibles. De plus, le point d’intersection Q̃
n’est pas un point singulier de la surface. En résumé,
– il faut deux éclatements de points pour obtenir la résolution de P ;
– la partie réelle du diviseur exceptionnel L̃ est connexe et formée de 4 com-
posantes irréductibles.

Pour conclure que ces 4 composantes irréductibles engendrent effectivement
4 nouvelles classes d’homologie dans la partie réelle on utilise le corollaire 4.7.8 ;
dans le cas qui nous occupe, L(R) est topologiquement une chaîne de 4 cercles
ce qui nous donne

χtop(X̃(R)) = χtop(X(R))− 4 .

De plus la surface obtenue est connexe. En effet, on a remplacé un point
par une courbe connexe. Comme la surface S possède 10 telles singularités, on
obtient donc

dimH1(S̃(R); Z2) = 41 .

D’autre part comme chaque nouvelle classe de cohomologie a été obtenue
comme partie réelle d’une courbe exceptionnelle, on a finalement

dimHalg
1 (S̃(R); Z2) = dimH1(S̃(R); Z2) = 41 .

Exemple 4.7.14 (Une quintique numérique réelle telle que balg
1 < b1)

On va reprendre un exemple de quintique numérique donné par Ulf
Persson [Per82, page 309] et calculer les invariants de sa partie réelle ainsi
qu’une minoration de son nombre b1alg.

On commence par construire une courbe réelle dans W = P2. Considérons
un quadrilatère Σ défini par deux paires de droites de sources p et q. Chaque
côté de Σ en rencontre deux autres aux sommets de Σ. Chaque côté de Σ
possède donc trois points canoniques, les intersections avec les trois autres
côtés. Les deux diagonales de Σ se rencontrent en un point r, le centre de Σ.
En joignant r avec p et q respectivement, chaque côté de Σ est coupé en un
quatrième point. Ces quatre points sont en rapport harmonique, c’est-à-dire
que si les côtés sont normalisés par ∞ à leur source et ±1 aux sommets de Σ,
alors le quatrième point est 0.
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q

p

r

E

Figure 4.14. Projection de P(R) sur P2.

Il s’agit en fait de la construction standard du quatrième point d’un en-
semble harmonique quand on en connaît trois. Maintenant il existe une co-
nique unique tangente aux côtés de Σ en les « 0-points ». On note C la courbe
obtenue en considérant la configuration précédente formée des six droites plus
la conique et une seule diagonale (voir la figure 4.14), et en ajoutant la droite
E passant par p et q. On obtient une courbe de degré 10 avec deux points
quadruples ordinaires, cinq points A1, quatre points A6 et trois points D4.

On note (W̃ , C̃) la résolution canonique de la paire (W,C), voir la défini-
tion 4.7.10. On note P le revêtement double défini par la paire (W,C), et P̃
le revêtement double défini par la paire (W̃ , C̃).

Comme à chaque éclatement des trois points singuliers de E, l’auto-
intersection E2 diminue de 1, la droite E de P devient telle que E2 = −2.
D’après [Per81, Proposition 1.3], la courbe Ẽ, obtenue comme revête-
ment double de E, est une (−1)-courbe dans P̃. Toujours d’après [Per81,
Proposition 1.3], on peut vérifier que Ẽ est la seule (−1)-courbe de P̃.

On contracte Ẽ et on note P ′ la surface minimale obtenue.
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Proposition 4.7.15. — Soit X̃ le revêtement double obtenu par résolution
canonique d’une paire (P2(C), D) où D est une courbe de P2(C) de degré 2d,
alors si chaque point singulier Pk a une multiplicité mk = 2dk ou mk = 2dk+1,
on a

c2
1(X̃) = 2(d− 3)2 − 2

∑
Pk

(dk − 1)2 ,

h0,2(X̃) = 1 + 1
2(d(d− 3))−

∑
Pk

1
2dk(dk − 1) .

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, page 183].

Corollaire 4.7.16. — Pour les surfaces P̃ et P ′ définies plus haut, on a les
invariants :

c2
1(P̃) = 4, c2

1(P ′) = 5 ,

h0,2(P̃) = 4, h0,2(P ′) = 4 ,

ρ(P̃) > 44, ρ(P ′) > 43 .

Démonstration. — En ce qui concerne les deux premières égalités, on rappelle,
voir la proposition 4.1.30, que si π : X̃ → X ′ est l’éclatement d’un point P
d’une surface non singulière et si on note EP la courbe exceptionnelle, on a
K
X̃

= π∗KX′ + EP d’où c2
1(X ′) = c2

1(X̃) + 1. Par ailleurs, comme h0,2 est
un invariant birationnel, on obtient deux égalités supplémentaires. Pour les
deux dernières égalités, il faut rappeler qu’en plus des cycles provenant de
la résolution des singularités de type An, Dn ou En qui engendrent chacune
n cycles algébriques indépendants, il y a un cycle provenant de la section
hyperplane et deux provenant de la résolution des points quadruples.

La surface non singulière P ′ possède donc les mêmes invariants numériques
qu’une quintique de P3(C) (voir la remarque 4.7.2) et son nombre de Picard
est minoré par 43. Passons maintenant au calcul de la partie réelle de P ′.
Toujours en se référant à la figure 4.14, on peut calculer la caractéristique
d’Euler de la surface singulière de départ P(R) qui est homéomorphe à un
nombre fini de sphères recollées en les points singuliers (en particulier, P(R)
est connexe) :

χtop(P(R)) = 2(#{sphères})−
∑
Pk

(mk − 1)

où mk désigne la multiplicité du point Pk. Avec 13 sphères, 5 points doubles,
7 points triples et 2 points quadruples on a donc

χtop(P(R)) = 1, b1(P(R); Z2) = 13 .
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Proposition 4.7.17. — La quintique numérique P ′ a une partie réelle
connexe.

En effet après éclatement des deux points quadruples, le lieu de branchement
est connexe (voir la figure 4.15), et il ne reste que des singularités simples dans
la partie réelle. D’après le lemme 4.7.11, la résolution de ces singularités donne
une surface connexe et pour terminer la construction, on contracte la courbe
E, ce qui préserve évidemment la connexité.

Ep

Eq

E

r

Figure 4.15. La courbe C̃ sur W̃ .

Proposition 4.7.18. — Pour les surfaces P̃(R) et P ′(R) définies plus haut,
on a les relations :

χtop(P̃(R)) = χtop(P(R))−
∑
Pk

nk, χtop(P ′(R)) = χtop(P̃(R)) + 1

b1(P̃(R); Z2) = χtop(P̃(R)) + 2, b1(P ′(R); Z2) = b1(P̃(R); Z2)− 1
b1alg(P ′(R); Z2) = b1alg(P(R); Z2) + (b1(P ′(R); Z2)− b1(P(R); Z2))

avec nk = n si Pk est un point de type An, n impair ou Dn, n pair, et nk = 1
si Pk est un point quadruple ordinaire.

Démonstration. — Pour les singularités simples, cela provient de la deuxième
partie du lemme 4.7.11. D’autre part, soit P un point quadruple ordinaire sur
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C, on peut alors trouver un voisinage de P telle que P soit localement définie
par l’équation :

z2 = xy(x2 − y2) .
La résolution canonique transforme cette équation en

z2 = v − v3 ,

c’est-à-dire que du point de vue réel, EP (R) est la réunion de deux cercles
disjoints, d’où χtop(EP (R)) = 0, il ne reste plus qu’à appliquer le lemme 4.7.7.

Corollaire 4.7.19. — Pour les surfaces P̃(R) et P ′(R) définies plus haut,
on a les relations :

χtop(P ′) = −41, b1(P ′(R); Z2) = 43, b1alg(P ′(R); Z2) > 31 .

En effet, on a
∑
Pk
nk = 43 et b1alg(P(R); Z2) > 1 car il y a la classe repré-

sentée par la section hyperplane.
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Solution des exercices du chapitre 4

4.1.45 Si C ′ est une courbe quartique non singulière, son genre est g(C ′) = 3
d’après la formule du genre, voir le théorème 1.6.17. Le genre de C étant nul
par hypothèse, δ(C) = 3. Les multiplicités possibles des points singuliers (y
compris infiniment proches) sont donc a priori {2, 2, 2} ou {3}. Maintenant,
comme l’ensemble des points singuliers est invariant par σP, les seules possibi-
lités sont : un unique point triple, trois points doubles ordinaires, ou bien un
unique point singulier dont la suite des multiplicités est (2, 2, 2) (c’est-à-dire
ou bien un cusp ramphoïde, ou bien un point double dont le premier éclate-
ment contient deux points doubles ordinaires). Comme dans tous les cas, le
nombre de points singuliers est impair, au moins l’un d’entre eux est réel.
4.1.48 La caractéristique d’Euler est additive, donc χtop(C) = χtop(C1) +
χtop(C2) = 4. Par ailleurs, pa(Ci) = g(Ci) = 0 pour i = 1, 2, et le résultat
est donné par la formule (4.4), page 226.
4.2.11 2. Il s’agit d’un calcul local. En un point d’une fibre réduite, le calcul
direct des dérivées partielles donne le résultat.

4. Considérer le fibré en conique défini par l’équation

x2 + y2 = (t− 1)(t− 2)(t− 3)(t− 4) .

4.3.3 Par définition, une (−1)-courbe est rationnelle non singulière d’où
pa(C) = g(C) = 0 et (C2) = −1. Il ne reste qu’à appliquer la formule
d’adjonction (4.1), page 225.
4.3.14 Soient E1 et E2 les droites qui sont les composantes irréductibles de la
fibre F considérée. Alors 0 = (F )2 = (E1)2 + (E2)2 + 2(E1 · E2) impose que
(E1)2 = (E2)2 = −1.
4.3.15 Chaque fibre singulière complexe est formée de deux (−1)-courbes se
rencontrant en un point. Soit X → Fn le morphisme birationnel obtenu en
contractant une (−1)-courbe dans chaque fibre singulière. Notons E1, . . . , Er
les courbes contractées. On a alors

π∗(KFn) = KX + E1 + · · ·+ Er ,

d’où (KX)2 = (π∗(KFn))2 − r. Il reste à calculer (KFn)2 sachant que KFn =
−2Σ0 + (n − 2)F pour une fibre F et une section générale Σ0, voir [Bea78,
III.18].
4.3.18 Rappelons que d’après la formule d’adjonction, une (−1)-courbe C sa-
tisfait (KX ·C) = −1, voir l’exercice 4.3.3. Soient C1, C2 des (−1)-courbes telles
que (C1 ·C2) > 0, alors (C1 +C2)2 = −2 + 2(C1 ·C2) > 0 et (C1 +C2)2 = 0 si
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et seulement si (C1 ·C2) = 1. D’après le lemme de Zariski, voir [BHPVdV04,
Lemma III.8.2], une fibre de π contenant C1 et C2 est donc nécessairement de
la forme n(C1 +C2). Soit F une fibre générale (connexe et non singulière), on
a

(KX · F ) = n(KX · (C1 + C2)) = −2n .
On a de plus (F )2 = 0 car c’est une fibre et pa(F ) = g(F ) > 0 car F est connexe
et non singulière. En appliquant la formule d’adjonction (4.1), page 225, on
obtient n = 1 et g(F ) = 0.
4.4.12 Si le fibré en coniques est minimal, les seules fibres singulières sont du
type x2 + y2 = 0 et leur nombre est donc double du nombre de composantes
connexes de X(R). Or, d’après l’exercice 4.3.15, le nombre de fibres singulières
du fibré en coniques est égal à 8−K2

X .





CHAPITRE 5

APPROXIMATIONS ALGÉBRIQUES

5.1. Modèles rationnels

Dans le chapitre 4, et plus précisément en section 4.4, nous sommes par-
tis d’une R-surface donnée et avons déterminé la topologie de son lieu réel.
Nous revenons ici au point de vue opposé comme en page 4 de l’introduction
générale.

Définition 5.1.1 (Modèle algébrique réel, modèle rationnel réel)
Soit M une variété différentielle de classe C∞. On dit qu’une R-variété

algébrique quasi-projective non singulière (X,σ) est un modèle algébrique réel
de M si X(R) est difféomorphe à M . De façon abusive, on dit aussi parfois
que la variété algébrique réelle affine et non singulière V := X(R), voir la
définition 1.3.9 et le théorème 2.2.17, est un modèle algébrique réel deM . Si la
R-variété algébrique réelle (X,σ) est de plus R-rationnelle, on dit que (X,σ)
(resp. V ) est un modèle rationnel réel de la variété différentielle M .

Bien entendu, une variété différentielle qui admet un modèle rationnel réel
admet aussi un modèle algébrique réel mais la réciproque est fausse. En effet,
d’après le théorème de Comessatti 4.4.16, une surface orientable de genre g > 2
n’admet pas de modèle rationnel réel. A contrario toute surface orientable de
genre g admet un modèle algébrique réel comme le montre la construction
suivante.

Exemple 5.1.2 (Modèles algébriques des surfaces orientables)
Il suffit de considérer l’une des deux surfaces algébriques réelles données

par les équations affines z2 = ±f(x, y), où f est le produit des équations
de g + 1 cercles bien choisis. En fait, une telle surface est singulière car elle
possède des points singuliers non réels ; mais il est facile d’obtenir une variété
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non singulière par résolution, voir le théorème 1.5.54, de ces points singuliers
ou par une petite déformation fε(x, y) = 0 de la courbe plane f(x, y) = 0. Dans
ce dernier cas, la courbe devient irréductible pour une déformation générale
et le lieu réel de z2 = ±fε(x, y) est difféomorphe au lieu réel de la surface
z2 = ±f(x, y) d’après le théorème de fibration d’Ehresmann 4.3.28.

Nous ouvrons ce chapitre par une présentation des applications différen-
tiables que l’on peut approcher par des applications régulières. Nous nous
concentrons dans un premier temps sur les cas où la variété but est une sphère
de petite dimension ou plus généralement une variété rationnelle. Nous pour-
suivons par l’étude de difféomorphismes particuliers : les difféomorphismes
birationnels qui sont d’après l’exercice 1.2.56(2) et la proposition 2.2.27, les
isomorphismes de variétés algébriques réelles non singulières. Les difféomor-
phismes birationnels nous permettent de classifier les modèles algébriques
réels (1) d’une variété différentielle donnée. Ces « isomorphismes » de modèles
algébriques réels sont au coeur d’une série de résultats qui font intervenir des
sous-groupes particuliers du fameux groupe de Cremona. Nous concluons le
chapitre par une évocation de résultats récents sur les faux plans réels.

Dans ce chapitre, nous énonçons en particulier trois résultats importants
datant de la fin des années 2000.

— À difféomorphisme birationnel près, il existe un unique modèle rationnel
réel pour chaque surface non orientable, voir le théorème 5.4.1.

— Le groupe des difféomorphismes birationnels d’une surface rationnelle
réelle est infiniment transitif, voir le théorème 5.4.3.

— Le groupe des difféomorphismes birationnels d’une surface rationnelle
réelle V est dense dans le groupe Diff(V ) des difféomorphismes C∞, voir
le théorème 5.4.16.

Parmi les objets rencontrés, le groupe de Cremona des transformations bi-
rationnelles du plan projectif joue un rôle central, voir la section 5.4.

5.2. Applications lisses et applications régulières

Le théorème d’approximation de Weierstrass, rencontré au début de leurs
études par les étudiants en mathématique, assure que toute fonction continue
[a, b] ⊂ R → R est approchée uniformément par des fonctions polynomiales.
Nous nous intéressons ici à des généralisations de ce théorème.

1. Revoir la proposition 2.2.22 si nécessaire.
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Définition 5.2.1. — Soit U ⊂ Rn un sous-ensemble ouvert. Nous dirons
qu’une fonction à valeurs réelles U → R est lisse si elle est différentiable de
classe C∞. Plus généralement, étant données deux variétés différentielles V et
W de classe C∞, une application V → W est lisse si elle est différentiable de
classe C∞.

Étant données deux variétés différentielles V et W de classe C∞, on note
C∞(V,W ) l’ensemble des applications lisses de V dans W . On renvoie en ap-
pendice pour la définition B.5.21 de topologie faible et la définition B.5.22 de
topologie forte sur C∞(V,W ).

Remarque 5.2.2. — Rappelons ici que si V est compacte, la topologie faible
(ou C∞-compacte-ouverte) sur C∞(V,W ) est équivalente à la topologie forte,
[Hir76, Chapitre 2], on l’appelle alors simplement topologie C∞.

Le théorème de Stone-Weierstrass généralise le théorème d’approximation
de Weierstrass. L’énoncé qui nous intéresse est le suivant, voir par exemple
[BCR87, Théorème 8.8.6].

Théorème 5.2.3 (Théorème de Stone-Weierstrass)
Toute fonction lisse à valeurs réelles définie sur un voisinage ouvert d’un

sous-ensemble compact C de Rn est approchée sur C, dans la topologie C∞,
par des fonctions polynomiales.

Étant données deux variétés algébriques réelles affines V et W , on note
R(V,W ) l’espace des applications régulières de V dans W , voir les défini-
tions 1.2.54 et 1.3.4. Si V ⊂ Rn et W ⊂ Rm, il s’agit des applications ration-
nelles Rn 99K W sans pôle sur V d’après l’exercice 1.2.56(2). Si V et W sont
non singulières, elles sont munies chacune d’une structure de variété différen-
tielle de classe C∞ d’après la remarque 1.5.28 et l’ensemble R(V,W ) est alors
un sous-ensemble de C∞(V,W ).

Définition 5.2.4. — On dit qu’une application f appartenant à C∞(V,W )
admet une approximation algébrique ou est approchée par des applications ré-
gulières si f appartient à l’adhérenceR(V,W ) pour la topologie C∞-compacte-
ouverte.

Remarque 5.2.5. — Si V est compacte, f admet une approximation algé-
brique si et seulement si f appartient à R(V,W ) pour la topologie forte.
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Le théorème de Stone-Weierstrass, rappelé plus haut, implique que si V = C

est compacte et si W = Rm, on a densité : R(C,Rm) = C∞(C,Rm). Mais en
général le sous-espace R(V,W ) n’est pas dense dans C∞(V,W ). En effet, les
applications régulières sont souvent rares comme l’illustre l’exemple ci-dessous
(voir aussi [BKS97] pour d’autres exemples intéressants).

Exemple 5.2.6 (Rareté des applications régulières)
Soient (X,σ) et (Y, τ) des R-courbes projectives irréductibles de genres

respectifs g(X) et g(Y ). Supposons que leurs lieux réels V = X(R) et W =
Y (R) soient non vides, ce sont alors des variétés algébriques réelles affines
compactes d’après le théorème 2.2.17. Toute application régulière de V dans
W admet un unique prolongement par une application régulière complexe de
X dans Y . En effet d’une part, d’après la proposition 2.2.22 toute application
régulière admet un prolongement par une application rationnelle R-régulière
et d’autre part, sur une courbe non singulière toute application rationnelle
se prolonge en une application régulière, voir la proposition 1.3.26. On en
déduit que si g(X) < g(Y ), alors toute application régulière de V dans W est
constante en vertu du théorème de Riemann-Hurwitz E.2.18. Par ailleurs, si
g(Y ) > 2, c’est-à-dire si Y est de type général, il existe seulement un nombre
fini d’applications régulières non constantes de V dansW d’après un théorème
de de Franchis [Maz86, page 227].

Grassmanniennes. — On rappelle qu’une variété algébrique réelle est affine
si et seulement si elle est quasi-projective. En particulier, une variété algébrique
réelle quasi-affine est affine et une variété algébrique réelle projective est affine,
voir la proposition 1.3.11.

Exercice 5.2.7 (Modèle affine de Pn(R)). — On a exhibé un modèle
affine de Pn(R) dans la preuve de la proposition 1.2.63. En voici un autre,
souvent utile en pratique. SoitMn+1(R) l’ensemble des matrices carrées (n+
1)× (n+ 1) à coefficients réels et soit

Pn :=
{
A ∈Mn+1(R) | tA = A,A2 = A, trace(A) = 1

}
.

1. Vérifier que Pn est un ensemble algébrique.

2. Montrer que l’application Pn(R)→ Pn,

(x0 : x1 : · · · : xn) 7→
(

xi−1xj−1
x2

0+x2
1+···+x2

n

)
1≤i≤n+1
1≤j≤n+1

est un isomorphisme de variétés algébriques réelles.
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L’espace projectif Pn(R) est une variété grassmannienne particulière, on
montre plus généralement, voir [BCR87, §3.4.2], que la variété grassman-
nienne Gn,k(R), voir la définition 3.7.8, est isomorphe à l’ensemble algébrique

Hn,k :=
{
A ∈Mn(R) | tA = A,A2 = A, trace(A) = k

}
en tant que variété algébrique réelle (remarquons que Pn = Hn+1,1). De même,
en considérant la variété grassmannienne Gn,k(C) comme une variété algé-
brique réelle, voir [BCR87, §3.4.2], on peut montrer qu’elle est isomorphe à
la variété algébrique réelle

H ′n,k :=
{
A ∈Mn(C) | tA = A,A2 = A, trace(A) = k

}
qui est un sous-ensemble algébrique réel deMn(C) ' R2n2 (mais pas un sous-
ensemble algébrique complexe de Mn(C) ' Cn2 !). On a alors un résultat
comparable à la proposition 3.7.10.

Proposition 5.2.8. — Soient n > k des entiers naturels. L’espace projec-
tif Pn(C) et la grassmannienne Gn,k(C) sont des variétés algébriques réelles
affines non singulières compactes.

Démonstration. — Voir [BCR87, Proposition 3.4.8].

Remarque 5.2.9. — En notant H le corps des quaternions, on peut montrer
de façon analogue (2) que Pn(H) et Gn,k(H) sont des variétés algébriques
réelles affines non singulières compactes.

Si K = R,C ou H, toute variété algébrique sur K quasi-projective est
naturellement munie d’une structure de variété algébrique réelle affine (3) et
on peut généraliser la définition 2.5.10 de fibré algébrique.

Définition 5.2.10. — Soient K = R,C ou H et V une variété algébrique
réelle affine. Un fibré K-vectoriel algébrique de rang r sur V est un fibré K-
vectoriel (E, π), voir la définition C.3.5, qui vérifie :

1. L’espace total E est une variété algébrique réelle ;

2. La projection π : E → V est une application régulière de variétés algé-
briques réelles ;

2. Bien que la non-commutativité alourdisse l’écriture.
3. Il suffit de séparer chaque équation à coefficients complexes (resp. quaternioniques) en

deux (resp. quatre) équations à coefficients réels.
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3. Les homéomorphismes ψi : π−1(Ui)
'−→ Ui ×Kr sont des isomorphismes

biréguliers de variétés algébriques réelles (4) ;
4. Le fibré (E, π) est isomorphe à un sous-fibré vectoriel d’un fibré trivial.

Définition 5.2.11 (Fibré universel). — Soient n > k des entiers naturels
et K un corps. On note

En,k := {(A, v) ∈ Gn,k(K)×Kn | Av = v}

et pn,k : En,k → Gn,k(K) la projection canonique. Le fibré K-vectoriel

γn,k := (En,k, pn,k)

de rang k sur Gn,k(K) est appelé le fibré universel sur Gn,k(K).

Proposition 5.2.12. — Soient n > k des entiers naturels et K = R,C ou
H. Le fibré universel γn,k est un fibré K-vectoriel algébrique de rang k sur
Gn,k(K).

Démonstration. — Voir [BCR87, Proposition 12.1.8].

Homotopie, approximations et fibrés algébriques. — Si une applica-
tion lisse entre des variétés algébriques réelles affines est approchée par des
applications régulières, alors elle est homotope à une application régulière,
voir [BCR87, Corollaire 9.3.6]. Mais la réciproque est fausse comme le prouve
l’exemple ci-dessous.

Exemple 5.2.13 (Homotopes 6= approchées). — Soit Fn la courbe de
Fermat de degré n,

Fn :=
{

(x : y : z) ∈ P2(R) | xn + yn − zn = 0
}
.

D’après l’exemple 5.2.6, si k > n > 2, alors toute application régulière de
Fn dans Fk est constante. En effet, d’après le formule du genre, voir le théo-
rème 1.6.17, le genre d’une complexifiée de Fn est strictement inférieur au
genre d’une complexifiée de Fk. Pour les mêmes raisons, si k > 4, alors pour
tout n > 1, il existe seulement un nombre fini d’applications régulières non
constantes de Fn dans Fk. De là, si n > 4, alors toute application lisse Fn → Fn
de degré topologique 1 est homotope à une application régulière (l’application
identité), mais seulement un nombre fini d’entre elles peuvent être approchées
par des applications régulières (à savoir seules celles qui sont déjà régulières).

4. Remarquons que Kr est une variété algébrique réelle de dimension 2r si K = C et 4r
si K = H.
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Lorsque la variété au but est une grassmannienne, on peut transformer un
problème d’approximation d’applications lisses en un problème sur les fibrés
algébriques.

Théorème 5.2.14. — Soient K = R,C ou H, V une variété algébrique
réelle affine compacte non singulière et

f : V → Gn,k(K)

une application lisse. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’application f est approchée dans la topologie C∞ par des applications

régulières V → Gn,k(K).
2. L’application f est homotope à une application régulière V → Gn,k(K).
3. Le fibré K-vectoriel tiré en arrière f∗(γn,k) du fibré universel sur

Gn,k(K) est topologiquement isomorphe à un fibré K-vectoriel algé-
brique.

Démonstration. — Voir [BCR87, Théorème 13.3.1].

Corollaire 5.2.15. — Soient K = R,C ou H et V une variété algébrique
réelle affine compacte non singulière. Si tout fibré K-vectoriel topologique de
rang k sur V est topologiquement isomorphe à un fibré K-vectoriel algébrique,
alors R(V,Gn,k(K)) est dense dans C∞(V,Gn,k(K))

Démonstration. — Immédiat.

Soit V une variété algébrique réelle affine compacte non singulière. On
note V B1(V ) le groupe des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels (to-
pologiques) de rang 1 (5). Le morphisme w1 : V B1(V )→ H1(V ; Z2) qui à une
classe d’isomorphisme de fibrés vectoriels de rang 1 associe sa première classe
de Stiefel-Whitney (6) est un isomorphisme, voir [BCR87, Rappel 12.4.1]. Si
V est de dimension n, on peut composer ce morphisme avec le morphisme de
dualité de Poincaré pour obtenir un isomorphisme

DV ◦ w1 : V B1(V ) '−→ Hn−1(V ; Z2) .

Théorème 5.2.16. — Soient V une variété algébrique réelle affine compacte
non singulière de dimension n et α ∈ Hn−1(V ; Z2). Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

5. V B pour « vector bundle ».
6. w1(E) est la première classe de Stiefel-Whitney d’un fibré E, voir [MS74, §4].



316 CHAPITRE 5. APPROXIMATIONS ALGÉBRIQUES

1. La classe α est l’image par DV ◦ w1 : V B1(V ) → Hn−1(V ; Z2) de la
classe d’un fibré vectoriel algébrique de rang 1.

2. Il existe un sous-ensemble algébrique W ⊂ V , non singulier et de di-
mension n− 1 dont α est la classe fondamentale (définition 3.7.1).

3. La classe α appartient au sous-groupe des cycles algébriques (défini-
tion 3.7.2) Halg

n−1(V ; Z2).

Démonstration. — Voir [BCR87, Théorème 12.4.8].

Corollaire 5.2.17. — L’isomorphisme w1 : V B1(V ) '−→ H1(V ; Z2) induit
un isomorphisme

w1 : V B1
alg(V ) '−→ H1

alg(V ; Z2) ;

et DV ◦ w1 : V B1(V ) '−→ Hn−1(V ; Z2) induit un isomorphisme

DV ◦ w1 : V B1
alg(V ) '−→ Halg

n−1(V ; Z2) .

Le théorème suivant permet de transformer un problème d’approximation
en un problème sur les cycles algébriques, voir la section 3.7.

Théorème 5.2.18. — Soient n un entier naturel non nul, un l’unique géné-
rateur du groupe H1(Pn(R); Z2) ' Z2 et V une variété algébrique réelle affine
compacte non singulière. Pour une application lisse

f : V → Pn(R) ,

les conditions suivantes sont équivalentes :

1. L’application f est approchée dans la topologie C∞ par des applications
régulières V → Pn(R).

2. L’application f est homotope à une application régulière V → Pn(R).

3. Le tiré en arrière f∗(un) par l’application induite f∗ : H1(Pn(R); Z2)→
H1(V ; Z2) appartient au sous-groupe des cycles algébriques H1

alg(V ; Z2).

Démonstration. — Grâce au corollaire 5.2.17, l’équivalence entre les deux pre-
mières assertions est due au théorème 5.2.14 appliqué à Pn(R) = Gn+1,1(R).
Pour l’équivalence avec la troisième assertion, il suffit de remarquer que
f∗(un) = w1(f∗(γn+1,1)) et d’appliquer le théorème 5.2.16.
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5.3. Applications à valeurs dans les sphères

Soit P un point d’une sphère Sn ⊂ Rn+1. La projection stéréographique de
pôle P est l’application Sn \ {P} → Rn obtenue en associant à tout point Q
de Sn distinct de P le point d’intersection de l’unique droite de Rn+1 passant
par P et Q avec le sous-espace affine (de dimension n) tangent à Sn au point
antipodal à P .

Proposition 5.3.1. — Soit n un entier naturel,

Sn := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1}

la sphère quadrique de dimension n et P un point de Sn. La projection stéréo-
graphique Sn \{P} → Rn est un isomorphisme de variétés algébriques réelles.

Remarque 5.3.2. — Comparer avec la preuve de la proposition 4.4.10(1b)
pour le cas de la sphère de dimension 2.

Démonstration. — Nous fixons deux points sur la sphère : le pôle nord PN :=
(0, . . . , 0, 1) ∈ Sn et le pôle sud PS := (0, . . . , 0,−1) ∈ Sn. Les projections
stéréographiques de pôles nord et sud sont données en coordonnées par :

ϕN : Sn \ {PN} −→ Rn

(x1, . . . , xn+1) 7−→
(

x1
1−xn+1

, . . . , xn
1−xn+1

)
et

ϕS : Sn \ {PS} −→ Rn

(x1, . . . , xn+1) 7−→
(

x1
1+xn+1

, . . . , xn
1+xn+1

)
et leurs réciproques par :

Rn −→ Sn \ {PN}
(y1, . . . , yn) 7−→

(
2y1

y2
1+···+y2

n+1 , . . . ,
2yn

y2
1+···+y2

n+1 ,
y2

1+···+y2
n−1

y2
1+···+y2

n+1

)
et

Rn −→ Sn \ {PS}
(y1, . . . , yn) 7−→

(
2y1

y2
1+···+y2

n+1 , . . . ,
2yn

y2
1+···+y2

n+1 ,
−y2

1−···−y
2
n+1

y2
1+···+y2

n+1

)
.

Corollaire 5.3.3. — En tant que variétés algébriques réelles,
1. S1 est isomorphe à P1(R).
2. S2 est isomorphe à P1(C).
3. S4 est isomorphe à P1(H).
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Démonstration. — On considère la projection stéréographique de Sn sur Rn.
Si n = 1, remarquons que pour x 6= 0, on a ϕN ◦ϕ−1

S (x) = 1
x , et si n = 2, pour

(x, y) 6= (0, 0), on a ϕN ◦ ϕ−1
S (x, y) = ( x

x2+y2 ,
y

x2+y2 ) et donc en coordonnées
complexes, z = x+ iy, ϕN ◦ ϕ−1

S (z) = 1
z . On peut montrer de façon analogue

que S4 est isomorphe à P1(H) à travers l’application

(u : v) 7→
(

2uv
|u|2 + |v|2

,
|u|2 − |v|2

|u|2 + |v|2

)
.

Proposition 5.3.4. — Soient V une variété algébrique réelle affine compacte
non singulière, n = 1, 2, ou 4 et

f : V → Sn

une application lisse. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’application f est approchée dans la topologie C∞ par des applications

régulières V → Sn.
2. L’application f est homotope à une application régulière V → Sn.

Démonstration. — L’équivalence est une conséquence immédiate du théo-
rème 5.2.14 grâce au corollaire 5.3.3 qui affirme que pour n = 1, 2, ou 4 la
sphère Sn est isomorphe à P1(K) = G2,1(K) avec K = R,C,H.

Applications à valeurs dans S1. — Grâce à l’isomorphisme de variétés
algébriques réelles entre S1 et P1(R), on a une caractérisation homologique
de la densité des applications régulières à valeurs dans S1.

Théorème 5.3.5. — Soit V une variété algébrique réelle affine compacte non
singulière, de dimension n. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le sous-espace R(V,S1) est dense dans C∞(V,S1).
2. Toute application C∞ de V dans S1 est homotope à une application ré-

gulière.
3. Hnt

n−1(V ; Z2) ⊂ Halg
n−1(V ; Z2) (où Hnt

n−1(V ; Z2) est le sous-ensemble de
Hn−1(V ; Z2) des classes d’homologie représentées par une hypersurface
C∞ compacte de V dont le fibré normal dans V est trivial).

Démonstration. — Voir [BCR98, Thm.13.3.5].

Exemple 5.3.6. — Deux exemples où des considérations purement topolo-
giques permettent de raffiner le critère ci-dessus.
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1. Si V est difféomorphe à la bouteille de Klein K2, alorsR(V,S1) est dense
dans C∞(V,S1). En effet, Hnt

1 (V ; Z2) est engendré par la classe duale de
Poincaré de la classe du fibré algébrique

∧2 TV , voir le théorème 5.2.16.

2. Si V est une surface orientable, alors R(V,S1) = C∞(V,S1) si et seule-
ment si H1(V ; Z2) = Halg

1 (V ; Z2). En effet, toute courbe C∞ de V

possède un fibré normal dans V trivial, c’est-à-dire que Hnt
1 (V ; Z2) =

H1(V ; Z2).

Corollaire 5.3.7. — Soit V une variété algébrique réelle affine compacte
non singulière, de dimension n. Si Hn−1(V ; Z2) = Halg

n−1(V ; Z2), alors
R(V,S1) est dense dans C∞(V,S1).

La réciproque est fausse dès la dimension 2 comme le montre l’exemple
ci-dessous.

Exemple 5.3.8 (Bouteille de Klein non totalement algébrique)
Soit Y la variété complexe quotient de l’hypersurface quartique (7) non

singulière X := Z(x4 + y4 + z4− t4) de P3(C)t:x:y:z par l’involution sans point
fixe (t : x : y : z) 7→ (−x : t : −z : y). Soit τ la structure réelle induite sur Y
par la restriction de σP à la surface X. Par construction, (X,σP|X) est une R-
surface K3, voir la section 4.5, dont le lieu réel est difféomorphe à S2 et (Y, τ)
est une R-surface d’Enriques dont le lieu réel est difféomorphe à la bouteille
de Klein K2. Par ailleurs, d’après le théorème 4.5.17, on a H1(Y (R); Z2) 6=
Halg

1 (Y (R); Z2). Pourtant, d’après l’exemple 5.3.6(1), on a R(Y (R),S1) =
C∞(Y (R),S1).

Les exemples ci-dessus montrent que différents modèles algébriques réels
(définition 5.1.1) d’une même variété différentielle possèdent en général des
groupes de cycles algébriques non isomorphes. C’est le cas par exemple pour
la bouteille de Klein pour laquelle néanmoins, on a densité du sous-espace
R(V,S1) dans C∞(V,S1) quel que soit le modèle algébrique. En fait, la bouteille
de Klein partage cette dernière propriété avec un tout petit nombre de surfaces.

Théorème 5.3.9. — Pour une surface C∞ connexe compacte M , les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Le sous-espace R(V,S1) est dense dans C∞(V,S1) pour tout modèle al-
gébrique réel V de M .

7. Souvent appelée quartique de Fermat dans la littérature.
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2. La variété topologique M est difféomorphe à la sphère S2, au plan pro-
jectif réel RP2, ou à la bouteille de Klein K2.

Démonstration. — Voir [BK10, Thm.3.4].

Applications à valeurs dans S2. — Dans cette sous-section, on considère
une variété algébrique réelle non singulière V , ainsi qu’une complexification
(définition 2.3.2) non singulière VC de V . Les résultats considérés ne dépendent
pas du choix de la complexification VC grâce à la proposition 2.3.3. Nous nous
concentrons sur l’approximation des applications lisses sur une surface com-
pacte V de dimension de Kodaira négative à valeurs dans la sphère. Ici, dire
que κ(V ) = −∞ c’est dire que κ(VC) = −∞ pour une complexification projec-
tive non singulière VC. En effet κ est un invariant birationnel pour les variétés
complètes et on peut donc poser κ(V ) := κ(VC) dès que V est compacte et
VC projective.

Dans un premier temps, nous présentons un historique des résultats. Puis
dans un second temps, nous donnons des éléments de preuve de ces théorèmes.
D’après le théorème 4.4.8, les surfaces algébriques réelles de dimension de Ko-
daira négative peuvent être regroupées en trois classes, chacune englobant
la précédente : les surfaces rationnelles, les surfaces géométriquement ration-
nelles, les surfaces birationnellement équivalentes à l’espace total d’un fibré en
coniques.

Surfaces rationnelles. — Dans le cas où V est une surface rationnelle, voir la
définition 1.3.37, compacte et non singulière, J. Bochnak et W. Kucharz ont
montré dans les années 1990 que R(V,S2) = C∞(V,S2) si et seulement si V
n’est pas difféomorphe à un tore. Dans le cas du tore, les seules applications
qui admettent une approximation algébrique sont homotopiquement triviales.
On a même mieux, voir [Kuc99, Th. 1.2] :

Théorème 5.3.10. — Soient V et W des surfaces algébriques réelles ra-
tionnelles compactes non singulières. Alors l’espace R(V,W ) est dense dans
l’espace C∞(V,W ), à l’exception du cas où V est difféomorphe au tore T2 etW
est difféomorphe à la sphère S2. Dans ce dernier cas, l’adhérence de R(V,W )
dans C∞(V,W ) est formée des applications homotopiquement nulles.

Démonstration. — Sachant que V est connexe d’après le théorème 4.4.8, il
suffit d’appliquer les théorèmes 5.3.18 et 5.3.34 ci-dessous pour prouver le
théorème dans le cas où W = S2. On renvoie à [Kuc99, Th. 1.2] pour une
preuve dans le cas où W est une autre surface rationnelle.



5.3. APPLICATIONS À VALEURS DANS LES SPHÈRES 321

Surfaces géométriquement rationnelles, surfaces de del Pezzo. — Les surfaces
rationnelles sont des cas particuliers des surfaces géométriquement ration-
nelles, voir la définition 1.3.37. D’après le théorème 4.4.8, les surfaces algé-
briques réelles rationnelles sont en fait exactement les surfaces algébriques
réelles géométriquement rationnelles connexes. En 2004, on a découvert des
surfaces à quatre composantes connexes pour lesquelles les seules applica-
tions qui admettent une approximation algébrique sont celles de degré pair,
[JPM04, Theorem 0.3]. Ce sont les surfaces algébriques réelles formées de
quatre sphères dont une complexification est une surface de del Pezzo de de-
gré 2, voir la définition 4.2.12. Rappelons qu’une surface de del Pezzo est une
surface algébrique complexe X de diviseur anti-canonique −KX ample. Le
degré d d’une surface de del Pezzo est son premier nombre de Chern K2

X . À
l’exception de P1(C) × P1(C), les surfaces de del Pezzo sont des éclatées du
plan projectif P2(C) en 9 − d points. Si l’ensemble Σ des 7 centres d’éclate-
ments est stable par σP, la surface de del Pezzo de degré 2 déterminée par Σ
admet deux structures réelles dont l’une a une partie réelle connexe : celle qui
provient de la conjugaison complexe de P2(C) via les éclatements.

Théorème 5.3.11. — Soient V une surface algébrique réelle affine non sin-
gulière difféomorphe à la réunion disjointe de 4 sphères dont une complexifi-
cation VC est une surface de del Pezzo de degré 2 et

f : V → S2

une application lisse. Alors f est approchée par des applications régulières si
et seulement si elle est de degré topologique pair.

En particulier, R(V,S2) 6= C∞(V,S2).

Démonstration. — Ce résultat est la conjonction des théorèmes 5.3.18
et 5.3.35 ci-dessous.

Remarque 5.3.12. — Il existe des surfaces algébriques réelles géométrique-
ment rationnelles formées de quatre sphères pour lesquelles toutes les appli-
cations lisses sont approchées par des applications régulières. Ces surfaces
admettent une fibration en coniques, voir l’exemple 4.2.8 et le théorème 5.3.13
ci-dessous.

En fait, le tore et les surfaces de del Pezzo du théorème 5.3.11 sont les
seules surfaces géométriquement rationnelles pour lesquelles on n’a pas den-
sité : R(V,S2) 6= C∞(V,S2).
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Théorème 5.3.13. — Soit V une surface algébrique réelle géométrique-
ment rationnelle compacte non singulière. L’espace des applications régulières
R(V,S2) est dense dans l’espace C∞(V,S2) des applications C∞ sauf si V est
difféomorphe au tore T2 ou si V est difféomorphe à la réunion disjointe de 4
sphères et dont une complexification VC est une surface de del Pezzo réelle de
degré 2 comme dans le théorème 5.3.11.

Démonstration. — Se déduit du corollaire 5.3.17 et des théorèmes 5.3.18
et 5.3.34 ci-dessous. Voir [JPM04, Theorem 0.4] pour plus de détails.

Surfaces réglées, fibrations en coniques. — Pour achever la classification des
surfaces de dimension de Kodaira négative, il reste à traiter les fibrations en
coniques dont la base est de genre non nul et leurs éclatées. En particulier,
si VC possède une fibration en conique de base non rationnelle, VC n’est pas
simplement connexe et V peut contenir plusieurs composantes orientables non
sphériques.

Soit V une surface algébrique réelle affine compacte non singulière de dimen-
sion de Kodaira négative qui n’est pas géométriquement rationnelle. D’après
le théorème 4.3.23(7), V admet alors un réglage réel ρ : V −→ B. En ef-
fet, l’éclaté d’un fibré en coniques est un réglage, c’est-à-dire une fibration
en genre nul. Rappelons qu’une composante connexe de V peut être difféo-
morphe à une sphère, un tore ou n’importe quelle surface non-orientable, voir
le théorème 4.4.14. On note K ′ l’ensemble des composantes de V qui sont dif-
féomorphes à la bouteille de Klein et dont l’image par ρ est une composante
connexe de B.

Théorème 5.3.14. — Soit V une surface algébrique réelle affine compacte
non singulière de dimension de Kodaira négative mais non géométriquement
rationnelle. Étant donnée une application lisse f : V −→ S2, les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. L’application f admet une approximation par des applications régulières.

2. L’application f est homotope à une application régulière.

3. Pour toute composante connexe M de V difféomorphe à un tore, on a
deg(f |M ) = 0 et pour toute paire de composantes N , L appartenant à
K ′, on a degZ2(f |N ) = degZ2(f |L).

Démonstration. — Voir [Man06, Theorem 1.1].
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Applications à valeurs dans les surfaces rationnelles. — Nous concluons cette
énumération par une généralisation du théorème 5.3.10.

Théorème 5.3.15. — Soient V et W des surfaces algébriques réelles affines
compactes connexes non singulières telles que κ(V ) = −∞ et W est ration-
nelle. Alors l’espace R(V,W ) est dense dans l’espace C∞(V,W ), à l’exception
du cas où V est difféomorphe au tore T2 et W est difféomorphe à la sphère
S2. Dans ce dernier cas, l’adhérence de R(V,W ) dans C∞(V,W ) est formée
des applications homotopiquement nulles.

Démonstration. — Voir [Man06, Theorem 1.2].

Fibrés C-vectoriels algébriques. — Nous passons maintenant à la preuve des
résultats énumérés ci-dessus. Soit V une variété algébrique réelle affine, VC
une complexification non singulière de V et i : V ↪→ VC l’inclusion. D’après le
corollaire 2.5.16, un fibré R-vectoriel topologique L sur V (définition C.3.5) est
algébrique (définition 5.2.10) si son tensorisé par C est la restriction à V d’un
fibré C-vectoriel algébrique E sur VC muni d’une structure réelle : L⊗C ' E|V .

On note V B1
C(VC) le groupe des classes d’isomorphisme de C-fibrés vecto-

riels (topologiques) de rang 1 sur VC. On note H2
C−alg(V ; Z) le sous-groupe

de H2(V ; Z) formé des classes des restrictions à V des fibrés C-vectoriels
algébriques de rang 1 sur VC. Autrement dit, H2

C−alg(V ; Z) est formé par
les images des classes de fibrés algébriques par l’application de restriction
V B1

C(VC) c1' H2(VC; Z) i∗−→ H2(V ; Z). Remarquons que si un fibré est muni
d’une structure réelle comme E ci-dessus, la classe de sa restriction à V est de
2-torsion, voir la proposition 5.3.23, et que le groupe H2

C−alg(V ; Z) contient
aussi les classes de restrictions de fibrés C-vectoriels algébriques de rang 1 sur
V qui ne possèdent pas de structure réelle. On note

Γ(V ) = H2(V ; Z)/H2
C−alg(V ; Z)

le groupe quotient. Le groupe H2
C−alg(V ; Z) ne dépend pas du choix d’une

complexification non singulière VC comme on peut le déduire de la proposi-
tion 2.3.3 (ou se reporter à [BBK89]). Le groupe Γ(V ) n’en dépend donc pas
non plus. L’introduction du groupe H2

C−alg(V ; Z) est motivé par le résultat
ci-dessous, que l’on peut comparer avec le théorème 5.2.18.

Théorème 5.3.16. — Soient V une variété algébrique réelle affine compacte
non singulière et s2 un générateur du groupe H2(S2; Z) ' Z. Pour une appli-
cation lisse

f : V → S2 ,
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les conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’application f est approchée dans la topologie C∞ par des applications

régulières V → S2.
2. L’application f est homotope à une application régulière V → S2.
3. Le tiré en arrière f∗(s2) par l’application induite f∗ : H2(S2; Z) →
H2(V ; Z) appartient au sous-groupe H2

C−alg(V ; Z).

Démonstration. — Se déduit directement du théorème 5.2.14 et du corol-
laire 5.3.3.

Corollaire 5.3.17. — Soit V une variété algébrique réelle affine compacte
non singulière telle que tout fibré C-vectoriel topologique de rang 1 sur V est
topologiquement isomorphe à un fibré C-vectoriel algébrique. Alors R(V,S2)
est dense dans C∞(V,S2) pour la topologie C∞. Autrement dit si Γ(V ) = 0,
alors R(V,S2) = C∞(V,S2).

Si V est connexe, nous disposons d’une réciproque.

Théorème 5.3.18. — Soit V une variété algébrique réelle affine compacte
connexe non singulière. Alors R(V,S2) est dense dans C∞(V,S2) pour la to-
pologie C∞ si et seulement si tout fibré C-vectoriel topologique de rang 1 sur
V est topologiquement isomorphe à un fibré C-vectoriel algébrique.

Autrement dit R(V,S2) = C∞(V,S2) si et seulement si Γ(V ) = 0.

Remarque 5.3.19. — Remarquons que Γ(V ) = 0, c’est-à-dire H2
C(V ; Z) =

H2
C−alg(V ; Z) se traduit par V B1

C(V ) = V B1
C−alg(V ) à travers l’application

première classe de Chern.

Démonstration. — Voir [BCR87, 13.3.11].

Éclatements et applications régulières. — Pour calculer le groupe Γ(V ) d’une
surface algébrique réelle géométriquement rationnelle V on procède en deux
temps. Tout d’abord on montre la proposition 5.3.20 ci-dessous qui permet
de contrôler le comportement du groupe quotient Γ(V ) lors d’un éclatement
π : BPV → V centré en un point P ∈ V . On calcule ensuite Γ(V0) pour
les différents modèles minimaux V0 possibles d’une surface algébrique réelle
géométriquement rationnelle donnée V . On montre finalement que si la variété
V est de plus minimale et non connexe, alors Γ(V ) = 0 ou Γ(V ) = Z2.

Proposition 5.3.20. — Soit V une surface algébrique réelle géométrique-
ment rationnelle compacte non singulière telle que Γ(V ) = 0 ou Γ(V ) = Z2,
alors Γ(BPV ) = 0 pour tout éclatement BPV centré en un point P de V .
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Avant de donner la preuve de la proposition 5.3.20, nous avons besoin de
résultats auxiliaires. Soit i : V ↪→ VC l’injection canonique d’une surface algé-
brique réelle affine compacte non singulière dans une complexification projec-
tive non singulière.

Lemme 5.3.21. — Si le genre géométrique de VC est nul, on a alors
H2

C−alg(V ; Z) = Im i∗. Si de plus VC a une irrégularité nulle, alors
H2(VC; Z) ' Pic(VC).

Démonstration. — Par définition, nous avons H2
C−alg(V ; Z) ⊆ Im i∗. En in-

sérant l’isomorphisme Pic(VC) ' H1(VC,O∗VC
) dans la suite exacte longue

associée à la suite exacte de l’exponentielle, voir la proposition D.6.3, nous
obtenons la suite exacte

· · · → H1(VC,OVC)→ Pic(VC) c1−−→ H2(VC; Z)→ H2(VC,OVC)→ · · ·

Nous en tirons immédiatement la conclusion en rappelant la définition de
pg(VC) = dimH2(VC,OVC) et q(VC) = dimH1(VC,OVC).

Corollaire 5.3.22. — Si V est une surface algébrique réelle géométrique-
ment rationnelle compacte non singulière, alors H2

C−alg(V ; Z) = Im i∗.

En d’autres termes, pour une surface algébrique réelle géométriquement
rationnelle compacte non singulière V , le groupe quotient Γ(V ) est trivial si
et seulement si i∗ : H2(VC; Z)→ H2(V ; Z) est surjectif.

Du fait que BPV est l’éclaté réel d’une surface algébrique réelle géométri-
quement rationnelle, c’est aussi une surface algébrique réelle géométriquement
rationnelle et Γ(BPV ) = 0 si et seulement si le morphisme i∗ : H2(BPVC; Z)→
H2(BPV ; Z) est surjectif d’après le corollaire 5.3.22.

On note β : H1(V ; Z2) → H2(V ; Z) le morphisme de Bockstein induit en
cohomologie par la suite exacte

(5.1) 0→ Z ×2−−−→ Z→ Z2 → 0 .

Proposition 5.3.23. — Soit V une surface algébrique réelle géométrique-
ment rationnelle compacte non singulière. Alors

β(H1(V ; Z2)) ⊆ H2
C−alg(V ; Z) .

Démonstration. — Rappelons que le groupe des classes d’isomorphisme de
fibrés C-vectoriels topologiques de rang 1 sur V est noté V B1

C(V ). On a un
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diagramme commutatif, voir par exemple [JP00] :

Pic(VC) L7→L|V−−−−−→ V B1
C(V ) L7→L⊗C←−−−−−− V B1

alg(V )

c1

y c1

y w1

y
H2(VC; Z) i∗−−−−→ H2(V ; Z) β←−−−− H1(V ; Z2) .

Ici w1 est le morphisme induit par la première classe de Stiefel-Whitney, et
c1 est le morphisme induit par la première classe de Chern.

Nous observons que le morphisme de restriction L 7→ L|V de la première
ligne est surjectif et que les morphismes c1 et w1 sont également surjectifs
dans ce cas [JP00, Proof of Claim 2]. Rappelons aussi que d’après le corol-
laire 5.3.22, on a H2

C−alg(V ; Z) = i∗(H2(VC; Z)).

Remarque 5.3.24. — Dans la preuve précédente, nous avons utilisé le fait
que les morphismes w1 : V B1

alg(V )→ H1(V ; Z2) et c1 : Pic(VC)→ H2(VC; Z))
sont surjectifs. Ceci n’est pas vrai pour une surface projective non singulière
générale car la surjectivité de c1 est perdue dès que pg(VC) > 0. En effet,
dimH2,0(VC) = pg(VC) or l’image de c1 est contenue dans H1,1(VC), voir le
théorème D.9.3. Les surfaces K3, les surfaces abéliennes, les surfaces biellip-
tiques, la plupart des surfaces elliptiques et la plupart des surfaces de type
général satisfont pg > 0.

Notons V1, V2, . . . , Vs les composantes connexes de V . Et supposons par
commodité que le centre P de l’éclatement appartient à V1. La surface éclatée
BPV est difféomorphe à la réunion disjointe BPV1 = V1#RP2 et des autres
composantes connexes de V .

Proposition 5.3.25. — À travers l’identification

H2(BPV ; Z) ' H2(BPV1; Z)⊕H2(V2; Z)⊕ · · · ⊕H2(Vs; Z),

on obtient l’inclusion H2(BPV1; Z) ⊆ H2
C−alg(BPV ; Z).

Démonstration. — Considérons la suite exacte en cohomologie induite par
la multiplication par 2 (voir la suite exacte (5.1) précédant la preuve de la
proposition 5.3.23)

· · · → H1(BPV ; Z2) β−−−→ H2(BPV ; Z) ×2−−−→ H2(BPV ; Z)→ · · ·

Comme BPV1 est connexe et non orientable, le groupe H2(BPV1; Z) est
isomorphe à Z2 d’après le théorème B.5.7 et le corollaire B.4.2. Il est
donc contenu dans le noyau du morphisme ×2. De là, le sous-groupe
H2(BPV1; Z) de H2(BPV ; Z) est contenu dans l’image du morphisme de
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Bockstein β : H1(BPV ; Z2) → H2(BPV ; Z). On conclut grâce à la proposi-
tion 5.3.23.

Remarque 5.3.26. — Soit V une surface algébrique réelle affine compacte
non singulière. Si l’homologie d’une complexification non singulière VC est
sans 2-torsion, alors H∗(VC; Z) ⊗ Z2 ' H∗(VC; Z2), voir Section B.4, d’où
H∗(VC; Z)⊗Z2 ' H∗(VC; Z2). Par ailleurs, on aH2(V ; Z)⊗Z2 ' H2(V ; Z2) '
(Z2)s où s est le nombre de composantes connexes de la surface topologique
compacte V .

Comme plus haut, nous notons i l’inclusion de V dans sa complexification
VC (resp. BPV dans BPVC) et posons H2

C−alg(V ; Z2) = i∗(H2
alg(VC; Z2)).

Observons que H2
C−alg(V ; Z2) = i∗(H2(VC; Z2)) ' H2

C−alg(V ; Z)⊗ Z2. Au vu
des remarques qui précèdent, la proposition 5.3.25 implique le résultat suivant :

Corollaire 5.3.27. — Soient V1 une composante connexe de V et Q un
point de BPV1. Alors la classe duale de Poincaré D−1

BPV
([Q]) appartient à

H2
C−alg(BPV ; Z2).

Remarque 5.3.28. — Le corollaire 5.3.27 est en fait valable pour toute
surface algébrique réelle projective non singulière V . Soient P un point réel
de V , E = π−1(P ) la courbe exceptionnelle et E le fibré en droites complexes
associé à EC, alors i∗(c1(E)) = c1(L ⊗C), où L est le fibré en droites réelles
associé à E.

D’après la théorie des classes caractéristiques, voir [MS74, Exercise 15-
D], on a c1(L ⊗ C) = β(w1(L)). La réduction modulo 2 de β(w1(L)) est
égale à D−1

BPV
([Q]), l’élément de H2(BPV ; Z2) engendrant le sous-espace

H2(BPV1; Z2). De là i∗([c1(E)]2) = [β(w1(L))]2 = D−1
BPV

([Q]).

Le corollaire suivant est aussi valable, avec la même preuve, pour une surface
algébrique réelle projective non singulière quelconque.

Corollaire 5.3.29. — Si D−1
V ([P ]) appartient à H2

C−alg(V ; Z2), alors
H2

C−alg(BPV ; Z2) = π∗(H2
C−alg(V ; Z2)). Dans le cas contraire, on a une

décomposition canonique

H2
C−alg(BPV ; Z2) = π∗(H2

C−alg(V ; Z2))⊕D−1
BPV

([Q]).

Démonstration. — Du fait que π : BPV → V est l’éclatement centré en P , π
est un morphisme qui induit un isomorphisme de BPV \E sur V \{P}. Comme
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V et BPV sont des surfaces, π induit un isomorphisme π∗ : H2(V ; Z2) →
H2(BPV ; Z2). Comme π est un morphisme, l’isomorphisme π∗ satisfait

π∗(H2
C−alg(V ; Z2)) ⊆ H2

C−alg(BPV ; Z2) .

Pour conclure, rappelons qu’on peut identifier

π∗(H2
C−alg(V ; Z2) ∩ (H2(V2; Z2)⊕ · · · ⊕H2(Vs; Z2)))

avec
H2

C−alg(BPV ; Z2) ∩ (H2(V2; Z2)⊕ · · · ⊕H2(Vs; Z2))

et que π∗(D−1
V ([P ])) = D−1

BPV
([Q]).

Proposition 5.3.30. — Soit V une surface algébrique réelle affine compacte
non singulière. Soit i : V ↪→ VC l’inclusion dans une complexification projective
non singulière. Alors le morphisme i∗ : H2(VC; Z)→ H2(V ; Z) est surjectif si
et seulement si i∗ : H2(VC; Z2)→ H2(V ; Z2) est surjectif.

Démonstration. — Une surface algébrique réelle affine non singulière com-
pacte V satisfait 2H2(V ; Z) ⊆ Im(i∗) d’après [JP00, Claim 1, proof of Theo-
rem 1.1]. Pour conclure, il suffit de considérer la remarque 5.3.26 et le lemme
d’algèbre linéaire ci-dessous.

Lemme 5.3.31. — Soient A et B des groupes abéliens et soit h : A → B

un morphisme de groupes. Notons h2 : A2 → B2 le morphisme obtenu par
réduction modulo 2. Supposons que 2B ⊆ Im(h). Alors si le morphisme h2 est
surjectif, h l’est aussi.

Proposition 5.3.32. — Soit V une surface algébrique réelle affine compacte
non singulière et VC une complexification projective non singulière. L’éclaté
BPVC de VC en un point P de V ⊂ VC est alors une complexification projective
non singulière de BPV . On suppose que le morphisme de restriction

i∗ : H2(VC; Z2)→ H2(V ; Z2)

est surjectif. Alors le morphisme correspondant

i∗ : H2(BPVC; Z2)→ H2(BPV ; Z2)

est surjectif aussi.
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Démonstration. — Soient Pj ∈ Vj , j = 1, . . . , s des points tels que

D−1
V ([P1]), D−1

V ([P2]), . . . , D−1
V ([Ps])

engendrent H2(V ; Z2). Du fait que P appartient à V1 et que BPV est l’éclaté
de V centré en P , D−1

BPV
([P2]), . . . , D−1

BPV
([Ps]) appartiennent à H2(BPV ; Z2).

De plus, du fait que le morphisme de restriction i∗ est surjectif par hypo-
thèse, les classes D−1

BPV
([P2]), . . . , D−1

BPV
([Ps]) appartiennent aussi à l’image

i∗(H2(BPVC; Z2)). On conclut grâce au corollaire 5.3.29.

Preuve de la proposition 5.3.20. — Cas 1. Si Γ(V ) = 0, alors i∗ : H2(VC; Z)→
H2(V ; Z) est surjective. D’après la proposition 5.3.30, i∗ : H2(VC; Z2) →
H2(V ; Z2) est aussi surjective ainsi que i∗ : H2(BPVC; Z2) → H2(BPV ; Z2),
voir la proposition 5.3.32. De là i∗ : H2(BPVC; Z) → H2(BPV ; Z) est surjec-
tive d’après la proposition 5.3.30 et finalement Γ(BPV ) = 0.

Cas 2. Si Γ(V ) = Z2, on peut facilement vérifier que Γ2(V ) = Z2 (on
a noté Γ2(V ) = H2(V ; Z2)/H2

C−alg(V ; Z2)). Si l’on considère les deux cas
possibles du corollaire 5.3.29, il est aisé de voir que Γ2(BPV ) = 0, donc
i∗ : H2(BPVC; Z2)→ H2(BPV ; Z2) est surjective. La fin de la preuve est iden-
tique au cas précédent.

Corollaire 5.3.33. — Soit V une surface algébrique réelle géométrique-
ment rationnelle compacte non singulière. Si V est non connexe, alors l’espace
R(BPV,S2) est dense dans l’espace C∞(BPV,S2) pour tout éclatement BPV
centré en un point P de V .

Calcul de Γ(V ). — Le théorème 5.3.18 réduit le théorème 5.3.13 à une consé-
quence du théorème suivant.

Théorème 5.3.34. — Soit V une surface algébrique réelle géométriquement
rationnelle compacte non singulière. Alors

Γ(V ) =


Z si V ≈ S1 × S1

Z2 si V est comme dans le théorème 5.3.35
0 dans tous les autres cas.

Résumé de preuve. — Comme on l’a vu avec la proposition 5.3.20, le quotient
Γ(V ) n’est pas un invariant birationnel.

Pour prouver le théorème, on utilise la classification des modèles relative-
ment minimaux sur R, voir le théorème 4.3.23. En plus du cas connu où V est
connexe, voir les théorèmes 5.3.10 et 5.3.18, ces modèles sont : les fibrés en co-
niques et certaines surfaces de del Pezzo réelles de degré 2 et 1. Le groupe Γ(V )
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pour chaque cas est déterminé par le théorème 5.3.35, la proposition 5.3.42 et
la proposition 5.3.43.

Le théorème 5.3.11 est une conséquence du théorème suivant.

Théorème 5.3.35. — Soit V une surface algébrique réelle affine non sin-
gulière. Si V est difféomorphe à la réunion disjointe de 4 sphères et admet
une complexification VC qui est une surface de del Pezzo de degré 2, alors
Γ(V ) = Z2.

Remarque 5.3.36. — Un énoncé équivalent au théorème 5.3.35 est le sui-
vant. Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière telle que X(R) ≈
t4S2 et dont un modèle R-minimal (X0, σ0) est une surface de del Pezzo
réelle de degré 2, alors Γ(X(R)) = Z2.

Figure 5.1. Surface de del Pezzo de degré 2 définie par l’équa-
tion (4.6), page 233. Voir aussi la figure 4.4.

Avant de donner la preuve du théorème, nous avons besoin de résultats in-
termédiaires. Soit i : V ↪→ VC l’injection canonique d’une surface algébrique
réelle affine compacte non singulière dans une complexification projective non
singulière. Les variétés différentielles VC et V sont compactes et VC est orien-
table. Si V est orientable aussi, nous pouvons définir le morphisme de Gysin
i! via le diagramme commutatif :

(5.2)

H2(VC; Z) i∗−−−−→ H2(V ; Z)

D−1
VC

x' D−1
V

x'
H2(VC; Z) i!−−−−→ H0(V ; Z)
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où DVC (resp. DV ) est l’isomorphisme de dualité de Poincaré, voir la pro-
position 3.1.8, pour la variété topologique compacte orientée VC (resp. V ).

Remarque 5.3.37. — Si V est non orientable, on peut raisonner de façon
similaire à condition d’utiliser Z2 comme groupe des coefficients.

Lemme 5.3.38. — Soit S une sous-variété différentielle fermée de dimen-
sion 2 de VC transverse à V , alors

i!([S]) = [S t V ] .

Démonstration. — Voir la section B.7.

On peut donc décrire l’image de la classe fondamentale de certaines courbes
complexes par le morphisme de Gysin i! : H2(VC; Z) −→ H0(V ; Z) de la façon
suivante : pour la structure de variété différentielle sous-jacente, VC est une
variété de dimension 4 et V est une sous-variété de dimension 2. Soit L ⊂ VC
une courbe algébrique complexe. En dehors d’un nombre fini de points, L est
aussi une sous-variété topologique de dimension 2 de VC. Si L est transverse
à V dans VC, on a

i!([L]) = [L t V ] .

Proposition 5.3.39. — Soit V une surface algébrique réelle géométrique-
ment rationnelle compacte non singulière. Si V est orientable, alors

Γ(V ) ' H0(V ; Z)/ Im i! .

Démonstration. — D’après le diagramme (5.2), page 330, on a Im i∗ ' Im i!
et l’isomorphisme se déduit du corollaire 5.3.22.

Résumé de preuve du théorème 5.3.35. — On veut calculer l’image de i!. Si
(X,σ) est une R-surface de del Pezzo de degré 2, le groupe d’homologie
H2(X; Z) est engendré par les classes des courbes exceptionnelles et par la
section hyperplane. Le morphisme anti-canonique ϕ−KX : X → P2(C) est
un revêtement double du plan ramifié le long d’une R-courbe quartique ∆.
Les (−1)-courbes de X sont envoyées par ϕ−KX sur les bitangentes de ∆.
Lorsque X(R) ≈

⊔
4S2, la R-courbe (∆, σP|∆) est maximale, c’est-à-dire que

∆(R) ≈
⊔

4S1, et toutes les bitangentes sont réelles.
Finalement, on montre que les (−1)-courbes de X sont non réelles et trans-

verses à X(R) dans X. On obtient la conclusion par la connaissance, [Zeu74],
des configurations de bitangentes à une quartique plane. On trouvera les dé-
tails de cette preuve dans [JPM04, §5].
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Exemple 5.3.40. — Soit (∆, σP|∆) ⊂ (P2(C), σP) une R-courbe plane non
singulière de degré pair et soit ϕ : (X,σ)→ (P2(C), σP) l’un des deux revête-
ments doubles réels ramifié le long de ∆ (voir la preuve du théorème 3.3.14).
Soit L une R-droite tangente à ∆ et P ∈ ∆ ∩ L un point de tangence simple.
Dans un voisinage analytique de P , la surface X est définie par l’une des deux
équations z2 = ±(y − x2) et dans le plan z = 0, les courbes ∆ et L sont
déterminées par les équations y = x2 et y = 0.

Posons C := ϕ−1(L) l’image réciproque de L dans X. Localement analyti-
quement au voisinage de P dans X, la courbe complexe C a pour équation
{y = 0, (z− x)(z+ x) = 0} ou {y = 0, (z− ix)(z+ ix) = 0}. Globalement, C
peut être réductible ou irréductible. Supposons que la courbe soit réductible.
Elle se décompose alors sous la forme C = E + τE où τ est l’involution du
revêtement double. Pour l’un des revêtements doubles réels, les courbes E et
τE sont définies sur R. Pour l’autre revêtement double réel, E et τE sont
des courbes complexes conjuguées. Dans ce dernier cas, du fait que la surface
complexe X est non singulière, l’anneau local des fonctions régulières est fac-
toriel et E (resp. τE) possède une équation locale {y = 0, z − ix = 0} (resp.
{y = 0, z+ix = 0}). Le plan tangent en P à la surface topologique X(R) dans
la variété X de dimension réelle 4 est engendré par ∂

∂x1
et ∂

∂z1
, où x = x1 + ix2,

y = y1 + iy2 et z = z1 + iz2. Il est facile de vérifier que le plan tangent en P
à la surface topologique E dans X est engendré par ∂

∂x1
+ i ∂

∂x2
et i ∂

∂z1
− ∂

∂z2
.

Finalement, E est transverse à X(R) en P dans X.

Remarque 5.3.41. — Le point crucial ici est la réductibilité de ϕ−1(L) qui
est une information de nature globale.

Proposition 5.3.42. — Soit V une surface algébrique réelle affine non sin-
gulière difféomorphe à la réunion disjointe de quatre sphères et d’un plan pro-
jectif réel et dont une complexification VC est une surface de del Pezzo de
degré 1. Alors le groupe quotient Γ(V ) est trivial.

Démonstration. — Voir [JPM04, Theorem 6.1].

Proposition 5.3.43. — Soit V une surface algébrique réelle géométrique-
ment rationnelle compacte non singulière. Supposons que VC admette une
fibration en coniques. Si V est non connexe, c’est-à-dire si V n’est pas ra-
tionnelle sur R, alors Γ(V ) = 0.

Démonstration. — Voir [JPM04, Proposition 4.2].
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Éléments de preuve du théorème 5.3.14. — On renvoie à [Man06, Theo-
rem 1.1] pour une preuve complète. Soit V une surface algébrique réelle non
singulière dont une complexification est munie d’une fibration en conique de
base non rationnelle. On généralise la proposition 5.3.39 au cas non géomé-
triquement rationnel et non orientable. On ramène ainsi l’étude aux relations
d’incidence entre V et les courbes réelles ou complexes de VC. Le groupe de
Néron-Severi NS(VC) est engendré par la classe d’une fibre, par celle d’une
section (qui n’est pas toujours réelle) et par les classes des (−1)-courbes
complexes qui rencontrent leurs conjuguées. La classe d’une fibre est réelle et
se traite facilement. On règle le cas des (−1)-courbes grâce à un argument de
transversalité semblable au cas des surfaces de del Pezzo. La partie difficile
est l’analyse de la section selon les cas.

Applications régulues. — Pour cette sous-section, nous nous sommes ins-
piré de la section 5 de l’article d’exposition [Man17a].

En toute généralité, le problème d’approximation des applications lisses
par des applications régulières est toujours ouvert. Par exemple, l’existence
de représentants algébriques des classes d’homotopie d’applications continues
entre sphères ne possède pas de solution complète aujourd’hui, voir [BCR98,
Chapter 13]. Un exemple de résultat dans cette veine est le suivant : si n est
une puissance de 2, et si p < n, alors toute application polynomiale de Sn dans
Sp est constante, voir [BCR98, Theorem 13.1.9].

Dans [Kuc09], Kucharz a introduit la notion d’application rationnelle conti-
nue qui généralise les applications régulières entre variétés algébriques réelles.
Le cas particulier des fonctions rationnelles continues a aussi été étudié par
Kollár-Nowak, voir [KN15]. Les applications rationnelles continues entre va-
riétés algébriques réelles non singulières sont maintenant souvent appelées ap-
plications régulues, suivant en cela [FHMM16]. Dans le cas singulier, les deux
notions peuvent différer, voir [KN15] ou [Mon18].

Définition 5.3.44. — Soient V et W des variétés algébriques réelles affines
non singulières géométriquement irréductibles. Une application régulue de V
dans W est une application rationnelle f : V → W qui vérifie la propriété
suivante. Soit U ⊂ V le domaine de f . La restriction de f à U se prolonge en
une application de V dans W qui est continue pour la topologie euclidienne.

Kucharz a montré que toute les classes d’homotopie d’applications continues
entre sphères contiennent des applications régulues.
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Théorème 5.3.45. — Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Toute
application continue de Sn dans Sp est homotope à une application régulue.

Démonstration. — Voir [Kuc09, Theorem 1.1].

L’article [FHMM16] a posé les fondations de la géométrie régulue : défini-
tions et propriétés de l’algèbre des fonctions régulues et de la topologie régulue.
Nous en donnons ici un bref aperçu. Rappelons qu’une fonction rationnelle f
sur Rn est régulière sur Rn si f ne possède aucun pôle dans Rn, voir la défini-
tion 1.2.35. Par exemple, la fonction rationnelle définie par f(x) = 1/(x2 + 1)
est régulière sur R. L’ensemble des fonctions régulières sur Rn est un sous-
anneau du corps R(x1, . . . , xn) des fonctions rationnelles sur Rn. Une fonction
régulue sur Rn est une fonction à valeurs réelles définie en tout point de Rn,
qui est continue pour la topologie euclidienne et dont la restriction à un ouvert
de Zariski non vide est régulière. Un exemple typique est la fonction définie
par

f(x, y) = x3

x2 + y2 , f(0, 0) = 0

qui est régulière sur R2 \ {0} et régulue sur R2 tout entier. Son graphe est la
toile du fameux parapluie de Cartan déjà vu au chapitre 1, figure 1.5. L’en-
semble des fonctions régulues sur Rn est un sous-anneau R0(Rn) du corps
R(x1, . . . , xn). Plus généralement une fonction à valeurs réelles définie en tout
point de Rn est k-régulue si elle est régulière sur un ouvert de Zariski non
vide, et de classe Ck sur Rn. Ici, k ∈ N∪{∞}. Par exemple, la fonction définie
par

f(x, y) = x3+k

x2 + y2

est k-régulue sur R2 pour tout entier naturel k′ ≤ k. D’après [FHMM16,
Théorème 3.3], une fonction ∞-régulue sur Rn est en fait régulière (la réci-
proque est immédiate) et on obtient ainsi une chaine infinie de sous-anneaux :

R∞(Rn) ⊆ · · · ⊆ R2(Rn) ⊆ R1(Rn) ⊆ R0(Rn) ⊆ R(x1, . . . , xn).

oùRk(Rn) est le sous-anneau de R(x1, . . . , xn) formé des fonctions k-régulues.
La topologie k-régulue est la topologie dont les fermés sont les lieux d’an-

nulation de fonctions k-régulues. La figure 5.2 ci-dessous, reproduction de la
figure 1.8 du chapitre 1, est le sous-ensemble algébrique de R3 défini par
l’équation x2 + y2((y − z2)2 + yz3) = 0.

Cet ensemble est irréductible dans la topologie ∞-régulue, mais réductible
dans la topologie k-régulue pour tout entier naturel k. En fait la « corne » du
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Figure 5.2. Parapluie cornu.

parapluie est fermée pour la topologie 0-régulue car c’est le lieu d’annulation
de la fonction régulue définie par

(x, y, z) 7→ z2x
2 + y2((y − z2)2 + yz3)

x2 + y4 + y2z4 .

Le « manche » du parapluie est fermé aussi : c’est l’ensemble des zéros de
(x, y, z) 7→ x2 + y2. Le parapluie cornu est donc réductible dans la topologie
régulue, voir [FHMM16, Exemple 6.12] pour plus de détails.

Dans l’article [FHMM16], plusieurs propriétés de l’anneau des fonctions
régulues sont établies. En particulier, un Nullstellensatz fort est prouvé. Leurs
propriétés schématiques sont analysées et des versions régulues des théorèmes
A et B de Cartan sont établies. On y trouve aussi une caractérisation géomé-
trique des idéaux premiers de Rk(Rn) par les lieux d’annulation de fonctions
régulues et une relation entre la topologie k-régulue et la topologie engendrée
par les ensembles Zariski-constructibles fermés pour la topologie euclidienne.
De nombreux articles sont liés à cette nouvelle direction de recherche et parmi
eux, nous recommandons : [Kuc13, BKVV13, Kuc14a, Kuc14b, KK16,
Kuc16a, Kuc16b, FMQ17, Now17, PP17, KK18, KKK18, Mon18].

5.4. Difféomorphismes et applications birégulières

Modèles rationnels. — SoitM une variété différentielle de classe C∞. Rap-
pelons qu’un modèle algébrique réel, voir la définition 5.1.1, de M est une
variété algébrique réelle affine non singulière V qui est difféomorphe à M .
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D’après le théorème de Comessatti 4.4.16, si une surface topologique M
admet un modèle algébrique réel rationnel, alors M est difféomorphe à S2, T2

ou une surface connexe non orientable. Il est connu depuis longtemps que tout
modèle algébrique réel rationnel de S2, T2 ou RP2 est birationnellement dif-
féomorphe à Q3,1(R), Q2,2(R) ou P2(R) respectivement. Voir l’exemple 4.2.19
pour les notations. En réponse à une question de J. Bochnak, il a été prouvé
dans [Man06, Theorem 1.3] que la bouteille de Klein elle aussi admet un
unique modèle algébrique rationnel à difféomorphisme birationnel près. En
fait, et c’est assez surprenant, tous les modèles rationnels d’une surface to-
pologique donnée s’avèrent être birationnellement difféomorphes. Ceci a été
prouvé par Biswas et Huisman [BH07, Theorem 1.2].

Théorème 5.4.1. — Deux surfaces rationnelles réelles non singulières sont
birationnellement difféomorphes si et seulement si elles sont difféomorphes.

Une preuve différente de la preuve originale de [BH07] a été établie dans
[HM09]. Cette preuve alternative est basée sur le fait, conjecturé dans
[BH07], que le groupe des difféomorphismes birationnels de la sphère dans
elle même est infiniment transitif, voir la définition ci-dessous.

Automorphismes du lieu réel. — Le groupe des automorphismes d’une
variété algébrique complexe projective est « petit » : en effet il est de dimension
finie et même fini dans la plupart des cas. En revanche, le groupe Aut(V )
des difféomorphismes birationnels d’une surface algébrique réelle rationnelle
V (que l’on appelle aussi automorphismes de V ) est plutôt « gros » comme le
résultat ci-dessous le montre.

Définition 5.4.2. — Soient G un groupe agissant sur un ensemble M et
n > 0 un entier. On dit que G agit n-transitivement sur M si pour toute paire
de n-uplets (P1, . . . , Pn) et (Q1, . . . , Qn) d’éléments distincts de M , il existe
un élément g de G tel que g ·Pj = Qj pour tout j. Le groupe G agit infiniment
transitivement (8) sur M si pour tout entier positif non nul n, son action est
n-transitive sur M .

Théorème 5.4.3. — Soit V une surface algébrique réelle non singulière ra-
tionnelle compacte et connexe, alors pour tout entier non nul n, le groupe
Aut(V ) agit n-transitivement sur V .

8. Dans la littérature, une action de groupe infiniment transitive est parfois appelée très
transitive.
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Démonstration. — La preuve complète est donnée dans [HM09]. Afin d’en
donner une idée, montrons comment l’on peut construire de nombreux difféo-
morphismes birationnels dans le cas où V est la sphère Q3,1(R) ' S2. Soient
I l’intervalle [−1, 1] dans R et S1 ⊂ R2 le cercle unité. Considérons une ap-
plication régulière f : I → S1, c’est-à-dire que les deux composantes de f sont
des fonctions rationnelles en une variable sans pôles dans I. Définissons une
application φf : S2 → S2 (φf est l’application tordante associée à f) par

φf (x, y, z) = (f(z) · (x, y), z)

où · est la multiplication complexe dans R2 = C. En d’autres termes, (x, y) 7→
f(z) · (x, y) est une rotation dans le plan Rx,y qui dépend algébriquement
de z. L’application φf est un difféomorphisme birationnel de S2 dans elle-
même. En effet, sa réciproque est φg où g : I → S1 envoie z sur l’inverse
multiplicatif (f(z))−1 de f(z). Maintenant, soient n points distincts z1, . . . , zn
de I et ρ1, . . . , ρn des éléments de S1. Alors d’après le théorème d’interpolation
de Lagrange, il existe une application régulière f : I → S1 telle que f(zj) = ρj
pour j = 1, . . . , n. La multiplication par ρj est une rotation dans le plan
z = zj , il existe donc une application tordante φf qui déplace n points distincts
P1, . . . , Pn donnés de la sphère vers n points R1, . . . , Rn donnés à condition que
toute paire de points Pj , Rj (même j) appartienne à un plan horizontal (z =
const). Soient (P1, . . . , Pn) et (Q1, . . . , Qn) des n-uplets d’éléments distincts
de S2. Pour obtenir un difféomorphisme birationnel de S2 dans elle-même qui
envoie chaque Pj sur Qj , il suffit de considérer deux familles transverses de
plans parallèles de façon à obtenir n points d’intersections Rj , voir la figure 5.3.
L’existence de deux telles familles de plans parallèles est prouvée dans [HM09,
Theorem 2.3].

Alors, à changements linéaires de coordonnées près, en appliquant la
construction précédente, on obtient deux applications tordantes, la première
envoie Pj sur Rj pour j = 1, . . . , n et la seconde envoie Rj sur Qj pour
j = 1, . . . , n. Pour finir, la composition de ces deux applications tordantes
donne l’automorphisme cherché.

Remarque 5.4.4. — Par récurrence sur la dimension, on peut prouver avec
la même construction que le groupe Aut(Sd), où Sd est l’hypersurface qua-
drique Qd+1,1(R) := Z(x2

1 + x2
2 + · · · + x2

d+1 − x2
0) ⊂ Pd+1

x0:x1:···:xd+1(R), agit
infiniment transitivement sur Sd pour tout d > 1.
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Q1

P2

R2

R1

R3

Q2

P1

P3

Q3

Figure 5.3. La sphere S2 munie de deux ensembles de parallèles.

Le résultat précédent se généralise aux surfaces algébriques réelles sous la
forme ci-dessous. L’action du groupe Aut(V ) sur V est dite infiniment tran-
sitive sur chaque composante connexe si pour tout n ≥ 1 et toute paire de
n-uplets (P1, . . . , Pn) et (Q1, . . . , Qn) d’éléments distincts de V tels que pour
chaque j, Pj et Qj appartiennent à la même composante connexe de V , il
existe un difféomorphisme birationnel f : V → V tel que f(Pj) = Qj .

Théorème 5.4.5. — Soit V une surface algébrique réelle affine non singu-
lière compacte. Le groupe Aut(V ) des difféomorphismes birationnels de V dans
V est infiniment transitif sur chaque composante connexe de V si et seulement
si #π0(V ) 6 3 et V est géométriquement rationnelle.

Démonstration. — Voir [BM11, Proposition 41].

Remarque 5.4.6. — Signalons deux autres résultats de transitivité. D’après
[HM10], si V est une surface algébrique réelle rationnelle compacte connexe
avec certaines singularités (9), Aut(V ) agit n-transitivement sur V , pour tout

9. Plus précisément V est supposée dantesque, c’est-à-dire que V est une surface singulière
obtenue à partir d’une surface non singulière par des éclatements à poids, voir [HM10].
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n. D’après [KM12], si V est une suspension affine, alors le groupe spécial
linéaire SAut(V ) agit n-transitivement sur V , pour tout n.

Groupes de Cremona des surfaces réelles. — Des progrès ont aussi
été effectués dans l’étude des ensembles de générateurs du groupe Aut(V )
pour plusieurs surfaces rationnelles particulières. Ces groupes sont conjugués
à des sous-groupes du groupe de Cremona réel BirR(P2) des transformations
birationnelles à coefficients réels.

Le théorème de Noether-Castelnuovo [Cas01] (voir aussi [AC02, Chap-
ter 8] pour une exposition moderne de la preuve) détermine des générateurs
du groupe BirC(P2) des transformations birationnelles du plan projectif com-
plexe. Ce groupe est engendré par les automorphismes biréguliers, qui forment
le groupe AutC(P2) = PGL(3,C) des projectivités, et par la transformation
quadratique standard :

σ0 : (x : y : z) 99K (yz : xz : xy).

Ce résultat ne s’applique pas aux nombres réels. En effet, rappelons qu’un
point-base d’une transformation birationnelle est un point (éventuellement in-
finiment proche) d’indétermination ; et remarquons que deux des points-base
de l’involution quadratique

σ1 : (x : y : z) 99K (y2 + z2 : xy : xz)

ne sont pas réels. Cette involution σ1 ne peut donc pas être obtenue à partir
des projectivités et de σ0. Plus généralement, on ne peut obtenir de cette façon
les applications possédant des points-base non réels. De là le groupe BirR(P2)
des transformations birationnelles du plan projectif réel n’est pas engendré par
AutR(P2) = PGL(3,R) et σ0.

Le résultat principal de [BM14] est que BirR(P2) est engendré par
AutR(P2), σ0, σ1 et une famille de transformations birationnelles de degré 5
n’ayant que des points-base non réels :

Exemple 5.4.7 (Transformations quintiques standards)
Soient p1, p1, p2, p2, p3, p3 ∈ P2(C) trois paires de points non réels de

P2(C), n’appartenant pas à une même conique. Notons π : X → P2(C) l’écla-
tement de ces six points ; π induit un difféomorphisme birationnel X(R) →
P2(R). On peut remarquer que la surface complexe X est isomorphe à une
surface cubique non singulière de P3(C). L’ensemble des transformées strictes
des coniques passant par cinq des six points est formé de trois paires de (−1)-
courbes non réelles (qui sont des droites de la cubique), et ces six courbes
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sont deux à deux disjointes. La contraction de ces six courbes donne un mor-
phisme birationnel η : X → P2(C), induisant un difféomorphisme birationnel
X(R)→ P2(R) qui contracte les (−1)-courbes sur trois paires de points non
réels q1, q1, q2, q2, q3, q3 ∈ P2(C). En ré-ordonnant si besoin, on peut supposer
que qi n’appartient pas à l’image de la conique qui évite pi. L’application bira-
tionnelle ψ = ηπ−1 : P2(C) 99K P2(C) induit un difféomorphisme birationnel
P2(R)→ P2(R).

Soit L ⊂ P2(C) une droite générale de P2(C). La transformée stricte de L
surX par π−1 possède un nombre d’auto-intersection égal à 1 et rencontre cha-
cune des six courbes contractées par η en deux points (puisqu’elles proviennent
de coniques). L’image ψ(L) possède donc six points singuliers de multiplicité
2 et un nombre d’auto-intersection égal à 25 ; il s’agit donc d’une quintique
ayant un point double ordinaire en chacun des points qi. La construction de
ψ−1 étant symétrique à celle de ψ, le système linéaire de ψ est constitué des
quintiques de P2(C) ayant un point double ordinaire en chacun des points
p1, p1, p2, p2, p3, p3.

On peut de plus vérifier que ψ envoie le pinceau de coniques passant par
p1, p1, p2, p2 sur le pinceau de coniques passant par q1, q1, q2, q2 (et de même
pour les deux autres pinceaux de coniques réels, ceux passant par p1, p1, p3, p3
et ceux passant par p2, p2, p3, p3).

Définition 5.4.8. — Les applications birationnelles de P2 de degré 5 obte-
nues dans l’exemple 5.4.7 sont appelées transformations quintiques standards
de P2.

Théorème 5.4.9. — Le groupe BirR(P2) est engendré par AutR(P2), σ0,
σ1, et par les transformations quintiques standards de P2.

Démonstration. — Voir [BM14, Theorem 1.1].

Remarque 5.4.10. — Il a été prouvé depuis que l’ensemble de générateurs
donné ci-dessus est essentiellement minimal et en particulier que le groupe
BirR(P2) n’est pas engendré par AutR(P2) et un ensemble dénombrables
d’éléments, voir [Zim18, Theorem 1.1].

La stratégie utilisée pour prouver le théorème 5.4.9 est basée sur une étude
détaillée des liens de Sarkisov. En conséquence, [BM14] permet de traiter de
façon similaire le cas de plusieurs sous-groupes naturels de BirR(P2), et ainsi
de retrouver le système de générateurs de Aut(P2(R)) donné dans [RV05,
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Teorema II], et le système de générateurs de Aut(Q3,1(R)) donné dans [KM09,
Thm. 1].

Théorème 5.4.11. — Pour une R-variété (X,σ) donnée, Aut(X(R)) est le
groupe des difféomorphismes birationnels du lieu réel dans lui-même.

1. Le groupe Aut(P2(R)) est engendré par AutR(P2) = PGL(3,R) et par
les transformations quintiques standards (voir l’exemple 5.4.7 ci-dessus).

2. Le groupe Aut(Q3,1(R)) est engendré par AutR(Q3,1) = PO(3, 1) et
par les transformations cubiques standards (voir l’exemple 5.4.12 ci-
dessous).

3. Le groupe Aut(F0(R)) est engendré par AutR(F0) ' PGL(2,R)2 o Z2
et par l’involution

τ0 : ((x0 : x1), (y0 : y1)) 99K ((x0 : x1), (x0y0 + x1y1 : x1y0 − x0y1)) .

Remarquons que Aut(Q3,1(R)) et Aut(F0(R)) ne sont pas vraiment des
sous-groupes de BirR(P2), mais chacun d’eux est isomorphe à un sous-groupe
qui est déterminé à conjugaison près. En effet, pour un choix quelconque d’ap-
plication birationnelle ψ : P2 99K X (X = Q3,1 ou F0), on a

ψ−1 Aut(X(R))ψ ⊂ BirR(P2) .

Exemple 5.4.12 (Transformations cubiques standards)
Soient p1, p1, p2, p2 ∈ Q3,1 ⊂ P3 deux paires de points non réels conju-

gués, non coplanaires. Soit π : X → Q3,1 l’éclatement de ces quatre points.
Le plan non réel de P3 passant par p1, p1, p2 rencontre Q3,1 en une conique
C de nombre d’auto-intersection 2 : en effet deux coniques générales de Q3,1
sont des traces d’hyperplans et se rencontrent donc en deux points appar-
tenant à la droite d’intersection des deux plans. La transformée stricte de
cette conique C sur X est donc une (−1)-courbe. En procédant de la même
façon pour les autres coniques passant par trois des points p1, p1, p2, p2, on
obtient quatre (−1)-courbes disjointes sur X, que l’on peut contracter de fa-
çon à obtenir un morphisme birationnel η : X → Q3,1. La surface obtenue
par contraction est bien Q3,1 car c’est une surface projective rationnelle non
singulière de nombre de Picard réel 1. On obtient donc une application bira-
tionnelle ψ = ηπ−1 : Q3,1 99K Q3,1 qui induit un difféomorphisme birationnel
Q3,1(R)→ Q3,1(R).

Si on note par H ⊂ Q3,1 une section hyperplane générale, la transformée
stricte de H sur X par π−1 possède un nombre d’intersection 2 avec cha-
cune des quatre (−1)-courbes. L’image ψ(H) est donc de multiplicité 2 et de
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nombre d’auto-intersection 18 ; c’est donc la trace d’une section cubique. Les
constructions de ψ et ψ−1 étant similaires, le système linéaire de ψ est formé
de sections cubiques de multiplicité 2 en p1, p1, p2, p2.

Définition 5.4.13. — Les applications birationnelles de P2 de degré 3 ob-
tenues dans l’exemple 5.4.12 sont appelées transformations cubiques standards
de P2.

On renvoie à [Rob16], [Yas16] et [Zim18] pour des résultats récents à pro-
pos du groupe de Cremona BirR(P2). Citons notamment le calcul du groupe
abélianisé de BirR(P2) dont le résultat est d’autant plus surprenant que le
groupe de Cremona complexe BirC(P2) est un groupe parfait, voir [CD13]
(c’est-à-dire que BirC(P2) est égal à son sous-groupe dérivé). Son abélianisé,
voir la définition B.3.8, est donc trivial :

BirC(P2)/[BirC(P2),BirC(P2)] ' {id} .

Théorème 5.4.14. — Le groupe abélianisé de BirR(P2) est isomorphe à

BirR(P2)/[BirR(P2),BirR(P2)] '
⊕
R

Z2 .

Démonstration. — Voir [Zim18, Theorem 1.2].

Densité des difféomorphismes birationnels. — L’une des applications
les plus célèbres du théorème de Nash, voir l’introduction, page 6, est le théo-
rème d’Artin-Mazur ci-dessous. Pour tout endomorphisme f : M → M d’une
variété différentielle M de classe C∞ compacte sans bord, on note Nν(f) le
nombre de points périodiques isolés de f de période ν (c’est-à-dire le nombre
de points fixes isolés de fν).

Théorème 5.4.15. — Soit M une variété C∞ compacte sans bord (10),
C∞(M) := C∞(M,M) l’espace des endomorphismes de classe C∞ muni de la
topologie C∞. Il existe un sous-espace dense A ⊂ C∞(M) tel que si f ∈ A,
alors Nν(f) croît de façon au plus exponentielle en fonction de ν, c’est-à-dire
qu’il existe une constante c := c(f) < +∞ telle que

Nν(f) 6 cν pour tout ν > 1.

Démonstration. — Voir [AM65].

10. En fait, le résultat est valable pour toute classe Ck, k = 1, . . . ,∞.
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La preuve du théorème d’Artin-Mazur utilise le fait que tout endomor-
phisme C∞ de M est approché par des difféomorphismes de Nash, voir la
définition B.2.4. Insistons ici sur une différence essentielle entre les difféomor-
phismes de Nash et les difféomorphismes birationnels. Un difféomorphisme qui
est aussi une application rationnelle sans pôles réels est un difféomorphisme
de Nash, mais pas nécessairement un difféomorphisme birationnel. En effet, le
difféomorphisme réciproque n’est pas forcément rationnel. Par exemple l’ap-
plication x 7→ x + x3 est un difféomorphisme de Nash de R dans lui-même
qui n’est pas birationnel, car l’application réciproque s’écrit avec des radicaux.
Ceci est une conséquence du fait que le théorème des fonctions implicites est
valable en contexte analytique, mais pas en contexte algébrique. La question
s’est posée de savoir si pour une variété algébrique réelle non singulière V don-
née, le groupe Aut(V ) des difféomorphismes birationnels était dense dans le
groupe Diff(V ) des difféomorphismes de V dans elle-même. La réponse s’avère
positive pour les surfaces rationnelles.

Théorème 5.4.16. — Soit S une surface topologique connexe compacte sans
bord, Diff(S) son groupe des difféomorphismes muni de la topologie C∞.

Si S est non orientable ou de genre g(S) ≤ 1, alors il existe un modèle
algébrique réel rationnel V de S tel que

Aut
(
V
)

= Diff
(
V
)
' Diff

(
S
)

c’est-à-dire que Aut
(
V
)
est un sous-groupe dense de Diff

(
V
)
pour la topologie

C∞.

Démonstration. — Voir [KM09, Theorem 4].

Remarque 5.4.17. — Si S est orientable de genre g(S) ≥ 2, alors quel
que soit le modèle algébrique réel V de S, on a Aut

(
V
)
6= Diff

(
V
)
. En effet,

soit V une surface algébrique réelle affine non singulière compacte connexe
orientable et VC une complexification projective non singulière minimale de V .
Une telle complexification existe car V est orientable. D’après la classification
des R-surfaces (voir le chapitre 4), on est dans l’une des situations énumérées
ci-dessous :

1. Si κ(V ) = −∞, alors V ≈ S2 or V ≈ S1 × S1 ;
2. Si VC est une surface K3 ou une surface abélienne, κ(V ) = 0, alors

Aut
(
V
)
préserve une forme volume ;

3. Si VC est une surface d’Enriques ou une surface bielliptique, κ(V ) = 0,
elle admet un recouvrement fini par une surface K3 ou abélienne ;
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4. Si VC est une surface elliptique propre, κ(V ) = 1, alors Aut
(
V
)
préserve

la fibration elliptique canonique ;
5. Si V est de type général, κ(V ) = 2, alors Aut

(
V
)
est fini. Voir [Uen75]

par exemple.
En résumé, si g(S) > 1, alors quel que soit le modèle algébrique réel V de S,
on n’a pas densité.

Le théorème ci-dessus a été généralisé aux surfaces géométriquement ration-
nelles.

Théorème 5.4.18. — Soit V une surface géométriquement rationnelle com-
pacte, alors :

1. Si #π0(V ) > 4, Aut(V ) n’est pas dense dans Diff(V ).
2. Si #π0(V ) = 3 ou 4, Aut(V ) n’est pas dense dans Diff(V ) en général.

Démonstration. — Voir [BM11, Proposition 41].

Au moment de l’écriture de ces lignes, il reste des cas où #π0(V ) = 3 ou
#π0(V ) = 4 pour lesquels on ne sait pas si Aut(V ) est dense dans Diff(V ). De
même, le cas à deux composantes connexes est toujours ouvert.

Approximation par des courbes rationnelles. — Nous concluons cette
section par une application importante du théorème de densité 5.4.16. Com-
mençons par un exemple.

Exemple 5.4.19. — Soit la courbe rationnelle paramétrée
f : R −→ R2

t 7−→
(
t2 + 1, t(t2 + 1)

)
dont l’ensemble image est représenté en figure 5.4.

En prolongeant f à la compactification P1(R) de R et en composant avec
une application birationnelle R2 99K V vers une surface rationnelle V , on ob-
tient une application régulière P1(R)→ V , c’est-à-dire une courbe rationnelle
de V .

J. Bochnak et W. Kucharz ont montré que les applications différentiables
S1 → V du cercle S1 ≈ P1(R) vers une variété rationnelle admettent une
approximation par des courbes rationnelles.

Définition 5.4.20. — Soit f : S1 → V une application de classe C∞. On dit
que f admet une approximation par des courbes rationnelles si tout voisinage
de f dans C∞

(
S1, V

)
contient une application régulière P1(R)→ V .
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Figure 5.4. Image de R par f : t 7−→
(
t2 + 1, t(t2 + 1)

)
.

Théorème 5.4.21. — Soit V une variété algébrique réelle rationnelle non
singulière, alors toute application f : S1 → V de classe C∞ est approchée par
des courbes rationnelles.

Démonstration. — Voir [BK99, Theorem 1.1].

Remarquons que ce résultat concerne les courbes rationnelles paramétrées,
l’adhérence de Zariski de la courbe image possède donc éventuellement des
points isolés supplémentaires.

Exemple 5.4.22 (Suite de 5.4.19). — L’application f se prolonge natu-
rellement aux complexifications C de R et C2 de R2.

f : C −→ C2

t 7−→
(
t2 + 1, t(t2 + 1)

)
.

Mais l’ensemble image contient alors un point réel supplémentaire, voir la
figure 5.5, on a en particulier

f(R) ( f(C) ∩R2 .

En prolongeant à P1 l’application f de l’exemple ci-dessus, on obtient
f : P1 → P2, (u, v) −→

(
v(u2 + v2), u(u2 + v2), v3). L’image f(P1(R)) est une

courbe simple fermée dans P2(R) mais son adhérence de Zariski, la courbe
cubique nodale Z

(
(x2+y2)z−x3) ⊂ P2(R), possède un point réel isolé supplé-

mentaire en (0, 0, 1). On pourrait supprimer ce point en perturbant l’équation
en Z

(
z(x2 + y2 + ε2z2)− x3) ou bien en éclatant le point (0, 0, 1). Mais dans

le premier cas, la courbe devient elliptique, et dans le second la topologie de
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Figure 5.5. Lieu réel de l’image de C par f : t 7−→
(
t2 + 1, t(t2 + 1)

)
.

la surface change. On va voir comment, à l’aide du théorème 5.4.16, on peut
se débarrasser de ces points isolés.

Soient (X,σ) une R-variété algébrique projective non singulière et
(C, σ|C) ⊂ (X,σ) une R-courbe rationnelle. En choisissant un isomorphisme
de la normalisation C̃ de C avec la conique plane Z(x2 + y2 − z2) ⊂ P2, on
obtient une application S1 → X(R) de classe C∞ dont l’image coïncide avec
C(R) en dehors de ses points singuliers réels isolés.

Définition 5.4.23. — Soit f : L ↪→ X(R) un cercle plongé. On dit que L
admet une approximation C∞ par des courbes rationnelles non singulières en
leurs points réels si tout voisinage de f dans C∞

(
S1, X(R)

)
contient une appli-

cation S1 → X(R) définie comme ci-dessus à partir d’une courbe rationnelle
C sans point singulier réel isolé.

Il n’est pas toujours possible d’approcher un cercle plongé par des courbes
rationnelles non singulières en leurs points réels. C’est par exemple impossible
pour un cercle homotopiquement (11) trivial sur le tore T2 = P1(R)×P1(R).

Proposition 5.4.24. — Soit C ⊂ P1(C)×P1(C) une R-courbe algébrique
non singulière en ses points réels. Alors la classe fondamentale de son lieu réel

[C(R)] ∈ H1(T2; Z2)

est non nulle.

11. Rappelons que π1(T2) ' Z⊕ Z ' H1(T2; Z) et que H1(T2; Z2) = H1(T2; Z)⊗ Z2.
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Démonstration. — Soient E1 (resp. E2) une droite complexe verticale (resp.
horizontale) de P1 × P1. Le groupe de Picard de P1 × P1 est engendré par
les classes de E1 et E2. Toute courbe algébrique complexe D ⊂ P1 × P1 est
donc linéairement équivalente à une combinaison linéaire a1E1 + a2E2 avec
a1, a2 ≥ 0.

Si D est une R-courbe de P1 ×P1, alors

ai = (D · E3−i) ≡
(
D(R) · E3−i(R)

)
mod 2.

et si [D(R)] = 0 dans H1(T2,Z/2), alors a1, a2 sont pairs. Par ailleurs, d’après
la formule d’adjonction (voir le théorème 4.1.44), on a

2pa(D)− 2 =
(
a1E1 + a2E2

)
·
(
(a1 − 2)E1 + (a2 − 2)E2

)
= a1(a2 − 2) + a2(a1 − 2)

et donc pa(D) = (a1 − 1)(a2 − 1). De là, si a1, a2 sont pairs, alors le genre
arithmétique pa(D) est impair. Si D est rationnelle, alors d’après la proposi-
tion 4.1.43, elle possède un nombre impair de points singuliers et l’un d’entre
eux est donc nécessairement réel.

De façon surprenante, l’exemple ci-dessus est en fait le seul cas où on ne
peut pas avoir approximation.

Théorème 5.4.25. — Un cercle plongé L dans une variété algébrique réelle
V rationnelle compacte non singulière admet une approximation C∞ par des
courbes rationnelles non singulières en leurs points réels si et seulement si le
couple (V,L) n’est pas difféomorphe à la paire (T2, L0) où L0 est un cercle
contractile sur le tore T2.

Démonstration. — Si dimV > 3, le résultat se déduit du théorème 5.4.21 de
la façon suivante : soient f : S1 → V un plongement C∞ d’image L, et VC une
complexification projective non singulière de V . La preuve du théorème 5.4.21,
voir [BK99], produit des approximations de f par les restrictions à P1(R) de
morphismes g : P1(C)→ VC tels que g∗TVC est ample. Or, si dimV > 3, une
petite perturbation générale d’un morphisme g : P1(C) → VC tel que g∗TVC

est ample est un plongement, voir [Kol96, II.3.4].
Supposons donc que V est une surface. On donne ici quelques éléments

de preuve, pour la preuve complète, on renvoie à [KM16, Theorem 3]. Tout
d’abord, si V1, V2 sont des surfaces algébriques réelles rationnelles compactes
non singulières difféomorphes, alors il existe un difféomorphisme birationnel
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g : V1 → V2 d’après le théorème 5.4.1. Supposons qu’on a une courbe ration-
nelle C ⊂ V non singulière en ses points réels et un difféomorphisme

φ :
(
V,L

) ≈−→ (
V,C

)
.

D’après le théorème 5.4.16, le difféomorphisme φ−1 est approché dans la
topologie C∞ par des difféomorphismes birationnels ψn : V → V . Ainsi

Cn := ψn(C) ⊂ V

est une suite de courbes rationnelles et (Cn)n tend vers L dans la topologie C∞.
On peut résoudre les points non réels de CC pour obtenir une approximation
de L par des courbes rationnelles non singulières C ′n ⊂ Vn. Ici, les surfaces Vn
sont birationnellement difféomorphes à V .

On termine la preuve en commençant par une énumération des paires to-
pologiques possibles puis, pour chaque paire à l’exception de (T2, L0), on
construit un modèle algébrique réel rationnel, c’est-à-dire formé d’une sur-
face algébrique réelle rationnelle V non singulière et d’une courbe rationnelle
C ⊂ V non singulière en ses points réels. À titre d’illustration, nous présentons
ci-dessous la construction d’un modèle algébrique réel rationnel pour le couple
(#gT2#RP2, L) où L est une courbe séparante qui matérialise la somme
connexe de la surface orientable #gT2 avec RP2, c’est-à-dire que L est le lieu
de recollement des deux surfaces privées d’un disque, voir la définition B.5.12.

Exemple 5.4.26. — Soient L1, . . . , Lg+1 des droites distinctes passant par
l’origine dans R2 et H(x, y) = 0 l’équation de leur réunion. Pour 0 < ε � 1
bien choisi, soit C± ⊂ P2 la clôture de Zariski de l’image du cercle unité
Z(x2 + y2 = 1) ⊂ R2 par l’application

(x, y) 7→
(
1± εH(x, y)

)
(x, y).

Les courbes C± sont rationnelles et se rencontrent l’une l’autre en les 2g+2
points où le cercle unité rencontre l’une des droites Li. Les courbes C+ et C−
se rencontrent aussi en la paire de points conjugués (1 : ±i : 0). Notons que
(1 : ±i : 0) sont les seuls points de C± à l’infini.

On utilise la réciproque de la projection stéréographique centrée au pôle sud
(voir la preuve de la proposition 5.3.1) pour compactifier R2 par la quadrique
Q3,1 := Z(z2

1 + z2
2 + z2

3 − z2
0) ⊂ P3. Partant de P2, on obtient cette projection

par l’éclatement de la paire de points (1 : ±i : 0) suivi de la contraction de la
transformée birationnelle de la droite à l’infini.

L’équateur est vu comme l’image du cercle unité. On obtient des courbes
rationnelles C± ⊂ Q3,1. Du fait que (1 : ±i : 0) sont les seuls points de
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C± à l’infini, le pôle sud n’appartient à aucune des courbes C± et donc les
points réels de C± sont tous non singuliers. De plus les courbes C+ et C− se
rencontrent l’une l’autre aux 2g + 2 points sur l’équateur.

Choisissons l’un de ces points p et considérons C0 := C+ ∪ C− comme
l’image d’une application φ0 de la courbe réductible B0 := Z(uv) ⊂ P2

uvw vers
Q3,1 qui envoie le point (0 : 0 : 1) sur p. Par [AK03, Appl.17] ou [Kol96,
II.7.6.1], φ0 peut être déformée en des morphismes

φt : Bt := Z(uv − tw2)→ Q3,1.

Notons Ct ⊂ Q3,1 l’image de Bt. Pour t proche de l’origine avec le signe
adéquat, Ct(R) ⊂ S2 = Q3,1(R) parcourt un voisinage de l’équateur deux fois
et possède 2g + 1 points d’auto-intersection ; voir la figure 5.6.

Figure 5.6. Le cas g = 2.

Pour finir, éclatons les 2g + 1 points singuliers réels de Ct pour obtenir
une surface rationnelle Xg → Q3,1. La transformée birationnelle de Ct est une
courbe rationnelle Cg ⊂ Xg qui est non singulière en ses points réels.

Les 2g + 1 régions de S2 \ Ct(R) proches de l’équateur se réunissent en un
ruban de Möbius sur Xg(R) \ Cg(R) et la réunion des hémisphères nord et
sud devient #gT2 avec une piqure. De là(

Xg(R), Cg(R)
)
≈ RP2#(S2,L)#gT2.
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Les constructions utilisées dans la preuve du théorème 5.4.25 ont aussi per-
mis de caractériser par des conditions purement topologiques la possibilité
pour une courbe fermée connexe simple L sur S d’admettre une approxima-
tion par des (−1)-courbes qui sont pourtant des objets plutôt rigides.

Définition 5.4.27. — Soit C ⊂ V une courbe algébrique réelle sur une
surface algébrique réelle. On dit que C est une (−1)-courbe s’il existe un
morphisme birationnel π : V → W tel que π(C) est un point non singulier de
W et π restreint à V \ C →W \ π(C) est un isomorphisme.

Cette définition est justifiée par le fait que, d’après le critère de Castelnuovo,
voir le théorème 4.3.4, il existe un tel morphisme birationnel π : V →W si et
seulement s’il existe une complexification VC de V telle que (CC · CC) = −1
(intersection complexe dans VC).

Théorème 5.4.28. — Soit V une surface algébrique réelle rationnelle com-
pacte non singulière et L ⊂ V une courbe C∞, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. La surface V est non orientable au voisinage de L et l’une des trois
conditions suivantes est satisfaite :
— V \ L est une sphère pointée, ou
— V \ L est un tore pointé, ou
— V \ L est non orientable.

2. La courbe L est homotope à une (−1)-courbe ;
3. La courbe L admet une approximation C∞ par des (−1)-courbes.

Démonstration. — On peut déduire ce résultat de [KM16, Theorem 6] ou
bien directement de la façon suivante. Si L est homotope à une (−1)-courbe,
alors la surface ouverte V \ L est homéomorphe au lieu réel d’une surface
rationnelle non singulière privée d’un point. Grâce au théorème de Comessatti
sur les surfaces rationnelles, on sait que la surface ouverte V \L est ou bien non
orientable, ou bien homéomorphe à une sphère pointée ou à un tore pointé.
Le théorème 5.4.25, ou [KM16, Theorem 3], assure alors que ces conditions
nécessaires sont suffisantes.

Signalons pour terminer cette partie deux conjectures encore ouvertes au
moment de l’écriture de ces lignes.

Conjecture 5.4.29. — [KM16, Conjecture 26.3] Soit V une variété al-
gébrique réelle affine non singulière rationnellement connexe. Alors une ap-
plication différentiable S1 → V de classe C∞ est approchée par des courbes
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rationnelles si et seulement si elle est homotope à une courbe rationnelle
P1(R)→ V .

Conjecture 5.4.30. — [BK10, Conjecture 1.12] Étant données deux va-
riétés algébriques réelles affines non singulières V et W , V compacte et W
rationnelle, une application lisse V → W admet une approximation par des
applications régulières si et seulement si elle est homotope à une application
régulière.

Nous renvoyons le lecteur intéressé à [BW18a, BW18b] pour des progrès
récents à propos de ces conjectures.

5.5. Faux plans réels

On a vu avec le théorème 5.4.1 que deux surfaces algébriques réelles ra-
tionnelles compactes non singulières sont birationnellement difféomorphes si
et seulement si elles sont difféomorphes. La situation est plus contrastée pour
des surfaces non compactes. Nous présentons dans cette section une série de
résultats récents sur les faux plans réels [DM17, DM16, BCM+16].

Faux plans projectifs. — Un faux plan projectif, comme défini par Mumford
[Mum79], est une surface projective complexe non singulière X dont les
nombres de Betti sont identiques à ceux du plan projectif P2(C) et qui n’est
pas birégulièrement isomorphe à ce dernier.

On aurait donc pu définir un faux plan projectif réel comme étant un faux
plan projectif complexe muni d’une structure réelle, dont le lieu réel est difféo-
morphe à P2(R) et qui n’est pas isomorphe à la R-variété (P2(C), σP). Mais
malgré l’existence annoncée de 100 faux plans projectifs à isomorphisme biré-
gulier près, [PY07, PY10, CS10], aucun d’entre eux ne possède de structure
réelle d’après [KK02, §5]. Ainsi il n’existe aucun faux plan projectif réel.

Proposition 5.5.1. — Soit (X,σ) une R-surface projective non singulière
telle que les nombres de Betti de la surface complexe X soient

(b0(X), b1(X), b2(X), b3(X), b4(X)) = (1, 0, 1, 0, 1) ,

alors (X,σ) est isomorphe à la R-variété (P2(C), σP).

Faux plans réels. — Le cas des faux plans projectifs motive la définition sui-
vante.
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Définition 5.5.2. — Un faux plan réel est une R-surface quasi-projective
non singulière (X,σ) dont les nombres de Betti sont identiques à ceux du plan
affine A2(C)

(b0(X), b1(X), b2(X), b3(X), b4(X)) = (1, 0, 0, 0, 0) ,

dont le lieu réel X(R) est difféomorphe à R2, et qui n’est pas isomorphe à la
R-variété (A2(C), σA).

Les surfaces complexes de mêmes nombres de Betti que le plan affine ont
été abondamment étudiées, elles sont souvent appelées Q-plans ou surfaces
Q-acycliques.

Définition 5.5.3. — Une surface complexe dont les nombres de Betti de
degré non nul sont tous nuls est dite Q-acyclique.

Proposition 5.5.4. — Une surface algébrique complexe Q-acyclique est af-
fine et rationnelle.

Démonstration. — Voir [Fuj82] pour la preuve qu’une surface complexe Q-
acyclique est affine, et [GPS97, GP99] pour la preuve qu’une telle surface
est rationnelle.

Corollaire 5.5.5. — Soit (X,σ) un faux plan réel, alors la surface algébrique
complexe X est affine et rationnelle.

La première question importante au vu du cas projectif est l’existence d’un
tel faux plan réel. Nous en donnons un exemple plus bas. Il existe en fait une
infinité de telles surfaces, voir [DM17, DM16].

Avant de présenter l’exemple en question, nous revenons pour être complet
sur la question de l’existence de plans complexes exotiques.

Théorème 5.5.6. — Il existe des variétés différentielles non difféomorphes
à R4 mais dont l’espace topologique sous-jacent est homéomorphe à R4.

Démonstration. — Voir [FQ90].

Définition 5.5.7. — De telles variétés différentielles sont des R4 exotiques.

Dans l’énoncé suivant, on utilise la notion de simple connexité à l’infini
dont la définition correcte est assez technique, voir la preuve du théorème
principal dans [Ram71] ou voir [HR96, Chapter 9] pour une étude détaillée de
l’homotopie à l’infini. Pour faire court, disons qu’on demande l’existence d’une
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exhaustion par une famille de compacts emboîtés dont les complémentaires
sont simplement connexes à partir d’un certain rang.

Théorème 5.5.8 (Myanishi, Ramanujam). — Une surface algébrique
complexe non singulière dont l’espace topologique sous-jacent (pour la topo-
logie forte) est contractile et simplement connexe à l’infini est isomorphe à
A2(C).

Démonstration. — Voir [Ram71].

Corollaire 5.5.9. — Il n’existe aucune surface algébrique complexe non sin-
gulière X telle que la variété différentielle de dimension réelle 4 sous-jacente
à X soit un R4 exotique.

Remarque 5.5.10. — Pour n 6= 4, toute variété différentielle dont l’espace
topologique sous-jacent est homéomorphe à Rn est difféomorphe à Rn, voir
[Sta62].

Passons maintenant à la construction d’un faux plan réel. De nombreux
autres exemples sont décrits en détail dans [DM17, DM16].

Exemple 5.5.11 (Surface de Ramanujam). — Considérons la R-courbe

D = C ∪Q ⊂ P2

réunion de la cubique cuspidale C = Z(x2z + y3) avec sa conique osculatrice
Q en un point réel général q ∈ C(R). Ainsi Q est une R-conique non sin-
gulière qui rencontre C au point réel q avec une multiplicité 5 ; Q rencontre
donc transversalement C en un autre point réel p. On considère la surface
projective Y = BpP2 obtenue en éclatant P2 en p. Le complémentaire dans

C(R)

p

Q(R)

q

Q(R)

q

Q(R)

C(R)

Ep(R)

Ep(R)

Figure 5.7. Construction d’une surface de Ramanujam et connexité
du complémentaire.
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Y de la transformée stricte D̃ de D, la surface X := Y \ D̃ est une surface
de Ramanujam, voir [Ram71]. En particulier, comme expliqué dans [DM17,
Example 3.8], la surface complexe X est une surface contractile qui n’est pas
isomorphe au plan affine A2(C). De plus par construction, X est munie de la
structure réelle σ induite par σP sur P2(C) et il est aisé de vérifier que X(R)
est connexe et difféomorphe à R2, voir la partie gauche de la figure 5.7 où Ep
est la courbe exceptionnelle de l’éclatement BpP2 → P2 (rappelons ici que
l’éclatée de P2(R) en un point est une bouteille de Klein BpP2(R) ≈ K2, voir
le corollaire F.3.2). En conclusion, (X,σ) est un faux plan réel.

On peut en fait construire toute une série de telles Surfaces de Ramanujam
en continuant à éclater des points sur Ep selon différentes configurations et en
ne « gardant » dans la surface affine à la fin que la dernière droite exception-
nelle, voir [DM17, Example 3.8].



CHAPITRE 6

VARIÉTÉS DE DIMENSION 3

L’essentiel de ce chapitre a fait l’objet d’une publication préliminaire dans
la Gazette de la SMF, [Man14].

6.1. La conjecture de Nash de 1952 à 2000 en passant par 1914

Variétés rationnelles. — Rappelons la conjecture de Nash dont il est ques-
tion dans le titre (conjecture énoncée en introduction du présent livre page 8).

Conjecture. — Toute variété C∞ compacte sans bord connexe de dimension
non nulle admet un modèle rationnel réel (définition 5.1.1).

Cette conjecture avait été contredite par anticipation en 1914 pour les sur-
faces projectives non singulières, puis prouvée au début des années 90 pour
les variétés projectives de dimension 3 singulières, puis contredite à la fin des
années 90 pour les variétés de dimension 3 et plus, non singulières et projec-
tives, et enfin prouvée pour les variétés de dimension 3 non singulières mais
compactes non-projectives ! Nous allons détailler ces résultats portant sur les
différentes propriétés des modèles algébriques dans la suite de cette section.

Nash pour les surfaces. — La conjecture de Nash était déjà contredite
en dimension 2 par un théorème de Comessatti (prouvé au chapitre 4, voir le
corollaire 4.4.16) paru dans un article de 1914 [Com14], article vraisembla-
blement oublié à l’époque de Nash.

Théorème (Théorème de Comessatti). — Soit X une R-surface projec-
tive non singulière. Si X est rationnelle, alors son lieu réel X(R) est difféo-
morphe à S2, à S1 × S1, ou à une surface non orientable.
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Remarquons que l’on obtient un résultat différent si l’on remplace « X non
singulière » par « X eventuellement singulière ». Notons tout d’abord que
le lieu réel d’une R-surface singulière n’est plus nécessairement une variété
topologique (c’est-à-dire localement homéomorphe à R2). De ce fait, la notion
de difféomorphisme entre deux tels espaces topologiques n’est pas toujours
définie. Pour un énoncé comparable au théorème ci-dessus, on remplace donc
« difféomorphe » par « homéomorphe ».

Exemple 6.1.1 (Modèles rationnels réels des surfaces compactes)
Nous suivons ici [BM92] pour construire un modèle rationnel pour

chaque surface topologique. D’après le théorème de Comesatti, de tels mo-
dèles sont nécessairement singuliers dès que la surface est orientable de genre
est supérieur à 2. On commence par construire un modèle rationnel non sin-
gulier de n’importe quelle surface non orientable. Pour cela, il suffit d’éclater
k points du plan projectif P2(R) pour obtenir une surface algébrique Xk telle
que Xk(R) est non orientable de caractéristique d’Euler 1−k. Pour construire
un modèle d’une surface orientable de genre g > 0, on pose k = 2g et on
choisit les k = 2g > 0 points alignés sur une droite H. Après éclatement de
ces k points, la transformée birationnelle H̃ ⊂ X2g est d’auto-intersection né-
gative 1 − 2g et peut être contractée pour obtenir une surface algébrique Yg.
La surface Y1 est non singulière et Y1(R) est difféomorphe au tore, mais si
g > 1, la surface Yg est singulière au point P image de H̃ par la contraction.
Comme l’auto-intersection de H̃ est impaire, on peut vérifier qu’un petit voisi-
nage de P dans Yg(R) est homéomorphe au disque. La surface Yg(R) est alors
homéomorphe à une surface orientable de genre g. En effet, comme expliqué
dans l’appendice F, l’éclatement topologique d’une surface orientable Sg de
genre g centré en un point Q ∈ Sg est difféomorphe à une somme connexe de
2g + 1 plans projectifs BQSg ≈ Sg#RP2 ≈ RP2# . . .#RP2. En particulier,
Sg\{Q} ≈ X2g(R)\H ≈ Yg(R)\{P}, la surface Yg(R) est donc homéomorphe
à Sg.

Au vu de ces nuances, il est naturel de proposer des variations sur le thème
de la conjecture de Nash. Nous dressons un petit panorama des versions envi-
sagées par différents auteurs.

Nash topologique est vraie. — On renvoie à l’appendice F pour la défi-
nition des éclatements et contractions dans le cadre différentiable. Le résultat
suivant, qui peut être vu comme un analogue topologique de la conjecture
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de Nash, a été prouvé en dimension 3 par Akbulut et King [AK91] et par
Benedetti et Marin [BM92], puis en toute dimension par Mikhalkin [Mik97].

Théorème 6.1.2 ([Mik97]). — Toute variété C∞ compacte sans bord
connexe est difféomorphe à une variété C∞ obtenue à partir de RPn par une
suite d’éclatements et de contractions différentiables.

Nash projective singulière est vraie si n 6 3. — Nous avons expliqué
précédemment la preuve de cette version en dimension 2. Pour les variétés de
dimension 3, il ne suffit plus d’éclater des points et de contracter des divi-
seurs, il faut aussi autoriser certaines chirurgies le long de nœuds, c’est-à-dire
des cercles plongés dans la variété considérée. On se restreint ici pour simplifier
aux nœuds dont un voisinage tubulaire est orientable. Un voisinage tubulaire
fermé d’un nœud est alors difféomorphe à S1 ×D2. Rappelons que topologi-
quement, toute 3-variété compacte sans bord s’obtient à partir de la sphère S3

par chirurgie le long d’un nœud. Une chirurgie le long d’un nœud L dans une
variété M consiste à recoller un tore solide T := S1 ×D2 au bord du complé-
mentaire d’un voisinage tubulaire ouvert UL de L. Ce recollement est réalisé
par un difféomorphisme ϕ ∈ Diff(S1×S1) du tore S1×S1 = ∂ (M \ UL) = ∂T

sur lui-même. L’opération qui produit Mϕ = M \UL ∪ϕ T à partir de M s’ap-
pelle une chirurgie le long de L. Benedetti et Marin montrent qu’à l’exception
de certains types topologiques traités à part, la plupart des variétés de di-
mension 3 sont obtenues à partir de S3 par éclatements de points et certaines
chirurgies qu’ils appellent déchirures. Cette présentation des transformations
topologiques leur permet de montrer la conjecture de Nash topologique en di-
mension 3. Ils réalisent alors de manière algébrique les déchirures et obtiennent
une R-variété X singulière (1) et une résolution des singularités Y → X telles
que Y est birationnellement équivalente àQ4,1 = Z(x2

1+x2
2+x2

3+x2
4−x2

0) ⊂ P4,
Y (R) est difféomorphe à S3 et X(R) est homéomorphe à M .

Théorème 6.1.3 ([BM92]). — Soit M une variété C∞ compacte sans bord
connexe de dimension 3. Alors il existe une R-variété algébrique projective
singulière X rationnelle et telle que X(R) soit homéomorphe à M .

Nash non projective non singulière est vraie si n = 3. — Munie de
la topologie euclidienne, une variété algébrique complexe projective non sin-
gulière est en particulier une variété analytique complexe compacte, voir l’ap-
pendice D. Réciproquement, si l’on suppose en plus que le corps des fonctions

1. Ici « singulière » = « éventuellement singulière ».
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méromorphes d’une variété analytique complexe compacte est de degré de
transcendance maximal (c’est-à-dire égal à la dimension d’après le théorème
de Siegel [Sie55]), on obtient une variété qui est très proche d’une variété
projective, voir [Moi67]. Pourtant, la conjecture de Nash est satisfaite pour
ces variétés en dimension 3 alors qu’elle est fausse pour les variétés projectives
comme on le verra avec le théorème 6.1.9.

Définition 6.1.4. — Une variété analytique complexe non singulière com-
pacte de dimension n est de Moishezon si elle possède n fonctions méromorphes
algébriquement indépendantes (à mettre en regard avec la discussion qui pré-
cède la définition 1.3.37). Une R-variété de Moishezon est une variété de Moi-
shezon munie d’une involution anti-holomorphe globale σ : X → X.

Remarque 6.1.5. — D’après [Moi67] (version anglaise de [Mŏı66a,
Mŏı66b, Mŏı66c]), une variété analytique complexe non singulière com-
pacte est de Moishezon si elle est biméromorphe à une variété projective.

Toute surface non singulière de Moishezon est projective [BHPVdV04,
IV.5]. Les premiers exemples de variétés de Moishezon de dimension 3 non
singulières et non projectives sont dus à Hironaka, voir [Har77, Appendix
B.3].

La conjecture de Nash non projective non singulière est vérifiée pour n = 3
d’après le résultat suivant.

Théorème 6.1.6. — Soit M une variété C∞ de dimension 3 compacte sans
bord connexe. Alors il existe une R-variété de Moishezon non singulière (X,σ),
et une application biméromorphe π : P3 99K X vérifiant πσ0 = σπ et telle que
X(R) soit difféomorphe à M .

Démonstration. — Voir [Kol02, Theorem 1.3].

On peut être plus précis, voir [Kol02], et dire qu’il existe une suite d’écla-
tements et de contractions à centres non singuliers (voir l’appendice F pour
les définitions)

P3 = X0
π0
99K X1

π1
99K · · ·

πn−1
99K Xn = X

où pour tout i, la variété Xi est non singulière. De plus cette suite est
réelle dans le sens suivant : chaque variété est munie d’une involution anti-
holomorphe globale σi : Xi → Xi ; σ0 = σP, σn = σ ; et ces structures réelles
vérifient πiσi = σi+1πi pour tout i.

Pour parvenir à ce résultat, Kollár utilise la classification de Benedetti-
Marin de ce qu’il appelle les « flops topologiques » qui sont un cas particulier
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des déchirures vues plus haut. Ensuite il montre comment les réaliser par des
flops algébriques. Décrivons rapidement le type particulier de flop algébrique
utilisé par Kollár. Il s’agit d’une application birationnelle f : X 99K X ′ qui
se factorise X π←− X1

π′−→ X ′ où π et π′ ont un même diviseur exceptionnel
E ⊂ X1 qui est isomorphe à P1 ×P1, chaque morphisme contractant un des
deux facteurs P1. La transformation du lieu réel X(R) 99K X ′(R) est alors un
flop topologique. Réciproquement, l’existence d’une telle transformation sur
une variété X de dimension 3 nécessite une courbe rationnelle C ⊂ X plongée
d’une façon bien particulière :

1. le diviseur exceptionnel E de l’éclatement π : X1 → X centré en C est
isomorphe à P1 ×P1,

2. π|E : E → P1 est la projection sur le premier facteur,

3. il existe une contraction π′ : X1 → X ′ de E dont la restriction à E est
la projection sur le second facteur.

La première étape pour prouver le théorème est de réaliser une approxi-
mation algébrique convenable de certains rubans de Möbius plongés repré-
sentant des flops topologiques (on utilise pour cela le théorème d’approxima-
tion 5.4.21). La seconde étape est obtenue en construisant des flops algébriques
grâce à des éclatements qui ne modifient pas le lieu réel. Dans ce processus, la
variété X ′ n’est plus projective en général mais reste de Moishezon puisque le
corps des fonctions est préservé par transformation birationnelle. On trouvera
la construction complète dans [Kol01a, § 4].

Nash projective non singulière est fausse pour n > 1. — Comme on
l’a vu, le cas de la dimension n = 2 est résolu par le théorème de Comessatti.
L’échec de la conjecture de Nash pour les variétés projectives non singulières
de dimension n = 3 est une conséquence du théorème 6.1.9 ci-dessous, prouvé
dans la série d’articles [Kol98b, Kol99a, Kol99b, Kol00]. Avec son théo-
rème, Kollár a prouvé en particulier qu’à un nombre fini d’exceptions poten-
tielles près, les variétés hyperboliques (définition B.8.6) de dimension 3 ne pos-
sèdent pas de modèle projectif non singulier rationnel, voir le corollaire 6.1.10,
et il a conjecturé que cette situation était plus générale. Peu de temps après,
Viterbo et Eliashberg ont confirmé cette expectative en montrant qu’en toute
dimension n > 2, aucune variété hyperbolique ne possède de modèle projectif
non singulier rationnel, voir le corollaire 6.1.18.
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Les énoncés de Kollár et Viterbo-Eliashberg s’appliquent à une classe de
variétés généralisant les variétés rationnelles : les variétés uniréglées déjà ren-
contrées au chapitre sur les surfaces, voir la définition 4.4.1.

Définition 6.1.7. — Une variété réelle ou complexe X de dimension n est
uniréglée si elle est dominée par un cylindre de même dimension, c’est-à-dire
s’il existe une variété Y de dimension n− 1 et une application rationnelle

Y ×P1 99K X

d’image dense pour la topologie de Zariski.

Remarque 6.1.8. — La définition ci-dessus est exactement la même que X
soit complexe ou réelle ; « uniréglée » est une propriété invariante par extension
du corps de base, voir [Deb01, §4.1, Remark 4.2(5)].

La variété produit Pn−1 × P1 étant birationnellement équivalente à Pn, il
est immédiat qu’une variété rationnelle sur R ou sur C est uniréglée. Pour
montrer que Pn−1 × P1 est birationnellement équivalente à Pn, il suffit de
considérer par exemple l’application rationnelle

((x0 : . . . : xn−1), (y0 : y1)) 799K (x0y0 : x1y0 : . . . : xn−1y0 : x0y1) .

En effet, cette application rationnelle induit un isomorphisme entre l’ouvert
{x0 6= 0} × {y0 6= 0} de Pn−1

x0:...:xn−1 ×P1
y0:y1 et l’ouvert {z0 6= 0} de Pn

z0:...:zn .

Théorème de Kollár. — Avant d’énoncer le théorème de Kollár, il nous faut
introduire quelques éléments de classification des variétés topologiques de di-
mension 3. La classification topologique des surfaces connexes compactes sans
bord, théorème E.1.6, se résume à deux invariants : l’orientabilité qui est un
invariant binaire et la caractéristique d’Euler qui est un invariant entier na-
turel. Pour les variétés de dimension 3, la situation est bien plus riche. Nous
renvoyons en appendice B.8 pour un aperçu sur les variétés topologiques de
dimension 3 et nous nous contentons ici d’un raccourci.

D’après le théorème B.8.16, toute variété topologique compacte de dimen-
sion 3 est construite à partir de « blocs » appartenant à l’une des trois classes
disjointes suivantes :

1. Variétés de Seifert, voir la définition B.8.1 ;
2. Variétés Sol, voir la définition B.8.8 ;
3. Variétés hyperboliques, voir la définition B.8.6.
Il faut aussi remarquer que les espaces lenticulaires, définition B.8.2, qui ap-

paraissent dans l’énoncé ci-dessous appartiennent à la première classe d’après
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la proposition B.8.3. Mais une somme connexe d’au moins deux tels espaces
n’est pas Seifert sauf dans un cas, RP3#RP3, d’après les propositions B.8.11
et B.8.13.

Théorème 6.1.9 (Kollár 1998). — Soit X une R-variété algébrique projec-
tive non singulière de dimension 3. Supposons X uniréglée et X(R) orientable,
alors toute composante connexe de X(R) est difféomorphe à l’une des variétés
suivantes :

1. Une variété de Seifert ;
2. Une somme connexe d’un nombre fini d’espaces lenticulaires ;
3. Une variété Sol ;
4. Une variété appartenant à une liste finie d’exceptions potentielles ;
5. Une variété obtenue à partir de l’une des précédentes en effectuant la

somme connexe avec un nombre fini de copies de RP3 et un nombre fini
de copies de S2 × S1.

Démonstration. — L’énoncé ci-dessus se déduit de l’énoncé original, [Kol01b,
Th. 6.6], en utilisant la proposition 6.2.3. Nous en proposons un peu plus loin
une preuve résumée.

Corollaire 6.1.10. — À un nombre fini d’exceptions potentielles près, les
variétés hyperboliques orientables de dimension 3 ne possèdent pas de modèle
projectif non singulier uniréglé.

Remarque 6.1.11. — En fait, les travaux de Kollár permettent de se passer
de l’hypothèse d’orientabilité dans l’énoncé 6.1.10, voir [Kol99a, Theorem
12.1, Theorem 1.8, Theorem 1.2], [Kol99b, Theorem 8.3] et [Kol00].

Preuve du corollaire 6.1.10. — Une variété hyperbolique M est géométrique
donc indécomposable d’après le corollaire B.8.12. D’après le théorème 6.1.9,
à un nombre fini d’exceptions près, une composante connexe indécomposable
du lieu réel d’une variété projective non singulière uniréglée orientable est une
variété de Seifert ou un espace lenticulaire (qui est aussi une variété de Seifert)
ou bien une variété Sol. Or aucune de ces variétés n’est hyperbolique d’après
le corollaire B.8.14.

L’une des difficultés principales dans la preuve du théorème 6.1.9 est le
contrôle de la transformation de la topologie à travers le programme du modèle
minimal (MMP) sur R. C’est le théorème 6.1.13 ci-dessous qui permet de
réduire la classification topologique générale à un certain type de variétés.
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Programme du modèle minimal sur R. — À partir d’une R-variété algébrique
projective non singulière (X,σ) de dimension 3, il est possible d’effectuer une
suite de transformations birationnelles « élémentaires »

X = X0
π0
99K X1

π1
99K · · ·

πn−1
99K Xn = X∗

jusqu’à l’obtention d’une R-variété (X∗, σ∗) dont la structure globale est
« simple ». De plus cette suite de transformations est réelle dans le sens sui-
vant : chaque variété Xi est munie d’une structure réelle σi : Xi → Xi ; σ0 = σ ;
σn = σ∗ ; et ces structures réelles vérifient πiσi = σi+1πi pour tout i.

Le prix à payer est que les variétés Xi, i > 0 et X∗ ne sont plus non singu-
lières. Il faut étendre la classe dans laquelle on travaille aux variétés possédant
des singularités particulières. Les singularités en questions sont appelées sin-
gularités terminales, voir [Kol98b] pour la définition et une classification de
ces singularités pour une R-variété de dimension 3. Mentionnons ici qu’en
dimension 3 ces singularités sont isolées.

L’on entend par structure globale « simple » le fait que X∗ satisfasse l’une
des conditions ci-dessous (voir [Kol99a, Theorem 3.11] pour un énoncé plus
précis) :

— Le diviseur canonique KX∗ est nef, voir la définition 2.6.41.
— Il existe une R-fibration en coniques X∗ → Y au-dessus d’une R-

surface ;
— Il existe une R-fibration en surfaces de del Pezzo X∗ → Y au-dessus

d’une R-courbe ;
— La variété X∗ est une variété de Fano, c’est-à-dire que son diviseur anti-

canonique −KX∗ est ample, voir la définition 2.6.20.

Théorème 6.1.12. — Soient (X,σ) une R-variété algébrique projective non
singulière de dimension 3 et (X∗, σ∗) le résultat d’un MMP sur R. Si X est
uniréglée, alors X∗ est un fibré de l’un des types ci-dessous (ces fibrés sont des
fibrés de Mori) :

1. Un fibré en coniques au-dessus d’une surface ;
2. Une fibration en surfaces de del Pezzo au-dessus d’une courbe ;
3. Une 3-variété de Fano au-dessus du point.

Démonstration. — Si la variété X est uniréglée, KX∗ ne peut pas être nef.
En effet, en caractéristique nulle, une variété uniréglée non singulière contient
une courbe rationnelle libre, voir [Deb01, Corollary 4.11] et d’après [Deb01,
Example 4.7(1)], il n’existe pas de courbe rationnelle libre sur une variété
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de diviseur canonique nef. La variété X∗ appartient donc à l’une des trois
dernières classes énumérées plus haut.

L’une des découvertes de Kollár est que l’on peut éviter les difficultés les
plus importantes rencontrées pendant le MMP si le lieu réel de la variété est
orientable.

Théorème 6.1.13. — Soit (X,σ) une R-variété algébrique de dimension 3,
projective, non singulière et (X∗, σ∗) le résultat d’un MMP sur R. Supposons
le lieu réel X(R) orientable.

Alors la normalisation topologique X∗(R) → X∗(R) (voir la défini-
tion 4.4.35) est une variété linéaire par morceaux et toute composante
connexe L ⊂ X(R) s’obtient à partir de X∗(R) par sommes connexes de
composantes de X∗(R), de copies de RP3 et de copies de S2 × S1.

Démonstration. — Voir [Kol99a, Theorem 1.2].

Résumé de preuve du théorème 6.1.9. — D’après le théorème 6.1.12, la R-
variété (X,σ) est birationnelle à une R-variété (X∗, σ∗) qui est un fibré de
Mori de l’un des trois types énumérés. Le théorème 6.1.13 permet alors de
conclure à partir des types topologiques possibles de ces fibrés :

1. Un fibré en coniques au-dessus d’une surface. Kollár a classifié ces fibrés
dans [Kol99b, Theorem 1.1], il ressort en particulier de cette classifica-
tion qu’à somme connexe avec des RP3 et des S2 × S1 près, M est une
variété de Seifert ou une somme connexe d’espaces lenticulaires.

2. Une fibration à fibres rationnelles au-dessus d’une courbe, alors [Kol00,
Theorem 1.1] affirme qu’à somme connexe avec des RP3 et des S2 ×
S1 près, M est une variété de Seifert, une somme connexe d’espaces
lenticulaires, un fibré en tores au-dessus du cercle ou un Z2-quotient
d’un tel fibré. Dans les deux derniers cas, M est une variété Sol d’après
la proposition 6.2.3.

3. Une variété de Fano à singularités terminales et l’on sait [Kaw92] (voir
aussi [Kol98a, Section 6]) qu’il n’existe qu’un nombre fini de familles
de telles variétés. On peux même exhiber une borne explicite, bien que
peu réaliste. En effet, d’après Kollár, voir par exemple [Kol17, avant le
théorème 24], il y a au plus 1010500 types topologiques différents pour les
R-variétés de Fano à singularités terminales.



364 CHAPITRE 6. VARIÉTÉS DE DIMENSION 3

Remarque 6.1.14. — On ne sait pas grand chose à l’heure actuelle sur la
topologie des variétés de Fano de dimension 3, voici néanmoins trois références
concernant les variétés de Fano réelles : les cubiques réelles de P4 ont été
classifiées par Krasnov [Kra06, Kra09] et les structures réelles sur la variété
de Fano V22 ont été classifiées par Kollár et Schreyer [KS04].

Théorème de Viterbo. — La preuve du théorème 6.1.16 ci-dessous, qui porte
sur les variétés hyperboliques (ainsi que la preuve du théorème 6.2.4 concernant
les variétés Sol), utilise la théorie symplectique des champs (SFT) qui par ses
méthodes nous emmènerait assez loin de la géométrie algébrique. Par manque
de place, nous avons renoncé à présenter cet important outil et nous renvoyons
le lecteur intéressé à [EGH00, 1.7.5] (Voir aussi [MW12] pour les variétés
Sol). Rappelons seulement ici comment la géométrie symplectique intervient
dans notre contexte.

Une variété algébrique complexe projective non singulière X de dimension
complexe n étant donnée, on considère sa structure de variété différentielle
sous-jacente. Pour tout plongement projectif j : X ↪→ PN (C), la restriction
à j(X) de la métrique de Fubini-Study de PN (C) muni X d’une forme de
Kähler ω, voir l’exemple D.3.6. De plus le couple (X,ω) formé de la variété
différentielle X de dimension réelle paire 2n et d’une forme de Kähler ω est
une variété symplectique, voir la remarque D.3.5.

Définition 6.1.15. — Soit (X,ω) une variété symplectique. On dit qu’une
sous-variété différentielle M ⊂ X est lagrangienne si

ω|M ≡ 0 et dimR M = 1
2 dimR X ,

c’est-à-dire si M est une sous-variété isotrope de dimension maximale.

Théorème 6.1.16. — Soit X une variété algébrique complexe projective non
singulière de dimension complexe > 2. Soit M ⊂ X une sous-variété lagran-
gienne pour une structure symplectique sous-jacente à X. Si X est uniréglée,
alors M n’admet pas de métrique riemannienne à courbure sectionnelle stric-
tement négative.

Démonstration. — Voir [Vit99], [EGH00, 1.7.5].

Exercice 6.1.17. — Montrer que le lieu réel X(R) d’une R-variété pro-
jective non singulière (X,σ) est une sous-variété lagrangienne de la variété
symplectique sous-jacente à X déterminée par un R-plongement projectif
de (X,σ).
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Corollaire 6.1.18. — Soit X une R-variété projective non singulière de
dimension > 2. Si X est uniréglée, alors aucune composante connexe de X(R)
n’admet de métrique hyperbolique (une telle métrique possède une courbure
sectionnelle constante égale à −1).

6.2. Les 3-variétés réelles uniréglées de 2000 à 2012

Le théorème 6.1.9 contraint fortement le lieu réel d’une R-variété projective
non singulière uniréglée de dimension 3. À la suite de son théorème, Kollár
a proposé plusieurs conjectures concernant la classification topologique des
lieux réels de ces variétés. L’objet de cette section est de faire le point sur ces
conjectures.

Rappelons que si M est une variété orientée compacte sans bord de dimen-
sion 3, alors il existe une décomposition M = M ′#aRP3#b(S2 × S1) avec
a+ b maximal qui est unique d’après un théorème de Milnor [Mil62] (voir la
définition B.5.15 de somme connexe).

Pour une variété algébrique, être rationnelle, rationnellement connexe (voir
plus loin) ou uniréglée étant invariant par équivalence birationnelle, les pro-
priétés topologiques pertinentes deM dans notre contexte sont en fait portées
parM ′ comme l’illustrent les exemples ci-dessous. Ceci motive la définition ad
hoc suivante.

Définition 6.2.1. — Soient M une variété orientée compacte sans bord de
dimension 3 et M = M ′#aRP3#b(S2 × S1) une décomposition avec a + b

maximal. Alors M ′ est la partie essentielle de M . Une propriété essentielle de
M est une propriété de M ′.

Exemple 6.2.2. — D’après [Kol99a, Example 1.4]. Soit X une R-variété
de dimension 3, non singulière.

1. Soit P ∈ X(R) un point réel, alors pour la composante connexe M de
X(R) contenant P , nous obtenons (proposition F.3.1)

BPM ≈M#RP3.

2. Soit D ⊂ X une R-courbe possédant un unique point réel {0} = D(R).
Supposons de plus que proche de 0, cette courbe soit donnée par les
équations {z = x2 + y2 = 0}. Notons Y1 = BDX, la variété obtenue
par l’éclatement de X centré en D (Voir l’appendice F), cette nouvelle
variété est réelle et possède un unique point singulier P . Considérons
Y := BPY1, la variété obtenue par l’éclatement de Y1 centré en P qui
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est une variété réelle non singulière. En notant π : Y → X la composition
des éclatements, nous obtenons pour la composante connexeM ⊂ X(R)
contenant P la relation

π−1M ≈M#(S2 × S1),

c’est-à-dire
BP (BDM) ≈M#(S2 × S1).

Variétés uniréglées. — Depuis les travaux de Kollár, théorème 6.1.9, nous
savons que modulo les variétés Sol, définition B.8.8, et modulo un nombre
fini de variétés de dimension 3 fermées, les variétés réelles uniréglées orien-
tables sont essentiellement, voir la définition 6.2.1, des fibrés de Seifert ou des
sommes connexes d’espaces lenticulaires. Les progrès accomplis depuis peuvent
être résumés rapidement de la manière suivante. Grâce au théorème 6.1.16,
nous savons qu’une variété hyperbolique ne peut être contenue dans le lieu
réel d’un variété projective uniréglée non singulière. Le théorème 6.2.4 nous
apprend qu’il existe au plus un nombre fini de variétés Sol qui puissent être
contenues dans le lieu réel d’une variété projective uniréglée non singulière.
Réciproquement, le théorème 6.2.7 associé à la proposition B.8.13 nous dit
que toute variété géométrique, définition B.8.4, orientable qui n’est ni hyper-
bolique ni Sol, est difféomorphe à une composante connexe du lieu réel d’une
variété projective uniréglée non singulière.

Variétés Sol et suspensions (3) des difféomorphismes du tore. — Notons z une
coordonnée sur le cercle S1 := {|z| = 1} ⊂ C, et (u, v) des coordonnées sur le
tore S1 × S1 := {|u| = 1, |v| = 1} ⊂ C ×C. Alors GL2(Z) agit sur S1 × S1

par (
a b

c d

)
7−→ [(u, v) 7→ (uavb, ucvd)]

Pour A ∈ GL2(Z), posons

M :=
(
S1 × S1

)
× [0, 1]/((u, v), 0) = (A · (u, v), 1).

L’application ρ : M → S1 = [0, 1]/(0 = 1) est alors un fibré différentiel
en tores de classe C∞, voir la définition C.3.5. On peut montrer que l’espace
totalM de ce fibré est géométrique, voir la définition B.8.4, et que sa géométrie
dépend du difféomorphisme de S1×S1 déterminé par la matrice A, voir [Sco83]
par exemple. Soit λ une valeur propre de A, on a la trilogie :

3. Construction appelée aussi "mapping torus" dans la littérature.
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1. si |λ| = 1 et A est périodique, alors M est une variété euclidienne,
2. si |λ| = 1 et A est non périodique, alors M est une variété Nil,
3. si |λ| 6= 1 (c’est-à-dire A hyperbolique), alors M est une variété Sol.

Remarquons que dans les deux premiers cas, c’est-à-dire lorsque M porte
une géométrie euclidienne ou Nil,M admet aussi une fibration de Seifert, voir
la proposition B.8.13. On en déduit qu’un fibré en tores au-dessus du cercle
est soit une variété de Seifert soit une variété Sol.

Réciproquement les fibrés en tores avec recollement hyperbolique décrivent
l’essentiel des variétés Sol comme le précise la proposition ci-dessous.

Proposition 6.2.3 (Classification des variétés Sol fermées)
Soit M une variété Sol compacte sans bord alors l’une des deux asser-

tions suivantes est vérifiée
1. M est la suspension d’un difféomorphisme hyperbolique.
2. M est un saphir, c’est-à-dire un Z2-quotient du cas précédent.

Démonstration. — Voir [MW12, Theorem 2.1].

Théorème 6.2.4. — Une variété Sol fermée orientable ne peut se plonger
comme composante connexe du lieu réel d’une variété projective non singulière
de dimension 3 admettant une fibration à fibres rationnelles au-dessus d’une
courbe.

Démonstration. — Voir [MW12, Corollary 3.1].

Ce théorème prouve, à un nombre fini d’exceptions près, la première partie
de la conjecture de Kollár [Kol01b, Conjecture 6.7(1)].

Corollaire 6.2.5. — Si une composante connexe orientable M du lieu réel
d’une R-variété projective non singulière (X,σ) de dimension 3 uniréglée est
une variété Sol, alors X est birationnelle à une R-variété de Fano (Y, τ) telle
que Y (R) contient une composante connexe homéomorphe à M .

Remarque 6.2.6. — En particulier, il existe au plus un nombre fini de telles
variétés Sol uniréglées (et conjecturalement aucune ! voir [Kol01b, Conjec-
ture 6.7(1)]).

Preuve du corollaire 6.2.5. — On suit la même stratégie que pour la preuve
du théorème 6.1.9. D’après le théorème 6.1.12, la R-variété (X,σ) est biration-
nelle à une R-variété (Y, τ) qui est un fibré de Mori. De plus Y (R) contient
une composante connexe homéomorphe àM d’après le théorème 6.1.13 car une
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variété Sol est indécomposable d’après le corollaire B.8.12. Le théorème 6.1.13
permet alors de conclure à partir des types topologiques possibles de ces fibrés
de Mori :

1. Un fibré en coniques au-dessus d’une surface. Kollár a classifié ces fibrés
dans [Kol99b, Theorem 1.1], il ressort en particulier de cette classifica-
tion que M est une variété de Seifert (ou un espace lenticulaire qui est
aussi une variété de Seifert) et donc que M ne peut être Sol d’après le
corollaire B.8.14.

2. Une fibration à fibres rationnelles au-dessus d’une courbe, le théorème
6.2.4 affirme que M ne peut être Sol.

3. Une variété de Fano à singularités terminales et l’on sait qu’il n’existe
qu’un nombre fini de familles de telles variétés.

Le théorème suivant, conjonction des deux articles [HM05b] et [HM05a],
constitue une réciproque au théorème 6.1.9 pour peu que l’on prenne en compte
la conjecture de Kollár [Kol01b, Conjecture 6.7(1)], affirmant qu’il n’y a en
fait pas d’exception, c’est-à-dire que toute composante connexe du lieu réel
d’une variété de Fano non singulière de dimension 3 est essentiellement une
variété de Seifert ou une somme connexe d’espaces lenticulaires.

Théorème 6.2.7. — Toute variété de Seifert orientable et toute somme
connexe d’espaces lenticulaires #k

i=1Lpi,qi est réalisable comme composante
connexe du lieu réel d’une R-variété projective non singulière uniréglée de
dimension 3.

Démonstration. — Voir [HM05b, Theorem 1.1] pour la réalisation des va-
riétés de Seifert et [HM05a, Corollary 1.2] pour la réalisation des sommes
connexes d’espaces lenticulaires.

Remarque 6.2.8. — Ce théorème confirme la conjecture de Kollár [Kol01b,
Conjecture 6.7.(2)].

Variétés rationnellement connexes. — Nous avons vu que les variétés
uniréglées, définition 6.1.7, généralisaient les variétés rationnelles. Nous nous
intéressons ici à une propriété intermédiaire entre rationnelle et uniréglée.

Définition 6.2.9. — Une R-variété projective (X,σ) de dimension n non
singulière est rationnellement connexe (r. c.) s’il existe un ouvert de Zariski
non vide U ⊂ X tel que pour toute paire de points x, y ∈ U , il existe une
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courbe rationnelle f : P1(C) → X telle que x, y ∈ f(P1(C)) (on n’exige pas
que f soit réelle !).

Remarque 6.2.10. — Ci-dessus, nous avons choisi l’une des cinq définitions
équivalentes données dans [Kol01c, Definition 41] pour les variétés non sin-
gulières. Pour la connexité rationnelle des variétés éventuellement singulières,
voir [Deb01, Definition 4.3] ; le lien avec la définition 6.2.9 est explicité par
la remarque [Deb01, Remark 4.4(3)]. On consultera aussi [Deb01, Remark
4.4(4)] qui montre que, tout comme « uniréglée », la connexité rationnelle
[Deb01, Definition 4.3] est préservée par extension du corps de base.

Par exemple, les variétés géométriquement rationnelles sont r. c., les hyper-
surfaces de degré inférieur à n dans Pn sont r. c. et plus généralement toutes
les variétés de Fano sont r. c [KMM92, Cam92]. Pour voir que r. c. est in-
termédiaire entre rationnel et uniréglé, remarquons qu’une variété algébrique
complexe projective non singulière X est uniréglée si pour tout point x ∈ U
dans un ouvert fixé, il existe une courbe rationnelle f : P1(C) → X telle que
x ∈ f(P1(C)). En paraphrasant Kollár [Kol01c], on peut dire que la notion
de variété r. c. est considérée comme la « bonne » généralisation de courbe
rationnelle.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette sous-section, théorème 6.2.12,
nous établissons un corollaire du théorème 4.4.39 concernant les surfaces ra-
tionnelles singulières de Du Val.

Si g : M → B est une fibration de Seifert, voir la définition B.8.1, on note
k le nombre de fibres multiples de g et pour chaque fibre multiple g−1(Pi),
i = 1 . . . k, mi sa multiplicité. Si M est une somme connexe d’espace lenticu-
laires, voir la définition B.8.2, on note k le nombre d’espace lenticulaires et
pour chaque espace lenticulaire Lpi,qi , i = 1 . . . k, mi l’ordre de son groupe
fondamental.

Théorème 6.2.11. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière
de dimension 3 admettant une R-fibration X −→ Y de fibre générale P1. Si
X(R) est orientable et si Y est une R-surface géométriquement rationnelle,
alors pour toute composante connexe M ⊂ X(R), on a

1. k(M) 6 4 ;
2.
∑k
i=1(1− 1

mi+1) 6 2 ;

3. Si M → B est une fibration de Seifert avec |B| = S1 × S1, alors

k(M) = 0 .
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Les trois conclusions de ce théorème répondent par l’affirmative a trois
conjectures de Kollár [Kol99b, Remark 1.2(1–3)], voir aussi [Kol01b, Conjec-
ture 6.7.(3)].

Démonstration. — La preuve originale se trouve dans [CM09, Theorem 0.1,
Section 6].

Soit f : X −→ Y une R-variété projective non singulière de dimension 3
R-fibrée en courbes rationnelles au-dessus d’une R-surface géométriquement
rationnelle Y . Supposons que X(R) est orientable. Soit M ⊂ X(R) une com-
posante connexe. Kollár a prouvé (voir aussi [CM08, 3.3, 3.4, et la preuve du
corollaire 0.2]), qu’il existe

1. Une paire de contractions birationnelles c : X → X ′, r : Y → Y ′, où
(a) X ′ est une R-variété projective de dimension 3 à singularités termi-

nales,
(b) Y ′ est une surface de Du Val.

2. Une R-fibration en courbes rationnelles f ′ : X ′ −→ Y ′ telle que −KX′

est f ′-ample et telle que f ′ ◦ c = r ◦ f .
3. La propriété importante de cette construction étant que M ′′ =
M ′#a′RP3 où M ′ est la partie essentielle de M et M ′′ est la com-
posante connexe de la normalisation topologique ν : X ′(R) → X ′(R)
telle que ν(M ′′) = c(M).

D’après [Kol99b, Theorem 8.1] et [CM08, Preuve du corollaire 0.2, fin
de section 3], il existe une petite perturbation g : M ′′ → B de f ′|ν(M ′′) telle
que g|g−1(B\∂B) est une fibration de Seifert et une application injective de
l’ensemble des points singuliers de Y ′ contenus dans f ′(ν(M ′′)) qui sont de
type A+ et globalement séparants si localement séparants. À travers cette
injection, la multiplicité de la fibre vaut m+ 1 si le point singulier est du type
A+
m. De là, les inégalités k(M) 6 4 et

∑k
i=1(1 − 1

mi+1) 6 2 se déduisent du
théorème 4.4.39.

L’état actuel de la classification des variétés uniréglées et rationnellement
connexes en dimension 3 est résumé par l’énoncé suivant qui synthétise des
travaux contenus dans [Kol98b, Kol99a, Kol99b, Kol00, Vit99, EGH00,
HM05b, HM05a, CM08, CM09, MW12].

Théorème 6.2.12 (Classification). — Soient X une R-variété projective
non singulière de dimension 3 de lieu réel X(R) orientable et M ⊂ X(R) une
composante connexe. Alors à un nombre fini d’exceptions potentielles près
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1. Si X est uniréglée, alors il existe a, b ∈ N et une variété M ′ tels que

M = M ′#aRP3#b(S2 × S1)

et M ′ admet une fibration de Seifert M ′ → B ou bien une décomposition
M ′ = #k

i=1Lpi,qi en espaces lenticulaires.

2. Si X est rationnellement connexe et si M admet une fibration de Seifert
M → B dont l’espace d’orbites B est orientable, alors M porte l’une des
quatre géométries

S3, E3, S2 ×E1, Nil.

Réciproquement, soit M = M ′#aRP3#b(S2 × S1) une variété compacte
sans bord de dimension 3. Si M ′ est une variété de Seifert orientable ou une
somme connexe d’espaces lenticulaires M ′ = #k

i=1Lpi,qi, alors il existe une R-
variété projective X uniréglée et non singulière telle que M soit difféomorphe
à une composante connexe de X(R).

Démonstration. — Pour prouver (1), il suffit, d’après le théorème de Kollár
6.1.9, de réfuter la seule famille infinie d’exceptions 6.1.9.(3), c’est-à-dire de
montrer que si M → S1 est un fibré localement trivial en tores qui n’admet
pas en même temps une fibration de Seifert, alors M appartient à la liste finie
d’exceptions 6.1.9.(4). Ce qui est une conséquence du corollaire 6.2.5.

Le point (2) est une conséquence du théorème 6.2.11 en utilisant la propo-
sition 4.4.34 et la table ci-dessous, extraite de [Sco83, Table 4.1], qui établit
la géométrie de l’espace total M en fonction de la géométrie de l’orbifold de
base B d’une fibration de Seifert f : M → B et du nombre d’Euler e(f) de
la fibration, voir [Sco83, après théorème 3.6] pour la définition de e(f) et
[Sco83, Lemme 3.7] pour sa propriété principale.

χ(B) > 0 χ(B) = 0 χ(B) < 0

e(f) = 0 S2 ×E1 E3 H2 ×E1

e(f) 6= 0 S3 Nil ˜SL2(R)

Table 6.2.1. Géométrie d’une variété de Seifert f : M → B.

La seconde partie du théorème, l’énoncé réciproque, est une conséquence du
théorème 6.2.7.
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6.3. Questions et conjectures

1. La conjecture suivante, posée en 2004 [Man04, Page 24] est toujours
ouverte.

Conjecture 6.3.1. — Les composantes réelles géométriques des R-
variétés projectives non singulières uniréglées de dimension 3 orientables
sont exactement les variétés de Seifert orientables.

Au vu de 6.2.12, il y a au plus un nombre fini de contre-exemples
éventuels à cette conjecture. De plus, un tel contre-exemple serait né-
cessairement une variété de Fano à singularité terminale possédant une
composante connexe Sol dans son lieu réel.

2. Nous reprenons une question posée dans [MW12]. Nous avons vu qu’il
existe des modèles uniréglés pour toutes les variétés de Seifert orien-
tables, théorème 6.2.7, mais la question suivante est ouverte : quel est
le modèle projectif réel non singulier le plus simple pour une variété
hyperbolique, pour une variété Sol ?

3. En améliorant la construction de [HM05b], il devrait être possible de
montrer que toute variété de Seifert non orientable admet un modèle
uniréglé.
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APPENDICE A

ALGÈBRE COMMUTATIVE

Pour un accès facile, nous avons réuni ici des résultats bien connus comme
des résultats certes classiques dans la littérature spécialisée mais pas toujours
aisés à trouver. Notre référence principale est le livre de Eisenbud [Eis95].

A.1. Limites inductives

Pour des rappels utiles concernant les catégories et les limites, voir par
exemple [Eis95, Appendices 5&6] en sachant que nos limites inductives sont
des colimites filtrées chez Eisenbud. Nous nous limitons ici à quelques défini-
tions de base.

Définition A.1.1 (Système inductif). — Soient C une catégorie et (J,6)
un ensemble partiellement ordonné tel que ∀(i, j) ∈ J2, ∃k ∈ J | i 6 k et j 6 k

(on dit que (J,6) est filtrant (1)). Un système inductif indexé par J est la
donnée d’une famille {Mj}j∈J d’objets de C et de morphismes ϕij : Mi →Mj

pour les couples d’indices (i, j) ∈ J2 tels que i 6 j, le tout vérifiant :
1. ∀j ∈ J , ϕjj = idMj ;
2. ∀(i, j, k) ∈ J3, i 6 j 6 k =⇒ ϕjk ◦ ϕij = ϕik.

Définition A.1.2 (Limite inductive). — Soit {Mj}j∈J un système in-
ductif dans une catégorie C. La limite inductive (2) du système {Mj}, si elle
existe, est un objet M de C muni de morphismes ϕj : Mj → M vérifiant les
relations de compatibilité ϕi = ϕj ◦ ϕij pour tout i 6 j, le tout vérifiant la
propriété universelle suivante : pour tout objet N de C muni de morphismes

1. En anglais : (J,6) is a filtered set, a directed set or a directed preorder.
2. En anglais : inductive limit, direct limit or colimit of a filtered set.
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ψj : Mj → N , compatibles avec les applications du système inductif, il existe,
pour tout j ∈ J , une unique application M → N telle que ψj se factorise :

Mj

ϕj

��

ψj // N

M

88

Lorsqu’elle existe, on note lim−→j∈JMj la limite inductive du système
{Mj}j∈J .

Exemple A.1.3. — Si la catégorie C est la catégorie des groupes, des an-
neaux, ou bien pour un anneau A fixé, la catégorie des A-modules ou des
A-algèbres, alors la limite inductive existe : l’ensemble sous-jacent est le quo-
tient de la réunion disjointe des Mj modulo une relation d’équivalence :

lim−→
j∈J

Mj =
⊔
j∈J

Mj

/
∼

où xi ∈Mi est équivalent à xj ∈Mj s’il existe k ∈ J tel que ϕik(xi) = ϕjk(xj).

Exemple A.1.4. — Soit F un faisceau (voir l’appendice C) en éléments
de C sur un espace topologique X. Pour un point x ∈ X fixé, l’ensemble
des voisinages ouverts de x ordonné par l’inclusion (U 6 V si et seulement
si U ⊇ V ) est filtrant et {F(U)}U3x forme un système inductif. La limite
inductive de ce système est la fibre de F au point x, notée Fx. Pour chaque
voisinage ouvert de x, le morphisme canonique F(U) → Fx associe à toute
section s de F au-dessus de U le germe sx ∈ Fx de s en x.

A.2. Anneaux, idéaux premiers, idéaux maximaux, modules

Par convention, les anneaux sont commutatifs et unitaires, les morphismes
d’anneaux envoient donc l’unité sur l’unité.

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté U(A). SiK est un anneau,
une K-algèbre A est un anneau muni d’un morphisme d’anneaux K → A. Par
exemple K[X1, . . . , Xn] est la K-algèbre des polynômes à n indéterminées et à
coefficients dansK etK(X1, . . . , Xn) est laK-algèbre des fractions rationnelles
à n indéterminées et à coefficients dans K.

Définition A.2.1. — Un élément non nul a d’un anneau A est un diviseur
de zéro dans A s’il existe un élément non nul b ∈ A tel que ab = 0.
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Un anneau est intègre s’il possède au moins deux éléments et ne contient
aucun diviseur de zéro.

Un corps est un anneau qui possède au moins deux éléments et dont tout
élément non nul est inversible.

Définition A.2.2. — Soit A un anneau.
1. Un idéal I de A est premier s’il vérifie les propriétés :
(a) I est distinct de A
(b) si a et b sont des éléments de A tels que ab ∈ I, alors a ∈ I ou b ∈ I.

2. Un idéal I de A est maximal s’il est distinct de A et si les seuls idéaux
de A qui contiennent I sont I et A.

Définition A.2.3. — Soit I un idéal d’un anneau A, le radical
√
I de I dans

A est l’idéal des racines d’éléments de I.
√
I := {a ∈ A | il existe un entier naturel n > 1, an ∈ I} .

On dit qu’un idéal I ⊂ A est un idéal radical si I =
√
I.

Exercice A.2.4 (Voir la remarque 1.2.29). — Soit K un corps, montrer
que si F est un fermé de Zariski de An(K), alors I(F ) est radical.

Définition A.2.5. — Un élément a d’un anneau A est nilpotent s’il existe
un entier naturel n > 1 tel que an = 0. Le nilradical d’un anneau A est
l’ensemble de ses éléments nilpotents. Un anneau est réduit si son nilradical
est nul c’est-à-dire s’il ne possède aucun élément nilpotent non nul.

Exercice A.2.6. — Le nilradical d’une anneau A est un idéal, c’est l’idéal
radical de l’idéal nul de A.

Proposition A.2.7. — Soient A un anneau et I un idéal de A.
1. L’idéal I est radical si et seulement si l’anneau quotient A/I est réduit.
2. L’idéal I est premier si et seulement si l’anneau quotient A/I est intègre.
3. L’idéal I est maximal si et seulement si A/I est un corps.

Démonstration. — Exercice facile.

Proposition A.2.8 (Théorème de correspondance)
Soient A un anneau et I ⊂ A un idéal. La surjection canonique A→ A/I

induit une correspondance bijective entre les idéaux premiers de A/I et les
idéaux premiers de A contenant I ainsi qu’une correspondance bijective entre
les idéaux maximaux de A/I et les idéaux maximaux de A contenant I.
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Démonstration. — Exercice facile.

Le lemme suivant est immédiat mais très utile.

Lemme A.2.9. — Soient A un anneau et B ⊂ A un sous-anneau. Si I est
un idéal premier de A, alors I ∩B est un idéal premier de B.

Démonstration. — Soient a et b des éléments de B tels que ab ∈ I ∩ B et
a /∈ I ∩ B. Comme a ∈ B et a /∈ I ∩ B, a n’appartient pas à I. De là, b ∈ I
car I est un idéal premier de A et finalement b appartient à I ∩B.

Exemple A.2.10. — Calcul de la dimension de l’ensemble algébrique affine
F := Z(x2 + y2) ⊂ A2

R de l’exemple 1.5.20. Il existe une seule chaîne (voir la
définition 1.5.2) d’idéaux premiers de R[x, y] contenant (x2 + y2) qui soit de
longueur maximale :

(x2 + y2) ⊂ (x, y) .
Il n’existe donc qu’une seule chaîne d’idéaux premiers de R[x, y]/(x2 + y2)

de longueur maximale. La dimension de l’anneau R[x, y]/(x2 + y2) vaut donc
1 et dimF = 1 d’après la définition 1.5.9.

Lemme A.2.11 (Lemme de Nakayama). — Soient A un anneau, a ⊂ A
un idéal et M un A-module de type fini tel que M = aM . Alors il existe
a ∈ 1+a tel que aM = 0. En particulier, si A est local et a son idéal maximal,
on a M = 0.

Démonstration. — Voir [Eis95, Corollary 4.8].

Définition A.2.12. — Un anneau S est gradué s’il admet une décomposition
S = ⊕d>0Sd en une somme directe de groupes abéliens Sd, telles que pour
tous d, e > 0, Sd · Se ⊂ Sd+e. Un idéal I ⊂ S est un idéal homogène si
I = ⊕d>0(I ∩ Sd).

A.3. Localisation

Définition A.3.1. — Soient A un anneau, M un A-module, et S ⊂ A une
partie multiplicative (3) (i.e. un sous-ensemble stable par multiplication). Le
module localisé (ou localisation) de M en S, noté S−1M , est l’ensemble des
classes d’équivalences de couples (m, s) ∈ M × S pour la relation (m, s) ∼
(m′, s′) s’il existe un élément t ∈ S tel que t(s′m − sm′) = 0 dans M muni

3. Par convention, le produit vide vaut 1, en particulier toute partie multiplicative d’un
anneau A contient l’unité de A.
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d’une structure de A-module évidente. La classe d’équivalence de (m, s) est
notée m/s. Dans le cas M = A, on obtient l’anneau localisé S−1A de A en S.

Si f est un élément de A, l’ensemble S = {1, f, f2, . . . , fk, . . . , } est une
partie multiplicative de A et note Af := S−1A et Mf := S−1M ces types
particuliers de localisés. Par exemple, si f est nilpotent, Af est l’anneau nul.

Si p ⊂ A est un idéal premier, S := A \ p est une partie multiplicative et
on note Ap := S−1A et Mp := S−1M (4) ces types particuliers de localisés. On
note κ(p) l’anneau quotient Ap/pp.

On a un morphisme naturel i : M → S−1M défini par a 7→ a/1. La notion
de localisation de morphisme est immédiate : si ϕ : M → N est un morphisme
de A-modules, S−1ϕ : S−1M → S−1N est défini par (S−1ϕ)(m/s) = ϕ(m)/s.

Proposition A.3.2 (Propriété universelle de la localisation)
Soient A et B des anneaux, S ⊂ A une partie multiplicative et ϕ : A→ B

un morphisme d’anneaux tel que ϕ(S) ⊂ U(B) (l’ensemble U(B) des éléments
inversibles de l’anneau B est une partie multiplicative). Alors il existe une
unique extension ϕ̂ : S−1A→ B de ϕ qui fait commuter le diagramme :

A

i
��

ϕ // B

S−1A
ϕ̂

77

Corollaire A.3.3. — L’anneau localisé S−1A est un A-module plat (défini-
tion A.4.5).

Démonstration. — Voir [Eis95, Proposition 2.5, page 66].

Exercice A.3.4. — Soient A un anneau et m ⊂ A un idéal maximal, alors
A/m ' Am/mm.

Proposition A.3.5. — Soient A un anneau, p ⊂ A un idéal premier et
ϕ : A → Ap, a 7→ a/1 l’application naturelle. Alors l’application I 7→ ϕ−1(I)
est une injection de l’ensemble des idéaux de Ap dans l’ensemble des idéaux
de A qui induit une bijection entre l’ensemble des idéaux premiers de Ap et
l’ensemble des idéaux premiers de A contenus dans p.

Démonstration. — [Eis95, Proposition 2.2].

4. Attention à certains cas où ces notations peuvent prêter à confusion : soitK un corps et
A = K[x], alors Ax = K[x, 1

x
] (on localise en la partie multiplicative engendrée par l’élément

x de A) mais A(x) = { p
q
, p, q ∈ K[x], q(0) 6= 0} (on localise en la partie multiplicative qui

est complémentaire de l’idéal premier engendré par x).
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Définition A.3.6. — Le quotient κ(m) = A/m d’un anneau A par un idéal
maximal m est un corps résiduel de A.

Définition A.3.7. — Un anneau est local s’il possède un unique idéal maxi-
mal. Le corps résiduel d’un anneau local A d’idéal maximal m est noté

κ = A/m .

Définition A.3.8 (Anneau total des fractions)
Soit S l’ensemble des non diviseurs de zéro d’un anneau A (S est une

partie multiplicative de A), l’anneau des fractions (ou anneau total des frac-
tions) de A est le localisé

FracA := S−1A .

Proposition A.3.9 (Corps des fractions). — Si A est intègre, FracA est
un corps, c’est le corps des fractions de A.

Remarque A.3.10. — Si A est un anneau intègre, l’idéal (0) est premier et
le corps des fractions de A satisfait

FracA = A(0) = κ((0)) .

Proposition A.3.11. — Soit A un anneau intègre et m ⊂ A un idéal maxi-
mal. On peut considérer que le localisé Am est un sous-anneau de FracA et on
a alors :

A =
⋂

m idéal
maximal de A

Am

Démonstration. — Comme A est intègre, on peut supposer que les localisés
Am s’injectent en des sous-anneaux de FracA. Par définition, Am est formé des
classes de fractions g

h pour g, h ∈ A, h /∈ m. Montrons que⋂
m idéal

maximal de A

Am ⊂ A ,

l’inclusion réciproque étant immédiate. Soit f ∈
⋂

m idéal
maximal de A

Am. Si f = g
h

pour g, h ∈ A, alors h est inversible dans A, car sinon l’idéal A.h serait contenu
dans un idéal maximal, donc g

h ∈ A.

Lemme A.3.12 (Lemme d’évitement). — Soient A un anneau, I1, . . . , In
et I des idéaux de A tels que I ⊂ ∪n`=1I`. Si A contient un corps infini, ou si
au plus deux des I` ne sont pas premiers, alors il existe ` ∈ {1, . . . , n} tel que
I ⊂ I`.
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Démonstration. — [Eis95, Lemma 3.3, page 90].

Définition A.3.13 (Anneau noethérien). — Un anneau A est noethérien
si tout idéal de A est de type fini.

Exemple A.3.14. — SiK est un corps, l’anneau des polynômesK[X1, . . . , Xn]
est noethérien d’après le célèbre théorème de la base de Hilbert qui énonce
que si A un anneau commutatif noethérien, alors l’anneau des polynômes
A[X] est noethérien. Tout idéal I ⊂ K[X1, . . . , Xn] admet donc un ensemble
fini de générateurs.

A.4. Produit tensoriel

Proposition A.4.1 (Propriété universelle du produit tensoriel)
Soient A un anneau, M et N des A-modules. Il existe un A-module,

noté M ⊗A N , muni d’une application A-bilinéaire ψ : M × N → M ⊗A N
satisfaisant la propriété universelle suivante : pour tout A-module B et toute
application A-bilinéaire ϕ : M × N → B, il existe une unique application A-
linéaire

ϕ̂ : M ⊗A N → B

qui fait commuter le diagramme :

M ×N

ψ
��

ϕ // B

M ⊗A N
ϕ̂

66

Le couple (M ⊗A N,ψ) est unique à isomorphisme près. On omet le plus
souvent ψ dans la notation et on appelle le A-module M ⊗A N le produit
tensoriel des A-modules M et N .

Voir par exemple [Eis95, Appendice 2.2] pour une preuve. Une manière de
calculer le produit tensoriel M ⊗A N de deux A-modules M et N consiste à
considérer le quotient du groupe abélien libre engendré par les symboles de la
forme m ⊗ n := ψ(m,n) par le sous-groupe engendré par les éléments de la
forme :

1. m⊗ n+m′ ⊗ n− (m+m′)⊗ n
2. m⊗ n+m⊗ n′ −m⊗ (n+ n′)
3. (a ·m)⊗ n−m⊗ (a · n)

pour m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N et a ∈ A.
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Proposition A.4.2. — Soient A un anneau, M,M ′, N des A-modules.
Alors :

1. M ⊗A N ' N ⊗AM ;

2. (M ⊕M ′)⊗A N ' (M ⊗A N)⊕ (M ′ ⊗A N).

Proposition A.4.3. — Soit ϕ : A → B un morphisme d’anneaux et I un
idéal de A. Alors :

1. B ⊗A A/I = B/ϕ(I)B ;

2. B ⊗A A[t1 . . . , tn] = B[t1 . . . , tn] ;

3. Si S est une partie multiplicative de A, alors

(ϕ(S))−1B = S−1A⊗A B .

Démonstration. — Voir par exemple [Eis95, Appendice 2.2].

Exercice A.4.4. — Rappelons que selon un usage courant, nous notons le
groupe cyclique d’ordre m 6= 1 par Zm := Z/mZ.

1. Soit m > 1 un entier impair, montrer que

Zm ⊗Z Z2 = 0 .

2. Soit m un entier pair (par convention Z0 = Z), montrer que

Zm ⊗Z Z2 = Z2 .

Définition A.4.5. — Soit A un anneau. Un A-module M est plat si pour
tout morphisme injectif N ′ → N de A-modules, le morphisme induit

M ⊗A N ′ →M ⊗A N

est encore injectif.

Définition A.4.6. — Un A-module sur un anneau A est libre s’il possède
une base, projectif s’il est facteur direct d’un A-module libre.

Lemme A.4.7. — Soit A un anneau.

1. Tout A-module libre est projectif.

2. Si A est un anneau local, tout A-module projectif est libre.

3. Tout A-module libre est plat.

Démonstration. — Voir par exemple [Eis95, Appendice 3.2].
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Définition A.4.8. — Soient A un anneau et M un A-module. On note
T k(M) le produit tensoriel M ⊗ · · · ⊗M de M avec lui-même k fois, pour
n > 1. Pour k = 0, on convient de poser T 0(M) = A. L’algèbre sur A (non
commutative) T (M) =

⊕
k>0 T

k(M) est l’algèbre tensorielle de M . L’algèbre
symétrique S(M) =

⊕
k>0 S

k(M) de M est le quotient de T (M) par l’idéal
bilatère engendré par les expressions de la forme x ⊗ y − y ⊗ x pour tout
x, y ∈ M , c’est une A-algèbre commutative. L’algèbre extérieure

∧
(M) =⊕

k>0
∧k(M) de M est le quotient de T (M) par l’idéal bilatère engendré par

les expressions de la forme x⊗ x pour x ∈M , c’est une A-algèbre alternée.

Exercice A.4.9. — Si M est un A-module libre de rang r, alors S(M) '
A[X1, . . . , Xr].

A.5. Algèbres entières, théorème des zéros (Nullstellensatz)

Définition A.5.1 (Élément entier sur A). — Soient ϕ : A→ B un mor-
phisme d’anneaux (on dit que B est une A-algèbre) et x ∈ B. On dit que x
est un élément entier sur A s’il vérifie une équation unitaire, c’est-à-dire s’il
existe des éléments a0, . . . , an−1 de A tels que :

xn + ϕ(an−1)xn−1 + · · ·+ f(a0) = 0 .

Si tous les éléments de B sont entiers sur A, on dit que B est une algèbre
entière sur A et que ϕ : A→ B est un morphisme entier.

Définition A.5.2. — La clôture intégrale d’un sous-anneau A ⊂ B dans B
est l’anneau formé des éléments de B qui sont entiers sur A.

Un anneau A est intégralement clos s’il est intègre et s’il est sa propre clôture
intégrale dans son corps des fractions FracA.

La dimension dimA d’un anneau A est définie en 1.5.3.

Proposition A.5.3. — Soient A, B des anneaux et A → B un morphisme
entier, alors dimB 6 dimA. Si de plus A → B est injectif alors dimA =
dimB.

Démonstration. — Voir [Liu02, Proposition II.5.10].

Définition A.5.4. — Soient A et B des anneaux. Un morphisme d’anneaux
A→ B est un morphisme fini si c’est un morphisme entier et si B est de type
fini pour la structure de A-module déterminée par A → B. On dit alors que
B est une A-algèbre finie (ou que B est une algèbre finie sur A).
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Il est facile de voir que si B est une A-algèbre de type finie, B est entière
sur A (et donc finie sur A) si et seulement si B est un A-module de type fini.

Définition A.5.5. — Soit K un corps. Une K-algèbre A est affine si elle
est non nulle et de type fini. Un anneau A est affine s’il existe un corps K tel
que A soit une K-algèbre affine.

Lemme A.5.6 (Lemme de normalisation de Noether)
Soient K un corps et A une K-algèbre affine, alors il existe un entier

d > 0 et un morphisme fini injectif

K[X1, . . . , Xd] ↪→ A .

Démonstration. — Voir [Liu02, Proposition II.1.9].

Définition A.5.7. — Soit L|K une extension de corps. S’il existe un entier
d tel que L soit algébrique sur une sous-extension isomorphe à K(X1, . . . , Xd),
on dit que L est de degré de transcendance fini sur K. On montre que d est
alors unique. L’entier d est appelé le degré de transcendance de L sur K, on le
note trdegK L.

Définition A.5.8. — Soit K un corps, un corps de fonctions sur K est un
corps L qui est engendré sur K par un nombre fini d’éléments, c’est-à-dire
qu’il existe f1, . . . , fr ∈ L tels que L = K(f1, . . . , fr). Un tel L est un corps de
fonctions en n variables si son degré de transcendance trdegK L = n.

Théorème A.5.9 (Théorème de l’élément primitif)
Une extension de corps finie, c’est-à-dire de degré fini, et séparable est

monogène.

Corollaire A.5.10. — Soit K un corps de caractéristique nulle. Si L|K est
une extension algébrique de type fini, alors il existe un élément α ∈ L tel que

L = K(α) .

Théorème des zéros sur un corps algébriquement clos. —

Définition A.5.11. — Un corps K est algébriquement clos si tout polynôme
non constant de K[X] admet une racine dans K.

Il y a plusieurs énoncés équivalents du théorème des zéros de Hilbert (dit
aussi Nullstellensatz).
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Théorème A.5.12 (Théorème des zéros 1). — Si K est un corps al-
gébriquement clos, les idéaux maximaux de K[X1, . . . , Xn] sont de la forme
m(a1,...,an) = (X1 − a1, . . . , Xl − an) pour (a1, . . . , an) ∈ Kn.

Corollaire A.5.13 (Théorème des zéros 2). — Soient K un corps algé-
briquement clos et I un idéal de K[X1, . . . , Xn]. Alors

I(Z(I)) = I si et seulement si I est un idéal radical.

Théorème des zéros sur un corps réel clos. — Sur le corps des nombres
réels (et plus généralement sur un corps réel clos, voir plus loin), l’énoncé
correct analogue au corollaire A.5.13 est beaucoup moins puissant.

Définition A.5.14. — Soit A un anneau commutatif. Un idéal I de A est
un idéal réel si, pour toute suite a1, . . . , al d’éléments de A,

a2
1 + · · ·+ a2

l ∈ I =⇒ ai ∈ I, ∀i = 1, . . . , l.

Théorème A.5.15 (Théorème des zéros réels). — Soit I un idéal de
R[X1, . . . , Xn]. Alors

I(Z(I)) = I si et seulement si I est un idéal réel.

Démonstration. — Voir [BCR98, 4.1.4].

Ce théorème est valable plus généralement pour tout corps réel clos, par
exemple Ralg = Q ∩R.

Définition A.5.16. — [BCR98, 1.1.6] Un corps K est un corps réel si pour
tout x1, . . . , xn ∈ K,

n∑
k=1

x2
k = 0 =⇒ x1 = · · · = xn = 0 .

Remarque A.5.17. — Un corps réel est toujours de caractéristique zéro.

Définition A.5.18. — Un corps réel clos K est un corps réel qui n’admet
pas d’extension algébrique réelle non triviale.

Théorème A.5.19. — [BCR98, Théorème 1.2.2] Soit K un corps. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

1. Le corps K est réel clos.
2. Le corps K admet un ordre unique dont le cône positif est formé des

carrés de K, et tout polynôme de K[X] de degré impair admet une racine
dans K.
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3. L’extension K[i] = K[X]/(X2 + 1) est un corps algébriquement clos.

Remarque A.5.20. — Pour les questions utilisant des méthodes transcen-
dantes, seul le « vrai » corps des réels convient, voir [BCR98, page 2]. Par
exemple, le théorème de Stone-Weierstrass 5.2.3 qui est à la base de la com-
paraison entre les situations algébriques et différentielles.

A.6. Modules quadratiques sur Z, réseaux

Cette section est en partie inspirée de [Ser77, Chapitre V]. Rappelons qu’un
Z-module est un groupe abélien et que tout groupe abélien est muni d’une
unique structure de Z-module. Rappelons aussi qu’un Z-module de type fini
M se décompose en une partie libre et une partie de torsion (le « f » en indice
est pour « free ») :

M = Mf ⊕ Tor(M) .

Définition A.6.1. — Soit A une anneau. Une forme quadratique sur un
A-module M est une application Q : M → A telle que

1. Q(ax) = a2Q(x) pour a ∈ A et x ∈M .

2. L’application (x, y) 7→ Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) est une forme bilinéaire.

Un tel couple (M,Q) est appelé un A-module quadratique.

Remarque A.6.2. — 1. La forme bilinéaire (x, y) 7→ Q(x+ y)−Q(x)−
Q(y) est clairement symétrique.

2. Si 2 est inversible dans A (par exemple si A est un corps de caractéris-
tique différente de 2), alors l’application

(x, y) 7→ 1
2[Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)]

est une forme bilinéaire symétrique telle que l’image du couple (x, x)
vaut Q(x) pour tout x ∈ M . Cela établit une correspondance bijective
entre formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques sur M .

Définition A.6.3. — Soit K un corps de caractéristique différente de 2.
On appelle discriminant d’un K-module quadratique (M,Q) le déterminant,
modulo les carrés non nuls de K, d’une matrice BQ de Q relativement à une
base de M

d(Q) = det(BQ) mod K∗2 .
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Remarque A.6.4. — Soit (M,Q) un Z-module quadratique libre de type
fini. Comme une matrice de changement de base est de déterminant ±1, le
déterminant d’une matrice de Q ne dépend pas de la base. Le discriminant du
module quadratique (M,Q) est égal au déterminant de sa matrice relativement
à une base de M

d(Q) = det(Q) .

Définition A.6.5. — Un Z-module libre M de rang fini n (c’est-à-dire iso-
morphe à Zn) est un réseau (5) s’il est muni d’une forme bilinéaire symétrique
(x, y) 7→ (x · y). Le réseau M est entier si la forme (x, y) 7→ (x · y) est à va-
leurs entières. Le déterminant d’un réseau M est le discriminant de la forme
quadratique x 7→ (x ·x). Un réseau entier est unimodulaire si son déterminant
vaut ±1.

Remarque A.6.6. — Soit (M, (x, y) 7→ (x · y)) un réseau entier. Alors l’ap-
plication Q : M → Z, x 7→ (x · x) est une forme quadratique sur M . Le couple
(M,Q) est donc un Z-module quadratique sans torsion de rang fini.

L’un des intérêts majeurs des réseaux unimodulaires provient du résultat
suivant :

Proposition A.6.7. — Muni du cup-produit, le groupe de cohomologie en
dimension moitié d’une variété topologique compacte sans bord orientée sim-
plement connexe de dimension 4m est un réseau unimodulaire.

Ésquisse de preuve. — La proposition A.6.7 est une conséquence de la dualité
de Poincaré (corollaire B.7.7). En effet, si M est une variété topologique com-
pacte sans bord orientée de dimension 4m, alors H2m(M ; Z)f est de rang fini
et le cup-produit H2m(M ; Z)f × H2m(M ; Z)f → Z est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée de déterminant 1. Si M est de plus simplement
connexe, son homologie est sans torsion et par conséquent H2m(M ; Z) est un
Z-module libre, c’est-à-dire que H2m(M ; Z)f = H2m(M ; Z).

Corollaire A.6.8. — Soit X une surface algébrique complexe projective non
singulière munie de sa topologie euclidienne (ou plus généralement une surface
analytique complexe compacte non singulière). Muni du cup-produit, le groupe
H2(X; Z) est un réseau unimodulaire.

5. En anglais, lattice est utilisé pour réseau.
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Lemme A.6.9. — Soit (M,Q) un Z-module quadratique non dégénéré. On
suppose que M est libre et de type fini. Soient A un sous-module et B = A⊥.
Alors la valeur absolue du discriminant de Q|A (resp. Q|B) est égale à l’indice
du sous-groupe A⊕B ⊂M :

|d(Q|A)| = |d(Q|B)| = [M : A⊕B] .

Démonstration. — Voir [Wil78, Lemma 3.14].

Définition A.6.10. — La signature (a, b) ∈ N×N d’une forme quadratique
non dégénérée Q sur un Z-moduleM est par définition la signature de la forme
quadratique induiteQR sur le R-espace vectorielM⊗ZR. L’indice d’une forme
quadratique non dégénérée Q de signature (a, b) est défini par

τ(Q) := a− b .

Remarque A.6.11. — Si Q est non dégénérée, QR aussi et on a donc a+b =
dimR M ⊗Z R = rg(M/Tor(M)).

Définition A.6.12. — Soit (M, (x, y) 7→ (x · y)) un réseau unimodulaire. La
forme bilinéaire symétrique (x, y) 7→ (x · y) est paire (ou de type II) si pour
tout x ∈M , l’entier (x ·x) est pair. Dans le cas contraire, c’est-à-dire s’il existe
x ∈M tel que (x · x) soit impair, la forme est impaire (ou de type I).

Proposition A.6.13. — Soit (M,Q) un réseau unimodulaire. Si la forme Q
est paire, alors son indice satisfait

τ(Q) ≡ 0 mod 8 .

Démonstration. — Voir [Ser77, Corollaire 1, §V.2].

A.7. Involutions anti-linéaires

Définition A.7.1. — Soit E un C-espace vectoriel. Une application

σ : E → E

est une involution anti-linéaire si σ ◦ σ = idE et si pour tout λ ∈ C et tout
a ∈ E, on a

σ(λa) = λσ(a) .

Définition A.7.2. — Soient G := Gal(C|R) le groupe de Galois, E un
R-espace vectoriel muni d’une opération de G et σ l’involution de E corres-
pondante. On note EG := Eσ = {a ∈ E | σ(a) = a} le sous-espace vectoriel
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des invariants et E−σ = {a ∈ E | σ(a) = −a} le sous-espace vectoriel des
anti-invariants.

Le lemme élémentaire suivant est très utile.

Lemme A.7.3. — Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une involution anti-linéaire σ. Alors une R-base de Eσ est une C-base de E
formée d’éléments invariants par σ.

Démonstration. — Pour la structure de R-espace vectoriel de E induite par
l’inclusion R ⊂ C, σ est R-linéaire. Comme σ est involutive, son polynôme
annulateur est X2 − 1. Il est scindé à racines simples, l’involution R-linéaire
σ est donc diagonalisable c’est-à-dire que les deux espaces propres, associés
aux valeurs propres 1 et −1, sont en somme directe. Les espaces propres as-
sociés aux valeurs propres 1 et −1, Eσ = E1, E−σ = E−1 satisfont donc
E = Eσ ⊕ E−σ. Soit (a1, . . . , ad) une R-base de Eσ, alors (ia1, . . . , iad)
est une R-base de E−σ puisque σ(iak) = −iσ(ak) = −iak pour tout k =
1, . . . , d. On a donc dimR Eσ = dimR E−σ = 1

2 dimR E = dimCE. Le 2d-
uple (a1, . . . , ad, ia1, . . . , iad) est donc une R-base de E et (a1, . . . , ad) est une
C-base de E.
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Solution des exercices de l’appendice A

A.2.4 Par définition, I(F ) ⊂
√
I(F ) et réciproquement si f ∈

√
I(F ), alors

il existe n ∈ N∗ tel que fn ∈ I(F ), c’est-à-dire que, pour cet entier n, on a
∀x ∈ F, (f(x))n = 0. Mais f est à valeurs dans K qui est un corps donc un
anneau réduit d’où ∀x ∈ F, f(x) = 0 et donc f ∈ I(F ).
A.3.4 Soit ϕ : A/m→ Am/mm, x 7→ x

1 . Le quotient A/m est un corps donc ϕ est
injectif. Réciproquement soit x

s ∈ Am avec x ∈ A et s ∈ A \m. Alors la classe
de s dans A/m est non nulle et est donc inversible. Donc il existe a ∈ A et
m0 ∈ m tels que 1 = as+m0. Par ailleurs x

s = x(as+m0)
s = (xa)s

s +m0
s ∈

xa
1 +mm

d’où ϕ(xa) = xa
1 = x

s et ϕ est un isomorphisme.
A.4.4 1. Si m est impair, il est premier avec 2 donc il existe (u, v) ∈ Z2 tel que
2u+mv = 1. Donc dans Zm ⊗Z Z2, on a

1⊗ 1 = (2u+mv)⊗ 1 = 2u⊗ 1 = u⊗ 2 = u⊗ 0 = 0
d’où la conclusion puisque clairement 1⊗ 1 engendre Zm ⊗Z Z2.

2. Appliquons la propriété universelle du produit tensoriel à ϕ : Zm×Z Z2 →
Z2, (a, b) 7→ ab qui est Z-bilinéaire et satisfait ϕ(1, 1) = 1 6= 0. Il existe donc
ϕ̂ : Zm ⊗Z Z2 → Z2 telle que ϕ̂(1 ⊗ 1) 6= 0 et en particulier 1 ⊗ 1 est non nul
dans Zm ⊗Z Z2. De plus, comme 2(1 ⊗ 1) = 1 ⊗ 2 = 0, l’ordre de 1 ⊗ 1 dans
Zm ⊗Z Z2 est 2 d’où la conclusion puisque 1⊗ 1 engendre Zm ⊗Z Z2.



APPENDICE B

TOPOLOGIE

Notre référence principale pour cet appendice est le livre de Hatcher
[Hat02].

B.1. Séparation

Une variété algébrique complexe ou réelle pouvant être munie de deux to-
pologies naturelles, Zariski et euclidienne (voir les définitions 1.2.3 et 1.4.1), il
est bon de revenir sur quelques différences fondamentales entre les deux.

Définition B.1.1. — Un espace topologique X est séparé (on dit aussi que
X est un espace de Hausdorff ) si deux points distincts de X admettent des
voisinages disjoints.

Au début du chapitre 1, nous avons défini la topologie de Zariski sur l’espace
affine An(K) et remarqué que celle-ci n’est pas séparée sauf cas très particulier
(n = 0 ou n = 1 et K = Z2 par exemple). On a tout de même une notion de
variété algébrique séparée inspirée du résultat élémentaire suivant :

Proposition B.1.2. — Soit X un espace topologique. Si l’on munit
le produit cartésien X × X de la topologie produit (i.e. engendrée par
les pavés ouverts), l’espace X est séparé si et seulement si la diagonale
∆ := {(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X} est fermée dans X ×X.

Définition B.1.3. — Une variété algébrique X sur un corps K est séparée
si la diagonale ∆ := {(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X} est fermée dans X × X muni
de la topologie de Zariski.
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Exercice B.1.4 (Voir l’exercice 1.2.2). —
�

Soit K un corps infini.
La topologie de Zariski sur le produit de deux ensembles algébriques affines
X ⊂ An(K) et Y ⊂ Am(K) est la topologie induite sur X×Y par la topologie
de Zariski de An+m(K). Montrer que la topologie de Zariski sur un produit
X × Y n’est pas la topologie produit des topologies de Zariski de X et de Y .

Définition B.1.5. — Un espace topologique X est quasi-compact si de tout
recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Proposition B.1.6. — Un espace topologique est noethérien (voir la défi-
nition 1.2.22) si et seulement si tout sous-espace est quasi-compact. En par-
ticulier, tout sous-espace d’un ensemble algébrique est quasi-compact pour la
topologie de Zariski.

Définition B.1.7. — Un espace topologique est compact s’il est quasi-
compact et séparé.

Récapitulons et complétons avec la proposition suivante :

Proposition B.1.8. — Soit X une variété algébrique réelle ou complexe.

1. Muni de la topologie de Zariski, X est un espace topologique quasi-
compact et tout sous-espace de X est quasi-compact. Si la variété X

est projective, quasi-projective, affine ou quasi-affine, alors X est une
variété algébrique séparée.

2. Muni de la topologie euclidienne, X est un espace topologique séparé. Si
X est projective, cet espace topologique est compact.

B.2. Ensembles semi-algébriques

Dans cette courte section, nous énonçons quelques définitions utiles et ren-
voyons à [BCR87, BCR98, Chapitres 2 et 8] pour un exposé complet.

Définition B.2.1. — Un ensemble semi-algébrique de Rn est une réunion
finie d’ensembles de la forme

{x ∈ Rn | P1(x) = · · · = Pl(x) = 0 et Q1(x) > 0, . . . , Qm(x) > 0}

où Pi, i = 1, . . . , l et Qj , j = 1, . . . ,m sont des éléments de R[X1, . . . , Xn].

Définition B.2.2. — Soient A ⊂ Rm et B ⊂ Rn des ensembles semi-
algébriques. Une application f : A → B est dite semi-algébrique quand son
graphe est semi-algébrique dans Rm+n.
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Définition B.2.3. — Soit A ⊂ Rm un ouvert semi-algébrique. Une fonc-
tion de Nash f : A → R est une fonction qui est à la fois semi-algébrique et
différentiable de classe C∞. Soient A ⊂ Rm et B ⊂ Rn des ouverts semi-
algébriques. Une application de Nash f : A→ B est une application qui est à
la fois semi-algébrique et différentiable de classe C∞.

On dispose d’un théorème des fonctions implicites pour les applications de
Nash, voir [BCR98, Proposition 2.9.7 et Corollary 2.9.8], ce qui justifie la
définition suivante.

Définition B.2.4. — Soient A ⊂ Rm et B ⊂ Rn des ouverts semi-
algébriques. Une application f : A → B est un difféomorphisme de Nash si f
est à la fois une application de Nash et un difféomorphisme de classe C∞.

B.3. Complexes simpliciaux, homologie

Définition B.3.1. — Un complexe simplicial (1) abstrait est un ensemble
K dont les éléments sont appelés sommets muni d’une collection de sous-
ensembles finis non vides de K appelés simplexes tels que tout sommet est
contenu dans au moins un simplexe et tout sous-ensemble non vide d’un sim-
plexe est un simplexe. Un sous-ensemble non vide d’un simplexe est appelé une
face de ce simplexe. Une application simpliciale est une application ϕ : K → K ′

entre complexes simpliciaux qui envoie un simplexe sur un simplexe. Une paire
simpliciale est un couple (K,L) de complexes simpliciaux tels que L ⊂ K et
tout simplexe de L est un simplexe de K.

On note |K| la réalisation géométrique d’un complexe simplicial K, voir
[Spa66, III.1] ou [Hat02, Section 2.1].

Définition B.3.2. — Un espace topologique X est triangulable s’il existe un
complexe simplicial K dont la réalisation géométrique |K| est homéomorphe
à X. Un espace triangulable compact, donc homéomorphe à la réalisation
géométrique d’un complexe simplicial fini, est souvent appelé un polyèdre.

Remarque B.3.3 (Triangulation des ensembles (semi-)algébriques)
Il est connu depuis bien longtemps que toute variété algébrique réelle

ou complexe quasi-projective (ainsi que tout ensemble analytique réel ou com-
plexe) est triangulable (voir par exemple [Wae30], [KB32], [LW33]). On
renvoie à [Hir75, Theorem, page 170] pour une preuve « moderne » inspirée

1. Schéma simplicial dans [God58, II.3.2].



394 APPENDICE B. TOPOLOGIE

des travaux de Łojasiewicz [Łoj64]. On pourra aussi consulter [BCR98, §9.2]
ou [Cos02, Chapter 3]. Hironaka montre en fait un résultat plus général :
toute réunion disjointe d’un nombre fini d’ensembles semi-algébriques est tri-
angulable. Rappelons, voir la définition B.2.1, qu’un ensemble semi-algébrique
est un sous-ensemble de RN (ou d’un KN pour un corps réel clos K) pour
un certain N défini par des équations et des inéquations polynomiales. Un
ensemble algébrique réel est donc en particulier un ensemble semi-algébrique.
Pour voir que le théorème d’Hironaka implique la triangulabilité d’une variété
algébrique complexe affine X par exemple, on commence par réaliser cette va-
riété comme sous-ensemble algébrique d’un certain Cn. En séparant les parties
réelles et imaginaires des équations déterminant X, on plonge l’espace topo-
logique (euclidien) sous-jacent à X dans R2n. Ce faisant, nous le réalisons
comme ensemble algébrique réel de R2n et il ne reste plus qu’à appliquer le
théorème d’Hironaka.

Définition B.3.4. — La subdivision barycentrique d’un complexe simplicial
K est un complexe simplicial K ′ dont les sommets sont les simplexes de K et
dont les simplexes sont les ensembles {s0, . . . , sn}, où les si sont des sommets
de K ′, c’est-à-dire des simplexes de K, tels que, après réarrangement :

s0 ⊂ s1 ⊂ · · · ⊂ sn .

Autrement dit, si est une face de si+1 pour i = 0 . . . n− 1.

Remarque B.3.5. — La notion de complexe cellulaire, ou CW-complexe voir
[Hat02, Chapter 0 et Appendix], généralise la notion de complexe simplicial.
Autrement dit : tout complexe simplicial, en particulier tout polyèdre ou tout
graphe, est naturellement muni d’une structure de CW-complexe. Par ailleurs,
tout CW-complexe est homotopiquement équivalent à un complexe simplicial
de même dimension, [Hat02, Theorem 2C.5]. Toute variété différentielle et
toute variété algébrique complexe ou réelle quasi-projective a le type d’homo-
topie d’un CW-complexe (pour la topologie euclidienne). Dans tous les cas,
c’est le calcul de l’homologie singulière qui est visé. Dans le cas où l’espace
topologique considéré est triangulable, c’est-à-dire qu’il admet une décompo-
sition en complexe simplicial, on peut calculer l’homologie singulière en cal-
culant son homologie simpliciale. La méthode employée de nos jours utilise
les ∆-complexes [Hat02, Chapter II]. La définition d’homologie simpliciale
d’un ∆-complexe donnée par Hatcher [Ibid., Section 2.1] s’applique directe-
ment au sous-cas d’un complexe simplicial K (pour peu que l’on prenne soin
de l’orienter) à travers sa réalisation comme espace topologique.
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Théorème B.3.6 (Suite exacte longue de l’homologie d’une paire)
Soient G un groupe abélien (typiquement G = Z,Z2,Q,C ou R) et

(X,A) une paire topologique, on a alors la suite exacte :

(B.1) · · · → Hk(A;G)→ Hk(X;G)→ Hk(X,A;G)→ Hk−1(A;G)→ · · ·
→ H0(X,A;G)→ 0

Démonstration. — Voir [Hat02, 2.13, pages 114–117].

Théorème B.3.7 (Suite exacte longue de la cohomologie d’une paire)
Soient G un groupe abélien et (X,A) une paire topologique, on a alors

la suite exacte :
(B.2)
· · · → Hk(X,A;G)→ Hk(X;G)→ Hk(A;G)→ Hk+1(X,A;G)→ · · ·

Démonstration. — Voir [Hat02, §3.1, page 200].

Définition B.3.8. — Soit G un groupe et [G,G] son groupe dérivé, c’est-à-
dire le sous-groupe de G engendré par les commutateurs [x, y] := xyx−1y−1.
Le sous-groupe dérivé est distingué dans G et le groupe quotient

Gab := G/[G,G]

est un groupe abélien appelé l’abélianisé de G.

Théorème B.3.9 (Théorème de Hurewicz). — Soient X un espace topo-
logique connexe par arcs et x un point de X. À un lacet γ : [0, 1]→ X passant
par x correspond naturellement une 1-chaîne qui est un cycle dont la classe
est un élément de H1(X; Z). Cette correspondance induit un isomorphisme
fonctoriel entre l’abélianisé de π1(X,x) et H1(X; Z). En particulier, si π1(X)
est abélien, H1(X; Z) ' π1(X).

Démonstration. — Voir [Hat02, Theorem 2.A1].

B.4. Théorème des coefficients universels

Rappelons, voir section A.6, qu’un Z-module de type fini M se décompose
en une partie libre et une partie de torsion :

M = Mf ⊕ Tor(M)

où Mf ' Zr et Tor(M) ' Zd1 ⊕ Zd2 ⊕ · · · ⊕ Zdl avec pour tout i < l, di > 1
et di|di+1.
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Théorème B.4.1 (Coefficients universels en cohomologie)
Soient X un espace topologique et G un groupe abélien. Alors pour tout

k, la suite

0→ Ext(Hk−1(X; Z), G)→ Hk(X;G)→ Hom(Hk(X; Z), G)→ 0

est exacte et scindée.

Démonstration. — Voir [Hat02, Theorem 3.2, page 195].

Corollaire B.4.2. — Si les groupes Hk(X; Z) et Hk−1(X; Z) sont de type
fini, alors

Hk(X; Z) ' (Hk(X; Z)/Tor(Hk(X; Z)))⊕ Tor(Hk−1(X; Z)) .

Démonstration. — Voir [Hat02, Corollary 3.3].

Théorème B.4.3 (Coefficients universels en homologie)
Soient X un espace topologique et G un groupe abélien, alors pour tout

k, la suite

0→ Hk(X; Z)⊗G→ Hk(X;G)→ Tor(Hk−1(X; Z), G)→ 0

est exacte et scindée.

Démonstration. — Voir [Hat02, Theorem 3A.3, page 264].

Corollaire B.4.4. — Soit X un espace topologique, alors pour tout k,

Hk(X; C) = Hk(X; Q)⊗Q C ,

On applique les théorèmes B.4.1 et B.4.3 à la cohomologie à coefficients
dans Z2 :

Corollaire B.4.5. — Soit X un espace topologique, alors pour tout k, les
suites

0→ Ext(Hk−1(X; Z),Z2)→ Hk(X; Z2)→ Hom(Hk(X; Z),Z2)→ 0
0→ Hk(X; Z)⊗ Z2 → Hk(X; Z2)→ Tor(Hk−1(X; Z),Z2)→ 0

sont exactes et scindées.

Remarque B.4.6. — Soit m > 1 un entier naturel, alors l’image de la mul-
tiplication par m

Z2
×m−−→ Z2

est nulle si et seulement si m est pair. On en déduit (voir par exemple [Hat02,
page 195 et proposition 3A.5, page 265]) :

— si m est pair, alors Ext(Zm,Z2) ' Z2 et Tor(Zm,Z2) ' Z2 ;
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— si m est impair, alors Ext(Zm,Z2) ' 0 et Tor(Zm,Z2) ' 0.
Par ailleurs, on a

Ext(M ⊕M ′,Z2) ' Ext(M,Z2)⊕ Ext(M ′,Z2) ;
Tor(M ⊕M ′,Z2) ' Tor(M,Z2)⊕ Tor(M ′,Z2) .

Si X est compacte on peut, à partir de la remarque ci-dessus, calculer le
groupe Hk(X; Z2) en considérant les facteurs invariants du Z-module de type
fini Hk−1(X; Z) :

Hk−1(X; Z) = Zj1 ⊕ · · · ⊕ Zjt ⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z ,

où ji divise ji+1 pour tout i. Soit l le nombre de facteurs invariants ji pairs,
on a alors Ext(Hk−1(X; Z),Z2) ' ⊕lZ2 et Tor(Hk−1(X; Z),Z2) ' ⊕lZ2 aussi.
D’où l’on tire

Hk(X; Z2) ' Hom(Hk(X; Z),Z2)⊕l Z2 ;

Hk(X; Z2) ' Hk(X; Z)⊗ Z2 ⊕l Z2 .

Exemple B.4.7. — (Homologie des espaces projectifs réels)

1. Homologie de RP2. On a H0(RP2; Z) ' Z, H1(RP2; Z) ' Z2 et
H2(RP2; Z) = {0}. On en déduit que H0(RP2; Z2) ' H1(RP2; Z2) '
H2(RP2; Z2) ' Z2 car Tor(H1(RP2; Z)) ' Z2.

2. Homologie de RP3. On a H0(RP3; Z) ' Z, H1(RP3; Z) ' Z2,
H2(RP3; Z) = {0} etH3(RP3; Z) ' Z. On en déduit queH0(RP3; Z2) '
H1(RP3; Z2) ' H2(RP3; Z2) ' H3(RP3; Z2) ' Z2 car Tor(H1(RP3; Z)) '
Z2.

Définition B.4.8 (Homologie réduite). — Les groupes d’homologie ré-
duite d’un espace topologique non vide X satisfont les relations suivantes :

H̃k(X; Z) = Hk(X; Z)

pour k > 0 et
H̃0(X; Z)⊕ Z ' H0(X; Z) .

Exemple B.4.9. — (L’homologie réduite homogénéise les énoncés)

1. L’homologie réduite du point (et donc de tout espace contractile) est
triviale pour tout k (y compris k = 0),

∀k H̃k({x}; Z) = {0} .
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2. L’homologie réduite d’une sphère de dimension n est concentrée en di-
mension n : H̃n(Sn; Z) ' Z

H̃k(Sn; Z) = 0 ∀k 6= n .

Remarquons pour être complet, que puisque S0 = {−1, 1}, on a

H0(S0; Z) ' Z⊕ Z et H̃0(S0; Z) ' Z .

Proposition B.4.10. — Soit (X,L) une paire topologique. Si X est contrac-
tile et L non vide, alors

Hk(X,L; Z) ' H̃k−1(L; Z)

pour tout k.

Démonstration. — De la suite exacte (B.1), on déduit la suite exacte :

· · · → Hk+1(X,L; Z)→ H̃k(L; Z)→ H̃k(X; Z)→ Hk(X,L; Z)→ · · ·

Comme l’homologie réduite d’un espace contractile est triviale pour tout k,
on obtient le résultat cherché.

Exemple B.4.11. — Pour tout n > 0 on aHn(Rn,Rn \ {0}; Z) ' Z
Hk(Rn,Rn \ {0}; Z) = 0 ∀k 6= n .

Démonstration. — Le groupe Hk(Rn,Rn \ {0}; Z) est isomorphe au groupe
d’homologie réduite H̃k−1(Rn \ {0}; Z) du fait que Rn est contractile, voir la
proposition B.4.10 ; lui même isomorphe à H̃k−1(Sn−1; Z) puisque Rn \{0} est
homéomorphe à Sn−1. Il ne reste qu’à appliquer l’exemple B.4.9(2).

Remarquons que pour n = k = 1, on a Hk−1(Rn \ {0}; Z) ' Z⊕ Z.

B.5. Variétés topologiques et différentielles, orientabilité

Dans cette section, on se base sur [Hat02, 3.3].

Définition B.5.1. — Une variété topologique (2) M de dimension n est un
espace topologique séparé dont tout point possède un voisinage homéomorphe
à Rn.

2. En anglais : topological manifold.
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Proposition B.5.2. — La dimension d’une variété topologique M est carac-
térisée de façon intrinsèque par le fait que pour x ∈M , le groupe d’homologie
locale

Hk(M,M \ {x}; Z)
est non nul seulement pour k = n et dans ce cas, il est isomorphe à Z.

Démonstration. — Supposons n > 0. Du fait que M est localement ho-
méomorphe à Rn, le groupe Hk(M,M \ {x}; Z) est isomorphe au groupe
Hk(Rn,Rn \ {0}; Z) par excision [Hat02, Theorem 2.20]. On conclut grâce à
l’exemple B.4.11.

Si n = 0, et si M est connexe, alors M = {x}, et Hk(M,M \ {x}; Z) =
Hk({x}; Z), le cas non connexe s’en déduit.

Définition B.5.3. — Soit M une variété topologique de dimension n. Une
orientation deM est une fonctionM → tx∈MHn(M,M \{x}; Z) qui à chaque
x ∈M associe un générateur µx du groupe cyclique Hn(M,M \ {x}; Z), cette
fonction étant assujettie à la condition de consistance locale suivante. Tout
point x ∈M possède un voisinage B ⊂ Rn ⊂M qui est une boule ouverte de
rayon fini de Rn et telle que les orientations locales µy en tout point y ∈ B sont
les images d’un même générateur µB ∈ Hn(M,M \B; Z) ' Hn(Rn,Rn \B; Z)
par les applications naturelles Hn(M,M \B; Z)→ Hn(M,M \ {y}; Z).

Une variété M admettant une orientation est dite orientable, la variété M
est dite non orientable dans le cas contraire.

Remarque B.5.4. — On déduit immédiatement de la définition ci-dessus
qu’une variété M est orientable si toutes ses composantes connexes le sont et
que M est non orientable si l’une au moins de ses composantes connexes est
non orientable.

Remarque B.5.5. — En particulier, une variété topologique M de dimen-
sion 1 est orientable. En effet, on considère une composante connexeM0 deM
et on remarque qu’une orientation en un point x détermine une orientation en
tout point y de la même composante connexe via l’isomorphisme canonique
H1(M0,M0 \ {x}; Z) ' H1(M0,M0 \B; Z) ' H1(M0,M0 \ {y}; Z) où B est la
trace de n’importe quel arc de M0 passant par x et y.

Proposition B.5.6 (Variétés non compactes). — Soit M une variété
topologique de dimension n connexe et non compacte. Alors pour tout k > n

Hk(M ; Z) = Hk(M ; Z2) = 0 .

Voir [Hat02, Proposition 3.29].



400 APPENDICE B. TOPOLOGIE

Théorème B.5.7 (Variétés compactes). — Soit M une variété topolo-
gique de dimension n connexe et compacte (3). Alors on a pour les groupes
d’homologie de degré n et plus :

1. Hn(M ; Z2) ' Z2,
2. Hn(M ; Z) ' Z si M est orientable,
3. Hn(M ; Z) ' 0 si M est non orientable,
4. Hk(M ; Z) = 0 si k > n.

Voir [Hat02, Theorem 3.26].

Remarque B.5.8 (Classe fondamentale). — Ainsi une variété topolo-
gique compacte (sans bord) connexe M de dimension n possède une Z2-classe
d’homologie fondamentale [M ] ∈ Hn(M ; Z2). Si la variété M est de sur-
croit orientée, alors elle possède même une Z-classe d’homologie fondamentale
[M ] ∈ Hn(M ; Z), voir par exemple [Hat02, Theorem 3.26].

Corollaire B.5.9. — Soit M une variété topologique de dimension
n connexe et compacte. Alors on a pour le sous-groupe de torsion de
Hn−1(M ; Z) :

1. Tor(Hn−1(M ; Z)) = 0 si M est orientable,
2. Tor(Hn−1(M ; Z)) ' Z2 si M est non orientable.

Voir [Hat02, Corollary 3.28].

Proposition B.5.10. — SoitM une variété différentielle, alorsM est orien-
table si et seulement si elle possède un atlas A dont les applications de tran-
sition préservent l’orientation, c’est-à-dire

∀(U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ A, U1 ∩U2 6= ∅ =⇒ ∀x ∈ U1 ∩U2,det dx(ϕ1 ◦ϕ−1
2 ) > 0 .

Démonstration. — Voir [Hir76, §4.4].

Exercice B.5.11. — Une variété analytique complexe est une variété diffé-
rentielle dont les applications de transition sont analytiques complexes. Mon-
trer que non seulement une telle variété est orientable, mais qu’elle est même
orientée en ce sens que la structure de variété analytique complexe (c’est-à-
dire la donnée d’un atlas maximal dont les applications de transition sont
holomorphes) induit une orientation particulière.

3. On utilise parfois l’adjectif fermée pour insister sur le fait qu’il s’agit d’une variété
« compacte sans bord ».
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Somme connexe. — La somme connexe de deux surfaces topologiques est
une opération bien connue qui permet de munir l’ensemble des classes de
surfaces compactes sans bord à homéomorphisme près d’une structure de
semi-groupe engendré par les classes du tore T2 et du plan projectif réel
RP2, le neutre étant la classe de S2 et l’unique relation étant T2#RP2 =
RP2#RP2#RP2.

SoientM1 etM2 deux variétés connexes de même dimension n. Soient B1 ⊂
M1 et B2 ⊂ M2 des boules ouvertes, les complémentaires F1 := M1 \ B1 et
F2 := M2 \ B2 sont des variétés dont le bord est homéomorphe à une sphère
Sn−1. En identifiant F1 et F2 par un difféomorphisme le long des sphères ∂F1
et ∂F2 qui les bordent, on obtient une variété sans bord. Pour les détails du
« recollement » de F1 et F2, voir [Laf96, Laf15, Exercice II.28] ou [Die70,
16.26 problèmes 12 à 15]. Sous certaines hypothèses, la variété obtenue est
unique [Ibid.] :

Définition B.5.12 (Somme connexe). — Si chacune des deux variétésM1
et M2 est non orientables ou bien admet un difféomorphisme sur elle-même
qui renverse l’orientation, la variété obtenue est uniquement déterminée par
les variétés M1 et M2 à homéomorphisme près, c’est la somme connexe des
variétés M1 et M2 ; qui est notée M1#M2.

Remarque B.5.13. — Comme toute surface orientable admet un difféo-
morphisme sur elle-même qui renverse l’orientation (il existe même un tel
difféomorphisme sans points fixes dont le quotient est la surface non orien-
table de caractéristique d’Euler moitié), la somme connexe de deux surfaces
quelconques est bien définie.

Exercice B.5.14. — Un espace projectif réel de dimension impaire est non
orientable. Un espace projectif réel de dimension paire est orientable et pos-
sède un difféomorphisme sur lui-même qui renverse l’orientation. Un espace
projectif complexe est orientable et possède un difféomorphisme qui renverse
l’orientation si et seulement s’il est de dimension (complexe) impaire, voir la
proposition 2.2.28.

On utilise aussi la notion de somme connexe orientée.

Définition B.5.15 (Somme connexe orientée). — SoientM1 etM2 deux
variétés connexes orientées de même dimension n. Soient B1 ⊂M1 et B2 ⊂M2
des boules ouvertes. Les complémentaires F1 := M1 \B1 et F2 := M2 \B2 sont
des variétés dont le bord est homéomorphe à une sphère Sn−1. En identifiant
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F1 et F2 le long des sphères ∂F1 et ∂F2 par un difféomorphisme compatible
avec les orientations induites, on obtient une variété sans bord orientée qui est
uniquement déterminée par les variétés orientéesM1 etM2 à homéomorphisme
près, c’est la somme connexe M1#M2.

Remarque B.5.16. — Si on note −M2 la variété M2 munie de son orien-
tation opposée, les sommes connexes M1#M2 et M1# −M2 ne sont pas ho-
méomorphes en général. Signalons néanmoins qu’en dimension 2, les sommes
connexes M1#M2 et M1#−M2 sont homéomorphes et qu’en dimension 3, les
sommes connexes M1#M2 et M1# −M2 sont homéomorphes lorsque M2 =
RP3 ou M2 = S2 × S1, voir [Hem76, Chapter 3].

Structures Spin. — Références générales : [LM89, Chapter II], [Mil63b].
Le groupe SO(n) des isométries directes est un groupe topologique dont le
groupe fondamental estπ1(SO(2)) = Z

π1(SO(n)) = Z2 ∀n > 2 .

Définition B.5.17 (Groupe Spin(n)). — Soit n > 1, le groupe Spin(n)
est l’unique revêtement double de SO(n).

1→ Z2 → Spin(n)→ SO(n)→ 1

Remarque B.5.18. — Pour n > 2, le groupe Spin(n) est le revêtement
universel de SO(n).

Définition B.5.19. — Une variété différentielle orientée est spinorielle si
son fibré tangent possède au moins une structure spin, voir [LM89, Chapter
II, Definition 1.3, Remark 1.9].

Proposition B.5.20. — Une variété différentielle orientée V est spinorielle
si et seulement si sa seconde classe de Stiefel-Whitney est nulle : w2(TV ) = 0.

Démonstration. — Voir [LM89, Chapter II, Theorem 2.1] ou la référence ori-
ginale [BH59, page 350].

Topologie sur un ensemble d’applications. — Soit k ∈ N∪{∞}. Étant
données deux variétés différentielles V et W de classe Ck, on note Ck(V,W )
l’ensemble des applications différentiables de classe Ck de V dans W .
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Définition B.5.21 (Topologie faible). — Soit k ∈ N. La topologie faible
(ou Ck-compacte-ouverte) sur l’ensemble Ck(V,W ) est engendrée par les ou-
verts Ω (f ; (ϕ,U); (ψ,U ′);K; ε) définis comme suit. Soit f ∈ Ck(V,W ), (ϕ,U)
une carte de V , (ψ,U ′) une carte de W , K ⊂ U un sous-espace compact tel
que f(K) ⊂ U ′ et 0 < ε 6∞. L’ouvert

Ω
(
f ; (ϕ,U); (ψ,U ′);K; ε

)
est formé des fonctions g : V →W , de classe Ck, telles que g(K) ⊂ U ′ et∥∥∥Dl(ψfϕ−1)(x)−Dl(ψgϕ−1)(x)

∥∥∥ < ε

pour tout x ∈ ϕ(K) et tout l = 0, . . . , k.
Pour k =∞, la topologie faible sur l’ensemble C∞(V,W ) est la réunion des

topologies induites par les inclusions Ck(V,W ) ↪→ C∞(V,W ) pour k fini.

Définition B.5.22 (Topologie forte). — Soit k ∈ N. La topologie forte
(ou fine, ou de Whitney) sur l’ensemble Ck(V,W ) est engendrée par les ou-
verts Ω (f ; Φ; Ψ;K; ε) définis comme suit. Soit Φ = {(ϕi, Ui)}i∈Λ une famille
localement finie de cartes de V , c’est-à-dire que chaque point x de V pos-
sède un voisinage qui rencontre seulement un nombre fini d’ouverts Ui. Soit
K = {Ki}i∈Λ une famille de sous-ensembles compacts de V tels que Ki ⊂ Ui
pour tout i. Soient Ψ = {(ψi, U ′i)}i∈Λ une famille de cartes deW et ε = {εi}i∈Λ
une famille de réels strictement positifs. Pour toute application f ∈ Ck(V,W )
qui envoie chaque Ki dans U ′i , l’ouvert

Ω (f ; Φ; Ψ;K; ε)

est formé des fonctions g : V → W , de classe Ck, telles que pour tout i ∈ Λ,
g(Ki) ⊂ U ′i et ∥∥∥Dl(ψifϕ−1

i )(x)−Dl(ψigϕ−1
i )(x)

∥∥∥ < εi

pour tout x ∈ ϕi(Ki) et tout l = 0, . . . , k.
Pour k =∞, la topologie forte sur l’ensemble C∞(V,W ) est la réunion des

topologies induites par les inclusions Ck(V,W ) ↪→ C∞(V,W ) pour k fini.

Remarque B.5.23. — Lorsque V est compacte, la topologie faible et la
topologie forte sont équivalentes sur Ck(V,W ). Pour plus de précisions, voir
[Hir76, §2.1].
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B.6. Cohomologie

SoitX un espace topologique et G un anneau (typiquement G = Z,Z2,Q,C
ou R). On note Ck(X;G) le groupe des cochaînes φ : Ck(X)→ G et Hk(X;G)
les groupes de cohomologie associés au complexe de cochaînes

(B.3) · · · → Ck(X;G)→ Ck+1(X;G)→ . . .

Définition B.6.1 (Cup-produit). — Soient X un espace topologique et
l, k des entiers. Il existe une application bilinéaire, le cup-produit :

^ : H l(X; Z)×Hk(X; Z) −→ H l+k(X; Z)

qui à la classe d’une l-cochaîne ψ ∈ C l(X; Z) et à la classe d’une k-cochaîne
φ ∈ Ck(X; Z) associe la classe de la (l + k)-cochaîne ψ ^ φ ∈ C l+k(X; Z)
dont la valeur sur un (l + k)-simplexe singulier s : ∆l+k → X est donnée par
la formule

(ψ ^ φ)(s) := ψ(s|[0,··· ,k])φ(s|[k,··· ,k+l])

On renvoie à [Hat02, §3.2] pour les détails de la construction.

Proposition B.6.2. — Soient f : X → Y une application continue entre
espaces topologiques et l, k des entiers. La naturalité du cup-produit s’explicite
pour les applications induites f∗ : H l+k(Y ; Z)→ H l+k(X; Z), f∗ : H l(Y ; Z)→
H l(X; Z) et f∗ : Hk(Y ; Z)→ Hk(X; Z) par

f∗(ψ ^ φ) = f∗(ψ) ^ f∗(φ)

pour ψ ∈ H l(Y ; Z) et φ ∈ Hk(Y ; Z).

Démonstration. — Voir [Hat02, Proposition 3.10].

Le cup-produit munit H∗(X;G) d’une structure d’anneau. Le théorème
suivant est utilisé pour calculer l’anneau de cohomologie d’un espace produit.

Théorème B.6.3. — Soient X,Y des espaces topologiques raisonnables
(CW-complexes) et G un anneau. Le cross-produit

H∗(X;G)⊗G H∗(Y ;G)→ H∗(X × Y ;G)

est un isomorphisme d’anneaux gradués si Hk(Y ;G) est un G-module libre de
type fini pour tout k.

Démonstration. — Voir [Hat02, Theorem 3.16].
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Théorème B.6.4 (Formule de Künneth). — Soient X,Y des espaces
topologiques raisonnables (CW-complexes) et K un corps. L’application cross-
produit en homologie⊕

l

(Hl(X;K)⊗K Hk−l(Y ;K))→ Hk(X × Y ;K)

est un isomorphisme pour tout k.

Démonstration. — Voir [Hat02, Corollary 3.B7].

Exemple B.6.5. — On peut calculer l’homologie des tores de dimension n
Tn = S1 × · · · × S1 à partir des nombres de Betti du cercle S1 : b0(S1) =
b1(S1) = 1 et bk(S1) = 0 pour k /∈ {0, 1}. On obtient

bk(Tn) = bk−1(Tn−1) + bk(Tn−1) .

D’où b0(Tn) = 1, b1(Tn) = b1(Tn−1) + 1 = n. En organisant les nombres de
Betti des tores sur un triangle de Pascal, on obtient :

bk(Tn) =
(
n

k

)
.

Remarque B.6.6. — Voir [Hat02, Theorem 3.B6] pour une formule de Kün-
neth valable dans le cas avec torsion.

Cohomologie à support compact. — Soit X un espace topologique et
G un anneau (typiquement G = Z,Z2,Q,C ou R). On note Ckc (X;G) le
sous-groupe de Ck(X;G) formé des cochaînes φ : Ck(X) → G pour lesquelles
il existe un ensemble compact K = Kφ ⊂ X tel que φ s’annule sur toutes
les chaînes dans X \K. Si δ : Ck(X;G) → Ck+1(X;G) désigne le morphisme
cobord, alors δφ est nul sur les chaînes dans X \K. Les sous-groupes

(B.4) · · · → Ckc (X;G)→ Ck+1
c (X;G)→ . . .

forment donc un sous-complexe du complexe des cochaînes singulières de X à
valeurs dans G.

Définition B.6.7 (Cohomologie à support compact)
Les groupes de cohomologie

Hk
c (X;G)

associés au sous-complexe (B.4) sont les groupes de cohomologie à support
compact de X à coefficients dans G.
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Proposition B.6.8. — On a la suite exacte de cohomologie à support com-
pact d’une paire compacte (X,L) :
(B.5)
· · · → Hk

c (X r L;G)→ Hk(X;G)→ Hk(L;G)→ Hk+1
c (X r L;G)→ · · ·

B.7. Dualité de Poincaré

Nous énumérons dans cette section plusieurs avatars de la dualité de Poin-
caré, l’hypothèse commune à l’ensemble des versions étant que l’espace topo-
logique ambiant soit une variété topologique, c’est-à-dire que tout point de cet
espace possède un voisinage homéomorphe à un Rn, voir la définition B.5.1.
Nous renvoyons à l’article [PP12] pour un aperçu historique. On trouvera la
plupart des preuves manquantes des énoncés qui suivent dans [Hat02, §3.3]
ou [Gre67].

Théorème B.7.1. — Soit M une variété topologique de dimension n. Il
existe un isomorphisme de dualité

DM : Hk
c (M ; Z2) '−→ Hn−k(M ; Z2) .

Si M est orientable, alors il existe un isomorphisme de dualité

DM : Hk
c (M ; Z) '−→ Hn−k(M ; Z)

qui ne dépend que du choix d’une orientation de M .

Démonstration. — Voir [Hat02, Theorem 3.35].

Corollaire B.7.2. — Soit M une variété topologique de dimension n. Si M
est compacte et orientable, alors on a un isomorphisme de dualité

DM : Hk(M ; Z) '−→ Hn−k(M ; Z).

Remarque B.7.3. — Dans ce cas, comme la variété M est compacte et
orientable, orientons la. Munie d’une orientation, la variété M possède une
classe fondamentale [M ] et l’isomorphisme DM est donné pour tout k par le
cap-produit, voir ci-dessous, avec cette classe fondamentale :

DM (φ) = [M ] _ φ .

Définition B.7.4 (Cap-produit). — Soient X un espace topologique et
l > k des entiers. Il existe une application bilinéaire, le cap-produit :

_ : Hl(X; Z)×Hk(X; Z) −→ Hl−k(X; Z)
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qui à la classe d’un l-simplexe singulier s : ∆l → X et la classe d’une k-cochaîne
φ ∈ Ck(X; Z) associe la classe du (l−k)-simplexe s _ φ := φ(s|[0,··· ,k])s|[k,··· ,l].

On renvoie à [Hat02, §3.3] pour les détails de la construction.

Proposition B.7.5. — Soit f : X → Y une application continue entre es-
paces topologiques, la propriété de naturalité du cap-produit est explicitée dans
le diagramme suivant

Hl(X; Z)×Hk(X; Z) _−−−−→ Hl−k(X; Z)

f∗

y f∗
x yf∗

Hl(Y ; Z)×Hk(Y ; Z) _−−−−→ Hl−k(Y ; Z)
par

f∗(α) _ φ = f∗(α _ f∗(φ))
pour α ∈ Hl(X; Z) et φ ∈ Hk(Y ; Z).

Démonstration. — Voir [Hat02, §3.3].

Le cup-produit et le cap-produit sont liés par la formule

ψ(α _ φ) = (φ ^ ψ)(α)

pour α ∈ Hk+l(X; Z), φ ∈ Hk(X; Z) et ψ ∈ H l(X; Z).
En considérant la partie libre des groupes de cohomologie, on obtient un

accouplement parfait :

Théorème B.7.6. — Soit M une variété topologique de dimension n. Si M
est compacte et orientée, alors pour tout 0 6 k 6 n, l’accouplement cup-produitP k : Hk(M ; Z)f ×Hn−k(M ; Z)f → Z

(φ, ψ) 7→ (φ ^ ψ)[M ]

est une forme Z-bilinéaire telle que les applications Z-linéaires induites

Hk(M ; Z)f → Hom(Hn−k(M ; Z)f ; Z)

et
Hn−k(M ; Z)f → Hom(Hk(M ; Z)f ; Z)

sont des isomorphismes.

Corollaire B.7.7. — SoitM une variété topologique compacte de dimension
paire n = 2m.
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1. L’accouplement cup-produit

Hm(M ; Z2)×Hm(M ; Z2)→ Z2

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée de déterminant 1.
2. Si M est orientée, alors l’accouplement cup-produit

Hm(M ; Z)f ×Hm(M ; Z)f → Z

est une forme bilinéaire (symétrique si m est pair, alternée sinon) non
dégénérée de déterminant ±1.

La proposition A.6.7 est une application cruciale de la dualité de Poincaré.

Théorème B.7.8 (Coefficients dans Z). — SoitM une variété topologique
de dimension n. Si M est compacte et orientée, alors pour tout 0 6 k 6 n, il
existe une application bilinéaire (une « forme d’intersection »)

Pk : Hk(M ; Z)×Hn−k(M ; Z)→ Z

qui induit une identification entre la partie libre

Hk(M ; Z)f = Hk(M ; Z)/Tor(Hk(M ; Z))

du Z-module Hk(M ; Z) et le Z-module dual Hom(Hn−k(M ; Z),Z).

En particulier, si Hk(M ; Z) et Hn−k(M ; Z) sont des Z-modules libres, alors
à toute base {ei} deHk(M ; Z) correspond une base duale {fj} deHn−k(M ; Z),
déterminée par

Pk(ei, fj) = δij .

Proposition B.7.9. — SiM est une variété topologique compacte et orientée
de dimension paire n = 2m, la forme bilinéaire en dimension moitié

Pm : Hm(M ; Z)×Hm(M ; Z)→ Z

est symétrique si m est pair et alternée si m est impair.

Théorème B.7.10 (Coefficients dans Z2). — Soit M une variété topolo-
gique de dimension n. Si M est compacte, alors pour tout 0 6 k 6 n, il existe
une forme d’intersection

Pk : Hk(M ; Z2)×Hn−k(M ; Z2)→ Z2

qui induit une identification entre le Z2-espace vectoriel Hk(M ; Z2) et
Hom(Hn−k(M ; Z2),Z2) lui même isomorphe à Hn−k(M ; Z2) puisque Z2 est
un corps.
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Proposition B.7.11. — Si M est une variété topologique compacte de di-
mension paire n = 2m, la forme bilinéaire en dimension moitié

Pm : Hm(M ; Z2)×Hm(M ; Z2)→ Z2

est symétrique.

Remarque B.7.12. — Dans le cas où M est une variété différentielle, et si
α = [A] ∈ Hk(M ; Z) et β = [B] ∈ Hn−k(M ; Z) sont les classes fondamen-
tales de deux sous-variétés différentielles orientées A de dimension k et B de
dimension n − k transverses dans M (4). Alors, comme A et B sont de di-
mensions complémentaires dans un compact, l’intersection A t B est formée
d’un nombre fini de points. Soit P ∈ A t B un tel point, on associe un signe
εP = ±1 à P : si l’orientation déterminée par l’orientation de l’espace tangent
TPA et celle de TPB est identique à celle de TPM , alors εP := 1 ; dans le cas
contraire, εP := −1. On a alors

Pk(α, β) =
∑

P∈AtB
εP ∈ Z .

Dans le cas des coefficients dans Z2, M , A et B n’ont pas besoin d’être
orientées (elles sont Z2-orientées) et Pk(α, β) est égal au nombre modulo 2 des
points P ∈ A t B.

On prendra garde que cette interprétation de la forme Pk ne s’applique qu’à
des classes bien particulières et ne permet pas de définir la forme d’intersection
en toute généralité. En particulier une classe d’homologie n’est pas toujours
représentable par une sous-variété différentielle plongée, voir [Tho54].

Remarque B.7.13. — En se plaçant dans les conditions de la remarque
ci-dessus, on montre facilement que si M est une variété de dimension paire
n = 2m, la forme bilinéaire Pm : Hm(M ; Z)×Hm(M ; Z) → Z est symétrique
si m est pair et alternée si m est impair.

Remarque B.7.14. — On peut énoncer des analogues des résultats B.7.1 et
B.7.2 pour une variété qui n’est pas forcément orientable. (Pour s’en souvenir,
il suffit de penser, comme le font les topologues, qu’une telle variété est Z2-
orientable, voir par exemple [Hat02, discussion précédant le théorème 3.26].)

Théorème B.7.15. — Soit M une variété topologique de dimension n, alors

Hk
c (M ; Z2) ' Hn−k(M ; Z2).

4. C’est-à-dire qu’en tout point P de l’intersection A∩B, on a pour les espaces tangents
TPM = TPA⊕ TPB, on indique alors que l’intersection est transverse par A t B.
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Corollaire B.7.16. — Soit M une variété topologique de dimension n. Si
M est compacte, alors

Hk(M ; Z2) ' Hn−k(M ; Z2).

Application à l’orientabilité d’une sous-variété. —

Proposition B.7.17. — Soit S ⊂ RP3 une sous-variété différentielle de
dimension 2 connexe. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. S est orientable ;
2. toute droite de RP3 transverse à S rencontre S en un nombre pair de

points ;
3. le classe d’homologie (voir la définition 3.7.1) [S]2 ∈ H2(RP3; Z2) est

nulle ;
4. le complémentaire RP3 \ V possède deux composantes connexes.

Démonstration. — On se réfère à [BR90, Proposition 5.1.7].
1 =⇒ 2 : si la surface S est orientable, elle possède une classe fondamen-

tale [S] dans H2(S; Z) mais comme H2(RP3; Z) = {0}, la classe i∗([S]) dans
H2(RP3; Z) doit être nulle. Soit H une droite de RP3 transverse à S. Comme
[H] engendre H1(RP3; Z) ' Z2, l’intersection H t S est formée d’un nombre
pair de points d’après la dualité de Poincaré.

2 =⇒ 3 : par dualité de Poincaré, [S]2 = 0 dans H2(RP3; Z2) car [H]2
engendre H1(RP3; Z2).

3 =⇒ 4 : considérons la suite exacte d’homologie de la paire (RP3, S),

0→ H3(RP3; Z2) ' Z2 → H3(RP3, S; Z2)→

H2(S; Z2) ' Z2
i∗−→ H2(RP3; Z2) ' Z2

Du fait que i∗ est triviale par hypothèse, on a alors H3(RP3, S; Z2) ' Z2⊕Z2.
Par dualité d’Alexander, voir [Hat02, Theorem 3.44], on a H0(RP3\S; Z2) '
H3(RP3, S; Z2), et RP3 \ V possède donc deux composantes connexes.

4 =⇒ 1 : du fait que RP3 \ S possède deux composantes connexes, on
peut orienter le fibré normal à S dans RP3. Comme RP3 est orientable, on
obtient une orientation du fibré tangent, c’est-à-dire une orientation de S, voir
[Hir76, Lemma 4.4.1 et Theorem 4.4.5].

Applications aux variétés algébriques. — On étudie dans cette partie la
dualité de Poincaré sur les variétés algébriques projectives et affines, complexes
et réelles.
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ANR compacts. — Un espace topologique X est normal s’il est séparé (défi-
nition B.1.1.) et s’il vérifie de plus l’axiome de séparation plus fort suivant :

Pour tout couple d’ensembles fermés A et B disjoints, il existe deux ouverts
disjoints U et V tels que A soit inclus dans U et B dans V . En particulier tout
espace métrisable est normal.

Un espace topologique est dit paracompact s’il est séparé et si tout recou-
vrement ouvert admet un raffinement (ouvert) localement fini. On rappelle
qu’un recouvrement (Xi) d’un espace topologique X est dit localement fini si
tout point de X possède un voisinage disjoint de presque tous les Xi, i.e. de
tous sauf pour un ensemble fini d’indices i.

Tout espace paracompact est normal. Tout compact est paracompact. Tout
CW-complexe est paracompact. Tout espace métrisable est paracompact, et
toute variété paracompacte est métrisable.

Définition B.7.18. — Un espace topologique X est appelé un ANR (Ab-
solute Neighborhood Retract) s’il satisfait la propriété universelle suivante.
Pour tout espace topologique normal Y , toute application continue f : B → X

définie sur un fermé B de Y s’étend en une application continue U → X d’un
voisinage ouvert U de B dans Y .

Proposition B.7.19. — (Exemples d’ANR)
1. Rn est ANR.
2. Tout ouvert d’un ANR est un ANR.
3. Toute variété topologique compacte est un ANR.
4. [Hu59, page 30 K.4] Soit X un espace métrisable, X1, X2 deux sous-

espaces fermés tels que X = X1 ∪ X2. Si X1, X2 et X1 ∩ X2 sont des
ANR, alors X est ANR.

Proposition B.7.20. — Soit V une variété topologique compacte et soit
B ⊂ V un sous-espace compact ANR, alors

Hk
c (V \B; Z) ' Hk(V,B; Z).

Démonstration. — Voir [Gre67, Cor. 27.4].

Remarque B.7.21. — Se généralise au cas où V est un ANR compact.

Proposition B.7.22. — Soit V une variété réelle projective non singulière
de dimension n et VC une complexification non singulière de V , alors

Hk(VC, V ; Z) ' H2n−k(VC \ V ; Z).
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Démonstration. — La dualité de Poincaré appliquée à la variété topologique
VC \ V de dimension 2n donne

Hk
c (VC \ V ; Z) ' H2n−k(VC \ V ; Z) .

Comme par ailleurs V est un ANR compact dans la variété compacte VC,
on a Hk

c (VC \ V ; Z) ' Hk(VC, V ; Z).

Proposition B.7.23. — Soit S une variété algébrique complexe affine non
singulière de dimension n, et (V,B) une complétion projective lisse telle que
B soit un diviseur à croisements normaux (SNC), alors

(B.6) Hk(V,B; Z) ' H2n−k(S; Z) .

Démonstration. — La dualité de Poincaré appliquée à la variété topo-
logique S donne Hk

c (S; Z) ' H2n−k(S; Z). Comme d’après la proposi-
tion B.7.19.(4), B est un ANR compact dans la variété compacte V , on a
Hk
c (S; Z) ' Hk(V,B; Z).

Exemple B.7.24 (Homologie des surfaces affines rationnelles)
Dans la situation précédente, on suppose que V est une surface complexe

(n = 2), B est alors une courbe complexe. De la suite exacte de cohomologie
associée à la paire (V,B) on extrait :

0→ H1(V ; Z)→ H1(B; Z)→
H2(V,B; Z)→ H2(V ; Z)→ H2(B; Z)→

H3(V,B; Z)→ H3(V ; Z)→ 0

En effet, H3(B; Z) = 0 car B est de dimension 2 en tant que variété to-
pologique et H1(V,B; Z) ' H3(S; Z) = 0 car S est une surface complexe
affine. Supposons maintenant que V est une surface rationnelle et que B est
un arbre de courbes rationnelles. Dans ce cas, on a H1(B; Z) ' H1(B; Z) = 0,
H1(V ; Z) ' H3(V ; Z) = 0 et H3(V ; Z) ' H1(V ; Z) = 0. En utilisant la dualité
de Poincaré (B.6) appliquée à la variété topologique S qui est de dimension 4,
on a alors une suite exacte :

0→ H2(S; Z)→ H2(V ; Z)→ H2(B; Z)→ H1(S; Z)→ 0 .

B.8. Variétés de dimension 3

Variétés de Seifert. — Soit S1 ×D2 le tore solide où S1 est le cercle unité
{u ∈ C | |u| = 1} et D2 est le disque unité fermé {z ∈ C, |z| 6 1}. Une
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fibration de Seifert du tore solide est une application différentiable de la forme

f : S1 ×D2 → D2, (u, z) 7→ uqzp,

où p, q sont des entiers naturels, tels que p 6= 0 et (p, q) = 1. L’application f est
une fibration en cercles qui est localement triviale au-dessus du disque épointé
D2 \ {0}. Si p > 1, la fibre f−1(0) est une fibre multiple de multiplicité p.

Définition B.8.1. — Une variété compacte sans bord M de dimension 3
est dite de Seifert si elle admet une fibration de Seifert, c’est-à-dire s’il existe
une application différentiable g : M → B au-dessus d’une surface B telle que
chaque point P ∈ B admet un voisinage fermé U au-dessus duquel la restric-
tion de g à g−1(U) est difféomorphe à une fibration de Seifert du tore solide.

En particulier, toute fibre de g est difféomorphe à S1 et g est localement
triviale en dehors d’un ensemble fini {P1, . . . , Pk} ⊂ B ; la fibre g−1(Pi) étant
multiple.

Espaces lenticulaires. — Soit n ∈ N∗, notons µn le sous-groupe multipli-
catif de C∗ des racines n-ièmes de l’unité.

Définition B.8.2. — Soient 0 < q < p des entiers premiers entre eux.
L’espace lenticulaire Lp,q est le quotient de la sphère

S3 = {(w, z) ∈ C2 | |w|2 + |z|2 = 1}

par l’action de µp définie par

ζ · (w, z) = (ζw, ζqz),

pour tout ζ ∈ µp et tout (w, z) ∈ C2.

Proposition B.8.3. — Tout espace lenticulaire admet une fibration de Sei-
fert.

En fait un tel espace admet une infinité de fibrations de Seifert. Les espaces
du type Lp,1 admettent même une fibration localement triviale.

Démonstration. — Une telle fibration s’obtient par exemple à partir de la
fibration de Hopf de la sphère S3 au-dessus de la sphère S2 ≈ C ∪ {∞}.

(B.7) S3 −→ S2

(w, z) 7−→ w/z .
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Un quotient cyclique de la fibration de Hopf est une fibration de Seifert
au-dessus d’un orbifold de dimension 2 (voir la définition 4.4.32) :

Lp,q −→ S2(p, q)
(w, z) 7−→ wq/z .

Nous venons de voir que tout espace lenticulaire est une variété de Seifert.
Par contre, à l’exception de L2,1#L2,1 = RP3#RP3, une somme connexe d’au
moins deux espaces lenticulaires n’admet aucune fibration de Seifert, voir les
propositions B.8.11 et B.8.13.

Variétés C∞ géométriques. — Une variété riemannienne Ω est homogène
si son groupe d’isométries Isom(Ω) agit transitivement sur Ω. Une géométrie
Ω est une variété riemannienne simplement connexe, homogène qui admet un
quotient de volume fini. Si Ω est un groupe de Lie réel, on en fait une variété
riemannienne en le munissant d’une métrique invariante à gauche et on parle
de « la » géométrie Ω.

Définition B.8.4. — Une variété différentielle M de classe C∞ est géomé-
trique siM est difféomorphe au quotient d’une géométrie Ω par un sous-groupe
discret d’isométries Λ ⊂ Isom(Ω) agissant sans point fixe. On dit aussi que
M = Λ\Ω admet une structure géométrique modelée sur Ω. Par extension, une
variété à bord est géométrique si son intérieur, voir en page 417, est géomé-
trique.

Lorsque Ω est un groupe de Lie, les hypothèses retenues impliquent l’exis-
tence d’un réseau de covolume fini, c’est-à-dire que Ω est un groupe de Lie
unimodulaire.

Définition B.8.5. — Un groupe cristallographique de dimension n est un
groupe discret Λ d’isométries de l’espace euclidien En tel que le quotient Λ\En

est compact.

Définition B.8.6. — Une variété différentielle C∞ de dimension n est sphé-
rique, (resp. euclidienne, resp. hyperbolique) si elle admet une géométrie mo-
delée sur Sn (resp. En, resp. Hn) (5).

5. Hn est le demi-espace {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0} muni de la métrique 1
x2

n
(dx2

1 +
· · ·+ dx2

n−1 + dx2
n).
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D’après le théorème d’uniformisation, on sait que toute surface topologique
compacte admet une géométrie sphérique, euclidienne ou hyperbolique, voir
par exemple [Sti92]. Il est remarquable que toute surface soit géométrique et
que de plus, toutes les géométries de dimension 2 soient à courbure sectionnelle
constante. Ceci n’est plus le cas en dimension 3 où en sus des géométries à
courbure constante S3, E3 et H3, on trouve les cinq géométries S2×E1, H2×
E1, ˜SL2(R), Nil et Sol. Thurston a montré qu’à équivalence près, les huit
géométries précédentes sont les seules en dimension 3 pourvu que l’on impose
à leur groupe d’isométries d’être maximal.

Théorème B.8.7 (Thurston). — À équivalence près, il y a exactement huit
géométries de groupe d’isométries maximal en dimension 3 :

S3, E3, H3, S2 ×E1, H2 ×E1, ˜SL2(R), Nil, Sol .

Démonstration. — Voir [BBM+10, page 2] ou [Sco83].

Nous ne décrivons pas ici de manière détaillée les huit géométries, (voir
[Sco83]) mais nous nous contentons de définir rapidement certains groupes de
Lie. Le groupe ˜SL2(R) est le revêtement universel de SL2(R). Le groupe Nil
est le groupe de Heisenberg des matrices 3× 3 triangulaires supérieures dont
les éléments diagonaux sont tous égaux à 1.

Le groupe Sol est le seul groupe de Lie de dimension 3 simplement connexe,
admettant un quotient de volume fini qui soit résoluble mais non nilpotent. Le
groupe de Lie Sol est l’ensemble R3 muni du produit semi-direct induit par
l’action

R ×R2 → R2, (z, (x, y)) 7→
(
ezx, e−zy

)
.

La loi de groupe sur R3 est

((α, β, λ), (x, y, z)) 7→
(
eλx+ α, e−λy + β, z + λ

)
et la métrique

ds2 = e−2zdx2 + e2zdy2 + dz2

est invariante à gauche. Le groupe Isom(Sol) possède huit composantes
connexes et sa composante neutre est Sol lui-même, voir [Tro98, Lemme 3.2].

Définition B.8.8. — Une variété M de dimension 3 est une variété Sol s’il
existe un sous-groupe discret d’isométries Λ ⊂ Isom(Sol) agissant sans point
fixe tel que

M = Λ\Sol .
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Nous avons vu que toute surface compacte est géométrique. A contrario une
variété M de dimension 3 n’admet pas en général de structure géométrique.
En revanche, on a

Proposition B.8.9. — Si une variété M de dimension 3 admet une struc-
ture géométrique, alors cette dernière est unique pourvu que M soit de volume
fini.

Démonstration. — Voir [Sco83, §5].

Définition B.8.10 (Variété indécomposable). — Une variété C∞ com-
pacte sans bord M de dimension 3 est indécomposable si pour toute décom-
position en somme connexe M = M1#M2, l’un des termes M1 ou M2 est
homéomorphe à S3.

Proposition B.8.11. — Soit M une variété C∞ compacte sans bord M de
dimension 3. Si M est géométrique et n’est pas difféomorphe à RP3#RP3,
alors M est indécomposable.

Démonstration. — Voir [Sco83, page 457].

Comme RP3#RP3 est modelée sur S2 ×E1, on a le corollaire suivant.

Corollaire B.8.12. — Soit M une variété C∞ compacte sans bord M de
dimension 3. Si M est géométrique pour une autre géométrie que S2 × E1,
alors M est indecomposable.

Un résultat important de la théorie est que les variétés de Seifert admettent
une structure géométrique, on a même une caractérisation des six géométries
« de Seifert », voir [Sco83, Theorem 5.3].

Proposition B.8.13. — Une variété C∞ compacte sans bord M de dimen-
sion 3, orientable, est une variété de Seifert si et seulement si M admet une
géométrie modelée sur l’une des six géométries

S3, S2 ×E1, E3, Nil, H2 ×E1, ˜SL2(R).

Cette proposition reste vraie pour M non orientable si l’on étend la défini-
tion de variété de Seifert aux variétés portant un feuilletage en cercles (ce qui
revient à admettre un modèle local non orientable en sus des modèles utilisés
dans la définition B.8.1).

Corollaire B.8.14. — Soit M = Λ\Ω une variété géométrique compacte et
sans bord, alors M est soit une variété de Seifert, soit Ω = Sol, soit Ω = H3.
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Parmi les variétés topologiques de dimension 3, les variétés hyperboliques,
c’est-à-dire les quotient Λ\H3 où Λ ⊂ PO(3, 1) est un sous-groupe discret de
déplacements, sont celles dont la géométrie est la plus riche et que l’on connait
le moins bien.

Géométrisation et classification. — Plusieurs articles sont parus dans
la Gazette des Mathématiciens à propos de la Conjecture de Poincaré et
de la conjecture de Géométrisation de Thurston [And05], [Mil04], [Bes05],
[Bes13]. En nous basant sur l’introduction de [BBM+10], nous rappelons
très rapidement l’état de l’art depuis que les travaux de Perelman ont ouvert
la voie à une classification complète.

Classification des variétés C∞ de dimension 3. — Dans cette sous-section,
une variété de dimension n peut posséder un bord, noté ∂M , caractérisé par
le fait que tout point p ∈ ∂M possède un voisinage dans M qui est localement
homéomorphe au produit Rn−1 ×R>0 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0} avec p
identifié à (0, . . . , 0). S’il est non vide, le bord d’une variété de dimension n est
une variété de dimension n− 1 dont le bord est vide : ∂∂M = ∅. L’intérieur
d’une variété à bord est la sous-variété complémentaire du bord M \ ∂M .
Tout point p ∈M \∂M possède un voisinage homéomorphe à Rn. Une variété
fermée est une variété compacte telle que ∂M = ∅.

Une surface fermée connexe S dans une variétéM de dimension 3 orientable
et compacte est essentielle si son groupe fondamental s’injecte dans π1(M) et
si S ne borde pas une 3-boule ni ne coborde un produit avec une composante
connexe de ∂M .

Énonçons la célèbre conjecture de géométrisation de Thurston (voir B.8.4
pour la définition de variété géométrique).

Conjecture B.8.15 (Conjecture de géométrisation de Thurston)
L’intérieur d’une variété de dimension 3 orientable et compacte peut

être découpée le long d’une collection finie de 2-sphères et de 2-tores plon-
gés essentiels, disjoints deux-à-deux, en une collection canonique de 3-variétés
géométriques après avoir bouché les bords sphériques par des 3-boules.

Chaque composante connexe du complémentaire de la famille de tores et
sphères admet une métrique localement homogène de volume fini. Soit M une
telle composante connexe, et M̂ la variété compacte obtenue en « bouchant »
les trous. Alors M possède une structure géométrique modelée sur l’une des
huit géométries du théorème B.8.7.
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Cette conjecture contient comme cas particulier la non moins célèbre conjec-
ture de Poincaré.

Conjecture (Conjecture de Poincaré). — SoitM une variété topologique
de dimension 3 simplement connexe et fermée alors M est homéomorphe à la
3-sphère.

En réunissant le théorème d’hyperbolisation de Thurston [BBM+10, 1.1.5]
et le théorème de Perelman [BBM+10, 1.1.6] on obtient la classification pour
les variétés orientables.

Théorème B.8.16 (Théorème de géométrisation)
La conjecture de géométrisation B.8.15 ci-dessus est vraie pour toute

variété compacte orientable de dimension 3.



APPENDICE C

FAISCEAUX, ESPACES ANNELÉS

Pour rédiger cet appendice, nous nous sommes appuyé sur les livres de
Godement [God58, Chapitre II], Liu [Liu02, § 2.2.1] et Hartshorne [Har77,
§ II.1]. Nous ne traitons pas la cohomologie des faisceaux pour laquelle nous
renvoyons le lecteur à [Liu02, §5.2] ou [Har77, Chapter III].

C.1. Faisceaux

On fera attention à une difficulté technique : en plusieurs occasions dans
ce livre, nous citons [Ser55a] où un faisceau de base X est un espace étalé
(espace topologique muni d’une application continue vers X, voir la défini-
tion C.2.2) alors que dans [Har77, Chapter II], notamment, un faisceau est
un préfaisceau (foncteur contravariant, voir la définition C.1.1 ci-dessous) as-
sujetti à des axiomes, voir la définition C.1.4. Le corollaire C.4.3 montre que
ces deux présentations sont équivalentes (d’ailleurs dans son livre, Godement
les identifie librement [God58, Remarque II.1.2.1]).

Définition C.1.1. — Soit X un espace topologique, un préfaisceau F (de
groupes abéliens) sur X consiste en la donnée pour chaque ouvert U ⊂ X d’un
groupe abélien F(U) et pour chaque couple d’ouverts emboités V ⊂ U ⊂ X

d’un morphisme de groupes (morphisme de restriction) ρUV : F(U)→ F(V ).
Le tout étant assujetti aux conditions suivantes :

1. F(∅) = {0} ;

2. ρUU = idU ;

3. si W ⊂ V ⊂ U ⊂ X sont des ouverts emboités, alors ρUW = ρVW ◦ ρUV .
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On définit de la même manière les préfaisceaux d’ensembles (resp. préfais-
ceaux d’anneaux : les F(U) sont des ensembles (resp. des anneaux) et les
ρUV : F(U)→ F(V ) sont des applications (resp. des morphismes d’anneaux).
Il existe de nombreuses variantes et par exemple pour un anneau A fixé, on
définit les préfaisceaux de A-modules et les préfaisceaux de A-algèbres.

On a une notion naturelle de sous-préfaisceau F ′ de F : F ′(U) est un sous-
groupe (resp. sous-ensemble, resp. sous-anneau, etc.) de F(U) et le morphisme
ρ′UV est induit par ρUV .

Exemple C.1.2. — Soit X un espace topologique.
1. Soit K un anneau, on définit un préfaisceau F de la manière suivante :

pour tout ouvert U ∈ X, F(U) := KU est l’anneau des fonctions définies
sur U et à valeurs dans K et les morphismes ρUV sont les restrictions
usuelles des fonctions.

2. Le préfaisceau C0 des fonctions à valeurs réelles continues est un sous-
préfaisceau du préfaisceau des fonctions à valeurs réelles : C0(U) ⊂ RU .

Soit F un faisceau sur X et U ⊂ X un ouvert. Un élément s ∈ F(U) est
appelé une section de F au-dessus de U . Une section globale est alors une
section au-dessus de l’espace X tout entier. Par analogie avec les préfaisceaux
de fonctions, on note s|V l’élément ρUV (s) de F(V ) et on l’appelle la restriction
de s à V .

Définition C.1.3. — L’ensemble des sections F(U) d’un préfaisceau F au-
dessus d’un ouvert U est aussi noté Γ(U,F).

Définition C.1.4 (Faisceau). — Un préfaisceau F est un faisceau si pour
tout ouvert U ⊂ X et pour tout recouvrement ouvert {Ui}i∈I de U les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Unicité) Si s ∈ F(U) et s|Ui = 0 pour tout i ∈ I, alors s = 0 ;
2. (Recollement des sections locales) Si si ∈ F(Ui), i ∈ I sont telles que
si|Ui∩Uj = sj |Ui∩Uj pour toute paire i, j ∈ I, alors il existe une section
s ∈ F(U) telle que s|Ui = si pour tout i ∈ I. (Cette section s est alors
unique d’après (1).)

Exemple C.1.5 (Faisceaux de fonctions). — Soit X un espace topolo-
gique. Soit K un anneau (par exemple R ou C), le préfaisceau des fonctions à
valeurs dans K de l’exemple C.1.2(1) est un faisceau, le faisceau des fonctions
sur X à valeurs dans K. Un faisceau de fonctions est un sous-faisceau du
faisceau des fonctions.
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1. Le faisceau C0 des fonctions à valeurs réelles (ou complexes) continues.
2. On définit de la même manière les faisceaux Ck des fonctions à valeurs

réelles (ou complexes) de classes Ck, C∞ des fonctions à valeurs réelles
(ou complexes) de classe C∞.

3. Le faisceau des fonctions holomorphes est un sous-faisceau du faisceau
des fonctions à valeurs complexes.

4. Plus généralement, un sous-préfaisceau du faisceau des fonctions est un
faisceau dès que la caractérisation des fonctions considérées est locale
(typiquement comme dans le cas des fonctions régulières sur un ensemble
quasi-algébrique, voir les définitions 1.2.33, 1.2.34 et 1.2.35).

Définition C.1.6 (Faisceau des restrictions sur un sous-espace)
SoientK un anneau,X un espace topologique, F un faisceau de fonctions

de X à valeurs dans K et Y ⊂ X un sous-espace topologique muni de la
topologie induite. On définit un faisceau FY sur Y en décrétant que pour tout
ouvert U de Y , une fonction f : U → A appartient à FY (U) si pour tout point
x de U , il existe un voisinage ouvert V de x dans X et une fonction g ∈ FX(V )
telle que g(y) = f(y) pour tout y ∈ V ∩ U .

Le faisceau FY est en fait le faisceau associé, voir la définition C.4.1, au
préfaisceau des restrictions de fonctions aux ouverts de Y .

Remarque C.1.7. — Notons que cette façon de définir FY est spécifique
aux faisceaux de fonctions. Remarquons en particulier que le faisceau FY ainsi
défini est un faisceau de fonctions de Y dans K.

Remarque C.1.8. — Si U ⊂ X est un ouvert, alors FU = FX |U où, pour
tout ouvert V ⊂ U , on a noté FX |U (V ) := F(V ). Voir la définition C.4.8 et
l’exemple C.4.9.

C.2. Espace étalé dans X

Soient X un espace topologique et (E, π), un couple formé d’un espace
topologique E et d’une application continue π : E → X. Soit Y un sous-
ensemble de X. On appelle section (continue) s de (E, π) au-dessus de Y toute
application continue s : Y → E telle que π(s(x)) = x pour tout x ∈ Y . On
définit un faisceau Ê de base X associé à (E, π) de la manière suivante : pour
chaque ouvert U ⊂ X, Ê(U) est l’ensemble des sections continues de (E, π)
au-dessus de U , et pour U ⊃ V , la restriction à V d’une section au-dessus de
U est la restriction de l’application U → E correspondante.



422 APPENDICE C. FAISCEAUX, ESPACES ANNELÉS

Définition C.2.1. — Le faisceau Ê ainsi défini est le faisceau des sections
de (E, π).

Définition C.2.2. — Si π est un homéomorphisme local (c’est-à-dire que
tout point p ∈ E possède un voisinage ouvert homéomorphe par π à un voi-
sinage ouvert de π(p) dans X), on dit que (E, π) est un espace étalé dans
X.

Nous verrons plus loin, définition C.4.1, que réciproquement on peut associer
un espace étalé à tout préfaisceau.

Remarque C.2.3. — La construction C.2.1 admet de nombreuses variantes.
Notamment si X est une variété différentielle (resp. analytique), on peut de la
même manière définir le faisceau des sections différentiables (resp. analytiques)
d’un couple (E, π) où E est une variété différentielle (resp. analytique) et
π : E → X est une application différentiable (resp. analytique).

Remarque C.2.4. — On peut prouver qu’un faisceau F est déterminé de
manière unique par la donnée des F(U) et ρUV pour U, V appartenant à
une base d’ouverts B de l’espace topologique X (c’est-à-dire que tout ouvert
de X est union d’éléments de B et toute intersection finie d’éléments de B
est un élément de B). Par exemple, si X est une variété algébrique réelle ou
complexe, il suffit de connaître F(D(f)) pour les ouverts affines D(f) où f est
une fonction régulière (voir l’exercice 1.3.15(3)).

C.3. Fibres d’un faisceau

Définition C.3.1. — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur un es-
pace topologique X, et soit x ∈ X. La fibre du préfaisceau F au point x est le
groupe

Fx := lim−→
U3x
F(U)

la limite inductive (voir la définition A.1.2 et l’exemple A.1.4) étant prise sur
les voisinages ouverts de X. Si F est un préfaisceau d’anneaux (resp. de A-
algèbres ou de A-modules pour un anneau A fixé), alors Fx est un anneau
(resp. un A-module ou une A-algèbre). Soit s ∈ F(U) une section ; pour tout
x ∈ U , on note l’image de s dans Fx par sx. On appelle sx le germe de s
en x. L’application F(U) → Fx, s 7→ sx est un morphisme de groupes (resp.
d’anneaux, resp. de A-modules, resp. de A-algèbres).
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Remarque C.3.2. — Dans le cas particulier d’un faisceau de fonctions F tel
que tous les ensembles de sections F(U) sont des sous-ensembles d’un même
ensemble commun et tous les morphismes de restriction sont les inclusions
ρUV : F(U) ⊂ F(V ), la limite inductive est alors la réunion et on a donc

Fx =
⋃
U3x
F(U) .

Lemme C.3.3. — Soit F un faisceau de groupes abéliens sur un espace to-
pologique X. Soient s, t ∈ F(X) des sections globales telles que sx = tx pour
tout x ∈ X. Alors s = t.

Démonstration. — On peut supposer que t = 0. Pour tout x ∈ X, il existe un
voisinage ouvert Ux de x tel que s|Ux = 0, puisque sx = 0. Comme les ouverts
{Ux}x∈X recouvrent X, on a en fait s = 0 par définition de faisceau.

Soit (E, π) un espace étalé au-dessus de X et Ê son faisceau des sections
(voir la définition C.2.1). Pour toute section s de (E, π) au-dessus d’un ouvert
U de X, l’image s(U) est ouverte dans E, c’est-à-dire qu’une section de (E, π)
est une application ouverte. Pour tout p ∈ E, π étant un homéomorphisme
local, il existe une section s de (E, π) définie dans un voisinage de x = π(p),
et telle que s(x) = p. Les ensembles de la forme s(U) forment donc une base
d’ouverts de E.

Proposition C.3.4. — La fibre Ex := π−1(x) de l’espace étalé (E, π) s’iden-
tifie à la fibre de son faisceau des sections.

Ex ' Êx = lim−→
U3x

Ê(U) .

Démonstration. — Il suffit de montrer que si deux sections s et t de (E, π)
définies dans des voisinages ouverts U et V d’un point x de X sont égales
en x, alors elles sont égales sur tout un voisinage W ⊂ U ∩ V de x. Les
sections étant des applications ouvertes, s(U) et t(V ) sont des ouverts de E.
Comme s(x) = t(x), l’intersection s(U) ∩ t(V ) est non vide. L’application π

étant un homéomorphisme local, il existe un ouvert W ′ ⊂ s(U)∩ t(V ) tel que
π|W ′ : W ′ → π(W ′) est une bijection. L’égalité π ◦ s = π ◦ t implique donc
s = t sur W := π(W ′).

On dispose d’une construction réciproque : l’ensemble somme des fibres
tx∈XFx d’un faisceau {U 7→ F(U)}U ouvert de X sur un espace topologique
X, muni d’une topologie adéquate, forme l’espace étalé de F , voir la défini-
tion C.4.1.
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Fibré localement trivial. —

Définition C.3.5. — Soient X et F des espaces topologiques. Rappelons
qu’un fibré localement trivial (1) de fibre F au-dessus de X est la donnée d’un
couple (E, π) où π : E → X est une application continue qui se trivialise
localement en un produit. À savoir qu’il existe un recouvrement ouvert {Ui}i∈I
de X et une famille d’homéomorphismes {ψi : π−1(Ui)

'−→ Ui × F}i∈I ; ces
données étant assujetties à la condition que pour tout i ∈ I le diagramme
suivant est commutatif

π−1(Ui)
ψi

'
//

π|π−1(Ui) ##

Ui × F

(u,f)7→u||
Ui

Si x ∈ Ui ∩ Uj , ψj |Ui∩Uj ◦ ψ−1
i |Ui∩Uj induit une application continue ψij de

Ui ∩ Uj dans le groupe symétrique de F .
Un revêtement de X est un fibré localement trivial dont la fibre est un

espace topologique discret. Dans ce cas, π est alors un homéomorphisme local.
Un fibré (localement trivial) différentiel de classe Ck est défini comme ci-

dessus en remplaçant les espaces topologiques en présence par des variétés
différentielles de classe Ck et les applications continues par des applications
différentiables de classe Ck.

Un fibré K-vectoriel de rang r est un fibré localement trivial de fibre F =
Kr tel que pour tout x ∈ X et toute paire d’ouverts Ui, Uj contenant x,
ψij(x) ∈ GLr(K). Plus généralement, un fibré vectoriel est un fibré vectoriel
de rang constant sur chaque composante connexe de X.

Exemple C.3.6. — Un fibré localement trivial de fibre F n’est pas en général
un espace étalé mais si la fibre F est un espace topologique discret (par exemple
un ensemble fini muni de la topologie idoine), π est alors un homéomorphisme
local. Autrement dit, un espace étalé (E, π) est un revêtement de X.

Morphismes de faisceaux. —

Définition C.3.7. — Soient F et G des préfaisceaux (resp. faisceaux) de
groupes abéliens sur un espace topologique X. Un morphisme de préfaisceaux
(resp. morphisme de faisceaux) α : F → G est une famille de morphismes de

1. Dans la littérature, localement trivial est souvent sous-entendu ; ce qui prête parfois à
confusion.
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groupes {α(U) : F(U)→ G(U)}U ouvert de X , compatibles avec les morphismes
de restriction ρUV .

F(U) αU //

ρFUV
��

G(U)

ρGUV
��

F(V ) αV
// G(V )

La composition des morphismes de préfaisceaux est clairement définie. Un
isomorphisme est donc un morphisme admettant un morphisme réciproque.
Autrement dit, un morphisme de préfaisceaux α : F → G est un isomorphisme
si et seulement si α(U) : F(U)→ G(U) est un isomorphisme de groupes pour
tout ouvert U de X.

Définition C.3.8. — Soient X un espace topologique et α : F → G un
morphisme de faisceaux de groupes abéliens sur X. Le noyau de α, noté kerα,
est donné par le préfaisceau U 7→ ker(α(U)) (qui est un faisceau). L’image de
α, notée Imα, est le faisceau associé au préfaisceau U 7→ Im(α(U)).

Remarque C.3.9. — Par définition, le faisceau kerα est un sous-faisceau
de F . Par propriété universelle du faisceau associé, il existe un morphisme
naturel θ : Imα→ G qui est en fait injectif. On peut donc identifier Imα à un
sous-faisceau de G.

Soit α : F → G un morphisme de préfaisceaux sur X. Par propriété univer-
selle de la limite inductive, on a que pour tout x ∈ X, α induit canoniquement
un morphisme de groupes αx : Fx → Gx tel que (α(U)(s))x = αx(sx) pour tout
voisinage ouvert U de x et tout élément s ∈ F(U).

Définition C.3.10. — Soient F et G des préfaisceaux sur un espace topolo-
gique X. Un morphisme de préfaisceaux α : F → G est injectif (resp. surjectif )
si pour tout x ∈ X, l’application αx : Fx → Gx est injective (resp. surjective).

Si α est injectif, alors pour tout ouvert U de X l’application α(U) : F(U)→
G(U) est injective. En particulier, α est injectif si et seulement si kerα est
trivial.

�

Même si α est surjectif, les applications α(U) : F(U)→ G(U) ne sont
pas surjectives en général.

Exemple C.3.11. — SoitX une variété analytique complexe, OX le faisceau
de groupes additifs des fonctions holomorphes et O∗X le faisceau de groupes
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multiplicatifs des fonctions holomorphes inversibles (c’est-à-dire ne s’annulant
nulle part). En associant à toute fonction holomorphe f : U → C, la fonc-
tion α(U)(f) := exp ◦f : U → C∗ pour tout ouvert U de X, on obtient un
morphisme de faisceaux α : OX → O∗X . Comme localement toute fonction ho-
lomorphe ne s’annulant pas est de la forme exp ◦f , ce morphisme de faisceaux
est surjectif ; mais il est bien connu que, si U n’est pas simplement connexe,
l’application f 7→ exp ◦f de OX(U) dans O∗X(U) n’est pas surjective puisque
l’application identité n’a pas d’antécédent.

Proposition C.3.12. — Un morphisme de faisceaux α : F → G sur X est
un isomorphisme si et seulement si αx : Fx → Gx est un isomorphisme de
groupes pour tout x ∈ X.

Démonstration. — [Liu02, Proposition 2.12].

En résumé, si αx est surjective pour tout x, αU ne l’est pas forcément pour
tout U mais si αx est injective et surjective pour tout x, alors αU aussi pour
tout U .

Corollaire C.3.13. — Soit α : F → G un morphisme de faisceaux sur X.
Alors c’est un isomorphisme si et seulement s’il est injectif et surjectif.

Définition C.3.14. — Soit X un espace topologique. Une suite de faisceaux
F → G → H est exacte si Fx → Gx → Hx est une suite exacte de groupes
pour tout x ∈ X.

Exemple C.3.15. — Revenons à l’exemple C.3.11, la fonction exponentielle
induit une suite exacte de groupes abéliens

(C.1) 0→ Z incl.−−→ C z 7→exp(2πiz)−−−−−−−−→ C∗ → 0

où C est muni de sa structure additive et C∗ sa structure multiplicative.
Soit X un espace analytique complexe réduit, en considérant les fonctions
holomorphes à valeurs dans la suite exacte (C.1), on obtient une suite exacte
de faisceaux. Soit X un espace analytique complexe réduit. On a une suite
exacte de faisceaux

(C.2) 0→ Z −→ OX −→ O∗X → 0

où Z est le faisceau constant, OX est le faisceau structural et O∗X est le faisceau
des éléments inversibles de OX pour la multiplication.
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C.4. Faisceau des sections d’un espace étalé

En fait tout faisceau est le faisceau des sections d’un espace étalé. Pour
le montrer, on considère pour commencer un préfaisceau F . On note E(F)
l’ensemble somme tx∈XFx et π : E(F) → X l’application qui envoie tout
point p ∈ Fx sur x. L’application canonique F(U) → Fx, s 7→ sx permet
d’associer à chaque élément s ∈ F(U) une application s̃ : U → E(F), x 7→ sx
qui satisfait π(s̃(x)) = x pour tout x ∈ U . Il reste à munir E(F) de la topologie
la moins fine rendant continues les applications s̃ (s ∈ F(U), U ouvert de X).
L’application π est alors un homéomorphisme local. On allège la notation du
faisceau des sections de E(F) en notant, comme Hartshorne (voir [Har77,
Definition II.1.2 et Exercise II.1.13]), F+ := Ê(F).

Si dans les constructions ci-dessus, F est un préfaisceau de groupes abéliens,
(resp. d’anneaux, etc.), E(F) est naturellement muni d’une loi de composition
continue (p, q) 7→ p+ q définie pour π(p) = π(q), et induisant sur chaque fibre
Fx une structure de groupe abélien (resp. ainsi que d’une loi de composition
continue (p, q) 7→ pq définie pour π(p) = π(q), ces deux lois induisant sur
chaque fibre Fx une structure d’anneau). Si s et t sont des sections de (E(F), π)
au-dessus d’un ouvert U de X, s + t est la section x 7→ s(x) + t(x) (resp. st
est la section x 7→ s(x)t(x)).

Définition C.4.1 (Faisceau associé à un préfaisceau)
Le couple (E(F), π) est l’espace étalé attaché au préfaisceau F et le

faisceau F+ est le faisceau associé au préfaisceau F .

Le faisceau F+ associé au préfaisceau F est muni d’un morphisme

F −→ F+

universel pour les morphismes de F dans un faisceau. À savoir que tout mor-
phisme α : F → G dans un faisceau G, se factorise par un unique morphisme
α̃ : F+ → G

F+ α̃ // G

F

OO

α

88

En particulier, si F est un sous-préfaisceau d’un faisceau G, F+ est un
sous-faisceau de G déterminé de la façon suivante : pour tout ouvert U ⊂
X, un élément f ∈ G(U) appartient à F+(U) si et seulement s’il existe un
recouvrement ouvert {Ui}i∈I de U tel que pour tout i ∈ I, ρUUi(f) ∈ F(Ui).
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Théorème C.4.2. — [God58, Théorème 1.2.1], [Har77, Proposition II.1.2]
Soient X un espace topologique et F un préfaisceau de base X. Le faisceau
F+ des sections de l’espace étalé E(F) est isomorphe au préfaisceau F si et
seulement si ce dernier est un faisceau.

Corollaire C.4.3. — Tout faisceau de base X est isomorphe au faisceau des
sections d’un espace étalé dans X, unique à isomorphisme unique près.

Remarque C.4.4. — Dans le cas où F est un préfaisceau de fonctions de X
dans K, voir l’exemple C.1.2, les sections locales de F+ au-dessus d’un ouvert
U ⊂ X sont définies par :

F+(U) = {f : U → K | ∀x ∈ U,∃V ⊂ U voisinage ouvert de x et
∃g ∈ F(V ) | f |V = g} .

Définition C.4.5. — Soient X un espace topologique, F un faisceau sur X
et F ′ un sous-faisceau de F . Alors U 7→ F(U)/F ′(U) est un préfaisceau sur
X. Le faisceau associé F/F ′ := (U 7→ F(U)/F ′(U))+ est appelé le faisceau
quotient.

Proposition C.4.6. — Soient X un espace topologique, F un faisceau sur
X et F ′ un sous-faisceau de F . On a

∀x ∈ X, (F/F ′)x = Fx/F ′x .

Remarque C.4.7. — L’espace étalé E(F) n’est pas en général un espace
topologique séparé même si X l’est. En effet, pour des sections s, t au-dessus
d’un ouvert U de X, l’ensemble des éléments x ∈ U tels que s(x) = t(x)
forme un ouvert de U ; mais si E(F) est séparé, c’est aussi un fermé de U .
En particulier, deux sections égales en x sont égales dans toute la composante
connexe de x dans U . Le faisceau F vérifie donc le principe du prolongement
analytique. Par exemple, si X est une variété analytique complexe et F est
le faisceau des fonctions analytiques, alors E(F) est séparé. Mais si F est le
faisceau des fonctions continues, alors E(F) n’est certainement pas séparé.

Définition C.4.8. — Soient X un espace topologique, F un faisceau de base
X et (E(F), π) l’espace étalé associé. Soit Y ⊂ X un sous-espace topologique
et E|Y := π−1(Y ). Le faisceau associé Ê|Y est noté F|Y , c’est le faisceau
restreint ou la restriction du faisceau F à Y .

Exemple C.4.9. — Si F est un préfaisceau sur X et U ⊂ X un ouvert. En
notant, pour tout ouvert V ⊂ U , F|U (V ) := F(V ) on obtient un préfaisceau
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sur U appelé restriction du préfaisceau F à U . Bien sûr si F est un faisceau,
on retrouve le faisceau restreint F|U défini ci-dessus.

Proposition C.4.10. — Soient X un espace topologique, F un faisceau de
base X et Y ⊂ X un sous-espace topologique. Alors pour tout x ∈ Y ,

(F|Y )x = Fx .

Soient X et Y des espaces topologiques, F un faisceau sur X, G un faisceau
sur Y , ϕ : X → Y une application continue. Alors pour tout ouvert V ⊂ Y ,
ϕ−1(V ) est un ouvert de X et on note ϕ∗F le faisceau sur Y donné par
V 7→ F(ϕ−1(V )).

Définition C.4.11. — Le faisceau ϕ∗F sur Y est appelé image directe de F .

On définit aussi un faisceau image réciproque de G, faisceau que l’on note
habituellement ϕ−1G.

Définition C.4.12. — Le faisceau ϕ−1G sur X associé au préfaisceau

U 7→ lim−→
V⊃ϕ(U)

G(V )

où U est un ouvert de X et la limite est prise au-dessus de tous les ouverts V
de Y contenant ϕ(U) est appelé image réciproque de G.

Remarque C.4.13. — Attention, dans [God58], le faisceau image réci-
proque de G par ϕ est noté ϕ∗G. Suivant [Har77, § II.5], nous réservons
cette notation au cas où G est un faisceau de OY -modules (voir la défini-
tion C.5.4 ci-dessous) : dans ce cas, ϕ−1G est un faisceau de ϕ−1OY -modules
et ϕ∗G := ϕ−1G ⊗ϕ−1OY OX est un faisceau de OX -modules.

Proposition C.4.14. — ∀x ∈ X, (ϕ−1G)x = Gϕ(x).

Exercice C.4.15. — Si i : Z ↪→ Y est l’injection canonique d’un sous-espace
topologique de Y , alors

i−1G = G|Z .

C.5. Espaces annelés

Tant que l’on se limite aux variétés algébriques, voir la définition 1.3.1, on
peut se restreindre aux faisceaux qui sont des sous-faisceaux du faisceau des
fonctions. Dans le cadre plus général de la théorie des schémas, on considère des
faisceaux d’anneaux locaux, on obtient ainsi la catégorie des espaces annelés.
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Définition C.5.1. — On appelle espace annelé (pour localement annelé en
anneaux locaux) la donnée d’un espace topologique X et d’un faisceau d’an-
neaux OX sur X tel que OX,x est un anneau local pour tout x ∈ X. Le faisceau
OX est appelé le faisceau structural de (X,OX). Soient (X,OX) et (Y,OY ) des
espaces annelés, un morphisme d’espaces annelés est un couple (ϕ,ϕ#) formé
d’une application continue ϕ : X → Y et d’un morphisme ϕ# : OY → ϕ∗OX
de faisceaux d’anneaux sur Y .

Définition C.5.2. — Un morphisme (ϕ,ϕ#) : (X,OX) → (Y,OY ) est une
immersion ouverte (resp. immersion fermée) si

1. ϕ est un homéomorphisme sur ϕ(X) ;
2. ϕ(X) est ouvert (resp. fermé) dans Y ;
3. ϕ#

x est un isomorphisme (resp. morphisme surjectif) pour tout x ∈ X.

Exemple C.5.3. — Dans le cas où OX (resp. OY ) est un sous-faisceau du
faisceau FX (resp. FY ) des fonctions à valeurs dans un anneau K, toute ap-
plication continue ϕ : X → Y induit un morphisme ϕ# : OY → ϕ∗FX de
faisceaux d’anneaux sur Y associé au morphisme « tiré en arrière » :

∀U ouvert de Y, f ∈ OY (U) 7→
(
f ◦ ϕ : ϕ−1(U)→ K

)
.

Le couple (ϕ,ϕ#) est alors un morphisme d’espaces annelés si l’image de
ϕ# est contenue dans ϕ∗OX . En particulier, si (X,OX) et (Y,OY ) sont des
variétés algébriques sur un même corpsK, (ϕ,ϕ#) est un morphisme d’espaces
annelés si et seulement si ϕ est un morphisme de variétés algébriques sur K.

Définition C.5.4. — Soit (X,OX) un espace annelé. Un faisceau de OX-
modules (ou simplement un OX-module) est un faisceau F sur X, tel que
pour tout ouvert U ⊂ X, le groupe F(U) est un OX(U)-module, et pour
toute inclusion d’ouverts V ⊂ U , le morphisme de restriction F(U) → F(V )
est compatible avec les structures de modules via le morphisme d’anneaux
OX(U)→ OX(V ).

Définition C.5.5. — Soit (X,OX) un espace annelé. La somme directe de
deux OX -modules F et G est un OX -module noté F ⊕G. Le produit tensoriel
de deux OX -modules F et G est le faisceau noté F ⊗OX G associé au préfais-
ceau U 7→ F(U)⊗OX(U) G(U), voir la proposition A.4.1 définissant le produit
tensoriel de A-modules sur un anneau A.

Définition C.5.6 (Faisceau localement libre). — Soit (X,OX) un es-
pace annelé. Un OX -module F est libre s’il est isomorphe à une somme directe
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OX ⊕ OX ⊕ . . . . Il est localement libre s’il existe un recouvrement de X par
des ouverts U pour lesquels F|U est un OX |U -module libre. Un tel ouvert U
est un ouvert trivialisant F . Le rang d’un OX -module localement libre sur un
ouvert trivialisant est le nombre, fini ou infini, de copies de OX nécessaires.
Un faisceau d’idéaux sur X est un OX -module I qui est un sous-faisceau de
OX .

Un OX -module F est donc localement libre s’il existe un recouvrement
ouvert de X et un ensemble I pour chaque ouvert U de ce recouvrement tel
que

F|U ' O(I)
X |U

où on a noté O(I)
X la somme directe de copies de OX indexée par I.

Soit r > 1 un entier. Un OX -module F est donc localement libre de rang r
s’il existe un recouvrement de X par des ouverts U pour lesquels

F|U ' OrX |U
où on a noté OrX la somme directe de r copies de OX . Plus généralement,
le rang d’un faisceau localement libre étant constant sur les composantes
connexes de X, un faisceau localement libre est de type fini s’il possède un
rang fini sur chaque composante connexe de X.

Exemple C.5.7. — Soient (X,OX) un espace annelé et F un OX -module.
On définit l’algèbre tensorielle T (F) (resp. l’algèbre symétrique S(F), resp.
l’algèbre extérieure

∧
(F)) du OX -module F en prenant le faisceau associé au

préfaisceau U 7→ T (F(U)) (resp. U 7→ S(F(U)), resp. U 7→
∧

(F(U))) où les
opérations tensorielles s’appliquent à la structure de OX(U)-module de F(U),
voir la définition A.4.8.

Si F est localement libre de rang r, alors T k(F) (resp. Sk(F), resp.
∧k(F))

est aussi un faisceau localement libre de rang rk (resp.
(r+k−1
r−1

)
, resp.

(r
k

)
).

Définition C.5.8 (Faisceau inversible). — Un faisceau inversible sur X
est un faisceau localement libre de rang 1, c’est-à-dire qu’il existe un recou-
vrement de X par des ouverts U pour lesquels F|U est isomorphe à OX |U .

Proposition C.5.9. — Soient (X,OX) un espace annelé et F un OX-
module. Alors F est un faisceau localement libre si et seulement si Fx est un
OX,x-module libre pour tout x ∈ X.

Proposition C.5.10 (Formule de projection). — Soit ϕ : (X,OX) →
(Y,OY ) un morphisme d’espace annelés. Si F est un OX-module et E est
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un faisceau de OY -modules localement libre de rang fini, alors il existe un
isomorphisme naturel

ϕ∗(F ⊗OX ϕ
∗E) ' ϕ∗(F)⊗OY E .

C.6. Faisceaux cohérents

Nous commençons par la définition la plus générale. Dans les cas qui nous
intéressent, voir l’exemple C.6.8, nous verrons qu’un faisceau cohérent est un
faisceau isomorphe au quotient d’un faisceau de modules localement libre de
type fini.

Définition C.6.1 (Faisceau engendré par ses sections globales)
Soient (X,OX) un espace annelé et F un OX -module. On dit que F

est engendré par ses sections globales en x ∈ X si le morphisme canonique
F(X) ⊗OX(X) OX,x → Fx est surjectif. On dit que F est engendré par ses
sections globales si c’est le cas en tout point x de X.

Exemple C.6.2. — Soit (X,OX) un espace annelé. Soit I un ensemble, alors
le faisceau O(I)

X somme directe de copies de OX indexée par I est engendré
par ses sections globales.

Lemme C.6.3. — Soit (X,OX) un espace annelé. Alors un OX-module F
est engendré par ses sections globales si et seulement s’il existe un ensemble I
et un morphisme surjectif de OX-modules

O(I)
X → F → 0 .

Définition C.6.4 (Faisceau quasi-cohérent). — Soient (X,OX) un es-
pace annelé et F un OX -module. On dit que F est quasi-cohérent si pour tout
x ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X et une suite exacte de
OX -modules

O(J)
X |U → O

(I)
X |U → F|U → 0 .

Exemple C.6.5. — Soit (X,OX) un espace annelé.

1. Le faisceau structural OX est quasi-cohérent.

2. Tout OX -module localement libre est quasi-cohérent.

3. Tout faisceau d’idéaux est quasi-cohérent.
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Définition C.6.6 (Faisceau de type fini). — Soient (X,OX) un espace
annelé et F un OX -module. On dit que F est de type fini si pour tout x ∈ X,
il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un entier r > 1 et un morphisme
surjectif de OX -modules

OrX |U → F|U → 0 .

Définition C.6.7 (Faisceau cohérent). — Soient (X,OX) un espace an-
nelé et F un OX -module. On dit que F est cohérent s’il est de type fini et si
pour tout ouvert U de X, tout entier r et tout morphisme α : OrX |U → F|U ,
le noyau kerα est de type fini.

Exemple C.6.8 (Faisceau structural). — 1. Le faisceau structural
OX d’une variété algébrique (X,OX) sur un corps K algébriquement
clos est cohérent.

2. Le faisceau structural OX d’un schéma localement noethérien (X,OX)
est cohérent.

3. Le faisceau des germes de fonctions holomorphes sur une variété analy-
tique complexe non singulière est cohérent, [Oka50].

Définition C.6.9 (Faisceau de présentation finie)
Soient (X,OX) un espace annelé et F un OX -module. On dit que F est

de présentation finie si pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de x
dans X, des entiers r > 1 et c > 1 et une suite exacte de OX -modules

OcX |U → OrX |U → F|U .

Tout faisceau cohérent est de présentation finie. La réciproque est vraie
lorsque le faisceau structural est lui-même cohérent.

Proposition C.6.10. — Soit (X,OX) un espace annelé. Si le faisceau OX
est cohérent, alors un OX-module est cohérent si et seulement s’il est de pré-
sentation finie.

Corollaire C.6.11. — Soit (X,OX) un espace annelé de faisceau structural
OX cohérent.

1. Tout OX-module localement libre de type fini (c’est-à-dire de rang fini
sur tout ouvert trivialisant) est cohérent. En particulier tout OX-module
localement libre de rang fini, et donc tout faisceau inversible, est cohé-
rent.
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2. Tout faisceau d’idéaux de type fini est cohérent. En particulier le faisceau
d’idéaux des fonctions régulières s’annulant sur une sous-variété fermée
d’une variété algébrique X de faisceau structural cohérent est cohérent.

C.7. Variétés algébriques sur un corps algébriquement clos

Proposition C.7.1. — Soit (X,OX) une variété algébrique sur un corps K
algébriquement clos. Un faisceau de OX-modules F est cohérent si et seulement
s’il est de type fini et quasi-cohérent.

Définition C.7.2 (OX-module associé à un Γ(X,OX)-module)
Soient X une variété algébrique affine sur un corps K algébriquement

clos, A := A(X) = Γ(X,OX) l’anneau des coordonnées affines de X et M un
A-module. On définit un OX -module M̃ sur les ouverts principaux de X (ces
ouverts forment une base d’ouverts de X d’après l’exercice 1.3.15(3)). Soit
f ∈ A on pose M̃(D(f)) = Mf = M ⊗A Af . En particulier on a M̃(X) =
Γ(X, M̃) = M .

Théorème C.7.3. — Soit (X,OX) une variété algébrique sur un corps K
algébriquement clos.

Un faisceau de OX-modules F est quasi-cohérent si et seulement si pour
tout ouvert affine U de X, les OX(U)-module F|U et F̃(U) sont isomorphes.

Il est cohérent si et seulement si les OX(U)-module F|U et F̃(U) sont iso-
morphes et de type fini.

Théorème C.7.4. — Soit (X,OX) une variété algébrique irréductible sur
un corps K algébriquement clos. Alors ΩX est un faisceau localement libre de
rang n = dimX si et seulement si X est non singulière.

Démonstration. — Voir [Har77, Theorem II.8.15].

Proposition C.7.5. — Soient (X,OX) une variété algébrique sur un corps
K algébriquement clos et F un faisceau cohérent. Alors F est un faisceau
inversible si et seulement s’il existe un faisceau cohérent G tel que F⊗G ' OX .

On renvoie à [Per95, III.7] pour d’autres propriétés des faisceaux quasi-
cohérents sur un corps algébriquement clos.



APPENDICE D

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

Nous nous sommes inspiré du fameux article GAGA de Serre [Ser56] pour
le début de cet appendice.

D.1. Espaces analytiques complexes, fonctions holomorphes

Définition D.1.1. — Un sous-ensemble U de Cn est analytique s’il est lo-
calement lieu des zéros de fonctions holomorphes. Formellement : pour tout
x ∈ U , il existe des fonctions f1, . . . , fk holomorphes dans un voisinage W de
x, et telles que pour tout z ∈ W , z appartient à U ∩W si et seulement si
fi(z) = 0, i = 1 . . . k. La restriction à U du faisceau des fonctions holomorphes
H sur Cn est le faisceau, noté HU , des fonctions holomorphes sur U .

Un sous-ensemble analytique U ⊂ Cn est localement fermé dans Cn, donc
localement compact pour la topologie induite par celle de Cn. Soit x ∈ U ,
l’anneau des germes HU,x est isomorphe au quotient de Hx par l’idéal de
Hx formé des germes de fonctions dont la restriction à U est nulle dans un
voisinage de x.

Définition D.1.2. — Un espace (1) analytique complexe est un couple
(X,OX) où X est un espace topologique et OX est un sous-faisceau du fais-
ceau des fonctions sur X à valeurs dans C ; ces deux données étant assujetties
aux deux conditions suivantes.

1. En anglais, on dispose du terme manifold pour le cas non singulier. En français, le
terme variété suppose que l’espace considéré est non singulier dans la catégorie des variétés
topologiques, celle des variétés différentielles, celle des variétés analytiques mais pas dans la
catégorie des variétés algébriques.
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1. Il existe un recouvrement de l’espace X par des ouverts Ui tels que
(Ui,OX |Ui) est isomorphe comme espace annelé à un sous-ensemble ana-
lytique d’un Cn muni de son faisceau des fonctions holomorphes.

2. La topologie sur X est séparée, voir la définition B.1.1. Dans toutes
les applications, on suppose de fait que l’espace topologique est à base
dénombrable d’ouverts.

Le faisceau OX est appelé faisceau des fonctions holomorphes ou faisceau
des fonctions analytiques.

Si X et Y sont des espaces analytiques complexes, un morphisme (ou appli-
cation analytique) ϕ : X → Y est une application continue telle que pour
tout ouvert V ⊂ Y et toute fonction analytique f : V → K, la fonction
f ◦ ϕ : ϕ−1(V )→ K est analytique.

Soit X un espace analytique, x un point de X, et Ox l’anneau des germes de
fonctions holomorphes sur X au point x ; cet anneau est une C-algèbre locale :
son unique idéal maximal m est formé des fonctions f nulles en x et Ox/m = C.
Lorsque X = Cn, l’algèbre Ox = Hx n’est autre que l’algèbre C

{
z1, . . . , zn

}
des séries convergentes à n variables ; dans le cas général, Ox est isomorphe
à une algèbre quotient C

{
z1, . . . , zn

}
/I. Il en résulte que Ox est un anneau

noethérien. En particulier, pour que X soit isomorphe à Cn au voisinage de x,
il faut et il suffit que l’algèbre Hx soit isomorphe à C

{
z1, . . . , zn

}
, c’est-à-dire

que Ox soit un anneau local régulier (définition 1.5.32) de dimension n. Un
espace analytique dont tout point est régulier est appelé variété analytique,
voir la définition D.2.1 et la remarque D.2.2.

Toute variété algébrique complexe (X,OX) est naturellement munie d’une
structure d’espace analytique complexe (Xh,OhX) où Xh est l’ensemble sous-
jacent à l’espace X muni de la topologie euclidienne et OhX est le faisceau des
fonctions holomorphes associé àOX , c’est-à-dire que pour tout x ∈ X,OhX,x est
le sous-anneau analytique de l’anneau des germes en x de fonctions à valeurs
complexes engendré par OX,x. Une propriété essentielle de cette construction
est que les complétés des anneaux locaux OX,x et OhX,x sont isomorphes pour
tout x ∈ X. [Ser56, pages 9–11].

Théorème D.1.3 (Théorème de finitude de Cartan-Serre)
Soit (X,OX) un espace analytique compact et F un faisceau cohérent

sur X. Alors le C-espace vectoriel H i(X,F) est de dimension finie pour tout
i > 0 et

H i(X,F) = {0} pour tout i > dimCX .
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Démonstration. — Voir [CS53] ou [BHPVdV04, Theorem 8.3].

D.2. Variétés analytiques complexes

Définition D.2.1. — Une variété analytique complexe (2) est un espace ana-
lytique (X,OX) qui est localement isomorphe à Cn. SiX et Y sont des variétés
analytiques complexes, un morphisme (ou application holomorphe) ϕ : X → Y

est une application continue telle que pour tout ouvert V ⊂ Y et toute fonction
holomorphe f : V → K, la fonction f ◦ ϕ : ϕ−1(V )→ K est holomorphe.

Remarque D.2.2. — Un espace analytique est donc une variété analytique
si et seulement s’il est non singulier.

Variétés de Stein. — Nous renvoyons le lecteur intéressé à [GR79] pour
la définition originale des variété de Stein et nous nous contentons ici d’en
donner une définition équivalente d’après le théorème de plongement pour les
variétés de Stein [Ibid.].

Définition D.2.3. — Une variété analytique complexe est une variété de
Stein si elle admet un plongement holomorphe propre dans un espace affine Cn.

Rappelons qu’une variété algébrique V est affine si elle est isomorphe à une
sous-variété fermée d’un espace affine.

Exemple D.2.4. — La variété analytique complexe sous-jacente à une va-
riété algébrique affine non singulière sur C est une variété de Stein.

En revanche la réciproque est fausse. Il existe des variétés algébriques non
singulières qui sont de Stein sans être affines. Voir par exemple [Nee89] pour
des développements à ce sujet.

Dualité de Serre. —

Théorème D.2.5 (Dualité de Serre). — Soient X une variété complexe
projective non singulière de dimension n et L un fibré vectoriel holomorphe
sur X, alors

Hk(X,L) ' Hn−k(X,L∨ ⊗KX) .
En particulier

χ(L) = χ(L∨ ⊗KX) .

2. On trouve parfois variété holomorphe dans la littérature.
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Démonstration. — Voir [Ser55b] pour la démonstration originale ou [Har77,
Chapter III, Corollary 7.7] pour une version en géométrie algébrique.

D.3. Variétés kählériennes, théorie de Hodge

Pour une étude détaillée, on renvoie à [Voi02, Chapitre III].

Définition D.3.1. — Soit X une variété analytique complexe de dimension
n. On note TX le fibré tangent holomorphe de X, il s’agit du fibré tangent
réel TX,R à la variété différentielle sous-jacente muni de la structure complexe
héritée de la structure analytique de X.

Le fibré TX est isomorphe au sous-fibré T 1,0
X ⊂ TX,C = TX,R ⊗C formé des

champs de vecteurs holomorphes, voir plus loin.

Définition D.3.2. — Le dual du fibré tangent holomorphe TX est le fibré des
formes holomorphes ΩX := Ω1

X = T ∨X . Le fibré des p-formes holomorphes sur
X est défini par Ωp

X :=
∧p ΩX . Le fibré canonique de X est le fibré holomorphe

en droites complexes

KX :=
n∧
T ∨X = Ωn

X = det ΩX .

Théorème D.3.3. — Soit n un entier positif non nul. On a une suite exacte
de faisceaux sur Pn(C) :

0→ ΩPn(C) →
n+1termes

OPn(C)(−1)⊕ · · · ⊕ OPn(C)(−1)→ OPn(C) → 0

où OPn(C)(−1) est le fibré tautologique, voir la section F.1 ou la défini-
tion 2.6.14.

Démonstration. — Voir [Har77, Theorem 2.8.13] pour une preuve en géomé-
trie algébrique.

Une métrique hermitienne sur une variété holomorphe X est une famille
C∞ de produits scalaires hermitiens sur chaque espace tangent holomorphe,
c’est-à-dire une section h ∈ Γ∞

(
X,
(
T 1,0
X ⊗ T 1,0

X

)∗)
telle que

1. hx(u, v) = hx(v, u) pour tout x ∈ X et pour tous vecteurs u, v ∈ T 1,0
x ;

2. hx(u, u) > 0 pour tout vecteur non nul u ∈ T 1,0
x .
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Une métrique hermitienne h sur une variété holomorphe X détermine une
métrique riemannienne g sur la sous-variété différentielle sous-jacente, c’est la
partie réelle de h :

g = 1
2(h+ h) .

La forme g est une forme bilinéaire symétrique sur le fibré complexifié TX,C =
TX,R ⊗C. Comme g est égale à sa conjuguée, c’est la complexification d’une
forme bilinéaire symétrique réelle sur TX,R.

La métrique h détermine aussi une (1, 1)-forme ω = −=(h) = i
2(h−h). Pour

la même raison que précédemment, ω est la complexification d’une forme réelle
sur le fibré tangent réel TX,R.

Définition D.3.4 (Variétés kählériennes). — Une variété kählérienne,
ou variété de Kähler, est une variété analytique complexe (non singulière donc)
munie d’une métrique hermitienne h telle que la 2-forme ω = −=(h) est fermée.
La métrique h est alors une métrique de Kähler, ou métrique kählérienne sur
X et la forme ω est une forme de Kähler sur X.

Remarque D.3.5. — La forme ω étant non dégénérée et fermée, c’est une
forme symplectique. Une variété kählérienne est donc naturellement une va-
riété symplectique.

Exemple D.3.6. — La variété analytique sous-jacente à une variété algé-
brique complexe projective non singulière est kählérienne. En effet, les es-
paces projectifs complexes sont kählériens. Un tel espace est muni de la mé-
trique de Fubini-Study qui est kählérienne. On considère la fibration de Hopf
Sn+1 → CPn dont les fibres sont des grands cercles de Sn+1. La métrique sphé-
rique sur Sn+1 est la restriction de la métrique euclidienne de l’espace ambiant
Rn+2. Elle est invariante sous l’action du groupe des rotations, identifié à S1.
La métrique de Fubini-Study sur CPn = Sn+1/S1 est alors la métrique induite
par la métrique sphérique de Sn+1. On renvoie à [Voi02, 3.3.2] pour plus de
détails sur cette métrique, et notamment son expression en coordonnées. Par
restriction de la métrique de Fubini-Study, toute variété analytique complexe
projective est une variété kählérienne compacte.

Exemple D.3.7 (Autres exemples de variétés kählériennes)
1. Toute courbe analytique complexe non singulière, c’est-à-dire toute sur-

face de Riemann, voir l’appendice E, est kählérienne (et même projective
si elle est compacte, voir théorème E.2.28). En effet, en dimension com-
plexe 1, toute 2-forme est fermée.
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2. Toute surface K3 est kählérienne, d’après le théorème de Siu, voir
[Siu83] ou [X85].

3. L’espace euclidien complexe Cn est kählérien pour la métrique hermi-
tienne standard.

4. Par passage au quotient, tout tore complexe Cn/Γ, où Γ est un réseau
dans R2n, est kählérien.

Théorie de Hodge. — On peut se référer aux deux premiers chapitres de
[GH78, Chapitre 0] pour cette sous-section.

SoitX une variété analytique complexe de dimension n. Pour a ∈ X, on note
un système de coordonnées analytiques centrées en a par z = (z1, z2, . . . , zn).
On a trois notions d’espace tangent en a.

1. Tangent réel. On note TR,a le tangent réel usuel pour la structure de
variété C∞ de X, on le réalise comme l’espace des dérivations R-linéaires
de l’anneau des germes de fonctions C∞ à valeurs réelles, i. e. en écrivant
les coordonnées zj = xj + iyj au voisinage de a, on a

TR,a = R{ ∂

∂xj
,
∂

∂yj
} .

2. Tangent complexe. On note TC,a = TR,a ⊗C le tangent complexifié. On
peut le voir comme l’espace des dérivations C-linéaires de l’anneau des
germes de fonctions C∞ à valeurs complexes

TC,a = C{ ∂

∂xj
,
∂

∂yj
} = C{ ∂

∂zj
,
∂

∂zj
} ;

où
∂

∂zj
= 1

2( ∂

∂xj
− i ∂

∂yj
) ; ∂

∂zj
= 1

2( ∂

∂xj
+ i

∂

∂yj
) .

3. Décomposition de TC,a. On définit T 1,0
a = C{ ∂

∂zj
} ⊂ TC,a l’espace tan-

gent holomorphe en a. On peut le caractériser comme le sous-espace
de TC,a formé des dérivations qui s’annulent pour les fonctions f anti-
holomorphes (c’est-à-dire telles que f̄ soit holomorphe). L’espace T 1,0

a est
donc indépendant du choix des coordonnées en a. On note T 0,1

a = C{ ∂
∂zj
}

le tangent anti-holomorphe. On a une décomposition en somme directe
(D.1) TC,a = T 1,0

a ⊕ T 0,1
a .

On remarque que TC,a est muni d’une structure réelle par définition.
La conjugaison

∂

∂zj
7→ ∂

∂zj
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est donc bien définie et on a

T 0,1
a = T 1,0

a .

On note Ak(X,R) l’espace des k-formes différentielles à valeurs réelles sur
X et Zk(X,R) ⊂ Ak(X,R) le sous-espace des formes fermées. On note aussi
A(X,R) :=

⊕
k A

k(X,R) l’espace de toutes les formes différentielles. De
même, Ak(X,C) est l’espace des k-formes à valeurs complexes, Zk(X,C) son
sous-espace des formes fermées et A(X,C) :=

⊕
k A

k(X,C). Les groupes de
cohomologie de De Rham de X sont alors définis par :

Hk
DR(X,R) = Zk(X,R)

dAk−1(X,R) ;

Hk
DR(X,C) = Zk(X,C)

dAk−1(X,C) .

Remarque D.3.8. — On a Hk
DR(X,C) = Hk

DR(X,R)⊗C.

D’après (D.1), on a une décomposition du cotangent

T ∗C,a = (T 1,0
a )∗ ⊕ (T 0,1

a )∗

pour chaque a ∈ X. On en déduit une décomposition de l’algèbre extérieure
k∧
T ∗C,a =

⊕
p+q=k

(
p∧

(T 1,0
a )∗ ⊗

q∧
(T 0,1
a )∗) .

On pose

Ap,q(X) :=
{
ϕ ∈ Ak(X,C) | ϕ(a) ∈

p∧
(T 1,0
a )∗ ⊗

q∧
(T 0,1
a )∗, ∀a ∈ X

}
et on a

(D.2) Ak(X,C) =
⊕
p+q=k

Ap,q(X) .

Le résultat fondamental de Hodge est d’établir la décomposition correspon-
dante pour la cohomologie lorsque la variété X est kählérienne compacte.

Une forme différentielle ϕ ∈ Ap,q(X) est dite de type (p, q). On note
πp,q : A(X,C) → Ap,q(X) les projections. Soit ϕ une forme différentielle de
type (p, q). On a pour tout a ∈ X,

dϕ(a) ∈
( p∧

(T 1,0
a )∗ ⊗

q∧
(T 0,1
a )∗

)
∧ T ∗C,a ,
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c’est-à-dire
dϕ ∈ Ap+1,q(X)⊕Ap,q+1(X) .

On définit les opérateurs

∂̄ : Ap,q(X)→ Ap,q+1(X) , ∂ : Ap,q(X)→ Ap+1,q(X)

par
∂̄ = π(p,q+1) ◦ d , ∂ = π(p+1,q) ◦ d .

On a alors
d = ∂ + ∂̄ .

Soit Zp,q
∂̄

(X) l’espace des formes ∂̄-fermées de type (p, q). Du fait que ∂̄2 = 0
sur Ap,q(X), on peut définir les groupes de cohomologie de Dolbeault

Hp,q

∂̄
(X) =

Zp,q
∂̄

(X)
∂̄Ap,q−1(X)

.

Soit Zp,q(X) l’espace des formes différentielles à valeurs complexes fermées
de type (p, q), on définit aussi

Hp,q(X) = Zp,q(X)
dA(X,C) ∩ Zp,q(X) .

Théorème de De Rham. — On rappelle que H∗(X; R) désigne la coho-
mologie singulière de X à valeurs dans R. C’est aussi la cohomologie à valeurs
dans le faisceau constant R. Soient ϕ une p-forme fermée et σ le bord d’une
(p+ 1)-chaîne τ . Le théorème de Stokes donne∫

σ
ϕ =

∫
τ
dϕ = 0 .

La p-forme ϕ définit donc un p-cocycle singulier. De plus pour toute p-forme
ϕ et pour tout p-cycle σ, on a

∀η ∈ Ap−1(X,R),
∫
σ
ϕ =

∫
σ
ϕ+ dη .

On a donc une application H∗DR(X,R) → H∗(X; R) qui est en fait un
isomorphisme d’après le théorème suivant :

Théorème D.3.9 (De Rham). — Soit X une variété C∞. On a un iso-
morphisme

H∗DR(X,R) ' H∗(X; R) .
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Pour le prouver, on utilise une résolution fine du faisceau constant R. On
note Ap le faisceau des germes de p-formes C∞ sur X. La suite

0→ R ↪→ A0 d−→ A1 d−→ A2 d−→ · · ·

est exacte grâce au lemme de Poincaré qui dit que toute forme fermée est
localement exacte :

Lemme D.3.10. — Soit α une forme de degré d de classe C1 sur X avec
d > 0. Si dα = 0, alors pour tout ouvert contractile U de X, il existe une
forme β de degré d− 1 de classe C1 sur U telle que α|U = dβ.

Démonstration. — Voir [GH78, Section 0.2, page 25] ou [Voi02, Proposi-
tion 2.31].

Cette suite se scinde en une liste de suites exactes courtes (dAp désigne le
faisceau des p-formes fermées).

0→ R ↪→ A0 d−→ dA0 → 0

0→ dA0 ↪→ A1 d−→ dA1 → 0
...

0→ dAp−2 ↪→ Ap−1 d−→ dAp−1 → 0

Les suites de cohomologie associées se scindent car Hq(X,Ap) = 0 pour
tout q non nul et on obtient

Hp(X; R)
' Hp−1(X, dA0)
' Hp−2(X, dA1)

...
' H1(X, dAp−2)

' H0(X, dAp−1)
dH0(X,Ap−1)

= Γ(dAp−1)
dΓ(Ap−1)

= Hp
DR(X,R).
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Théorème de Dolbeault. — On rappelle que Ωp est le faisceaux des germes
de p-formes holomorphes sur X et Hq(X,Ωp) le q-ième groupe de cohomologie
à valeurs dans ce faisceau.

Théorème D.3.11 (Dolbeault). — Soit X une variété analytique com-
plexe, on a

Hq(X,Ωp
X) ' Hp,q

∂̄
(X)

On note Ap,qX le faisceau sur X des formes C∞ de type (p, q). On a une
résolution fine du faisceau Ωp

X

0→ Ωp
X ↪→ Ap,0X

∂̄−→ Ap,1X
∂̄−→ · · ·

Cette suite est exacte par le lemme de Poincaré pour ∂̄ qui dit qu’une forme
∂̄-fermée est localement ∂̄-exacte :

Lemme D.3.12. — Soit α une forme de type (p, q) de classe C1 sur X avec
q > 0. Si ∂̄α = 0, alors pour tout ouvert contractile U de X, il existe une
forme β de type (p, q − 1) de classe C1 sur U telle que α|U = ∂̄β.

Démonstration. — Voir [GH78, Section 0.2, page 25] ou [Voi02, Proposi-
tion 2.31].

Le reste de la démonstration se calque sur la précédente.

Décomposition de Hodge. — Il nous reste à montrer que la décomposi-
tion (D.2) page 441, passe à la cohomologie lorsque la variétéX est kählérienne
compacte. On ne connaît pas de démonstration algébrique de ce fait, la preuve
utilise une méthode transcendante. Le plan de la démonstration est le suivant.
Chaque classe de cohomologie dans H∗DR(X,C) est représentée par une forme
harmonique unique ; c’est le théorème de Hodge. D’autre part, comme X est
kählérienne, les formes harmoniques se décomposent Hr =

⊕
p+q=rHp,q.

Commençons par introduire les formes harmoniques. De la métrique her-
mitienne donnée sur X, on tire un produit hermitien, noté (·, ·), qui fait de
Ap,q(X) un espace préhilbertien. On montre que c’est même un espace de
Hilbert et on introduit le laplacien ∆∂̄ pour répondre à la question :

Une forme ψ ∈ Zp,q
∂̄

(X) étant donnée, peut-on trouver, dans la classe de
cohomologie [ψ] ∈ Hp,q

∂̄
(X) de ψ un représentant de norme minimale ?

On peut montrer que ∂̄ est un opérateur borné sur Ap,q(X). Ceci permet
d’introduire son adjoint ∂̄∗ : Ap,q(X)→ Ap,q−1(X) défini par

∀η ∈ Ap,q−1(X), (∂̄∗ψ, η) = (ψ, ∂̄η) .
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On montre alors que ψ est de norme minimale dans ψ+ ∂̄Ap,q−1 si et seule-
ment si

∂̄∗ψ = 0 .
Les éléments du groupe Hp,q

∂̄
(X) sont donc représentés par les solutions du

système du second ordre

∂̄ψ = 0 , ∂̄∗ψ = 0 .

On introduit le laplacien pour remplacer ce système par une seule équation

∆∂̄ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄ .

En effet d’une part, il est clair que ∂̄ψ = ∂̄∗ψ = 0 implique ∆∂̄ψ = 0 ;
d’autre part, l’identité

(∆∂̄ψ,ψ) = (∂̄∂̄∗ψ,ψ) + (∂̄∗∂̄ψ, ψ) = |∂̄∗ψ|2 + |∂̄ψ|2

permet de conclure pour la réciproque.
Une forme ψ vérifiant ∆∂̄ψ = 0 est dite harmonique. On note Hr l’espace

des formes harmoniques de degré r etHp,q(X) l’espace des formes harmoniques
de type (p, q).

Théorème D.3.13 (Hodge). — Soit X une variété analytique complexe
compacte. Alors

1. dimHp,q(X) <∞.
2. La projection orthogonale

H : Ap,q(X)→ Hp,q(X)

est bien définie et il existe un opérateur unique, l’opérateur de Green,

G : Ap,q(X)→ Ap,q(X)

tel que

G(Hp,q(X)) = 0 , ∂̄G = G∂̄ , ∂̄∗G = G∂̄∗

et
Id = H+ ∆G sur Ap,q(X) .

Cette équation s’écrit aussi ∀ψ ∈ Ap,q(X),

ψ = H(ψ) + ∂̄(∂̄∗Gψ) + ∂̄∗(∂̄Gψ) .

On obtient donc pour ψ ∈ Zp,q
∂̄

(X), l’identité ψ = H(ψ) + ∂̄(∂̄∗Gψ) car
∂̄Gψ = G∂̄ψ = 0. D’où un isomorphisme

Hp,q

∂̄
(X) ' Hp,q .



446 APPENDICE D. GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

On introduit aussi l’opérateur ∆d = dd∗ + d∗d et la condition de Kähler
implique alors que ∆d = 2∆∂̄ . On en déduit le résultat suivant :

Proposition D.3.14. — Si X est kählérienne, les espaces vectoriels com-
plexes Hp,q

∂̄
(X) et Hp,q(X) sont isomorphes.

Pour la même raison, toujours si X est kählérienne, le laplacien ∆∂̄ est un
opérateur réel, d’où Hq,p = Hp,q. De plus, étant réel, ∆∂̄ commute avec les
projections πp,q et on a

Hr(X) '
⊕
p+q=r

Hp,q(X) .

Corollaire D.3.15. — Soit X une variété kählérienne compacte. On a une
décomposition en somme directe

Hr(X; C) '
⊕
p+q=r

Hp,q(X)

qui satisfait
Hp,q(X) = Hq,p(X) .

Démonstration. — Par le théorème de De Rham, on sait que H∗DR(X,C) '
H∗DR(X,R)⊗C ' H∗(X; R)⊗C ' H∗(X; C). D’où le corollaire.

La dualité de Poincaré induit un isomorphisme

Hn−k(X; C) ' Hk(X; C) .

En passant aux formes harmoniques, on montre qu’il est compatible avec la
décomposition de Hodge d’où l’isomorphisme (que l’on peut montrer directe-
ment par la dualité de Serre, théorème D.2.5, voir la remarque D.4.2) :

Hn−p,n−q(X) ' Hp,q(X) .

Conséquences. — a) Si q = 0, Hp,0(X) ' Hp,0
∂̄

(X) ' H0(X,Ωp) qui est
l’espace des p-formes holomorphes globales sur X. Une forme holomorphe est
donc harmonique pour n’importe quelle métrique de Kähler sur une variété
compacte.

b) Les nombres de Betti de degrés impairs sont pairs. En effet, si on note
bk(X) = dimCH

k(X; C) les nombres de Betti de X et hp,q(X) = dimHp,q(X)
les nombres de Hodge de X, on a

bk(X) =
∑

p+q=k
hp,q(X) ; hp,q(X) = hq,p(X) .

Donc si k = 2q + 1, on a bk(X) = 2
∑q
p=0 h

p,2q+1−p(X).



D.3. VARIÉTÉS KÄHLÉRIENNES, THÉORIE DE HODGE 447

c) On organise les groupes de cohomologie de X en un diagramme qu’on
appelle le diamant de Hodge (traduction volontairement erronée de « Hodge
diamond »), voir la figure D.1.

Hn−p,n−p

Hn−1,1

Hn,n

H1,0 H0,1

H0,n

H0,0

H1,n−1

Hp,p

Hn,n−1 Hn−1,n

Hn,0

Figure D.1. Diamant de Hodge.

Le k-ième groupe de cohomologie est la somme directe des groupes de la
k-ième ligne horizontale. On a une symétrie centrale hn−p,n−q = hp,q et une
symétrie par rapport à l’axe vertical central hq,p = hp,q.

Pour une surface connexe (n = 2) cela donne un diagramme où q = h0,1

est l’irrégularité de la surface et pg = h0,2 son genre géométrique, voir la
définition D.4.1.

1
q q

pg h1,1 pg

q q

1

Exemple D.3.16. — Calcul de la cohomologie d’une surface de Riemann
compacte S de genre g.
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b0 = b2 = h0,0 = h1,1 = 1 ;
h1,0 = h0,1 = dimH0(S,Ω1) = g d’où b1 = 2g .

L’existence de la décomposition de Hodge a une conséquence importante
pour les R-variétés.

Lemme D.3.17. — Soit (X,σ) une R-variété kählérienne compacte. Alors
si on note σ∗ l’action induite par σ sur H∗(X; C) = H∗(X; Q)⊗Q C, on a

σ∗Hp,q(X) = Hq,p(X) .

Démonstration. — Voir [Sil89, Lemma I.(2.4) page 10].

D.4. Invariants numériques

Définition D.4.1. — Soit (X,OX) une variété analytique complexe com-
pacte (par exemple l’espace analytique sous-jacent à une variété algébrique
complexe projective non singulière) de dimension n.

Le genre géométrique de X est pg(X) := dimHn(X,OX). L’irrégularité de
X est q(X) := dimH1(X,OX). Les nombres de Hodge de X sont hp,q(X) :=
dimHq(X,Ωp

X).

Remarque D.4.2. — Par dualité de Serre, théorème D.2.5, appliquée au
fibré en droites OX = Ω0

X , on a pg(X) = dimH0(X,KX) = dimH0(X,Ωn
X).

En remarquant que (Ωp
X)∨ ⊗KX = Ωn−p

X , voir par exemple [Har77, II, Exer-
cice 5.16b], la dualité de Serre appliquée aux fibrés vectoriels Ωp

X donne plus
généralement hp,q(X) = hn−p,n−q(X) pour tout p, q. Si X est une variété käh-
lérienne, les nombres de Hodge satisfont de plus hp,q(X) = hq,p(X) pour tout
p, q.

Définition D.4.3 (Nombres de Chern d’une surface complexe)
Soit (X,OX) une variété analytique complexe compacte de dimension

2. Les nombres de Chern de X sont donnés par :

c2
1(X) := c2

1(KX) = (K2
X) et c2(X) := χtop(X) =

4∑
k=0

(−1)kbk(X) .

Exemple D.4.4 (Invariants numériques d’une surface de P3)
Soit X une hypersurface complexe non singulière de degré d dans P3(C),

on a alors les formules suivantes, voir par exemple [GH78, pages 601–602] :
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b1(X) = 0 ;
b2(X) = d3 − 4d2 + 6d− 2 ;
c2(X) = d3 − 4d2 + 6d ;

h0,2(X) = 1
6(d− 1)(d− 2)(d− 3) ;

h1,1(X) = 1
3d(2d2 − 6d+ 7) .

Exemple D.4.5 (Invariants numériques d’un plan double)
D’après par exemple [BHPVdV04, V.22, page 237], on peut calculer

les invariants numériques d’un revêtement double X de P2 ramifié au-dessus
d’une courbe irréductible non singulière de degré 2k (une partie des formules
ci-dessous est aussi prouvée dans [Wil78, §5, page 65–66]) :

q(X) = 0, b1(X) = 0 ;

h0,2(X) = 1 + 1
2k(k − 3) = 1

2(k − 1)(k − 2) ;

c2
1(X) = 2(k − 3)2 ;

c2(X) = χtop(X) = 4k2 − 6k + 6 .

On en déduit que

h1,1(X) = c2(X)− 2− 2h0,2(X) = 3k2 − 3k + 2 .

Définition D.4.6 (Dimension algébrique). — Soit X une variété analy-
tique complexe compacte connexe. La dimension algébrique de X est le degré
de transcendance sur C du corps des fonctions méromorphes de X :

a(X) := trdegCM(X) .

Cette définition est valide du fait que le corps des fonctions méromorphes
d’une variété analytique complexe compacte connexe X est un corps de fonc-
tions sur C (définition A.5.8), voir [BHPVdV04, §I.7].

Proposition D.4.7. — La dimension algébrique est un invariant biméro-
morphe.

Définition D.4.8 (Dimension de Kodaira). — Soit X une va-
riété analytique complexe compacte connexe. Soit m > 1, le nombre



450 APPENDICE D. GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

Pm(X) := dimH0(X,K⊗mX ) est le me plurigenre de X. En particulier,
P1(X) = pg(X). La dimension de Kodaira de X est définie comme suit :

κ(X) :=
{
−∞ si Pm(X) = 0 pour tout m > 1 ;
k > 0 est le plus petit entier tel que la suite

{Pm(X)
mk

}
m

soit bornée.

Proposition D.4.9. — La dimension de Kodaira est un invariant biméro-
morphe (et donc birationnel dans le cas de surfaces projectives).

Démonstration. — Voir [Ibid.].

Remarque D.4.10. — Soit X une variété analytique complexe compacte
connexe. Alors, voir [Ibid.],

κ(X) 6 a(X) 6 dimX .

En particulier, la dimension de Kodaira κ(X) d’une variété complexe com-
pacte X de dimension n prend les valeurs −∞, 0, 1, . . . , n.

Définition D.4.11. — Une variété complexe compacte X (resp. une R-
surface (X,σ)) de dimension n est de type général si κ(X) = n, de type spécial
si κ(X) < n.

Proposition D.4.12. — Soit X et Y des variétés analytiques complexes
compactes connexes. Alors

κ(X × Y ) = κ(X) + κ(Y ) .

Démonstration. — Voir [Uen75, page 63].

Théorème D.4.13 (Conjecture d’Itaka C2,1). — Soient X une surface
analytique complexe compacte connexe, Y une courbe compacte connexe et
π : X → Y une fibration, autrement dit π est une application holomorphe
surjective propre, mais cette dernière hypothèse est superflue dans le cas où X
est compacte. Si X est minimale, on a

κ(X) > κ(Y ) + κ(fibre générale de π) .

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Theorem III.18.4].
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D.5. Variétés projectives

Contrairement au cas des courbes complexes compactes, traitées en appen-
dice E, les variétés complexes compactes de dimension n > 2 ne sont pas
toutes projectives et même pas toutes kählériennes. En revanche, toute va-
riété analytique complexe projective est algébrique, c’est le célèbre théorème
de Chow.

Théorème D.5.1 (Théorème de Chow). — Soit X un sous-ensemble d’un
espace projectif complexe. Si X est un sous-espace analytique fermé, alors X
est une sous-variété algébrique.

Démonstration. — Voir [GR65, Section V.D, Theorem 7].

Corollaire D.5.2. — Soit X une variété analytique complexe compacte.
Alors X peut être munie d’une structure de variété algébrique projective si
et seulement s’il existe un plongement analytique X ↪→ PN (C) dans un es-
pace projectif complexe.

À un faisceau algébrique cohérent F sur une variété algébrique complexe
X est associé naturellement un faisceau analytique cohérent Fh sur Xh voir
[Ser56, §3, 9]. Les trois théorèmes qui suivent sont les fameux « théorèmes
GAGA » qui signifient que, si X est projective, alors la théorie des faisceaux
analytiques cohérents sur Xh coïncide essentiellement avec celle des faisceaux
algébriques cohérents sur X. Ils sont valables sous l’hypothèse «X projective »
et sont inexacts pour une variété affine. On renvoie à [Ser56, §3, 12] pour leurs
preuves.

Théorème D.5.3. — Soient X une variété algébrique complexe projective et
F un faisceau algébrique cohérent sur X. Pour tout entier i ≥ 0, il existe un
isomorphisme

H i(X,F) ' H i(Xh,Fh) .

Théorème D.5.4. — Soient X une variété algébrique complexe projective,
F et G des faisceaux algébriques cohérents sur X. Tout homomorphisme ana-
lytique de Fh dans Gh provient d’un homomorphisme algébrique de F dans G
et d’un seul.

Théorème D.5.5. — Soient X une variété algébrique complexe projective.
Pour tout faisceau analytique cohérent M sur Xh, il existe un faisceau al-
gébrique cohérent F sur X tel que Fh soit isomorphe à M. De plus, cette
propriété détermine F de façon unique à un isomorphisme près.
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D.6. Variété de Picard, variété d’Albanese

De manière analogue à la définition 2.6.7, on définit les diviseurs de Cartier
d’une variété analytique complexe X. Soit U ⊂ X un ouvert pour la topologie
euclidienne et f ∈ MX(U) une fonction méromorphe sur U . Par définition,
il existe un ouvert dense V ⊂ U tel que ∀p ∈ V , f(p) = g(p)

h(p) pour g, h ∈
OX(V ). Attention, en général il existe un lieu d’indétermination qui est de
codimension 2.

Définition D.6.1. — Le faisceau quotient DX = M∗X/O∗X est le faisceau
des diviseurs de X donné par la suite exacte

1 −→ O∗X −→M∗X −→ DX −→ 1

où O∗X est le faisceau des germes de fonctions holomorphes qui ne s’annulent
pas et M∗X le faisceau des germes de fonctions méromorphes non identique-
ment nulles. Un diviseur de Cartier est une section globale du faisceau quotient
DX . Un diviseur principal est le diviseur associé à une fonction méromorphe
globale.

Soit U ⊂ X un ouvert (toujours pour la topologie euclidienne) et D =
(Ui, fi)i ∈ Div(X) = Γ(U,M∗X/O∗X) un diviseur donné relativement à un re-
couvrement ouvert {Vi}i de U . Cela signifie qu’il existe des germes de fonctions
holomorphes gi, hi ∈ O(Vi) tels que

fi = gi
hi

et gi
hi
·
(
gj
hj

)−1

∈ O∗(Vi ∩ Vj).

Proposition D.6.2. — Soit X une variété algébrique complexe projective
non singulière, alors le groupe des diviseurs modulo équivalence linéaire est iso-
morphe au groupe de Picard des classes d’isomorphisme de fibrés holomorphes
en droites (comparer à la définition 2.6.11) :

Div(X)/P(X) ' H1(X,O∗) ' Pic(X) .

Démonstration. — Voir [Hir66, Chapter I] ou [GH78, §1.1].

Proposition D.6.3. — Dans la suite exacte longue

→ H1(X,OX)→ H1(X,O∗X) δ−→ H2(X; Z)→ H2(X,OX)→

associée à la suite exacte de l’exponentielle (voir l’exemple C.3.15)

0→ Z incl.−−→ OX
exp(2πi·)−−−−−→ O∗X → 0 ,
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le morphisme cobord δ : H1(X,O∗X) → H2(X; Z) s’identifie à l’application
première classe de Chern c1 : Pic(X)→ H2(X; Z).

Démonstration. — Voir [Hir66, Chapter I] ou [GH78, §1.1].

Proposition D.6.4. — Soient (X,σ) une R-variété et G = Gal(C|R). La
suite exacte de l’exponentielle

0→ Z incl.−−→ OX
exp(2πi·)−−−−−→ O∗X → 0

devient une suite de G-faisceaux si l’on prend soin de « tordre » le faisceau
constant Z en faisant agir G par σ · n = −n.

Soit d ∈ Pic(X), on a

c1(σ∗(d)) = −σ∗(c1(d)) .

Démonstration. — Le passage à la suite exacte longue

→ H1(X,OX)→ H1(X,O∗) c1−→ H2(X; Z)→

nous permet d’écrire que pour toute classe de diviseurs d ∈ H1(X,O∗), on a

c1(σ∗(d)) = −σ∗(c1(d)) .

Voir [Sil89, I.(4.7)] pour plus de détails.

Proposition D.6.5. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière
telle que pg(X) = 0 et q(X) = 0. Alors c1 : Pic(X) → H2(X; Z) induit un
isomorphisme de Z2-espaces vectoriels

H2(G,Pic(X)) ' H1 (G,H2(X; Z)) .

Démonstration. — Voir [Sil89, I.(4.7–4.12) et III.(3.3–3.4)].

Variété de Picard. —

Définition D.6.6. — Soit X une variété kählérienne compacte connexe (par
exemple une variété complexe projective non singulière). La variété de Picard
Pic0(X) ⊂ Pic(X) de X est le noyau du morphisme c1 : Pic(X)→ H2(X; Z).

D’après la proposition 2.6.12, le groupe quotient Pic(X)/Pic0(X) est donc
isomorphe à un sous-groupe de H2(X; Z), le groupe de Néron-Severi NS(X)
de X, voir la définition 2.6.34.

Proposition D.6.7. — Si q(X) > 0, Pic0(X) est un tore complexe et même
une variété abélienne si X est projective (non singulière).

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, § I.13].
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Si X est munie d’une structure réelle, la suite exacte

(D.3) 0→ H1(X; Z) i∗−→ H1(X,OX)→ Pic0(X)→ 0

induit une structure réelle sur le tore quotient

Pic0(X) = H1(X,OX)/i∗(H1(X; Z))

en « tordant » l’action de Galois sur le faisceau constant Z comme pour la
suite exacte de l’exponentielle de la proposition D.6.4. Voir [Sil82, II.8] ou
[Sil89, IV.1] pour plus de détails.

Proposition D.6.8. — Soit (X,σ) une R-variété projective non singulière
d’irrégularité q > 0. Alors la variété de Picard Pic0(X) est munie d’une struc-
ture de R-variété induite, Pic0(X)G = Pic0(X)(R) est un groupe de Lie réel
compact et l’on a :

Pic0(X)G = Pic0(X)(R) ' (R/Z)q × (Z/2)q−λ1

où λ1 := dimZ2(1 + σ∗)H1(X; Z2) est la caractéristique de Comessatti du
module involutif

(
H1(X; Z), σ∗

)
, voir la définition 3.1.3.

Démonstration. — Voir [Sil82, II.8] ou [Sil89, IV.1].

Remarque D.6.9. — On déduit de la dualité de Poincaré que dimZ2(1 +
σ∗)H1(X; Z2) = dimZ2(1+σ∗) (H1(X; Z)f ⊗ Z2) c’est-à-dire que les caractéris-
tiques de Comessatti des modules involutifs

(
H1(X; Z), σ∗

)
et (H1(X; Z)f , σ∗)

sont égales.

Variété d’Albanese. — Voir [BHPVdV04, § I.13] par exemple. Considé-
rons une variété kählérienne compacte connexe X (par exemple une variété
complexe projective non singulière) telle que q(X) 6= 0. Soient ω1, . . . , ωq
des formes holomorphes formant une base de l’espace vectoriel complexe
H0(X,ΩX) des formes différentielles holomorphes globales sur X. Alors
ω1, . . . , ωq, ω̄1, . . . , ω̄q est une base de H1(X; C) d’après le théorème D.3.11 et
le corollaire D.3.15. On note H1(X; Z)f := H1(X; Z)/Tor(H1(X; Z)) la partie
libre de H1(X; Z). Considérons maintenant une base γ1, . . . , γ2q une base du
Z-module libre H1(X; Z)f . Les vecteurs

vj =


∫
γj
ω1
...∫

γj
ωq

 ∈ Cq pour j = 1, . . . , 2q
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sont alors R-linéairement indépendants et engendrent donc un réseau de Cq.
Le morphisme de groupes H1(X; Z)f → H0(X,ΩX)∗, γ 7→ (ω 7→

∫
γ ω) est

donc injectif.

Définition D.6.10. — Soit X une variété kählérienne compacte connexe
(par exemple une variété complexe projective non singulière). La variété d’Al-
banese de X est définie par la suite exacte :

(D.4) 0→ H1(X; Z)f → H0(X,ΩX)∗ → Alb(X)→ 0 .

Autrement dit Alb(X) est le conoyau de H1(X; Z)f → H0(X,ΩX)∗.

Sous nos hypothèses, si q(X) 6= 0, la variété Alb(X) est un tore complexe
de dimension q(X). Si de plus X est munie d’une structure réelle σ, la suite
exacte (D.4) induit sur Alb(X) une structure réelle. Voir [Sil82, II.5] ou [Sil89,
IV.1] pour plus de détails. Si X est projective, alors Alb(X) est une variété
abélienne, voir [Voi02, Corollaire 12.12].

Proposition D.6.11. — Soit (X,σ) une R-variété kählérienne d’irrégularité
q > 0. Alors la variété d’Albanese Alb(X) est munie d’une structure de R-
variété induite, Alb(X)G = Alb(X)(R) est un groupe de Lie réel compact et
l’on a :

Alb(X)G = Alb(X)(R) ' (R/Z)q × (Z/2)q−λ1

où λ1 := dimZ2(1 + σ∗) (H1(X; Z)f ⊗ Z2) est la caractéristique de Comessatti
du module involutif (H1(X; Z)f , σ∗), voir la définition 3.1.3.

Démonstration. — Voir [Sil82, II.5] ou [Sil89, IV.1].

Remarque D.6.12. — Les tores complexes Alb(X) et Pic0(X) associés à une
même variété kählérienne compacte X sont isomorphes mais en général, les R-
variétés associées à une même R-variété kählérienne compacte (X,σ) ne le sont
pas. Si on note σAlb(X) et σPic0(X) les structure réelles associées à σ, alors la R-
variété

(
Alb(X), σAlb(X)

)
est isomorphe à la R-variété

(
Pic0(X),−σPic0(X)

)
.

Voir [Sil82, II.8, après le lemme 3].

Définition D.6.13. — Soient X une variété kählérienne compacte connexe
d’irrégularité q(X) 6= 0 et P0 un point de X. On définit l’application d’Alba-
nese :

αP0 : X → Alb(X), P 7→


∫ P
P0
ω1
...∫ P

P0
ωq

 mod (v1, . . . , v2q) .
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Si X est munie d’une structure réelle σ et si P0 ∈ X(R), αP0 est un R-
morphisme voir [Ibid.].

D.7. Théorème de Riemann-Roch

RR sur les courbes. — Le théorème de Riemann-Roch sur les diviseurs
d’une courbe abstraite E.3.1, se généralise aux fibrés de rang r sur une courbe
plongée dans une variété projective non singulière X.

Théorème D.7.1. — Si C ⊂ X une courbe (qui n’est supposée ni non sin-
gulière, ni réduite, ni irréductible) sur une variété projective non singulière X
et F un OC-faisceau localement libre de rang r. Alors

χ(F) = deg(F) + rχ(OC) ;
h0(C,F)− h1(C,F) = deg(F) + r(1− pa(C)) .

Si F un fibré vectoriel de rang r sur une courbe irréductible non singulière
C, on a

h0(C,F)− h1(C,F) =
∫
C
c1(F) + r(1− g(C)) .

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Theorem II.3.1].

RR sur les surfaces. — Voir aussi le théorème 4.1.18.

Théorème D.7.2. — Si X une surface projective non singulière et D un
diviseur sur X, alors

h0(D)− h1(D) + h0(KX −D) = 1
2D · (D −KX) + χ(OX)

où χ(OX) est la caractéristique d’Euler holomorphe de X.

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Theorem I.5.5] ou [Har77, Theo-
rem V.1.6] pour une preuve en géométrie algébrique.

D.8. Théorèmes d’annulation

On renvoie à [EV92] pour une discussion approfondie à propos des théo-
rèmes d’annulations, c’est-à-dire des théorèmes donnant des conditions suffi-
santes pour l’annulation de groupes de cohomologie des faisceaux cohérents (3).
Nous en énonçons deux parmi les plus importants.

3. La cohomologie des faisceaux appliquée aux faisceaux cohérents est aussi appelée co-
homologie cohérente.
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Théorème D.8.1 (Théorème d’annulation de Serre)
Soient X une variété algébrique projective non singulière sur un corps

K algébriquement clos, L est un faisceau inversible sur X et F un faisceau
cohérent sur X. Si L est ample, alors il existe un entier naturel m0 tel que :

H i(X,F ⊗ Lm) = {0} pour i > 0 et m > m0 .

En particulier, pour F = OX , on obtient l’annulation de H i(X,Lm) pour
i > 0 et m suffisamment grand.

Théorème D.8.2 (Théorème d’annulation de Kodaira)
Soient X une variété complexe projective non singulière de dimension n

et L un faisceau inversible sur X. Si L est ample, alors :

1. H i(X,L ⊗KX) = {0} pour i > 0 ;

2. H i(X,L−1) = {0} pour i < n.

Remarquons que par dualité de Serre, les égalités (1) et (2) sont équivalentes.
La preuve originale est dans [Kod53].

D.9. Autres théorèmes fondamentaux

Théorème D.9.1 (Théorème de Bertini). — Soient N > n > 2 des
entiers positifs non nuls, X une sous-variété analytique complexe de dimension
n de PN (C). Si X est connexe, alors un hyperplan H ⊂ PN (C) général,
c’est-à-dire pris en dehors d’un sous-ensemble algébrique strict de PN (C)∨,
rencontre X transversalement et l’hypersurface X ∩H est non singulière.

Démonstration. — Voir [BHPVdV04, Corollary I.20.3] et [GH78, 1.1, page
137].

Théorème D.9.2 (Lefschetz sur les sections hyperplanes)
Soient N > n > 2 des entiers positifs non nuls, X une sous-variété

analytique complexe de dimension n de PN (C) et H ⊂ PN (C) un hyperplan
tel que X ∩H est une variété non singulière. Alors les morphismes d’inclusion

Hi(X ∩H; Z)→ Hi(X; Z) et πi(X ∩H,Z)→ πi(X,Z)

sont des isomorphismes pour 0 6 i 6 n− 2.

Démonstration. — Voir [Mil63a].
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Soit X une variété kählérienne compacte. Alors, d’après le corollaire D.3.15,
on a une décomposition H2(X; C) = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X).

L’image de l’application première classe de Chern c1 : Pic(X)→ H2(X; Z)
est formée de classes de formes entières de type (1, 1), voir [Voi02, §I.7.1].
Ce qui est résumé dans [GH78, §1.2] en écrivant, un peu abusivement, que
cette image est contenue dans l’« intersection » H1,1(X) ∩ H2(X; Z)f .
Pour donner un sens à cette écriture, on peut considérer l’inclusion
H2(X; Z)f → H2(X; C) obtenue comme composée de l’isomorphisme
H2(X; Z)f ' Hom(H2(X; Z),Z), voir le théorème B.4.1, avec le morphisme
injectif de Z-modules Hom(H2(X; Z),Z) ↪→ Hom(H2(X; Z),C) induit par
l’unique morphisme d’anneaux Z ↪→ C.

Théorème D.9.3 (Lefschetz sur les (1, 1)-cycles)
Soit X une variété kählérienne compacte. L’application première classe

de Chern c1 : Pic(X) → H2(X; Z) est surjective sur l’intersection H1,1(X) ∩
H2(X; Z)f .

Démonstration. — La preuve originale utilise les fonctions normales de Poin-
caré, voir [Lef71] qui reproduit le fameux L’Analysis situs et la géométrie
algébrique de 1924. Voici une preuve basée sur la suite exacte de l’exponen-
tielle (voir la proposition D.6.3) :

0→ Z i−→ OX
exp(2πi·)−−−−−→ O∗X → 0 .

La suite exacte longue est

→ H1(X,OX)→ H1(X,O∗X) c1−→ H2(X; Z) i∗−→ H2(X,OX)→ .

Dans cette suite exacte de Z-modules, on utilise le fait que H1(X,O∗X) est iso-
morphe à Pic(X) et que H2(X,OX) est isomorphe au Z-module libre H0,2(X).
L’application i∗ est nulle sur le sous-groupe de torsion de H2(X; Z) et se fac-
torise par l’inclusion H2(X; Z)f → H2(X; C), voir ci-dessus, suivie de la pro-
jection H2(X; C)→ H0,2(X). La restriction de i∗ à H1,1(X) ∩H2(X; Z)f est
donc nulle ce qui montre l’assertion. Voir aussi [Voi02, I.7.9].

Théorème D.9.4 (Théorème de plongement de Kodaira)
Soit (X,OX) une variété analytique complexe compacte. Alors X est

isomorphe à une variété projective non singulière (qui sera algébrique d’après
le théorème de Chow) si et seulement si elle possède une métrique de Hodge,
c’est-à-dire une métrique de Kähler dont la classe ω ∈ H2(X; R) est entière.
Et dans ce cas ω ∈ H2(X; Z) ∩H1,1(X).
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Démonstration. — Voir [Kod54, Theorem 4] ou [GH78, 1.4].





APPENDICE E

SURFACES DE RIEMANN ET COURBES
ALGÉBRIQUES

On reprend dans cet appendice les résultats de base sur les surfaces de
Riemann qui sont des objets centraux en géométrie.

E.1. Genre d’une surface, classification topologique

Dans ce livre, les surfaces topologiques apparaissent dans deux contextes
très différents :

1. Comme surface topologique sous-jacente à une courbe algébrique com-
plexe. Dans ce cas, le mot « courbe » se réfère à la dimension algébrique.
Ici cette dimension correspond à la dimension complexe, alors que le mot
« surface » se réfère à la dimension réelle. Par exemple, R2 est la surface
topologique sous-jacente à la courbe complexe C. La surface topologique
sous-jacente à la droite projective complexe P1(C) est la sphère S2.

2. Comme lieu réel d’une surface algébrique définie sur R. Par exemple,
R2 est le lieu réel de la surface algébrique C2. Le lieu réel de la surface
quadrique x2 + y2 + z2 = 1 est la sphère S2.

Il convient de bien distinguer les deux situations.

Définition E.1.1. — Une surface topologique S est un espace topologique
séparé localement homéomorphe à R2, c’est-à-dire que pour tout x ∈ S, il
existe un couple (U,ϕ), où U est un voisinage ouvert de x dans S et ϕ : U → R2

est un homéomorphisme.

Définition E.1.2. — Le genre g := g(S) d’une surface topologique S est dé-
fini comme le nombre maximal de courbes simples fermées (= cercles plongés)
sans points communs tCi ⊂ S que l’on peut tracer sur S sans la déconnecter :
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1. ∀i, j , i 6= j ⇒ Ci ∩ Cj = ∅

2. S \ tCi est connexe.

Proposition E.1.3. — Soient S, S′ deux surfaces topologiques. S’il existe un
homéomorphisme (= continu, bijectif et de morphisme réciproque continu)

f : S → S′ ,

alors g(S) = g(S′).

Définition E.1.4. — La caractéristique d’Euler-Poincaré χ d’un polyèdre
dont les ensembles de faces, d’arrêtes et de sommets sont notés respectivement
F , A et S est définie par la formule :

χ = #F −#A+ #S .

On renvoie à la proposition E.1.10 plus loin pour une caractérisation de
l’orientabilité utilisant la structure de variété différentielle que possède une
surface. On renvoie à la définition B.5.3 pour une définition de l’orientabilité
n’utilisant que sa structure de variété topologique.

Retenons qu’une surface S est orientable si et seulement si toute courbe
fermée simple contenue dans S possède un voisinage tubulaire trivial, c’est-à-
dire homéomorphe à un ruban S1 × [−1, 1]. A contrario S est non orientable
si et seulement si elle possède une courbe simple fermée dont un voisinage
tubulaire est homéomorphe à un ruban de Möbius, voir aussi le lemme 3.4.4.

Comme il existe au moins deux définitions irréconciliables pour le genre
d’une surface non orientable dans la littérature, il est utile de préciser les
relations entre caractéristique d’Euler-Poincaré du polyèdre sous-jacent à une
surface (dont l’existence est garantie par un théorème de Radó de 1925, voir
par exemple [Mas67, Chapitre 1]) et genre tel que défini en E.1.2 :

Proposition E.1.5. — Soit S une surface topologique munie d’une décom-
position polyédrale. On a les relations suivantes :

1. Si S est orientable,

χ(S) = 2− 2g(S) .

2. Si S est non-orientable,

χ(S) = 2− g(S) .

En particulier, la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une surface ne dépend
pas de la décomposition polyédrale choisie.
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Par exemple, la bouteille de Klein K2 est non-orientable et de caractéris-
tique d’Euler nulle, elle possède un genre 2 alors que le tore, lui aussi de
caractéristique nulle mais orientable, est de genre 1.

Théorème E.1.6 (Classification des surfaces compactes)
Soient S, S′ deux surfaces topologiques compactes sans bord connexes.

Supposons que les deux surfaces soient orientables (resp. toutes les deux non
orientables). Alors

g(S) = g(S′) ⇐⇒ S homéomorphe à S′ .

Plus généralement, deux surfaces topologiques compactes connexes sont ho-
méomorphes si et seulement si elles sont toutes les deux orientables (resp.
toutes les deux non orientables), ont même caractéristique d’Euler et même
nombre de composantes connexes de bord.

Pour une preuve, voir [Mas67, Chapitre 1]. On peut aussi raisonner à partir
de [FK80].

Définition E.1.7. — Une variété différentielle de dimension 2 est une sur-
face topologique S munie d’un atlas maximal A dont les fonctions de transition
sont des difféomorphismes.

Formellement :
1. ∀x ∈ S, ∃(U,ϕ) ∈ A, U voisinage ouvert de x dans S, ϕ : U → R2 est un

homéomorphisme,
2. ∀(U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ A, U1 ∩ U2 6= ∅⇒

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 est C∞ de ϕ2(U1 ∩ U2) ⊂ R2 sur ϕ1(U1 ∩ U2) ⊂ R2 .

⇔ ϕ1 ◦ ϕ−1
2 |ϕ2(U1∩U2) ∈ C∞(ϕ2(U1 ∩ U2)).

En pratique, on ne fixe pas l’atlas maximal, n’importe quel recouvrement
ouvert de S par des cartes vérifiant la condition (2) de la définition convient.

On renvoie au classique [Laf96] (maintenant traduit en anglais [Laf15]),
pour une introduction aux variétés différentielles.

Convention : sauf mention expresse du contraire, les fonctions de transitions
d’une variété différentielle seront supposées de classe C∞ mais ces définitions
s’appliqueraient aux fonctions de classe Ck pour k entier naturel non nul.
Lorsque k = 0, on retrouve les surfaces topologiques.

Remarque E.1.8. — En dimension réelle 2, toute variété topologique est
munie d’une unique structure de variété différentielle de classe C∞, voir par
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exemple [Hir76, Chapter 9], et tout homéomorphisme entre variétés topolo-
giques admet une approximation par des difféomorphismes de classe C∞.

Exercice E.1.9. — On peut remplacer le point (1) de la définition par

1. ∀x ∈ S, ∃(U,ϕ) ∈ A, U voisinage ouvert de x dans S, ϕ : U → R2 est un
homéomorphisme de U sur ϕ(U) ⊂ R2.

[Indication : Une boule ouverte de Rn est difféomorphe à Rn.]

Proposition E.1.10. — Une surface différentielle est orientable si et seule-
ment si elle possède un atlas A dont les fonctions de transition préservent
l’orientation, c’est-à-dire

∀(U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ A, U1 ∩ U2 6= ∅⇒ ∀x ∈ U1 ∩ U2,det dx(ϕ1 ◦ ϕ−1
2 ) > 0

Démonstration. — Voir [Hir76, §4.4].

On note [S] la classe d’orientabilité d’une surface S.

Corollaire E.1.11. — Soient S, S′ deux surfaces différentielles compactes
et connexes. On a l’équivalence :

S difféomorphe à S′ ⇔ g(S) = g(S′) et [S] = [S′]

Exercice E.1.12. — Montrer que le tore produit S1 × S1 ⊂ R4 est dif-
féomorphe à un tore de révolution dans R3 en exhibant un difféomorphisme
explicite.

E.2. Courbes complexes, surfaces de Riemann

Pour des énoncés et démonstrations détaillés sur les surfaces de Riemann,
voir [FK80, Chapitre 1]. Si U est un ouvert de C, on note H(U) l’anneau des
fonctions holomorphes U → C.

Définition E.2.1 (Comparer avec la définition D.1.2)
Une courbe analytique complexe ou surface de Riemann X est un espace

topologique séparé localement homéomorphe à C, muni d’un atlas maximal A
dont les fonctions de transition sont holomorphes.

Formellement :

1. ∀x ∈ X,∃(U,ϕ) ∈ A, U voisinage ouvert de x dans X,ϕ : U → C est un
homéomorphisme de U sur ϕ(U) ⊂ C,
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2. ∀(U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ A, U1 ∩ U2 6= ∅⇒

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 est holomorphe sur ϕ2(U1 ∩ U2) ⊂ C [d’image ϕ1(U1 ∩ U2) .]

⇔ ϕ1 ◦ ϕ−1
2 |ϕ2(U1∩U2) ∈ H(ϕ2(U1 ∩ U2)).

On suivra la convention usuelle en supposant toujours qu’une surface de
Riemann est connexe.

Remarque E.2.2. — (Fonctions de transition)
1. Les ϕ1 ◦ ϕ−1

2 |ϕ2(U1∩U2) sont donc des biholomorphismes.
2. Un biholomorphisme étant en particulier un difféomorphisme de classe
C∞, l’atlas A munit X d’une structure de surface différentielle.

3. Attention ! Un disque ouvert n’est pas biholomorphe au plan ! Plus géné-
ralement, un ouvert borné n’est pas biholomorphe à C. En effet, d’après
le théorème de Liouville, si f ∈ O(C) et |f | < M sur C, alors f est
constante. La géométrie holomorphe est plus rigide que la géométrie
différentielle.

4. Le déterminant jacobien d’une fonction de transition est strictement
positif car holomorphe (exercice), la surface différentielle sous-jacente à
une surface de Riemann est donc orientable.

5. En pratique, on ne fixe pas l’atlas maximal, n’importe quel recouvre-
ment ouvert de X par des cartes vérifiant la condition 2. de la définition
convient (exercice formel).

6. Attention ! Le terme traditionnel surface renvoie donc à cette structure
sous-jacente de surface différentiable modelée sur R2 (qui est isomorphe
à C en tant que R-espace vectoriel). Voir § E.1.

Exercice E.2.3. — (Exemples de surfaces de Riemann)
1. (a) Le corps C des nombres complexes muni de sa topologie usuelle. Une

seule carte, l’identité.
(b) Un ouvert connexe de C. Une seule carte, l’inclusion.
(c) Un domaine, c’est-à-dire un ouvert connexe, U ⊂ X d’une surface de

Riemann, muni des restrictions à U des cartes de X.
2. La sphère de Riemann C ∪ {∞}. Atlas :

(C→ C, z 7→ z), (C∗ ∪ {∞} → C, z 7→ 1
z
,∞ 7→ 0) .

Montrer que cette surface de Riemann est difféomorphe à la sphère
usuelle de R3.
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[Indication : utiliser la projection stéréographique, voir la proposi-
tion 5.3.1.]

3. Les tores : soit τ ∈ H(⇔ Im(τ) > 0) et

T := C/Z⊕ τZ

où z1 ∼ z2 ⇔ ∃(n,m) ∈ Z2 tel que z2 = z1 + n+mτ .
[Indication : considérer des cartes sur un domaine fondamental.]

Définition E.2.4. — (Holomorphe)

1. Une fonction continue f : X → C sur une surface de Riemann X est une
fonction holomorphe si ∀x ∈ X, il existe une carte (U,ϕ) au voisinage
de x telle que f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → C soit une fonction holomorphe. On
note alors f ∈ OX(X). Plus généralement, on note OX(W ) l’anneau des
fonctions holomorphes sur un domaine W de X.

2. Une application holomorphe entre surfaces de Riemann (ou morphisme)

g : X → Y

est une application continue qui vérifie que pour tout ouvert V ⊂ Y et
pour toute fonction holomorphe f : V → C, la fonction

f ◦ g : g−1(V )→ C

est une fonction holomorphe.
On note g∗(f) := f ◦ g|g−1(V ), g∗ est le tiré en arrière de f par g (ou

pull-back). Avec cette notation, g est holomorphe si et seulement si pour
tout ouvert V ⊂ Y , on a

f ∈ OY (V )⇒ g∗(f) ∈ OX(g−1(V )) .

Une application holomorphe entre surfaces de Riemann f : X → Y est
conforme si elle est injective et surjective.

Exercice E.2.5. — Dans ce cas f est un biholomorphisme grâce à la propo-
sition E.2.9.

Exercice E.2.6. — (Caractérisation des fonctions holomorphes)

1. Montrer qu’une application C∞ entre surfaces g : X → Y est une appli-
cation continue qui vérifie que pour toute fonction C∞ f : Y → R2, la
fonction f ◦ g : X → R2 est C∞.
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2. Montrer qu’une application continue f : X → Y entre surfaces de Rie-
mann est holomorphe si et seulement si pour toutes cartes (U,ϕ) de
X et (V, ψ) de Y telles que f(U) ∩ V 6= ∅, l’expression en coordon-
nées ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V )) ⊂ C → ψ(V ) ⊂ C est une fonction
holomorphe entre ouverts de C.

Remarque E.2.7. — Si une surface de Riemann X est munie d’une involu-
tion anti-holomorphe σ, on dit que (X,σ) est séparante si le complémentaire
X \Xσ est non connexe. On renvoie à l’article [Gab06] pour une étude très
intéressante de cette propriété.

Définition E.2.8. — Une application holomorphe g : X → Y est dite
constante si l’image de X par g est un point.

Proposition E.2.9 (Image ouverte). — Soit f : X → Y une application
holomorphe entre surfaces de Riemann. Si f est non constante, l’image d’un
ouvert connexe de X par f est un ouvert de Y . Autrement dit, une applica-
tion holomorphe non constante entre surfaces de Riemann est une application
ouverte.

Exercice E.2.10. — Prouver la proposition ci-dessus à partir du théorème
analogue pour les fonctions holomorphes de C.

Théorème E.2.11. — Soit X une surface de Riemann compacte, et Y une
surface de Riemann. Une application holomorphe f : X → Y est constante ou
surjective. Dans ce dernier cas Y est aussi compacte.

En particulier, toute fonction holomorphe X → C est constante et l’anneau
des fonctions holomorphes globales satisfait OX(X) = C.

Démonstration. — Si f est non constante, alors f(X) est ouverte d’après la
proposition E.2.9, et compacte (car l’image d’un compact par une application
continue est compacte). Ainsi f(X) est un sous-ensemble fermé de Y (car Y est
séparé). Du fait que X et Y sont connexes par convention, on a f(X) = Y .

Exercice E.2.12. — La droite affine complexe A1(C) ' C est une surface
de Riemann. Montrer que la droite projective complexe : P1(C) ' C2/C∗ est
une surface de Riemann isomorphe, c’est-à-dire ici biholomorphe, à la sphère
de Riemann.

Proposition E.2.13 (Expression locale d’une application holo-
morphe)

Soit f : X → Y une application holomorphe non constante entre surfaces
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de Riemann. Soit x0 ∈ X et y0 = f(x0), Soit ψ une carte de Y centrée en y0.
Alors il existe une coordonnée locale z sur X s’annulant en x0, c’est-à-dire
une carte centrée en x0, et un entier naturel d tels que l’expression de f dans
les cartes choisies soit de la forme

z 7→ zd .

Démonstration. — En effet, considérons une coordonnée z̃ de X centrée en x0
et soit f̃ l’expression de f dans les cartes z̃ et ψ. On a f̃(0) = 0. Au voisinage
de 0, on a un développement en série entière f̃(z̃) =

∑
akz̃

k. Soit d le plus
petit entier tel que ad 6= 0, et soit c ∈ C tel que cd = ad. La fonction f̃ est
de la forme f̃(z̃) = (cz̃)d(1 + u(z̃)), avec u holomorphe et u(0) = 0. Comme
on a une fonction holomorphe w 7→ d

√
w au voisinage de 1, la fonction 1 + u

est de la forme hd avec h holomorphe au voisinage de 0 et h(0) = 1, d’où
f̃(z̃) = (cz̃ · h(z̃))d. Posons z(x) = cz̃(x) · h(z̃(x)). Il résulte du théorème des
fonctions implicites que z est une coordonnée holomorphe au voisinage de x0.
Et on a ψ(f(z)) = (z(x))d pour x voisin de x0.

Exercice E.2.14. — Vérifier que l’entier naturel d ne dépend que de f et
de x0 et ne dépend pas des cartes choisies.

Définition E.2.15. — L’entier naturel d est appelé indice de ramification
de f en x0. On dit aussi que f prend la valeur f(x0) avec une multiplicité d
en x0 (au voisinage de f(x0), la fibre de f rencontre l’image d’un voisinage de
x0 en d points). Le nombre bf (x0) := d− 1 est appelé indice de branchement
de f en x0.

Proposition E.2.16. — Soit f : X → Y une application holomorphe non
constante entre surfaces de Riemann compactes. Il existe un entier m tel que
tout y ∈ Y est atteint précisément m fois en comptant les multiplicités, c’est-
à-dire :

∀y ∈ Y,
∑

x∈f−1(y)
(bf (x) + 1) = m .

Démonstration. — Voir [FK80, page 12].
On note

Σn :=
{
y ∈ Y ;

∑
x∈f−1(y)

(bf (x) + 1) > n
}

et on montre que chaque ensemble de cette forme est soit vide, soit égal à
Y tout entier. On considère alors un point y0 ∈ Y arbitraire, et on pose
m :=

∑
x∈f−1(y0)(bf (x) + 1). On a donc 0 < m < ∞, et comme y0 ∈ Σm, on

trouve Σm = Y . Du fait que y0 /∈ Σm+1, Σm+1 doit être vide.
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Pour montrer la première affirmation, on montre que Σn est ouvert et fermé
dans Y connexe.

Définition E.2.17. — L’entier m, noté deg(f) est le degré de f . On dira
aussi que f est un revêtement (ramifié) à m feuillets de Y par X.

Théorème E.2.18 (Riemann-Hurwitz). — Soit f : X → Y une applica-
tion holomorphe non constante entre surfaces de Riemann compactes. Notons
m le degré de f , alors

g(X) = m(g(Y )− 1) + 1 + 1
2
∑
x∈X

bf (x) .

Démonstration. — On prouve en fait une relation sur les caractéristiques
d’Euler.

2− 2g(X) = m(2− 2g(Y ))−
∑
x∈X

bf (x) .

Comme l’ensemble des points de branchements est fini, on peut supposer
qu’ils sont contenus dans l’ensemble des sommets d’une décomposition poly-
édrale (F,A, S) de Y . Cette décomposition se relève par f en une décomposi-
tion qui possèdem#F faces,m#A arrêtes etm#S−

∑
x∈X bf (x) sommets.

Exemple E.2.19 (Cubiques planes et courbes hyperelliptiques)
Nous avons les cubiques affines de forme {y2 = x3 + ax + b} ⊂ A2(C),

et les cubiques projectives de forme C := {y2 = x3 + ax+ b} ∪ {∞} ⊂ P2(C)
(∞ = (1 : 0 : 0)). Ces formes sont appelées formes réduites. Pour calculer
le genre de C, on considère plutôt la forme {y2 = x(x − 1)(x − h)} ∪ {∞}.
Si la courbe est non singulière, c’est-à-dire en particulier si C est muni d’une
structure de surface de Riemann compacte, alors C est un tore, g = 1. Pour
le voir, considérons l’application (en coordonnées homogènes)

π : C → P1(C), (X : Y : Z) 7→ (X : Z) ,∞ 7→ (1 : 0) .

En coordonnées affines, cela donne (x, y) 7→ x, il s’agit donc d’un morphisme
de degré 2 avec quatre points de ramification. La structure de surface de
Riemann sur C est obtenue en tirant en arrière la structure de surface de
Riemann de P1(C), voir ci-après.

Plus généralement, on calcule avec le même raisonnement que les courbes
hyperelliptiques {y2 = P2g+1(x)}∪{∞} ⊂ P2(C), où P2g+1 est un polynôme de
degré 2g+1 à racines simples, sont de genre g. Ces courbes sont des revêtements
doubles ramifiés de la sphère de Riemann.

Définition E.2.20. — Soit X une surface de Riemann.
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1. Une application holomorphe sur X à valeurs dans C est une fonction
holomorphe sur X (voir la définition E.2.4).

2. Une application holomorphe X à valeurs dans C∪{∞} est une fonction
méromorphe surX. Pour tout ouvert U ⊂ X, on noteM(U) la C-algèbre
des fonctions méromorphes sur U . Lorsque U est connexe,M(U) est un
corps et en particulier, M(X) est le corps des fonctions méromorphes
de la surface de Riemann X.

Remarque E.2.21. — Attention, en dimension supérieure, le point E.2.20
(2) ne fonctionne plus, il y a un lieu d’indétermination.

Exercice E.2.22. — 1. Un polynôme de degré d se prolonge en un fonc-
tion méromorphe sur P1(C) admettant un pôle d’ordre d en ∞.

2. (Très important !) Si f est une fonction méromorphe non constante sur
une surface de Riemann compacte X, alors f possède autant de zéros
que de pôles comptés avec multiplicités (utiliser la proposition E.2.16).

3. Rappelons le définition usuelle d’une fonction méromorphe sur X :
Il s’agit d’une fonction f : X \D → C où D ⊂ X est un sous-ensemble
discret fermé et dont l’expression dans toute carte de X est méromorphe,
c’est-à-dire holomorphe en dehors d’une sous-ensemble discret et admet-
tant un pôle en ses points d’indétermination. En étendant f à X tout
entier par ∞ en ses pôles, on retrouve la définition E.2.20.

Proposition E.2.23. — Une fonction méromorphe sur la sphère de Rie-
mann est une fraction rationnelle, c’est-à-dire de la forme p

q où p et q sont
des polynômes.

Démonstration. — Soit f : P1(C) → C méromorphe. Par compacité de
P1(C), f n’a qu’un nombre fini de pôles. Quitte à remplacer f par 1/f ,
on peut supposer que ∞ ∈ P1(C) n’est pas un pôle. Soit (a1, . . . , an) ∈ C
l’ensemble des pôles de f . Au voisinage de aν , la partie polaire de f est

hν(z) =
−1∑

l=−kν
cνl (z − aν)l

et la fonction f − (h1 + . . . hn) est holomorphe sur P1(C). D’après le théo-
rème E.2.11, c’est donc une constante, d’où f est rationnelle.

Remarquons que nous avons montré qu’une seule fonction méromorphe non
constante détermine complètement la structure complexe de X. En effet, soit
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f ∈ M(X) non constante, x ∈ X, et n − 1 = bf (x), alors f détermine une
coordonnée locale centrée en x :(f − f(x))

1
n si f(x) 6=∞ ,

(f)−
1
n si f(x) =∞ .

Exercice E.2.24. — En déduire une preuve du théorème de d’Alembert-
Gauss (théorème fondamental de l’algèbre) : tout polynôme non constant ad-
met une racine dans C. Théorème que l’on peut généraliser en « tout polynôme
non constant admet une racine dans la clôture algébrique du corps de ses co-
efficients ».

Toute surface de Riemann, en particulier toute surface de Riemann com-
pacte, possède une fonction méromorphe globale non constante (résultat hau-
tement non trivial). Par contre, il existe des surfaces complexes, notamment les
tores généraux de dimension complexe > 2, qui ne possèdent aucune fonction
méromorphe globale non constante.

Théorème E.2.25. — Toute surface de Riemann possède des fonctions mé-
romorphes non constantes.

Démonstration. — Voir [FK80, Cor. II.5.3], le point clef étant le lemme de
Weyl. (1)

Corollaire E.2.26. — Toute surface de Riemann est triangulable.

Remarque E.2.27. — 1. Une telle fonction non constante f ∈ M(X)
détermine une application holomorphe f : X → P1 qui est elle-même,
d’après E.2.16, un revêtement ramifié à m = deg(f) feuillets.

2. On obtient en fait un revêtement ramifié pour toute application holo-
morphe non constante f : X → Y entre surfaces de Riemann compactes.
En restreignant ce revêtement au-dessus du complémentaire des points
de branchement, on obtient un revêtement non ramifié de degré m. On
montre que ce revêtement non ramifié détermine et est déterminé par f ,
voir [Dol90, 5.(6.3.1) et 5.(6.3.4)].

Théorème E.2.28. — Toute surface de Riemann compacte est projective.
Plus précisément, soit X une surface de Riemann compacte, alors il existe

un entier naturel N et un plongement holomorphe

Φ: X → PN (C) .

1. Hermann Weyl (1885–1955) à ne pas confondre avec André Weil (1906–1998).
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De plus, Φ(X) ⊂ PN (C) est une courbe algébrique complexe projective.

Esquisse de preuve. — Du théorème E.2.25, on déduit l’existence d’un fibré
ample, voir la définition 2.6.20, L sur X. De l’existence d’un tel fibré, on
déduit un morphisme ϕL, voir la définition 2.6.20 ou [Dol90, page 182 (8.7.3)].
Il ne reste plus qu’à appliquer le théorème de Chow D.5.1. Pour une preuve
complète, voir par exemple [Jos06, Theorem 5.7.1].

Exemple E.2.29. — La fonction elliptique ℘ de Weierstrass, voir [Car61,
V.2.5], [FK80, page 4], [Sil09, VI.3], permet d’obtenir une preuve directe,
c’est-à-dire sans passer par le théorème ci-dessus, que les tores complexes de
dimension 1 du type Tτ := C/Z⊕ τZ et déjà vus en E.2.3(3) sont algébriques.

Soit τ ∈ H, on pose

℘(τ ; z) = 1
z2 +

∑
(n,m) 6=(0,0)
(n,m)∈Z2

( 1
(z − n−mτ)2 −

1
(n+mτ)2

)
.

La fonction ainsi définie est une fonction méromorphe du plan doublement
périodique par rapport au réseau Z ⊕ τZ. Elle détermine donc une fonction
méromorphe sur le tore Tτ . On montre que la fonction dérivée ℘′ de ℘ satisfait
une équation algébrique en ℘ :

(E.1) (℘′)2 = 4(℘− e1)(℘− e2)(℘− e3)

où e1 = ℘(1
2), e2 = ℘( τ2 ) et e3 = ℘(1+τ

2 ).
La fonction ℘′ détermine aussi une fonction méromorphe sur le tore. Et

la surface de Riemman Tτ peut être vue comme la courbe algébrique plane
déterminée par l’équation

y2 = 4(x− e1)(x− e2)(x− e3) .

E.3. Théorème de Riemann-Roch sur une courbe

Théorème E.3.1 (Théorème de Riemann-Roch)
Soient X une courbe projective non singulière et D un diviseur sur X.

On rappelle que hk(D) = dimHk(X,OX(D)) et on a

h0(D)− h0(KX −D) = degD + 1− g(X) .

Démonstration. — Voir par exemple [Jos06, Theorem 5.4.1].
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E.4. Variété jacobienne associée à une courbe

Soient X une surface de Riemann compacte de genre g non nul et
(ω1, . . . , ωg) une base de l’espace vectoriel complexe H0(X,ΩX) des formes
différentielles holomorphes globales sur X. Considérons aussi une base
γ1, . . . , γ2g une base du Z-module libre H1(X; Z). Les 2g vecteurs

vj =


∫
γj
ω1
...∫

γj
ωg

 ∈ Cg pour j = 1, . . . , 2g

sont alors R-linéairement indépendants, voir par exemple [ACGH85, §I.3],
et engendrent donc un réseau de Cg. De ce fait, l’intégration des formes dif-
férentielles holomorphes d’une surface de Riemann compacte X le long de ses
1-cycles détermine une injection

H1(X; Z) ↪→ H0(X,ΩX)∗, γ 7→ (ω 7→
∫
γ
ω)

qui permet de poser la définition suivante :

Définition E.4.1. — Soit X une surface de Riemann compacte de genre
non nul. Le tore complexe

Jac(X) := H0(X,ΩX)∗/H1(X; Z)

est la variété jacobienne de la courbe X.

Remarque E.4.2. — La Jacobienne Jac(X) d’une surface de Riemann X

est un cas particulier de variété d’Albanese Alb(X), voir la définition D.6.10.

Proposition E.4.3. — Soit X une surface de Riemann compacte de genre g
non nul munie d’une structure réelle σ. On note s = #π0(X(R)) le nombre de
composantes connexes de X(R). Alors la jacobienne Jac(X) est munie d’une
structure de R-variété induite, Jac(X)G = Jac(X)(R) est un groupe de Lie
réel compact qui est isomorphe à

1. (R/Z)g × (Z/2)s−1 si s 6= 0 ;
2. (R/Z)g si s = 0 et g est pair ;
3. (R/Z)g × Z/2 si s = 0 et g est impair.

Démonstration. — Si X(R) est non vide, on a λ1 = g + 1 − s, voir l’exer-
cice 3.3.12 et l’exemple 3.6.9. D’après la remarque E.4.2, le résultat ci-dessus
dans le cas s 6= 0 est donc un cas particulier de la proposition D.6.11. Voir
[Sil82, Proposition 10] pour des détails complémentaires.
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Théorème E.4.4 (Théorème d’Abel-Jacobi). — Soit X une courbe al-
gébrique complexe projective non singulière, alors l’application d’Abel-Jacobi

πP0 : X → Jac(X), P 7→


∫ P
P0
ω1
...∫ P

P0
ωq

 mod (v1, . . . , v2q) .

induit un isomorphisme de groupes
Pic0(X)→ Jac(X) .

Démonstration. — L’injectivité est le théorème d’Abel et la surjectivité est
équivalente au théorème d’inversion de Jacobi. Voir [ACGH85, §I.3].



APPENDICE F

ÉCLATEMENTS

On rencontre la notion d’éclatement un peu partout dans ce livre. Nous
avons voulu réunir ici les aspects « géométrie algébrique » et les aspects « géo-
métrie différentielle » de cette construction.

F.1. Éclatements de variétés C∞

Cette section est développée à partir de [Mik97, 2.1].

Fibré tautologique. — On désigne par Bn → RPn le fibré tautologique
(fibré que l’on note couramment OPn(−1) en géométrie algébrique, voir la
définition 2.6.14) au-dessus de l’espace projectif RPn. Ce fibré a pour fibre en
L ∈ RPn la droite vectorielle de Rn+1 représentée par L. C’est un fibré réel
de rang 1. Rappelons comment en décrire une trivialisation locale. Soit v un
vecteur non nul de Rn+1 et L ∈ RPn la droite vectorielle qu’il engendre. Soit
H ⊂ Rn+1 un hyperplan supplémentaire de L. Notons A ⊂ RPn l’ensemble
des droites non contenues dans H. Chaque droite L′ appartenant au voisinage
A de L contient alors exactement un vecteur de la forme v+w(L′) avec w(L′) ∈
H. On a alors un homéomorphisme

A×R → Bn|A, (L′, t) 7→ (L′, tw(L′))

qui est linéaire sur les fibres.
Par construction, Bn est une sous-variété du produit Rn+1 × RPn et le

morphisme du fibré tautologique est la restriction de la projection

Rn+1 ×RPn → RPn.
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Notons π : Bn → Rn+1 la restriction de la projection sur le premier facteur.
L’application π induit alors un difféomorphisme

Bn \ EP
≈−→ Rn+1 \ {P}

où P = (0, . . . , 0) ∈ Rn+1 et EP := π−1(P ).
On dit que π : Bn → Rn+1 est l’éclatement de Rn+1 centré en P . La sous-

variété EP de codimension 1 dans Bn s’appelle le diviseur exceptionnel de
l’éclatement. Il découle immédiatement de la définition que EP est difféo-
morphe à RPn.

Remarque F.1.1. — Le fibré tautologique est aussi le fibré universel au
dessus de RPn = Gn+1,1(R), voir la définition 5.2.11.

Projectivisé du fibré normal. — Considérons une sous-variété compacte
et sans bord C de codimension r dans une variété M de classe C∞. Pour
simplifier l’exposition, nous pouvons munir M d’une métrique riemannienne.
Soit NM |C → C le fibré normal à C dans M qui est un fibré vectoriel de rang
r. Notons

π1 : EC → C

le fibré projectivisé de NM |C → C. Par définition, la fibre π−1
1 (P ) en P ∈ C

est l’espace projectif des droites de l’espace vectoriel NM |C,P ; EC est donc
l’espace total d’un fibré de fibre RPr−1 au-dessus de C.

Éclatement d’une variété le long d’une sous-variété. — Rappelons que
C étant plongée dans M , il existe une application C∞ injective j : NM |C ↪→M

qui identifie NM |C avec un voisinage ouvert U = j(NM |C) de C dans M .
L’injection j est appelée voisinage tubulaire de C dans M . L’ouvert U est
souvent appelé lui aussi voisinage tubulaire. En retour, j identifie C avec la
section nulle de NM |C . On écrit abusivement C ⊂ NM |C et j induit alors
un difféomorphisme NM |C \ C

≈−→ U \ C. Notons Ũ l’espace total du fibré
tautologique au-dessus de EC et identifions EC à la section nulle EC ⊂ Ũ . Par
construction, Ũ est alors une variété de même dimension queM et nous avons
un difféomorphisme naturel

µ : Ũ \ EC
≈−→ U \ C

qui s’étend en une application C∞

f : Ũ → U ⊂M

telle que f |EC = π1.
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En passant sous silence les choix effectués au cours de cette construction,
on donne la définition suivante.

Définition F.1.2. — La variété éclatée M̃ de M le long de C est obtenue
en recollant Ũ à M \ C par le difféomorphisme µ. L’application C∞

π : M̃ →M

définie par π|M\C = id et π|
Ũ

= f est l’éclatement topologique de M le long
de C.

La sous-variété C ⊂M est le centre de l’éclatement et la sous-variété EC de
codimension 1 dans M̃ est le diviseur exceptionnel. On note souvent BCM :=
M̃ la variété éclatée.

Si L ⊂ M est un sous-ensemble fermé, on dit qu’un sous-ensemble L̃ ⊂ M̃

est le transformé strict de L si
— π(L̃) = L,
— L̃ est fermé dans M̃ ,
— L̃ \ EC est dense dans L̃.

Le lecteur intéressé par une discussion plus détaillée est invité à consulter
[AK85, Section 2].

F.2. Éclatements de variétés algébriques

Transformée birationnelle. — Considérons maintenant une sous-variété
algébrique W ⊂ PN donnée par r équations {f1 = 0, . . . , fr = 0}.

Définition F.2.1. — La variété éclatée de PN le long de W est la sous-
variété BWPN de PN

x0:...:xN ×Pr−1
y1:...:yr donnée par les r − 1 équations

y1f2(x0, . . . , xN )− y2f1(x0, . . . , xN ) = 0,
y2f3(x0, . . . , xN )− y3f2(x0, . . . , xN ) = 0,

...
yr−1fr(x0, . . . , xN )− yrfr−1(x0, . . . , xN ) = 0.

Et l’éclatement πW : BWPN → PN est donné par :

((x0 : . . . : xN ), (y1 : . . . : yr)) 7→ (x0 : . . . : xN ).

Si codimW = r, on retrouve l’interprétation en terme de fibré normal en
chaque point lisse de W .

Pour une sous-variété V ⊂ PN , nous notons Ṽ l’adhérence de Zariski de
π−1
W (V \W ∩ V ) dans BWPN .
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Définition F.2.2. — La sous-variété Ṽ est appelée transformée birationnelle
(ou transformée stricte) de V par πW .

On peut montrer que la variété Ṽ ne dépend pas des plongements de V ⊂
PN et W ⊂ PN mais seulement du plongement W ∩ V ⊂ V , voir [Har77,
II.7]. On note encore πW la restriction Ṽ → V de πW à Ṽ .

Définition F.2.3. — Soient V une variété projective et W ⊂ V une sous-
variété, la restriction πW : Ṽ → V est l’éclatement de V de centre W . On note
BWV := Ṽ , c’est la variété éclatée de V le long de W . Le diviseur π∗W (W ) est
le diviseur exceptionnel de l’éclatement.

On note BWV := Ṽ la variété éclatée (« B » pour Blow-up).

Proposition F.2.4 (Propriété universelle de l’éclatement pour les
surfaces)

Soit f : Y → X un morphisme birationnel de surfaces complexes projec-
tives non singulières. Si P ∈ X est un point d’indétermination de l’application
rationnelle réciproque f−1 : X 99K Y , alors f se factorise, de façon unique, en :

f : Y g−→ BPX
πP−−→ X

où g est un morphisme birationnel et πP est l’éclatement de X en P .

Démonstration. — Voir [Bea78, Proposition II.8].

Remarque F.2.5. — On trouve dans [Har77, Proposition II.7.14] un énoncé
plus général valable en dimension supérieure mais dont l’application au cas
de surfaces donne un énoncé moins fort que ci-dessus, voir aussi [Har77,
Remark V.5.4.1].

Corollaire F.2.6. — Soient X une surface complexe projectives non singu-
lières et f : X → X un endomorphisme birationnel. Soit P un point de X fixé
par f , alors il existe un unique endomorphisme birationnel g : BPX → BPX

tel que f ◦ πP = πP ◦ g :
BPX

g−−−−→ BPXyπP yπP
X

f−−−−→ X

Démonstration. — Il suffit d’appliquer la proposition précédente au mor-
phisme birationnel f ◦ πP : BPX → X en remarquant que le point P = f(P )
est un point d’indétermination de (f ◦πP )−1. En effet, si P n’est pas un point
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d’indétermination de f−1, alors f−1(P ) = P est un point d’indétermination
de π−1

P .

Dans le cas où V et W sont lisses, on a un difféomorphisme entre l’éclaté
topologique et l’éclaté algébrique qui commute avec les morphismes au-dessus
de V .

F.3. Topologie des éclatements

Revoir si besoin la définition B.5.12 de somme connexe de deux variétés.

Proposition F.3.1. — Soit P ∈ Rn, alors BPRn est difféomorphe à
Rn#RPn. Plus généralement, si C ⊂ M est une sous-variété non singu-
lière de codimension r et de fibré normal trivial, BCM est difféomorphe à
M#C ×RPr.

Corollaire F.3.2. — Soit X une surface réelle et BPX l’éclatée de X en un
point P de X. Alors, muni de la topologie euclidienne, la variété différentielle
BPX de dimension réelle 2 est difféomorphe à

X#RP2 .

En particulier, pour P ∈ RP2, la variété éclatée BPRP2 est difféomorphe
à la bouteille de Klein K2.

Démonstration. — En effet, le bord ∂(URP2|RP1) d’un voisinage tubulaire de
RP1 dans RP2 est difféomorphe au cercle S1 (le voisinage tubulaire étant lui
un ruban de Möbius)

Proposition F.3.3. — Soit X une surface complexe et BPX l’éclatée de
X en un point P de X. Par exemple, B(0,0)C2 est la sous-variété complexe
de C2

x,y × CP1
u:v déterminée par l’équation xv = yu. Alors, muni de la to-

pologie euclidienne, la variété différentielle BPX de dimension réelle 4 est
difféomorphe à

X#CP2

où CP2 = −CP2 est le plan projectif complexe muni de l’orientation opposée.

Démonstration. — En effet, le bord ∂(UCP2|CP1) d’un voisinage tubulaire de
CP1 dans CP2 est difféomorphe à la sphère S3 et le fibré en cercles induit par
la projection

S3 ≈ ∂(UCP2|CP1)→ CP1 ≈ S2
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est la fibration de Hopf, voir preuve de la proposition B.8.3. L’éclatement d’un
point revient à effectuer la chirurgie consistant à remplacer le voisinage tubu-
laire UX|P d’un point dans X qui est difféomorphe à la boule unité de dimen-
sion 4 par UCP2|CP1 en recollant le long de leurs bords qui sont des sphères S3

par un difféomorphisme qui renverse l’orientation. Voir par exemple [KM61]
ou [Hir51].

Exemple F.3.4. — À titre d’illustration, nous nous proposons d’expliciter
le calcul de l’exemple suivant du à Kollàr, voir [Kol99a, Example 1.4].

Soient X une variété algébrique réelle de dimension 3, non singulière et D ⊂
X une courbe réelle possédant un unique point réel {0} = D(R). Supposons
de plus que proche de 0, cette courbe soit donnée par les équations {z =
x2 + y2 = 0}. Notons Y1 = BDX, la variété obtenue par l’éclatement de
X centré en D. Cette nouvelle variété est réelle et possède un unique point
singulier P . Considérons Y := BPY1, la variété obtenue par l’éclatement de
Y1 centré en P qui est une variété réelle non singulière. On note π : Y → X

la composition des éclatements. Nous nous proposons de montrer que pour la
composante connexe M ⊂ X(R) contenant P , on a la relation

π−1M ≈M#(S2 × S1),

c’est-à-dire

BP (BDM) ≈M#(S2 × S1).

Notre but étant de déterminer la topologie de la variété éclatée, il est raison-
nable de se placer dans la situation C∞ qui permet en particulier de travailler
dans un ouvert U aussi « petit » que l’on veut, par exemple un voisinage
ouvert de l’unique point réel de la courbe singulière D. Nous utiliserons li-
brement l’identification U ≈ R3. En analytique, une telle identification est
impossible car C3 n’est pas biholomorphe à l’un de ses ouverts stricts. De
même qu’en algébrique en raison de la faiblesse de la topologie de Zariski.
Voir par exemple [Sha94, Chapter VI § 2.2] pour une façon plus sérieuse
d’expliquer ce qui se passe ici.

Soit donc D la courbe d’équations (z = x2 + y2 = 0) dans X = R3. Nous
allons calculer successivement π1 : Y1 = BDR3 → R3 et π : Y = BPY1 → R3

où P ∈ Y1 est l’unique point singulier de Y1.
Par définition, BDR3 ⊂ R3

x,y,z ×P1
α:β est déterminé par l’équation

α(x2 + y2)− βz = 0
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qui possède un unique point singulier P appartenant à la carte affine α 6= 0. En
restriction à cette carte, Y1 est l’hypersurface affine d’équation x2

1 +y2
1−z1t1 =

0 où x1 = x, y1 = y, z1 = z, t1 = β et P = (0, 0, 0, 0).
Pour calculer BPY1, on éclate πP : R̃4 → R4 au point P et on considère le

transformé strict Y = BPY1 de Y1.
Les quatre équations de π−1

P (Y1) ⊂ R4
x1,y1,z1,t1 ×P3

a:b:c:d étant

x2
1 + y2

1 − z1t1 = ay1 − bx1 = bz1 − cy1 = ct1 − dz1 = 0.
En restriction à la carte c 6= 0, π−1

P (Y1) est la variété affine d’équation
z2

2(x2
2 + y2

2 − t2) = 0 dans le sous-espace affine de R7
x2,y2,z2,t2,a,b,d

d’équations
x2 = a,

y2 = b,

t2 = d.

où z2 = z1, x2 = x1/z1, y2 = y1/z1, t2 = t1/z1.
La trace du diviseur exceptionnel sur cette carte est déterminée par z2 = 0,

et on en déduit que Y a pour équation x2
2 + y2

2 − t2 = 0 dans le sous-espace
affine x2−a = y2− b = t2−d = 0. Le lieu réel est donc la variété produit d’un
paraboloïde de révolution avec la droite R. Dans la carte d 6= 0 la situation
topologique est identique et il nous reste à nous convaincre que le recollement
est difféomorphe à

R3#S2 × S1 ≈ S2 × S1 \D3

où D3 est la boule de dimension 3.
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variété réelle, 39, 49
variété totalement, 201

Analytique
R-variété, 90
application, 435
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Courbe, 63
affine plane, 66
complexe, 464
de Fermat, 314
exceptionnelle, 221
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d’une variété topologique, 398
de Kodaira, 214, 449

Directe
somme, 430

Discriminant
d’un module quadratique, 386
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