Chapitre 3 : Développements limités
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Dans ce chapitre, pour n'importe quelle fonction, nous allons trouver le polynome de degré »
qui approche le mieux la fonction autour d'un point. Plus précisément, on cherchera a décomposer
toute fonction suffisamment réguliere f autour d’un point ¢ donné sous la forme :

f(z) =T.(z) + R,(x),

ou 7, est un polyndome de degré n et R, est une fonction qui vérifie lim R, (x) = 0.
Décomposer de cette facon une fonction autour d’'un point a, c’est faire un développement limité

(DL) de cette fonction au point a a 'ordre n. Le polynéme T, est appelé partie polynomiale du DL
et la fonction R, est appelée le reste du DL.




Notations : Soient I c R un intervalle ouvert!, f : I — R une fonction et n € N*.

— Si [ est dérivable et si la fonction f’ : I — R est aussi dérivable, on note f” = (f’)’ la dérivée
seconde de f. Plus généralement, on note pour tout n dans N

f(O) — f, f(l) _ f,, f(2) — f// et f(n+1) — (f(n)),-

— [ est de classe ¥ sur [ si f est continue sur /. On note f € €°(1).

— festdeclasse ¢ sur I si f est n fois dérivable sur I et si f(") est continue sur /. On note f € €(I).

— festdeclasse > sur [ si VneN, fe%"(I). On note f € (). On remarquera que pour tout n
dans N, €~ (I) c €"(I).

— Pour tout n dans N*, on définit la factorielle de n par n! =1x2x ... x (n—1) x n avec la convention
0!'=1.

Remarques

1) Pour tout n dans N, on a les inclusions €™+ (1) c €™ (1) et €= (1) c €™ ().

2) Pour tout ndans N, n!=(n-1)!xn.

1 Développement limité

1.1 Définition et existence
Soient / un intervalle ouvert et f : / > R une fonction.

Définition Pour a el et neN, on dit que f admet un développement limité au point a et a l'ordre

n si il existe (n + 1) réels cy,cy, ..., c, et une fonction ¢ : [ - R vérifiant lime(z) = 0 tels que pour tout

rdans |
f(x)=co+eci(z—a)+ey(z—a)’ +es(x—a)® +....+cp(x—a)" + (v —a)e(x).

Partie polynomiale du DL Reste du DL

Proposition Soient I un intervalle ouvert et a € I. Si f est de classe €™ sur I alors [ admet un
DL au point a a lordre n, qui provient de la formule suivante dite de Taylor-Young :

“(a M) (q
At )(x—a)2+...+f (@)

21 n!

f(x) = f(a) + f'(a)(z —a) +

(x—a)"+ (z—-a)"e(x),

ou la fonction e : I - R vérifie lime(x) = 0.

Remarque Le DL d’une fonction f au point 0 a l’ordre n s’écrit de la facon suivante a l'aide de la
formule de Taylor-Young :

flx)=f00)+ f(0)r+ f”(O)Z—? o+ f(”)(O)fl—T +x"e(x)

ou lir% e(xz) =0.

1. Clest a dire de la forme ] - o0, a[, ]a,b[ ou ]b,+oo[ de R, avec a,b e R,a < b.
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Exemples

1. Soient a € R et n € N* fixés. Donner le DL au point a et & l'ordre n de la fonction [ :x ~ e®.

flz) = . = f(a) = ... , fi(x) = e = f(a) = ... ,
f(2) = = f'(a) = ... , f

=
~
K
N
I
=
2
—~
=
N
I

"(a M) (q
Vz e R, e””:f(a)+f’(a)(x—a)+f ( )(a:—a)2+...+f ‘( )(:c—a)"+(x—a)”e(a:)

21 n

flx) = e = f(0) = ... ,
() = i, = fO0) = ... ,
FIT) = s = f(0) = ...,
FD(2) = e, = fW0O0) = ...
F(2) = e, = f(0) = ... ,
flx) = f(0)+f(0)z+ f"(O)é—? + f<3)(0)§—? + f(4)(O)Z—T + z'e(2)

Ty, 11,15, T5, T, sont appelés respectivement polynémes de Taylor d’ordre 0, 1, 2, 3 et 4.

Notation : Le terme (z - a)"¢(x) ou e(x) — 0 est souvent noté oa((:)s —a)") (se prononce « petit

04 » de (z —a)"). Cela signifie que = — oa((x - a)”) est une fonction qui vérifie la propriété :

lim —oa((m _ a)”)

=0.
zva (x—a)”

La notation « petit o, » simplifie beaucoup les écritures. Lorsque a = 0, on écrit « o » plutét que
«0q ».

3
Exemples 1. Pour tout x dans R, x3 peut s’écrire x3 = o(z?). En effet, 111% — = llr%x =0.
z—0 T—

2. Lereste x"e¢(x) du DL d’une fonction f au point 0 a l'ordre n peut aussi s’écrire x"e(x) = o(z").
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1.2 Propriétés

Proposition Si une fonction f admet un DL en un point, alors ce DL est unique.

Proposition

. St f est paire alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient que des mondémes de
degrés pairs (c’est a dire : 29 22 24, ..., x?" n e N).

. Si f est impaire alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient que des monémes de
degrés impairs (c’est a dire : x,z3, 2%, ..x?"*1 neN).

Exemple On considere la fonction f :x — cos(x) qui est de classe € (R). Elle admet donc un DL
en 0 a lordre 5 que nous allons déterminer. Pour tout x proche de 0, on a :

fx) = e, = f) = ... , Fr(x) = e, = f(0) = ... ,
FOL) = o FO0) = s FOE) = S FO0) = .
FO@) = oo S FO0) = oy fO(2) = ~ fO0) = .,
F(@) = F0) + £ + ' (0) o+ FOO) 5+ FOO T+ fO )+ ae()

...................................................................................................
.....................................................................................................
.....................................................................................................

.....................................................................................................

Commentaire : Comme f est paire, la partie polynomiale de son DL ne contient que des monémes
de degrés pairs comme annoncé dans la proposition.



1.3 DL des fonctions usuelles en 0 a 'ordre n

. 2 23 " I L "
e’ = 1+x+§+§+ +m+0(x) ’;)k'+o(x)
2 .3
In(l+z) = x_%+‘%+...+(-1)n+l‘” (z") = Z( 1)kl +0($”)
-1 1 1
VaeR, (1+x)* = 1+ax+%w2+... ala-1). (‘a n )x +o(a™).
! n!
1
o T l-z+22 -3+ .+ (-1)"2" +o(a") = Z( )kak + o(a™).
T
1
= 1+x+x2+x3+...+x”+0(x”):Zx’“+o(w”).
1-a k=0
) 3 o " r2n+l 2n+2 k x2k;+1 942
sin(z) = x—§+a+...+(—1) m+o(x Z( )(Qk: 1) +o(x?*?).
22 gh 2k
cos(x) = 1_§+Z+ A+ (- 1)"(2 )'+0($2"+1) Z (Zk)‘+o(x2"+1)
3 Qb
tan(x) = m+%+1—x5+o(x6)

Proposition Une fonction [ admet un DL au voisinage d’'un point a si et seulement si la
fonction x — f(x +a) admet un DL au voisinage de 0.

Exemples
1. Donner le DL de f:x— e en 1 a l'ordre n € N. La fonction f est de classe ¢*°(R), elle admet
donc un DL en tout point de R, a tout ordre n € N. De plus, pour tout x proche de 1, on a

e = eac—1+1

— 61 x ew—l

= exelenposant h=.............. , Si x est proche de 1, alors h est proche de ......



2. Donner le DL de g : x — sin(x) en 3. La fonction g est de classe €= (R), elle admet donc un DL en
tout point de R, a n’importe quel ordre n € N. De plus, pour tout x proche de 7, on a :

sin(z) = sin(z- g + g) = sin (z - g) cos (g) +sin (g) cos (z - g)
= cos (x - g) =cos(h) en posant h = ............ proche de ..... lorsque x proche de ....

2 Opérations sur les développements limités

2.1 Somme et produit

Définition Soit n,p € N* avec n < p. Tronquer un polynéme de degré p a l'ordre n consiste a
conserver seulement les monémes de degrés < n.

Exemples
1. Tronquer le polynéme P : x — 28 + 227 — 32° + 22* — 22 + 22 + 1 @ Lordre 5. On notera T; le polynéme

01272 Y ) T

2. Tronquer le polynéme (x + 2x + 42%)(1 + x + 23) a lordre 2. On notera Ty(x) le polynéme obtenu.

(420 +42%) (1 + T+ 23) = e

OnadoncTo(T) = oooiiiiiiiiiiiiicc

Proposition On considere deux fonctions f et g qui admettent des DL en 0 a l'ordre n :

f(x) =cotcrx+...+epx"+x"e(z) et g(x) = do+dix+...+d, 2" +x"es(x), avec lin% er(x) = lir% ea(x) = 0.

Alors :
. f+gadmet un DL en 0 a l’ordre n qui est donné par :

fx)+g(x)=(co+dy)+(cr+d)x+...+ (cp +dp)x™ + z"e(x),

ou lix% e(z) =0.




. fxgadmet un DL en 0 a l'ordre n qui est donné par

f(x) x g(x) = To(x) + z"e(2),

ou lir% e(z) =0et T,(x) est le polynome

(co+ 1z + ...+ cpx™) x (do + dyx + ... + dpz™)

tronqué a Uordre n.

Exemples
1. Calculer le DL en 0 a l'ordre 2de [ : x = €® + In(1 + ). Les fonctions x — e* et x — In(1 + x) sont
de classe € au voisinage de 0, on peut donc écrire leur DL en 0 a l'ordre 2 :

xT

B T et IN(142) = oo

FUT) = S e

2. Calculer le DL en 0 a l'ordre 2 de g : x = cos(x) x /1 + x. Les fonctions x — cos(z) et x — /(1 + )
sont de classe ¢ au voisinage de 0, on peut donc écrire leur DL en 0 a l'ordre 2 :

En notant C(x) et D(x) les parties polynomiales des DL de f et gon a :

C(x) X D(T) = oo, S e

En tronquant le produit C(x) x D(x) a Uordre 2, on obtient : g() =.......couuuiuiiiiiiinininnnnann.
3. Calculer le DL en 0 a l'ordre 3 de la fonction h:x—/1+xIn(1+2) coeiniiiiiiininiinino...

.....................................................................................................



2.2 Composition

Proposition On considére deux fonctions f et g qui admettent des DL en 0 a l'ordre n :

f@)=co+crx+...+cpa”+x"e(z) et g(x) =do+ dyz + ... + dpa™ +a"es (),

=C(x) =D(x)

avec lir% er(z) = lir% ea(z) = 0.
Si g(0) =0 (c’est & dire dy = 0) alors la fonction f o g admet un DL en 0 a l'ordre n dont la partie
polynomiale est le polynéme tronqué a l’ordre n de la composition C(D(x)).

Remarque De facon plus générale, si g admet un DL en 0 a l'ordre n et si f admet un DL en g(0)
a lordre n alors f o g admet un DL en 0 a lordre n. Il est obtenu en remplacant le DL de g dans
celui de f et en ne gardant que les termes de degrés inférieurs ou égaux a n.

Exemple Calculer le DL en 0 a l'ordre 2 de la fonction h: x — cos(In(1 + x)). On pose ici

f:uwcos(u)et g:x~1In(l+z).0n a bien

(fog)(m) =i =
et g(0) = oo =..., fogadmet donc un DL en 0 a l'ordre 2. On écrit le DL en 0 a l'ordre 2
de fetg
Fu) =coS(U) = i et g(z) =In(1+2) = oo

C(U) = e et D(T) = oo
C(D(T)) = oo S
Le polynéme tronqué a lUordre 2 de C(D(x)) est donné par To() = ..cccoovevieviiiiiinieiieic, et

2.3 Quotient

On considere deux fonctions f et ¢ qui admettent des DL en 0 a 'ordre n :

fx)=co+cx+...+ca”+a"€e(x) et g(z) =do+dix + ...+ d,2™ + 2" €ex(x), avec lir% er(x) = lir% ea(x) =0.

Pour calculer le DL du quotient ! nous allons utiliser le DL de
g

1
1+u

=l-u+u?-u®+....+(=1)"u™ +o(u™)

et la formule pour la composition de DL. On a 3 cas possibles :

8



. . . 1
Cas1: Sidy=1,onpose u=dix+.. +d,x"+z"(x) et le quotient s’écrit S fx o
g u

Cas 2: Sidy+0etdy+ 1, alors on se raméne au cas précédent en écrivant

1 1 1
Y '
g(x) do 1+ g—éx o+ ‘;—Zw” + —wnifo(’j)

Cas 3: Si dy = 0 alors on factorise par z* (pour un certain k) afin de se ramener a I'un des cas
précédents.

Exemples 1. Calculerle DLde h:xz ~ tan(zx)en 0a l'ordre 3. On pose f(x) = sin(x) et g(x) = cos(z).
Onécritle DL de f et gen 0 a l’'ordre 3 :

f(x)=sin(z) = i =B(x) +o(z®) et g(x) =cos(T) = coioirieiiieieee e
I 1
cos(z)
= 1o POSANE U = oo dont la partie polynomiale est D(z) = ................
S e =C(u) +0(ce..... )
C(D(T)) = oo e
En tronquant C(D(x)) a l'ordre 3 on obtient le polynéme T5(z) donné par T5(x) = ....ccccoovvevennne.
! = T3(T) 4 0(T) = e
cos(x)
B(2) X T5() = oot e

En tronquant B(xz) x Ty(z) & Uordre 3 on obtient le polynéme Ts(x) donné par



1
2. Calculer le DL de h : x — :x en 0 a lordre 4. On pose pour tout x dans R f(z) =1+ x et
x
g(x) =2+uz. fet gsont des polynémes de degré ........ etona:
1 1 1
= —x
2+x 2 1+3
1 1
= X7 en posant u = ......... lorsque x est proche de 0, u est proche de .........
u
1 p—
TV T TTITIIIIIINNOS
On remplace & présent u dans la partie polynomiale par ........ et le reste o(u*) par of......)
1 —
S T
comme on veut un DL a lordre ....... on ne garde que les termes de degrés < ......
Finalement
2 PSPPSR

3. Calculer le DL de h:z ~ sin(z) en 0 a l'ordre 3. On a
sh(x)
SIN(T) = oot = o+ 1T + cpw? + 32 + wey ()
SH(T) = e =do + di7 + dox?® + dsz® + 26y ()
Comme dy = ........ et ¢1,d; # 0 on va faire un DL de sin(x) et sh(x) a lordre 3+ 1 = 4. En effet, Le pre-

mier terme du DL de sh(x) est de degré 1, on a donc factorisé le dénominateur par x'. Comme on
vise un DL d’ordre 3, on fait un DL d’ordre 3 + 1 car on sait que l’'on va diviser par x et perdre un
ordre.

sin(x)

Sh(x) e T T
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sin(x)

sh(x)

3 Applications des développements limités

3.1 Calcul de limites

On cherche a calculer lim f(z). Si f admet un DL en « a 'ordre n, alors
f@)=co+ci(z—a)+...+c,(x—a)"+ (x-a)e(z)
et donc

lim f(x)

Tr—a

lim (co+cri(z—a)+...+cp(z—a)"+ (z—a)"e(x))

Co-

arctan(z) — z

Exemple Calculer lim — .Ona
=0 sin(x) -z
arctan(z) - B )
SiIl(ZE) —r - - = o e

3.2 Position d’'une courbe par rapport a sa tangente

Proposition Soit f: I — R une fonction admettant un DL en un point a € [
f(x)=co+ci(z—a)+cp(x—a)+(z-a)e(z),

ou k est le plus petit entier > 2 tel que le coefficient c; soit non nul. Alors une équation de la
tangente a la courbe de f (notée €;) en a est

y=co+ci(x—-a)

et la position de €y par rapport a la tangente pour x proche de a est donnée par le signe de
f(@)-y:
— Si ¢ (z - a)¥ > 0 alors €y est au dessus de sa tangente.
— Si ¢x(z - a)¥ <0 alors €y est en dessous de sa tangente.
— Si le signe de ci(x — a)* change lorsque l'on passe de x < a & x > a, alors la tangente
traverse ¢y au point d’abscisse a. On dit que a est un point d’inflexion.
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Exemple On considere [ : x — z* - 223 + 1. Déterminer l’équation de la tangente de [ au point
d’abscisse ; et donner la position de la courbe de f par rapport a sa tangente. On a

On en déduit le DL de f en 1/2 par la formule de Taylor-Young :

G T PP PPSPPP
La tangente en 5 a donc pour équation y = .................cccccccceeeeecnnn.
La position du graphe de [ par rapport a y est donnée par le signe de ............ccooeevvvvvvvvvvrriieenn.
AONC Cf SE ..o de y.

4 Développement asymptotique

Définition Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]xg, +oo[. On dit que f admet un DL en

+oo a l'ordre n s’il existe n + 1 réels cy,ci, ..., c, avec ¢, + 0 et une fonction ¢: I — R tels que

c1 G Cr, 1 1
=cp+—+—=+..+—+—e€(=
f@) = co A xm x”e x)
N 1
ot lim e(—)=0.

T—>+00 xT

1
Exemple On considere la fonction f:x — In (2 + —). Admet-elle un DL en +c0 2 On remarque que
x

fx) = @)+ (1+ o)

In(2) +In(1 +u) en posant u = ......... quand x est proche de ......... alors u est proche de .........

I}
—
=

—~
[\

~
+

Le DL en +oo d’une fonction nous permet d’avoir une idée du comportement de celle-ci au voisinage
de +oo. Lorsque x — +o0 on a f(z) = In(2) +In(1 + =) > In(2). Comme le premier terme non nul
apres In(2) dans le DL de f est positif pour x grand, on en déduit que la courbe représentative 6
de f est au dessus de son asymptote horizontale y = In(2).
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Remarques

1. Un DL en +oo s’appelle aussi un développement asymptotique.

2. Dire qu’une fonction x — f(x) admet un DL en +oo a l'ordre n est équivalent & dire que la
fonction h v f(3) admet un DL en 0+ a Uordre n.

Proposition On suppose que la fonction v — admet un DL en +co (ou en —o0) donné par

f@)

f(x) ap a 1 /1
—ap+ — + — + —
x o [ xke(x)

. . . 1 .
ou k est le plus petit entier > 2 tel que le coefficient —- soit non nul.
T

lim f(z)- (apr+ay)=0et xli{nmf(x) - (apr +ay1) =0.

Tr—>+0o0
La droite d’équation y = apx + a; est une asymptote a la courbe € en +oo et en —oco. La position

. a
de €; par rapport a son asymptote est donnée par le signe du terme %
T

13



A Exercices

Exercice 1. A l’aide de la formule de Taylor-Young, calculer :
1. le DL en 2 alordre 2de f;:x— \/x;
le DL en -1 a l'ordre 7 du polynéme fy: 2z~ 2% -1;
le DL en § a l'ordre 4 de f5: x ~ cos(z);
le DLen 1 4lordre 3 de fy:z+~ ¢*”;
le DL en 0 a l'ordre 3 de f5: x — arctan (ﬁ) ;
1

\/1+x’

A i

le DL en 0 a l'ordre 3 de la fonction f;: 2 —

7. le DL en 0 alordre 3de f;: 2~ V1 +x.
Exercice 2. A l’aide de la formule de Taylor-Young, calculer :
1. le DL en 0 a l'ordre 4 des fonctions suivantes f; : = — exp(-z);

x -z

le DL en 0 a 'ordre 4 des fonctions suivantes f;: 2 —» “5—;

le DL en 1 a l'ordre 2 de la fonction f3: z — e*sin(x);
lesDLenOeten 1alordre3de f,:z+~ 22",
le DL en 1 a 'ordre 2 de la fonction f5: z — 2% - 9\/x + 14z + 3.

Uk LN

Exercice 3. A l'aide des opérations sur les DL, recalculer les DL de I'exercice précédent.

Exercice 4. Calculer:

1. le DLen O alordre 3de f;:x+~ \/1+2cos(z);

. le DL en 0 alordre 3 de fy:z+— exp(y/1+2cos(x));
. le DL en 0 a lordre 3 de f5:x ~ In(1 +sin(x));

2

3

4. le DLen O al'ordre 3de f,: 2+~ ;
l+z

5

6

el?

. le DL en 0 & Pordre 6 de f;: x ~ (In(1 +22))2;
rln(l+22%)
22 + tan(223)’

3
leDLenOél’ordre5def71$'—>hl(lx%);

8. le DL en 0 a 'ordre 4 de fs: x — cos(sin(x));
sin(2z) - 2tan(z)
- .

. le DL en 0 a l'ordre 3 de fs:

=~

9. leDLen 0 alordre 5de fy:x

Exercice 5. Pour chacune des fonctions suivantes :

fi1:x—exp(x) - . faraxwxcos(2z) et f3:a e cos(x)sin(2z),

1+

donner une équation de la tangente a la courbe €%, en 0 puis déterminer la position de la tangente
par rapport a ¢, au voisinage de 0.

14



Exercice 6. Calculer les limites suivantes :

et —1-x . sin(z) -z sin(x) sin(x) — x cos(x)

olim ———— elim o lim —————— e lim
20 12 20 x z—0* 1 — cos(z) @0 x?
. 2tan(z) - tan(2z) . ¥ —cosx , 1 1 .1 1
olim — Ohm—2 dunT——Q im — - —
z—0 xsin®(x) >0 z-0 tan®(z) 20 12 xsin(z)

Exercice 7. ATlaide d’'un DL, calculer;
-1
VT lorsque x tend vers 1;

1. la limite de
In(z

(s
2. la limite de M lorsque z tend vers 7.
7 —2x)?

Exercice 8. Calculer:
T

x2-1 ;
2. le développement asymptotique en +oo & l'ordre 2 de fo: x> (1+1)7;

1. le développement asymptotique en +co a 'ordre 5 de f;: 2 —

4
3. le développement asymptotique en +oo & l'ordre 6 de f3: 2+~ 1/ 29(;_+1
x

Exercice 9. Alaide d'un développement asymptotique, calculer les limites suivantes :

1\* 1
o lim Va2+2x+2-2x OIime(e%—eﬁ) o lim (:1:+) e lim z=

Tr—>+0o Tr—+o00 Tr—>+00 €T Tr—>+00o

Exercice 10. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une équation de leurs asymp-
totes en +oo et préciser la position de leurs graphes par rapport a ces asymptotes.

x3

3+1
of x> z eforxm>Va2-2r+2 efy3:ix— 5

z+1

1
2
s t
o fyix xarcan(ler)

+2arctan(z)

1
of5:xn—>(;1j+2)é 0f6!l‘l—>\3/,jlj3—gj'2 o frix
xr

+ 22
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