Chapitre 4 : Intégrales et primitives
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1 Intégrales et primitives

On consideére une fonction f : [a,b] - R*. On cherche a calculer Vet o
laire </ située en dessous du graphe de f noté ¢; et entre les Z

droites d’équations = = a, x = b et 'axe des abscisses &,. Pour
ce faire, on peut approcher cette aire par des sommes d’aires de
rectangles situés au dessous de la courbe en découpant l'intervalle
[a,b] en sous intervalles [a,, b, ] et on note 7, l'aire obtenue. De la
méme facon, on peut approcher cette aire par des sommes d’aires

de rectangles situés au dessus de la courbe et on note o7 'aire [a b a
obtenue. - )

n n

Définition (Formelle) Si la limite des aires en dessous est égale a la limite des aires au dessus
lorsque le pas de subdivision de lintervalle tend vers 0 (cad lim <7 = lir+n ), on appelle cette

n—>+00

limite commune l'intégrale de f sur lintervalle [a,b] et on la note

o = fabf(t)dt.

On dit alors que f est intégrable sur [a,b].



Remarques
a) Si [ prend des valeurs positives et négatives, son intégrale sur [a,b] est

égale a la somme des aires que forme son graphe avec l’axe des abscisses }
O, selon la regle suivante : si la forme géométrique est située au dessus ;
de l’axe des abscisses, son aire est comptée positivement alors que si elle 2 /+
est au dessous, l'aire est comptée négativement. #
b) Si f est une fonction constante égale @ m € R sur [a,b],alors 0 77 p

fabf(t)dt:mx(b—a).

Propriétés Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b].

1. La fonction f + g est intégrable et on a

fab(f+g)(t)dt: fabf(t)dm[abg(t)dt_

2. Pour tout nombre réel )\, la fonction \f est intégrable et on a

fab)\f(t)dt= /\fabf(t)dt.

/abf(t)dw /abg(t)dt.

4. Pour tout c€la,b[, f est intégrable sur [a,c] et [c,b] et on a

];bf(a:)dx: /;Cf(t)dmfcbf(t)dt.

3. Si f>galors

Remarques

e Deux fonctions qui different en un nombre fini de points ont la méme intégrale.

« Attention : [ " P % g(t)dt + f " Pyt x f ()t

e Pour toute fonction f et tout réel a on pose par convention f f(t)dt =0.
b a
e Si f est intégrable sur [a,b], on pose f f(t)dt = - [ f(t)dt.
a b

e GGrdce a ces deux conventions, on obtient la formule d’addition, dite relation de Chasles :

Va,y, 2 € [a,b], f:f(t)dtzfxyf(t)dtJrfyzf(t)dt,

quel que soit l'ordre entre x,y et z.

Nous utiliserons dans la suite le critére d’intégrabilité suivant :

Théoreme Si f:[a,b] - R est continue sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b].

Remarque (Autre critére) Si f :[a,b] — R est monotone* sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b].

*, Une fonction est dite monotone sur [a, b] si elle est croissante ou décroissante sur [a, b].
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Définitions. Soient I un intervalle de R et f: I - R une fonction.

. Si I est un intervalle ouvert’ , une primitive de f est une fonction F : I — R dérivable sur I et
telle que Vx e I, F'(x) = f(x).

. Si I = [a,b],]a,b] ou [a,b], une primitive de f est une fonction F : I - R continue sur I,
dérivable sur a,b| et telle que Y €]a,b[, F'(x) = f(x).

Remarque Si I est une primitive de la fonction f : I — R, toute primitive G de f sur I est de la
forme :

G:I - R

x — F(z)+c¢,

olr ¢ est un réel quelconque. Autrement dit, deux primitives d’'une méme fonction sont égales a une
constante pres.

Théoreme Soient I un intervalle de R et f: I — R une fonction continue. Alors, pour tout a € I, la
fonction F': I — R définie par

F(zx) = f f@)dt,Vaeel,
est une primitive de f.

Remarque Ce théoreme nous dit que toute fonction continue sur I possede des primitives. De plus,

pour tout a € I, la fonction F : x — f f(t)dt est l'unique primitive de f qui s’annule en a.

2 Outils et techniques de calcul

2.1 Primitives évidentes

Lorsque l'on cherche la primitive d'une fonction, on commence par regarder si celle-ci ne s’écrit
pas sous la forme u/(x) x f(u(x)), avec f(u(x)) égale a I'une des expressions suivantes (a € R) :

1 1
Vu(z) w(®)’

puis on se réfere au tableau des primitives usuelles en annexe.

1 1 1

cos*(u(z))” 1+u?(z)" \/1-u2(z)

u*(z), "™ cos(u(x)), sin(u(x)), 1+ tan?(u(z)),

Exemples Donner une primitive des fonctions suivantes :

1. fi(z)=(x+1)*=vu'(z) x (u(zx))* avec u(x) = z + 1, a pour primitive

Fi(z) = %(u(x)f _ é(w L1y,

2. folz)=(4x+1)*=...... X 44T +1)% = oo avec u(x) = .cocooenenn. , @ pour primitive

T. Clest a dire de la forme ] - o0, a[, ]a,b[ ou ]b, +oo[, avec a,b € R,a < b.



10.

11.

12.

fs(x) = = avec u(x) = ..o, , @ pour primitive
x?+3
Fg(l') e
fa(2) ° x de x avec u(r) a pour primitive
T)= —— = T _ w(x) = o ,
N Va3 247 +3
F4(I) S r i tetettettttaetetaetisateieaetttattarattasaitatsisastosattientsronens
fs(x) = (6z+1)e3™ = ... avec u(T) = ..ccceeneene. , @ pour primitive
F5(I) e
fox) =3ae™ = ... X 102€” = oo avec u(x) = ..o , @ pour primitive
Fﬁ(.ﬁlﬁ') S et e e e eieeaee e eeee e eie e eaaaaaas
fr(x) =4xcos(x?+3) = i COS(Z2 +3) = oot avec u(x) = .ooeenenn. ,
a pour primitive
F7(ZL‘) e
fe(x)=(22-3)sin(22 =32+ 1) = oo avec u(x) = oo, , @& pOUr primi-
tive
Fg(l‘) e
122 + 2
x)= = ... = ... avec U(T) = covevreeie,
Jo(2) cos?(322 +z + 15) cos?(3a2 + 2 + 15) ()
a pour primitive
Fg(x) TR T TR P
3 1 2
flo(x') = m = ... X 1+( ..... )2 = X 1+( ''''' )2 = X avec u(x) = el , @ pour
primitive
Flo(ilf) T ettt eie e e e eeeeeieeeie e eie e eaiaaaas
fu(z) = 627 +82+9 avec u(x) = a pour primitive
11 _2x3+4aj2+9x—3_ e ,ap p
Fll(l') T ittt ttttettetitietieatateasaitatasaetsaetisaeatertsasaientarentnnone
Fiol) 3z +6 T+2 2z +4 avec u(z) @ Dour
x) = = ... X = = ... X w(x) = e, ,
12_ T x?+4x 22+ 4z 22+ 4z p
primitive
Flg(l’) T i itteratteenitaenitasattasantatsetattorattosatttertsasastaransatansne



13 flg(l')

) )

avec u(z) = ....... , a

= e X e = . X
V1-922  \/1-(....)2 1-(....)2 v.
pour primitive
Flg(l’) T
2 2 2 2
14. fiu(x) = = = -
W)= s Y vV N
=2 x avec u(r) = ..ccceeue.. , a pour primitive
F14(£L') T ittt ettt eie ettt et eaeateaeaeaetebeebebeeaeaientateneanone
T T T
15. x) = = = = X
o) = s a1 Y v Vv
= ... X avec u(r) = ..cceennnn , @ pour primitive

F15(£L') R TR R LT
7 7 T
16. fis(z) = 922 + 122+ 5 = = = ... X
=X avec u(x) = ..o , @ pour primitive
Fw(l’) T
o 5T 5t .
17‘ f17(1-) = .1'4 + 61‘2 + 10 = = = ..... X
=.... x avec u(x) = .ccccoeeeeenn , a pour primitive
F17(I) T
3 473 +192 .
18. fis(x) = % = ....x% =...x avec u(T) = oo , @ pour primitive
Flg(.fl') R
T T %4
19. flg(l') = 024 — 1922+ 5 = = = ... X
=X avec U(x) = .cccoovennens , @ pour primitive



2.2 Intégration par parties

On considere u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle [a, b] et telles que v’ et v’
soient continues sur [a,b]. On sait que (uv)’ = v'v + uv’, en intégrant ceci sur [a, b], on obtient

[u(m)v(w)]Z:‘/ab(uv)'(x)dx:‘/abu’(x)v(m)danfabu(x)v’(x)dx

ou on a utilisé la notation [ f (x)]z = f(b) - f(a). On en déduit alors la formule dite « d'intégration
par parties » :

[t @y =L@~ [ @y

ou, pour une intégrale indéfinie (c’est a dire sans bornes définies) :

/u(x)v’(x)dx =u(x)v(z) - [u’(a:)v(:v)da:.

Exemples X

1. Calculer / ze®dx. On pose u(x) = x et v'(x) = €%, de cette facon, u'(x) = 1 et v(x) = e*. Les

0
fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur [0,1], u’ et v' sont continues et la formule
d’intégration par parties donne alors

1
f ze®dx
0

u(m)v(x)] flu'(x)v(x)da:

[
[x flxe
[xe] [e”

1.

-0- (6—1)

2. Calculer fexln(m)dx. On pose u(z) = In(x) et v'(z) = z, alors u/(z) = ...... et v(z) = ...... Les

fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur [1,¢e], u' et v' sont continues et la formule
d’intégration par parties donne alors

flea:ln(:zj)daj .......................................................................

3. Calculer [ arcsin(z)dz. On pose u(x) = arcsin(x) et v'(x) = 1, alors u'(x) = et v(z)=...

Les fonctions u et v ainsi définies sont dérivables sur | —1,1[, u’ et v’ sont continues et la



formule d’intégration par parties donne alors

[ ArcSin(X)dT = oot

Lastuce pour calculer cette intégrale qui contient une exponentielle consiste a refaire une
intégration par parties pour calculer [ xe*dz. On pose u(x) = x et v'(x) = e® et on obtient

f L A = o

2.3 Changement de variables

Théoreme Soient I,J deux intervalles, f : [ - R une fonction continue et ¢ : J — I une fonction
bijective, dérivable et telle que ' soit continue. Pour tout a,b € J, on a en posant t = p(x)

w(b)

[ s 7 ro

a

Voici en pratique comment on applique ce théoreme :

2
Exemples 1. Calculer

;dx en posant ¢ = 22, Lapplication x — x? est une bijection conti-
+x

1
nue de [1,2] vers [1,4] et sa dérivée x — 2z est continue sur [1,2], ce changement de variables
est donc admissible. On procéde par étapes :

. Les bornes de l'intégrale : si x =1, alorst=12=1et si x =2 alors t =22 = 4.

. La variable d’intégration : comme t = x2, par dérivation, dt = (x?)'dzx = 2xdzx.
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. L’intégrale :

2 1
arctan t)|, = =(arctan(4) — arctan(1)).
f1 Tt 2/ 1+ (a2)? T2 1+t2 ], 2 ) )
1
2. Calculer [ " dx en posant t = e*. Lapplication x — e* est une bijection continue de
0 et+e’”
........... vers ..........et sadérivée x — ............est continue sur ..........., ce changement de variable

est donc admissible.

. Les bornes de l

intégrale :si x =0, alorst=....etsix=1alorst= ...

. La variable d’intégration : comme t = €%, par dérivation, dt = ..............

. Lintégrale : on

1 2
/ dx =
0 e¥+e?®

3. Calculer f

V1 +x

a

1 T
[ ey [ = [
0 er(e*+e7T) 1

———dx en posant t =\/1+ x. Lapplication x — \/1+ x est une bijection conti-

........... et sa dérivée x + .................... est continue sur ..........., ce change-

ment de variable est donc admissible.

. Les bornes de I’

intégrale :si x =3, alorst=....et st x =8 alorst=....

. La variable d’intégration : comme t = /1 + x, par dérivation, dt = .................

. Commet=~/1+z,onax=.........

. Lintégrale : on

[t
3 xvV1l+zx

Pour calculer cette intégrale, on va décomposer

a

fS 1 y 1 - f B f

en éléments simples : on

1
(t-1)(t+1)

cherche a,b € R tels que
1 __a b ~
(t-1)(t+1) t-1 t+1 (t—1)(t+1) - (t-1)(t+1) ’
ce Oui amene d a+b = .. - a =
¢ qui amene a-b = . b =
Finalement

3 1
2, D

Il
[N}
h
o
—~
|

—_

N’

3
;dt_gf g
t 2 ...(t+1)



/4
4. Calculer f cos(z)

————~—dx en posant t = sin(x). Lapplication = — sin(x) est une bijection
—rja 2 —cos?(x)

continue de .................. VersS .oooevieeiiiiiiien, et sa dérivée v — ................. est continue sur
.................. , ce changement de variable est donc admissible.
. Les bornes de l'intégrale : si x = -7/4, alors t = ............ etsiz=n/dalorst=.......
. La variable d’intégration : comme t =sin(x), on @ dt = .....................
oy cos cos oS
. Lintégrale :on a f(x) = () = (z) = (2) ,
2 - cos?(x)
et donc
e T o
—rja 2 —cos?(x) —/4
1/2 T

5. Calculer f mdm en posant t = 1 — 2. Lapplication © — 1 - 22 est une bijection
0 -
continuede .................. Vers .......c........ et sa dérivée x +— ............ est continue sur ........... , ce

changement de variable est donc admissible.
. Les bornes de l'intégrale : si x =0, alorst=....et si x =1/2 alors t = ....

. La variable d’intégration : comme t=1-22, ona dt=...............

L ' 1/2 T 1/2 9
.Lmtegrale.ona/0 - x2)3/2da:— ....... /; - x2)3/2dx_"“.[.

................................................................................................

................................................................................................



cos?(z)

dx en POSANE T = SIN(T)ee vttt ettt ettt

7. Calculer[ ()
SIn (T
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A Primitives usuelles

Fonction Primitive | Domaine de validité Fonction Primitive
a (réel donné) azr R ) uotl
uw'u®, aelR
a+1
n+1
x",neN x+ 1 R u’
n 2
Ja Ve
1 -1
—n,TLEN*\{—l} 1 R* ,
’ (Ve v In(Ju)
u
1 o o
NG ! * w'et et
a+1 / .
2%, a e R\ Z x R u’ cos(u) sin(u)
a+1
u'sin(u) —cos(u)
- In(|x|) R*
N u’ / 2
=u (1 + tan (u)) tan(u)
cos?(u)
e e R
ul
cos(x) sin(x) R T2 arctan(u)
sin(z) —cos(x) R u arcsin(u)
1-u?
cos2(z) =1+ tan®(7) tan(z) RNAS +kn keZ}
! R
T arctan(x)
1 in(r) 1-1,1]
arcsin(x -1,
1 - a2
= (x) 1-1,1]
arccos(x -1,
1—x?
a®,a € R* \ {1} o R
’ ’ In(a)
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B Exercices

1
Exercice 1. On considéere la fonction /:] - 1,1[— R définie par h(z) = T2 Vo e]-1,1][.
-z

A B
+ ;
-2 1+x
2. En déduire une primitive de la fonction h sur | - 1,1].

1. Chercher A, B € R tels que Yz €] - 1,1[, h(z) =

Exercice 2. On considéere la fonction f: R\ {2,3} — R définie par :

1
=—— VereR~ {2 3}.
/(@) 2 5246 ° ~{2:3)
1. Chercher A, B € R tels que
A B
Ve e R~ {2,3}, f(z) = + :
r—-2 -3

1
2. En déduire la valeur de I = f f(x)dz.
0

Exercice 3. On considere la fonction f : R* — R définie par :

1

- VzeR"
/(@) r(x2+1)’ ve
1. Chercher A, B,C € R tels que
. A Bx+C
VreR ,f(:r;)=;+ IR
2
2. En déduire la valeur de I = / f(z)dz.
1
Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes :
L 2r+1 z
b= f gt Iy = [ 7 sin'(a) cos(a)da
e] 2 T .
I - f n (m)d$; L - /4 sin(x) du
Lo 0 cos?(x)
Iy = [ VvV 1+ x2dx ; I. = /1 e do -
IE 8 0o l+e2x 7
I, = f2 sin(z) cos®(x)dx ; Iy = f2 1 dr -
0 )
T 2 /141
T (1-+tan2(1n(x))) Wx T
Is = /; . dz ; Lo = [0 " tan(z)dz.
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Exercice 5. A T'aide d’'une intégration par parties, calculer une primitive pour chacune des
fonctions suivantes :

filz) = %%, fe(r) = =xarctan(zx) ;
fo(x) = wcos(x); fr(x) = (2z+1)e”;
f3(x) = In(x); fs(z) = arcsin®(z) ;
fi(z) = 2*In(z); fo(x) = (z+1)e™;
fs(x) = arcsin(z) ; Fro() lnx(f).

Exercice 6. A l'aide de deux intégrations par parties successives, calculer une primitive sur R
pour chacune des fonctions suivantes :

e$ _ e—$

2

ofi(z) =e%cos(x), efa(z)=a?sin(2r) efs(x)=e"sin(z) fi(z)=-sin(z) ofs(x) = (z+1)%™".

Exercice 7.

1. ATaide du changement de variables ¢ = \/z, calculer 'intégrale suivante :

1 Pl d
_./o 1+ v

2. A laide du changement de variables ¢ = sin(z), calculer I'intégrale suivante :

szicos‘g(x)dx.
0

Exercice 8.

t 1
1. Mont tout t e R =t*-1 .
(a) Montrer que pour tout ¢ € R, T I

(b) En posant le changement de variables ¢ = tan(z), en déduire la valeur de [ = / j tan*(z)dz.
Tz

t+1 bt
2. (a) Chercher a,b,ce R tels que Vit € R*, __trr ey, i.
tt2+t+1) t t?2+t+1
1 T 1
(b) En posant le changement de variables ¢ = e*, en déduire la valeur de J = _Cr g

0 e +er +1

Exercice 9.
1. Montrer que pour tout = dans R, cos(2x) = 2cos?(z) - 1.
2. En déduire que pour tout = dans R, sin(3z) = sin(z)(4 cos?(z) - 1).
11 1 a b
5’5}’ Qi-1)(2+1) 20-1 2%+1
4. En posant le changement de variable ¢ = cos(x), calculer I'intégrale suivante

/‘g 1 —.cos(2x)d$'
o sin(3x)

3. Chercher a,b e R tels que Vi e R~ {—
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