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Partiel 1 : corrigé
Exercice 1

a)

−→u

B

−→v

C
A

Le vecteur
Ð→
CA+Ð→CB correspond à la diagonale du parallélogramme construit sur les vecteursÐ→

CA et
Ð→
CB. Le vecteur Ð→u ∶= 1

2(
Ð→
CA +Ð→CB) correspond donc à la demi-diagonale, c’est-à-dire au

vecteur reliant C au milieu du segment [AB].
Concernant le second vecteur, on a Ð→v ∶= Ð→AC −Ð→AB = Ð→AC +Ð→BA = Ð→BC.

b)

E

B

C
A

F

On a
Ð→
AB = Ð→AC +Ð→CB = 2.

Ð→
FC + 2.Ð→CE = 2.(Ð→FC +Ð→CE) = 2.

Ð→
FE = 0.

Ð→
AE − 2.Ð→EF . On en déduit que les

coordonnées de
Ð→
AB dans la base (Ð→AE,Ð→EF ) sont (0,−2).

On a
Ð→
AC = 2.

Ð→
AF = 2.(Ð→AE +Ð→EF ) = 2.

Ð→
AE + 2.

Ð→
EF . On en déduit que les coordonnées de

Ð→
AC dans

la base (Ð→AE,Ð→EF ) sont (2,2).

Exercice 2
a) Pour que ABCD soit un paralélogramme, il faut que

Ð→
AB = ÐÐ→DC, c’est-à-dire que

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

xB − xA = xC − xD
yB − yA = yC − yD
zB − zA = zC − zD

⇔
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2 − 1 = xC − 3
5 − 2 = yC − 5
5 − 1 = zC − 3

⇔
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

xC = 4
yC = 8
zC = 7

.

On en déduit que les coordonnées de D sont (4,8,7).
b) On peut considérer le vecteur Ð→u ∶= Ð→AB ∧ Ð→AD qui, par propriété du produit vectoriel sera

simultanément perpendiculaire aux vecteurs
Ð→
AB et

Ð→
AD, et donc au plan contenant A, B et

D. Or
Ð→
AB =

⎛
⎜
⎝

2 − 1
5 − 2
5 − 1

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

1
3
4

⎞
⎟
⎠

et
Ð→
AD =

⎛
⎜
⎝

3 − 1
5 − 2
3 − 1

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

2
3
2

⎞
⎟
⎠

. Par calcul direct, on obtient donc

Ð→u =
⎛
⎜
⎝

1
3
4

⎞
⎟
⎠
∧
⎛
⎜
⎝

2
3
2

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

3.2 − 4.3
4.2 − 1.2
1.3 − 3.2

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

−6
6
−3

⎞
⎟
⎠
.
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c) L’aire du parallélogramme ABCD est égal à la norme du vecteur
Ð→
AB ∧ Ð→AD = Ð→u . D’après la

question précédente, on a donc

Aire(ABCD) =
RRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRR

⎛
⎜
⎝

−6
6
−3

⎞
⎟
⎠

RRRRRRRRRRRRRR

RRRRRRRRRRRRRR
=
√

(−6)2 + 62 + (−3)2 = √
36 + 36 + 9 = √

81 = 9.

Exercice 3
Les vecteurs Ð→u , Ð→v et Ð→w forment une base si et seulement si leur produit mixte est non nul. Or

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎜
⎝

1
t
3

⎞
⎟
⎠
,
⎛
⎜
⎝

2
3
t

⎞
⎟
⎠
,
⎛
⎜
⎝

3
4
1

⎞
⎟
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎛
⎜
⎝
⎛
⎜
⎝

1
t
3

⎞
⎟
⎠
∧
⎛
⎜
⎝

2
3
t

⎞
⎟
⎠
⎞
⎟
⎠
.
⎛
⎜
⎝

3
4
1

⎞
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎝

t2 − 9
6 − t
3 − 2t

⎞
⎟
⎠
.
⎛
⎜
⎝

3
4
1

⎞
⎟
⎠

= 3(t2 − 9) + 4(6 − t) + (3 − 2t) = 3t2 − 6t = 3t(t − 2).

ne s’annule que pour t = 0 et t = 2. On en déduit que les vecteurs Ð→u , Ð→v et Ð→w forment une base si et
seulement si t ∈ R ∖ {0,2}.

Exercice 4
Par propriétés des fonctions trigonométriques, on a

cos(2x) = sin(x) ⇔ cos(2x) = cos(π
2
− x) ⇔

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x = π
2 − x + 2kπ avec k ∈ Z
ou

2x = x − π
2 + 2kπ avec k ∈ Z

⇔
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

3x = (4k+1)π2 avec k ∈ Z
ou

x = (4k−1)π2 avec k ∈ Z
⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x = (4k+1)π6 avec k ∈ Z
ou

x = (4k−1)π2 avec k ∈ Z
.

On en déduit que l’ensemble des solutions est { (4k+1)π6 ∣ k ∈ Z} ∪ { (4k−1)π2 ∣ k ∈ Z}.

Exercice 5
La fonction f est la composé de la fonction ln, définie sur R∗

+, et de l’application polynomiale (x ↦
x2 + 3x), laquelle est définie sur R. La seule condition à vérifier est donc x2 + 3x = x(x + 3) > 0. Il
s’agit d’une inéquation polynomiale de degré 2, dont les racines valent 0 et −3 et dont le coefficient
dominant est positif. On en déduit que le domaine de définition maximale de f est ]−∞,−3[∪]0,+∞[.

Par calcul direct, on a
f ′(x) = 2x + 3

x2 + 3x
= 2x + 3

x(x + 3) .

La fonction g est le quotient (générant la condition i. ci-dessous) de

● la fonction racine, définie sur R+ (générant la condition ii. ci-dessous)

● par la fonction (x↦ 2 + sin (
√
1 + x2)), elle-même somme de

● la fonction constante égale à 2, définie sur R

● et de la fonction (x↦ sin (
√
1 + x2)), elle-même composé de

● la fonction sinus, définie sur R

● et de la fonction (x↦
√
1 + x2), elle-même composé de
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● la fonction racine, définie sur R+ (générant la condition iii. ci-dessous)

● par la fonction polynomiale (x↦ 1 + x2), définie sur R.

Au final, les conditions à vérifier sont

i. 2+sin (
√
1 + x2) ≠ 0, or −1 ≤ sin (

√
1 + x2) ≤ 1 et donc 2+sin (

√
1 + x2) ∈ [1,3] ne s’annule jamais ;

ii. x ≥ 0 ;

iii. 1 + x2 ≥ 0, ce qui est toujours vérifié car x2 ≥ 0 et donc 1 + x2 ≥ 1 > 0.

On en déduit que le domaine de définition maximal de g est R+.
Par calcul direct, on a

g′(x) =
(2+sin(

√
1+x2))

2
√
x

−√
x 2x

2
√
1+x2

cos (
√
1 + x2)

(2 + sin (
√
1 + x2))2

=
√
1 + x2 (2 + sin (

√
1 + x2)) − 2x2 cos (

√
1 + x2)

2
√
x + x3 (2 + sin (

√
1 + x2))2

.

Exercice 6
Pour tout x > 0, on a

x(1 + 2x)2
5x3 + x + 1

= x3 (2 + 1
x
)2

x3 (5 + 1
x2
+ 1
x3

) = (2 + 1
x
)2

5 + 1
x2
+ 1
x3

.

Or lim
x→+∞

(2 + 1

x
)
2

= 22 = 4 et lim
x→+∞

5 + 1

x2
+ 1

x3
= 5. On en déduit que lim

x→+∞

x(1 + 2x)2
5x3 + x + 1

= 4

5
.

On a lim
x→1

sin(πx) = lim
x→1

ln(x) = 0, la seconde limite est donc une forme indéterminée, mais pour
laquelle on peut appliquer le théorème de L’Hospital. En posant f ∶ x ↦ sin(πx) et g ∶ x ↦ ln(x), on
a alors

lim
x→1

sin(πx
ln(x) = lim

x→1

f(x)
g(x) = lim

x→1

f ′(x)
g′(x) = lim

x→1

π cos(πx)
1
x

= lim
x→1

xπ cos(πx) = π cos(π) = −π.
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