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1 Introduction

Une variété algébrique sur R est naturellement munie de deux topologies :
— la topologie de Zariski, trés grossiére, qui contient de I'information purement algébrique;
— la topologie euclidienne qui porte une part de 'information géométrique de la variété.

Le but de ce mémoire est d’explorer certaines classes de variétés algébriques réelles, d’étudier leurs structures algeé-
briques, par nature trés rigide, et d’en déduire des propriétés sur leurs topologies euclidiennes. Il s’agira notamment
de trouver des invariants topologiques, c’est-a-dire des propriétés de nature topologique qui restent inchangées
par déformations (algébriques) de la variété algébrique. Ces déformations seront par exemple des isomorphismes dans
des catégories dont les objets sont certaines classes de variétés algébriques. Pour nous, ce seront soit des bijections
bi-réguliéres, soit des transformations birationnelles, soit des sous-classes de celles-ci.

Nous adopterons ici 'approche de définir une variété algébrique réelle comme le lieu fixe d’une involution anti-
réguliére sur une variété algébrique complexe (voir section pour les définitions). Suivant une stratégie habituelle
détaillée en nous utiliserons parfois sans rappeler les classifications algébriques des variétés complexes. Dans chaque
classe ainsi obtenue, nous regarderons ce que ’on peut dire du lieu réel. Généralement, on commence par chercher
des invariants discrets (comme le nombre de composantes connexes ou le genre en dimension complexe 1) que I'on
compléte si besoin par des invariants continus.

Dans ce mémoire, nous traiterons deux classes de variétés algébriques réelles. Nous commencerons avec celles de
dimension (complexe) 1, ¢’est-a-dire les courbes, que I’on supposera toujours irréductibles, projectives et lisses. Oubliant
la structure algébrique pour ne garder que la structure topologique de la courbe complexe, nous verrons que l’on obtient
un revétement double ramifié le long du lieu réel qui permet dans un premier temps d’obtenir des obstructions sur les
espaces topologiques réalisables comme lieu réel de telles courbes. En utilisant ensuite la classification topologique des
surfaces & bord nous aboutirons a un triplet d’invariants (théoréme . Cette classification est trés satisfaisante :

— elle s’applique a toutes les courbes algébriques réelles (irréductibles, projectives, lisses, voir le début de la section
M pour le lien avec le cas général)

— elle ne donne pas seulement le type topologique du lieu réel mais son type plongé, i.e. la topologie du couple
(lieu compleze, lieu réel).

Connaissant alors les espaces topologiques potentiellement homéomorphes aux lieux réels de courbes algébriques réelles,
se pose alors la question : lesquels sont réellement réalisables ? Des éléments de réponse seront donnés en

Apres le résultat trés satisfaisant obtenu pour les courbes, il est naturel de se tourner vers la dimension 2, c’est-
a-dire les surfaces. La situation est alors bien plus complexe et ’obtention d’une classification compléte des surfaces
algébriques réelles dépasse de trés loin I’ambition de ce mémoire. Malgré tout, une telle classification est essentielle-
ment connue aujourd’hui. Nous nous restreindrons & un type de surfaces particuliéres : les fibrés en coniques. Nous
ferons alors usage de la géométrie birationnelle qui donne le bon cadre pour parler de déformations et exhiberons
les espaces topologiques réalisables par le lieu réel de telles surfaces. En particulier, nous montrerons qu’il n’est pas
possible d’obtenir de composantes orientables de genre g > 1 et que s’il y en a une de genre g = 1, alors le lieu réel
est connexe.

Enfin tout au long de ce mémoire se posera la question de l'information perdue en passant du "monde algébrique"
au "monde topologique". Dans le cas des courbes, on observe que plus le genre de la courbe complexe augmente, plus
la perte est grande :

— pour le genre 0, la topologie du lieu réel détermine la structure algébrique;

— pour le genre 1, on montre que ’ensemble des courbes algébriques réelles & isomorphismes prés sont en bijection
avec A1(R), or le triplet d’invariants topologiques obtenu est discret d’oil une perte significative d’information ;

— pour le genre g > 1, 'ensemble des courbes algébriques réelles & isomorphismes prés est en bijection avec
A3I3(R).

Le cas des surfaces fibrés en coniques est plus complexe, notamment car nous travaillerons avec des invariants & trans-

formations birationnelles prés et que celles-ci sont trés permissives. Cependant, si I’on se restreint aux transformations

qui respectent les structures de fibrés, on obtient une classification selon I'image du lieu réel par la fibration sur P!(R)
(a action de PGL?(R) prés).



2 Préliminaire

2.1 Notions de géométrie algébrique réelle utilisées

PPN

Cette section n’a pas vocation & étre un cours de géométrie algébrique réelle, son but est plutot de fixer les
conventions utilisées et les définitions pour des objets qui peuvent présenter des différences selon les auteurs. Nous
suivrons les définitions de [Man20| mais nous changerons parfois la terminologie. Il va sans dire que tous les termes
dont la définition n’est pas donnée ici sont définis dans cette référence.

Définition 2.1.1 (Variétés algébriques).

Une variété algébrique sur un corps K est un couple (X, 0x) o X est un espace topologique et Ox est un
sous-faisceau du faisceau des fonctions sur X & valeurs dans K ayant la propriété suivante : il existe un recouvrement
fini de X par des ouverts U; tels que (U;, 0| |U;) est isomorphe en tant qu’espaces annelé & un ensemble algébrique sur
K™ muni de son faisceau des applications réguliéres. Le faisceau Ox est appelé faisceau des fonctions réguliéres
de X ou faisceau structural.

Définition 2.1.2.
Une variété algébrique (Y, Oy ) sur un corps K est :

e affine si elle est isomorphe comme espace annelé & un ensemble algébrique affine muni de son faisceau des
fonctions réguliéres (voir Définitions 1.2.33 et 1.2.39 dans [Man20] si besoin) ;

e projective si elle est isomorphe comme espace annelé & un ensemble algébrique projectif muni de son faisceau
des fonctions réguliéres (Définitions 1.2.34 et 1.2.39 [Man20]) ;

e quasi-affine (resp. quasi-projective) si Y est un ouvert de Zariski d’une variété affine (resp. projective) X et
Oy = (OX)y-

Définition 2.1.3.

Un sous-espace topologique U d’un espace topologique X est irréductible si pour tous fermés Fi et Fy de X tels
que U C F1 U Fy, alors U C F; ou U C Fs.
Une variété algébrique (X, Ox) sera dite irréductible si 'espace topologique X ’est. Les fermés irréductibles maxi-
maux contenus dans X sont appelés les composantes irréductibles de X.

Proposition 2.1.4.
Tout variété quasi-algébriqgue non vide X admet une décomposition unique 4 l’ordre prés en un nombre fini de
composantes irréductibles.

Démonstration. voir Proposition 1.2.24 [Man20]. O

Notre but sera d’étudier la topologie (euclidienne, voir section de certaines variétés algébriques réelles. Le point
de vue adopté ici est de définir les variétés algébriques réelles comme étant des variétés algébriques sur C munies d’une
involution anti-réguliére. Pour une exposition détaillée de ce point de vue ainsi qu'une comparaison avec d’autres nous
renvoyons au chapitre 2 de [Man20].

Définition 2.1.5 (Variété algébrique complexe).
On appelle variété algébrique complexe une variété algébrique quasi-projective sur C.

La conjugaison sur C sera notée o et, pour toute fonction f d’un espace topologique dans C, nous noterons f la
composée g o f. Sur A"(C) (resp. P"(C)), on définit I'involution oy : (z1,...,2n) = (Z1,...,%n) (resp. op: (20 :...:
zn) = (Zo:... 1 Zn)).

Définition 2.1.6 (Anti-faisceau).
Soit X un espace topologique et .# un faisceau de fonctions a valeurs dans C sur X. On appelle anti-faisceau de
Z le faisceau . donné pour tout ouvert U par

FU)={f|feF )}

Plus généralement, soient X un espace topologique et .7 un faisceau de fonctions a valeurs dans C". On définit
I'anti-faisceau .# de % sur tout ouvert U de X par :

FU)={f:=0opo0f]| fec FWU)

On rappelle qu’une application réguliére ¢ entre deux variétés algébriques (X, Ox) et (Y, Oy) sur un corps K
est une application continue de X dans Y telle que pour toute fonction réguliere f € &y (V) sur un ouvert de Y,
fope Ox(p~(V)). Autrement dit, le morphisme induit f# : Oy — ¢,.Fx avec Fx le faisceau des fonctions de X
a valeurs dans K a son image contenue dans ¢,Ox.



Définition 2.1.7 (Applications anti-réguliéres).
Soient (X, Ox) et (Y, Oy) deux variétés algébriques. Une application ¢ : X — Y est dite anti-réguliére si elle est
continue et si pour tout ouvert V C Y et tout f € Oy (V), foyp € Ox(p~1(V)).

Définition 2.1.8 (Structure réelle).
Une structure réelle sur une variété algébrique complexe est une involution anti-réguliére.

Exemples.
— op sur P”;
— op sur A™;
— (z:y) — (=7 : &) sur P}(C).

Définition 2.1.9 (Variété algébrique réelle).

Nous appellerons variété algébrique réelle une variété algébrique (quasi-projective) complexe muni d une struc-
ture réelle. Une sous-variété (réelle) d’une telle variété (X, o) est une sous-variété complexe Y de X munie d’une
structure réelle 7 telle que 7 = o}y

Sur une méme variété algébrique complexe il peut donc y avoir plusieurs structures réelles qui définissent donc
plusieurs variétés algébriques réelles différentes. Mais il est possible que deux structures réelles soient égales modulo
un changement de coordonnées de la variété complexe. Dans ce cas, la topologie du lieu réel (voir ci-dessous) sera la
méme pour les deux structures.

Définition 2.1.10 (Morphismes de variétés algébriques réelles).

Soient (X,o0x) et (Y,oy) deux variétés algébriques réelles. Un morphisme de variétés algébriques réelles
¢ : X — Y est un morphisme pour les structures de variétés algébriques complexes qui commutent avec les structures
réelles :

X—*.y

-

X——Y
©

Un isomorphisme est un morphisme bijectif, on montre facilement qu’alors la réciproque commute également avec les
structures complexes.

Définition 2.1.11 (Structures réelles équivalentes).
Soit X une variété algébrique complexe. Deux structures réelles o et 7 sur X sont équivalentes si elles sont

conjuguées par un automorphisme de X, autrement dit s’il existe un isomorphisme de variétés algébriques réelles entre
(X,0) et (X, 7).

Un exemple exhibant deux structures complexes non équivalentes sur une méme variété algébrique complexe est
donné par I'Exemple 2.1.40 dans [Man20)].

Définition 2.1.12 (Lieu réel).
Le lieu réel d’une variété algébrique réelle (X, o) est ’ensemble des points fixes de 'involution o. On le notera
X(R) := Fix(o).

Le résultat suivant justifie la terminologie et fait le pont avec d’autres définitions de variété algébrique réelle. 1l
s’agit du Théoréme 2.2.17 et du Corollaire 2.2.18 dans [Man20].

Théoréme 2.1.13.

Soit (X, o) une variété algébrique réelle. Si X (R) est dense dans X (pour la topologie de Zariski), alors le faisceau
Ox induit un faisceau Ox gy de fonctions sur X (R) qui fait de (X (R), Ox(r)) une variété algébrique sur R.
C’est le cas en particulier si X est irréductible, non-singuliére et si X (R) # ().

Soit (X,0) une variété algébrique réelle avec X (R) Zariski-dense dans X. Si la variété complexe X est non-
singuliére, alors elle induit une variété différentielle de dimension (réelle) paire 2n et le lieu réel est soit vide soit une
variété algébrique sur R X (R) non-singuliére qui induit une variété différentielle de dimension (réelle) n.

Pour étudier les variétés algébriques sur R, nous adoptons la démarche d’étudier les variétés algébriques complexes
(pour lesquelles la théorie est plus simple car on peut utiliser le lien entre polyndmes et fonctions holomorphes avec
tous les résultats qui en découlent et C est algébriquement clos) et P’action des structures réelles sur celles-ci. Pour
cela, il conviendrait d’étudier en quelque sorte la réciproque du théoréme précédent : partant d’une variété algébrique
sur RY, est-il possible de construire une variété algébrique complexe X munie d’une structure réelle o telle que X (R)
soit isomorphe & Y ? Pour I’étude de cette question, nous renvoyons a la Section 2.3 de [Man20].

Théoréme 2.1.14 (Plongement réel d’une variété algébrique réelle quasi-projective).
Soit (X,0) une variété algébrique réelle. Si X est projective (resp. quasi-projective), alors il existe un ensemble
algébrique projectif (resp. quasi-projectif) F C P*(C) tel que op(F) = F et (X, 0) est isomorphe a (F,op|r).



2.2 Catégories d’étude et stratégie de classification

Dans ce mémoire nous allons souvent naviguer entre différentes catégories. Pour garder les idées claires, voici celles
qui nous intéressent a priori :

Catégorie | Objets Fléches
Alg variétés algébriques irréductibles sur C applications réguliéres (aussi appelées morphismes)
Rat variétés algébriques irréductibles sur C applications rationnelles dominantes
Top variétés topologiques applications continues
Alg variétés algébriques réelles géométriquement | applications réguliéres commutant avec les structures
R irréductibles réelles (appelées dans la suite morphismes réels)

applications rationnelles dominantes commutant avec
les structures réelles (appelées dans la suite applica-
tions rationnelles réelles)

variétés algébriques réelles géométriquement

Ratr irréductibles

o variétés topologiques munies d’une involution
Sym renversant l’orientation lorsque la dimension
est paire et la conservant sinon

applications continues qui commutent avec l’involu-
tion

On précedera ce nom d’un entier pour la sous-catégorie correspondante des variétés dont la dimension est cette
entier, par exemple 1-Alg pour les courbes algébriques irréductibles sur C. Un morphisme étant une application
birationnelle, il y a des foncteurs naturels Alg — Rat, Algg — Ratg ainsi que Algg — Alg et Ratg — Rat qui
consistent & oublier les structures réelles. Ces foncteurs font commuter le carré suivant :

Algyg —— Ratg .

L

Alg —— Rat

Dans l'optique d’une classification topologique, on aimerait avoir des foncteurs naturels des catégories Alg ou
Rat vers Top et Alggy ou Ratr vers S/§El Nous verrons qu’il en existe de Alg vers Top et de Algg vers S/§;1
si on restreint au départ aux variétés algébriques non-singuliéres (voir la section . Or on peut montrer que toute
classe birationnelle (i.e. toute classe d’isomorphisme dans Rat) posséde un modéle projectif et non-singulier. Pour la
dimension 1, on pourra par exemple en trouver une démonstration dans la Section 1.6 de [Har08]. Il s’agit d’un cas
trés particulier car il y a unicité de ce modéle (& isomorphisme prés dans Alg!). On peut donc étendre les invariants
topologiques & n’importe quelle courbe comme étant ceux de la courbe projective non-singuliére birationnellement
équivalente. A partir de la dimension 2, I’existence est donnée par le théoréme d’Hironaka (en caractéristique 0) mais
I'unicité ne tient plus. Pour des exemples de surfaces projectives lisses birationnellement équivalentes mais pas iso-
morphes, nous renvoyons & [Shal3|, Chapitre 2 Section 4.5.

Toutes ces considérations justifient que nous considérerons souvent nos variétés algébriques (réelles) projectives et
non-singuliéres. Si on restreint les catégories Alg et Algg a de telles variétés, les foncteurs d’oubli introduits plus
haut font commuter le carré suivant :

Algy — > Sym .

L

Alg Top

De plus, les variétés topologiques obtenues a partir de ces foncteurs sont alors connexes, fermées (compacts et sans
bord) et orientables. Pour cette raison, les surfaces symétriques en seront les objets de 2-Sym vérifiant ces pro-
priétés.

Le diagramme précédent donne une stratégie intuitive pour établir une classification topologique des variétés

algébriques réelles projectives et non-singuliéres. On commence par trouver des invariants, mémes grossiers (souvent
discrets), dans Top & travers le foncteur d’oubli Alg — Top pour diviser une premiére fois la catégorie Alg en classes
d’objets partageant des propriétés topologiques proches. Ensuite pour chacune des ces classes, on essaye de trouver des
invariants classifiant les types topologiques dans Algg au-dessus de ce sous-ensemble au travers du foncteur d’oubli
Algy, — Sym.
Donnons un exemple trés rudimentaire de cette démarche. On considére comme premiére classification dans Top
Iinvariant le plus simple et le plus important : la dimension. On subdivise donc les objets de Alg en des classes
paramétrées par les entiers naturels. Au dessus de chacune de celles-ci, on peut par exemple considérer le nombre de
composantes du lieu réel : on obtient une subdivision de Algg en classes paramétrées par une paire d’entiers naturels!
Evidemment, dans cet exemple on obtient des classes qui ne contiennent aucun objet, on peut penser par exemple &
la borne de Harnack pour les courbes (cf. et la classification obtenue est trés loin d’étre compléte.



3 Classification topologique des courbes algébriques réelles

3.1 Classification des surfaces symétriques
3.1.1 Définitions et caractéristiques

Définition 3.1.1 (Surface symétrique).
Une surface symétrique (X, o) est une surface X topologique fermée, connexe et orientable munie d’une involu-
tion continue o qui renverse l’orientation.

Remarque 3.1.2. Puisque toute variété topologique de dimension 2 posséde une unique structure différentielle et que
toute fonction continue peut étre approchée par une fonction différentiable (voir par exemple [Hir76]), nous pouvons
supposer dans la suite o différentiable.

Définition 3.1.3 (Morphisme de surfaces symétriques).
Soient (X,o0x) et (Y, 0y ) deux surfaces symétriques. Une application f: X — Y est un morphisme de surfaces
symeétriques si elle est continue et équivariante sous les actions de Z/2Z données par les involutions, i.e. faisant

commuter :
X
X

Un isomorphisme de surfaces symétriques est un morphisme bijectif bicontinu (sa réciproque est alors aussi un
morphisme).

f

.y

f

.y

Les surfaces symétriques et leurs morphismes définissent donc une sous-catégorie de 2—5;;1 définie en n
s’agit en fait/ég la sous-catégorie obtenue en restreignant les objets & ceux qui sont l'image par le foncteur d’oubli
2-Algg — Sym d’une surface projective et non-singuliére. Dans la suite de cette section, nous renommerons Sym
cette sous-catégorie.

Le but de cette section est de classifier les surfaces symétriques & isomorphismes prés. Pour cela, nous allons construire
une injection des classes d’isomorphismes de surfaces symétriques dans les classes d’homéomorphismes de surfaces &
bord (au sens large, le bord pouvant étre vide), c’est le théoréme La classification viendra alors de celle des
surfaces & bord, une fois établis les liens topologiques entre les surfaces précédemment mises en correspondance (liens

qui sont regroupés dans la proposition [3.1.8]).

Proposition 3.1.4.
Si (X, 0) est une surface symétrique, alors Fix(o) est une sous-variété de X homéomorphe o une union disjointe
de cercles.

Démonstration. Comme Fix(c) = {x € X | o(x) = x} avec o continue et X séparé, Fix(o) est fermé dans le compact
X donc est compact. Soit x € Fix(o) et (U, ¢) une carte de X centrée en z : ¢ : R? — U C X homéomorphisme
vérifiant ¢(0) = z. Puisque o est un homéomorphisme, o(U) est ouvert et comme o(x) =z, on a U No(U) # 0. On
réduit alors U a U No(U). Notons o : R? — R? l'application oy écrite dans cette carte.

L’ensemble Fix(c) N U est diffeomorphe par ¢ a {t € R? | 04(t) —t = 0}. Or, on a ai = id donc pour tout t € R?
lapplication linéaire d;o, est diagonalisable avec des valeurs propres dans {—1,1}. Puisqu’elle renverse 'orientation,
on peut trouver une base de R? dans laquelle sa matrice est

o)
o %)

de rang constant égal & 1. Par le théoréme du rang constant, il existe un changement de carte de R? telle que
Vexpression de o4 — id dans cette nouvelle carte est (t1,¢2) — t1 donc Fix(o) est une sous-variété de X de dimension
1. La conclusion vient du fait que les seules variétés (sans bord) compactes de dimension 1 sont les unions disjointes
de cercles (& homéomorphisme prés). O

et alors celle de d;(og — id) est

Définition 3.1.5 (Surface symétrique séparante).

Une surface symétrique (X, o) est dite séparante (ce que I’on notera a(X) = 0) si X \ Fix(o) est non connexe et
non-séparante (a(X) = 1) sinon.
Remarque 3.1.6. Sir =g+ 1, alors X est nécessairement séparante par définition de Riemann du genre.

On dispose donc de trois invariants sur les surfaces symétriques : le genre noté g, le nombre de composantes fixes
de I’involution, noté r et I'alternative séparante ou non, notée a.



3.1.2 Surfaces a bord et équivalence avec les surfaces symétriques.

Dans toute la suite, nous dirons qu’une variété & bord est orientable si I'intérieur de cette variété ’est. Nous cher-
chons dans un premier temps & généraliser la notion de revétement d’orientation pour une variété & bord compacte et
connexe. Il s’agit de la construction clé de cette section qui aboutit au théoréme [3.1.

Soit donc Y une variété a bord de dimension n > 1 compacte et connexe. Chaque point de I'intérieur de Y posséde
deux orientations locales. Notons Y l’ensemble

Y = {(y, o(y)) pour y dans lintérieur de Y et o(Y) une orientation locale en y} U Y.

I1 existe une projection surjective naturelle sur Y qui consiste & oublier I’éventuelle orientation locale, notons la 7. On
munit Y de la topologie engendrée par la réunion :

— d’une base d’ouverts de Y \ 7~1(dY) faisant de la restriction de 7 le revétement d’orientation de Y\ Y ;
— des ouverts de la forme 7~ 1(U) pour U ouvert contenant un point de dY.

Puisque Y est séparée, on vérifie facilement que cette topologie 'est, également. Il est aussi facile de montrer que 7 est
bien continue. L’ensemble Y est muni d’une involution naturelle 7 qui échange (x, o(z)) et (z, —o(z)) pour z € Y\ oY
et qui fixe 771(9Y) point par point. En considérant les images réciproques des deux types d’ouverts précédents, on
voit que cette involution est continue.

Définissons maintenant un atlas sur ’espace topologique Y pour en faire une variété. Au-dessus de Y \ Y, 7 est
le revétement d’orientation habituel qui posséde une classe d’atlas maximaux &7 définissant une variété. Nous allons
compléter ces atlas avec des cartes centrées aux points de Fix(7) = 771(9Y) compatibles avec les cartes précédentes.
Soit donc y € 9Y. Par définition de bord, on peut trouver une carte (U,¢) de Y en y qui envoie U sur un ouvert
o(U) de {(t1,...,tn) € R | t, = 0} et Y N U dans hyperplan R** x {0}. Notons § = 7~ 1(y) et U = 7 1(U)
qui est ouvert par définition de la topologie de Y. Puisque Y est compacte, on peut supposer U \ (UNJY) orientable
(quitte & réduire), on fixe alors une orientation o sur cet ouvert. Si * € U \ (U N 9Y), 7~ !(z) contient les deux
éléments (z,0(x)) et (2, —o(z)). On construit une application @ : U — @(U) C R™ qui coincide sur tous les points
de Fix(7) et les (z,0(x)) avec ¢ et qui envoie les points de la forme (x, —o(x)) sur r(p(z)) ou r est la réflexion par
rapport & Uhyperplan {¢,, = 0}. On note p Papplication naturelle p : {5(17) — @(U) qui replie {5(&) sur o(U) le long
de ’hyperplan {t, = 0}. Tout ceci est résumé par le schéma suivant dans le cas n = 2 (le carré étant commutatif).

Y

X /—\>
X 4)/})
’7ﬁ“7’ )
T P
v
Z ) =
8 (%)
X
E 79
o S !
T(x)

Par construction, ¢ : U — @(U) est bijective. Elle est également continue car si O est une ouvert de G(U), p étant
ouverte, son image réciproque par ¢ coincide avec 'image réciproque d’un ouvert de U par 7. On vérifie aussi faci-
lement qu’elle est ouverte donc c’est un homéomorphisme. La compatibilité de la carte précédente avec celles de ./
ne pose pas de probléme donc on munit Y de I'atlas engendré par toutes les cartes de <7 ainsi que toutes les cartes
précédemment construites pour les y € 9Y. Cet atlas munit Y d’une structure de variété topologique (et méme lisse
si Y Dest).



Cette variété est compacte car un recouvrement ouvert fini de Y se reléve en un recouvrement ouvert minimal
de Y ayant au plus le double d’ouverts. Pour 'orientabilité de Y nous allons montrer que les changements de cartes
préservent l'orientation.

— Lorsque les deux cartes ont leur domaine dans Y \ Fix(7), cela provient de orientabilité du revétement d’orien-
tation habituel.

— Lorsque les deux cartes sont du type représenté par le schéma ci-dessus, c’est également clair car pour un point
au-dessus de {t, = 0}, cela revient a faire un changement de carte dans Y inclus dans un domaine supposé
orientable et pour un point en-dessous on fait de méme en composant au début et a la fin par la réflexion r (on
renverse donc deux fois I'orientation).

— Lorsque les deux cartes sont des deux types différents, leur intersection est contenue dans un ensemble sur lequel ©
induit un homéomorphisme et est donc entiérement contenue dans une seule des composantes de U\ (Fix 7)NU ou
U est une carte symétrique telle que représentée ci-dessus. On en déduit de méme qu’au dessus que le changement
de carte est le méme que celui de son image par 7 dans Y modulo une éventuelle conjugaison par une réflexion.

Evidemment les cartes montrent que Y est sans bord. Si Y est non-orientable, alors Y est connexe. Si Y est orientable
Y \ Fix(7) posséde deux composantes connexes, mais si Fix(7) n’est pas vide, alors prenant une carte en un de ses
points on voit que Pon peut relier un € Y \ Fix(7) et o(%). Puisque o renverse orientation, on en déduit que Fix(7)
relie les deux composantes connexes. Ainsi, Y est connexe sauf si Y est orientable et 9Y est vide.

En conclusion, lorsque Y est une surface & bord compacte et connexe supposée non-orientable si dY = (), son
revétement d’orientation généralisé Y est muni d’une involution notée 7y (7 dans les paragraphes précédents) qui
définit une surface symétrique (Y, 7y).

Théoréme 3.1.7. B

Les applications Y — (Y, 1y) et (X,0) — X/o définissent une correspondance entre les surfaces a bord compactes,
connezes et non-orientables si le bord est vide et les surfaces symétriques a isomorphismes dans les catégories corres-
pondantes prés. De plus, cette correspondance est fonctorielle. Deux telles surfaces qui se correspondent seront dites
associées.

Ainsi, la relation d’association donne une bijection entre les classes d’isomorphismes de surfaces symétriques et
les classes d’homéomorphismes de variétés a bord connexes, compactes et non-orientables lorsque de bord vide.

Démonstration. e Si on part d’une surface symétrique (X, o), on montre d’abord que le quotient Y = X /o est
une surface a bord compacte et connexe. L’action du groupe engendré par o sur X \ Fix(o) est libre, propre
et continue donc munit le quotient d’un atlas qui en fait une variété. De plus, puisque T, o en un point x de
Fix(o) s’identifie & une réflexion de R2, on peut construire une carte en I'image de x dans le quotient de la forme
{(u,v) € R? | u > 0}.

Maintenant, montrons que la surface symétrique (?,Ty) est isomorphe & (X, o). Choisissons une orientation
globale de X. L’application quotient 7 restreinte m : X \ Fix(¢c) — Y \ Y définit un homéomorphisme local

donc transporte l'orientation locale en un point x sur 7(x). Ainsi elle se reléve en une application X — Y continue
envoyant x sur 7(z) muni de l'orientation locale précédente. On remarque ensuite que la restriction de 7 a Fix(o)
se reléve aussi en une application continue de Fix(o) — Fix(7). On en déduit un relevé de 7 toute entiére, qui
est facilement continue et bijective. Puisque X est compact et Y séparé, ce relevé est un homéomorphisme et il
est équivariant car o renverse l’orientation.
On déduit du point précédent que si Y a un bord vide, alors elle est non-orientable. En effet si ce n’était pas
le cas, son revétement d’orientation aurait deux composantes connexes tout en étant homéomorphe a la surface
symétrique X supposée connexe, ce qui est impossible.

e Maintenant partons d’une surface & bord Y connexe, compacte et non-orientable dans le cas ou 9Y = (). La
construction du revétement d’orientation précédente montre que (Y Ty ) est une surface symétrique. Il reste &
montrer que Y /7 est homéomorphe & Y. Or la projection Y Y passe trivialement au quotient en une bijection

continue, d’un compact dans un séparé d’ott 'homéomorphisme recherché.
O

La propriété suivante détaille les relations topologique entre deux surfaces associées par le théoréme précédent.

Proposition 3.1.8.
Soient (X, 0) une surface symétrique et Y une variété a bord associée. Notons g le genre de X et r le nombre de
composantes de Fix(c). Alors, on a :

1. x(X) =2x(Y);
2. X \Fix(0) a au plus deux composantes connexes et si elle en a deur, notées Oy et Cy, on a C; = C; UFix(0) ~ Y
pour i =1,2.



3. X est séparante si et seulement si Y est orientable ;
4. r<g+1 (Borne de HARNACK).

Démonstration. 1. Remarquons que Y = (Y \ 9Y) U 9Y, donc x (V) = x(Y \ 9Y) + x(9Y). Or la caractéristique
d’Euler d’un cercle est nulle donc x(0Y) = 0 et x(Y) = x(Y \ 9Y). De plus, X \ Fix(c) est isomorphe au
revétement d’orientation de Y \ dY donc si T est une triangulation de Y \ 9Y, on peut relever chaque cellule
dans X \ Fix(o) en deux nouvelles cellules disjointes. Et puisque Fix(o) est une union de cercles, x(Fix(c)) =0
d’ou x(X) =2x(Y).

2. Remarquons tout d’abord que si V' est une variété a bord connexe, alors pour tout S C 9V, V' \ S est encore
connexe. Autrement dit, enlever une partie du bord & une variété connexe & bord ne la déconnecte pas. En effet
V' \ OV est connexe par arcs, donc il reste & voir que 'on peut connecter n’importe quel point p du bord de V'
avec un point a l'intérieur, mais c’est évident en considérant une carte en p.

Maintenant, puisque X \ Fix(c) est le revétement d’orientation de Y\ 9Y qui est connexe par le point précédent
(Y étant connexe), X \ Fix(o) est une variété (sans bord) a au plus deux composantes connexes. Il reste a voir
que rajouter Fix(o) n’augmente pas le nombre de composantes. Mais si « € Fix(o), on peut considérer une carte
en z (U, ¢) telle que ¢(R?) = U et ¢(R x {0}) = Fix(c) NU. On voit facilement qu’il existe un arc joignant = &
un point de X \ Fix(o) donc X a au plus deux composantes connexes.

Supposons maintenant qu’elle en a deux, notées Cy et Cs. Alors 7| : C; UFix(0) — Y est une bijection continue
avec Y séparé et C; UFix(o) compact car fermé (son complémentaire est Cy qui est ouvert) dans X compact. Il
vient donc C; UFix(0) ~ Y. Or C; ~ Y \ 9Y et Y \ 9Y =Y donc C; UFix(o) C O] et cette inclusion est en
fait une égalité car C; U Fix(o) est fermé. On peut faire de méme avec Cs.

3. Si X est séparante, alors par le point précédent Y s’identifie & 'adhérence d’une des composantes connexes et
donc se plonge dans X qui est orientable donc est elle-méme orientable. Réciproquement, si Y est orientable,
alors Y\ 9Y aussi et X \ Fix(o) posséde deux composantes connexes donc X est séparante.

4. Supposons par l’absurde que r > g + 1. Alors choisissons g + 1 cercles distincts de Fix(o) parmi les r et notons
X la variété X privée de ces g + 1 cercles. Par ’hypothése faite, il reste au moins un cercle de Fix(o) dans X.
Montrons que X est toujours connexe, ce qui contredit la notion de genre au sens de Riemann.

e Si X est séparante, alors X \ Fix(o) a deux composantes connexes et, par le point 2, le reste de Fix(o) dans

X soude les deux composantes connexes.

e Si X est non séparante, alors X \ Fix(c) est connexe par arcs et prenant une carte en un point x € Fix(o),
on voit que z peut étre relié par un arc & X \ Fix(o) d’ot X connexe.
O

3.1.3 Théoréme de classification des surfaces symétriques

Maintenant que le lien entre surface symétrique et surface a bord a été établi, la classification bien connue de ces
derniéres permet d’obtenir les deux résultats suivants :

Proposition 3.1.9 (Congruence de KLEIN).
Si (X, 0) est une surface séparante, alors r = g+ 1 mod 2.

Démonstration. La surface & bord Y associée & X est orientable et posséde r composantes de bord. Notons p le genre de
Y. Alors Y est obtenue par excision de r disques disjoints & une surface fermée et orientable Y* de genre p. Puisqu’un
disque est de caractéristique d’Euler 1, x(Y) = x(Y*) —r = 2 — 2p — r et par le premier point de la proposition
précédente, on a x(X) = 2(2 — 2p — r) soit, X étant elle aussi une surface fermée et orientable, 2 — 2g = 2(2 —2p — )
d’oir=g+1 mod 2. O

Théoréme 3.1.10 (KLEIN-WEICHOLD).
Deux surfaces symétriques sont isomorphes si et seulement si elles ont les mémes invariants (g,r,a).

Démonstration. Soient (X1,01) et (Xs,09) deux surfaces symétriques. D’aprés le théoréme [3.1.7) ces deux surfaces
sont isomorphes si et seulement si les surfaces a bord Y1 = X; /07 et Yo = X5 /05 sont homéomorphes. Par théoréme
de classification des variétés a bord et par les premier et troisiéme points de la proposition [3.1.8] on a donc

(X1,01) et (Xa,02) sont isomorphes <= ¢(Y1) = g(Y2), r1 =13 et a(X7) = a(X3).

Or le nombre de composantes de bord dans Y; est égal au nombre de composantes connexes de Fix(o;) dans X;, ce
qui conclut. O

Remarquons que cette classification donne une injection de I’ensemble des classes d’isomorphisme de surfaces
symétriques dans N x N x {0, 1}, en particulier cet ensemble est dénombrable. La borne d’Harnack et la congruence
de Klein donnent des précisions sur I'image de 'injection précédente.



3.2 Classification topologiques des courbes algébriques réelles

Dans la suite, conformément aux définitions données au début du mémoire, nous appellerons variété algébrique
réelle une variété algébrique sur C munie d’une involution anti-réguliére (au sens de la Définition 2.1.8 dans [Man20]).
1l s’agit des R-variétés dans cette méme référence. Dans toute la suite de ce chapitre, les variétés algébriques réelles
seront supposées géométriquement irréductibles. Une telle variété sera appelée courbe algébrique réelle si sa di-
mension est 1 (sur C).

Un morphisme de variétés algébriques réelles ¢ : (X,0) — (Y, 7) est un morphisme de variétés algébriques
complexes X — Y commutant avec les involutions : poo = 70 . Le but de cette section est de voir comment le théo-
réme de classification des surfaces symétriques précédent permet d’obtenir des invariants pour les courbes algébriques
réelles projectives lisses.

Soit (X, o) une courbe algébrique réelle projective. Bien que nous n’en aurons pas explicitement besoin, le théoréme
2.1.14) nous dit qu’il existe alors un entier n et un ensemble algébrique projectif F' C P"*(C) stable par op, 'involution
anti-réguliére de P™(C) définie par op(zp:...: 2,) = (Z0: ... : Zp) tel que

(ng) = (FaO—IP’lF)

dans Algg (voir Théoréme 2.1.33 [Man20]). On peut alors montrer que F' peut étre défini comme zéros de polynomes
homogeénes a coeflicients réels.

Si, de plus, X est lisse, alors elle définit (pour la topologie euclidienne) une variété analytique complexe de di-
mension 1 fermée et orientée dont o est un difféomorphisme qui renverse l'orientation (voir la Proposition 2.2.28 dans
[Man20]). Enfin, puisque X est supposée par définition irréductible comme courbe algébrique complexe, on montre
que la courbe analytique sous-jacente est connexe (Théoréme 1.4.5 toujours dans [Man20|) et en particulier on obtient
une surface de Riemann compacte.

Tout ceci montre qu’a toute courbe algébrique réelle projective lisse (X, o) est associée une surface symétrique (dé-
finition . Cette association est en fait fonctorielle comme annoncée en En effet, notons Algg la catégorie des
courbes algébriques réelles projectives lisses et Sym celle des surfaces symétriques. On définit alors tautologiquement
un foncteur .# : Algg — Sym par

Algp — Sym o Homajg, ((X,0),(Y,7)) — Homgym((X,0),(Y,7))
(X,0) —» (X,0) f — f :

Pour justifier sa bonne définition, il suffit de montrer qu’un morphisme dans Algg, ¢.e. une application réguliére
commutant avec les structures réelles induit un morphisme de surfaces symétriques, i.e. une application continue pour
la topologie euclidienne commutant avec les involutions. Le second point étant évident, le résultat provient de la
proposition suivante :

Proposition 3.2.1 (Réguliere = continue).
Soit f: X — Y un morphisme entre deux variétés algébriques complexes. Alors f est continue pour les topologies
euclidiennes sur X etY.

Démonstration. La topologie euclidienne sur X est engendrée par les ouverts de la forme
V(U;gi,...,9r€):={z €U |l|gi(x)] <e, pourl=1,...,r}

avec U un ouvert de Zariski de X, r un entier naturel, g1, ..., g, des fonctions réguliéres sur X & valeurs complexes et
€ > 0 un nombre réel. De méme pour Y. Soit donc O =V (U;¢1,...,9r;¢) CY un ouvert de cette forme. Alors,

FHO)={z e f7YU) | |g1o f(x)] <&, pourl=1,...,r}.

Or f est une application réguliére et en particulier continue pour les topologies de Zariski donc f~!(U) est un ouvert
de Zariski de X et, par définition d’application réguliére, chaque composée g; o f est une fonction réguliére sur X.
Ainsi I'image réciproque d’un ouvert de la base pour la topologie euclidienne de Y est un ouvert pour la topologie
euclidienne de X. O

Théoréme 3.2.2 (Classification du type topologique des courbes algébriques réelles).
Si deuz courbes algébriques réelles projectives lisses (X, o) et (Y,T) sont isomorphes, alors les surfaces symétriques
associées sont isomorphes également, i.e. vérifient par|3.1.10 :

(g(X),T(X), a(X)) = (g(Y),?“(Y), a(Y))
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Remarquons que le foncteur considéré est un foncteur d’oubli de la structure algébrique. Il est donc raisonnable de
penser qu’il ne constitue pas une équivalence de catégories. En particulier le triplet formé par le genre, le nombre de
composantes du lieu réel et ’alternative séparante ou non n’est pas un invariant total : deux courbes algébriques de
Algp peuvent avoir les deux mémes triplets sans étre isomorphes. Dans la section nous détaillerons un peu plus
le lien entre type topologique et classe d’isomorphisme algébrique pour les courbes réelles.

En revanche, puisque la classification des surfaces symétriques obtenue & la section précédente est compléte, le triplet
d’invariants donné par le théoréme décrit intégralement le type topologique d’une courbe algébrique réelle (projective
et lisse). En particulier 'ensemble de ces types topologiques est dénombrable.

La fin de cette section a pour objectif d’analyser plus profondément le triplet d’invariants (g, a). La discussion
qui précéde le théoréme montre que deux courbes algébriques réelles de Algg isomorphes ont leurs surfaces
de Riemann associées isomorphes. Mais puisque la topologie euclidienne sur le lieu réel est induite par la topologie
euclidienne de cette surface de Riemann et qu’un isomorphisme dans Algy commute avec les involutions, on en déduit
la proposition suivante.

Proposition 3.2.3.
Un isomorphisme de variétés algébriques réelles f : (X,0) — (Y, 7) induit un homéomorphisme entre les lieuz réels
X(R) et Y(R) pour la topologie euclidienne.

Ainsi, si (X, 0) et (Y, 7) sont isomorphes dans Algg, on a X homéomorphe a4 Y et X (R) homéomorphe a Y (R).
Or X est une surface fermée orientable donc son type topologique est entiérement déterminé par son genre (ou sa
caractéristique d’Euler). De méme le lieu réel X (R) est une courbe algébrique projective sur R, lisse et compacte
donc définit une variété analytique réelle de dimension 1. Etant compacte, il s’agit d’un nombre fini de cercles disjoints
dont le type topologique est entiérement déterminé par le nombre de composantes. Ainsi dans le triplet d’invariant
du théoréme [3.2.2] le premier nombre donne le type topologique de la variété complexe, le second celui du lieu réel et
seul le caractére séparant ou non dépend de la configuration du lieu réel dans la variété complexe et méle "les deux
mondes" réels et complexes.

Par exemple, si o et ¢’ sont deux involutions anti-réguliéres sur X tels que (X, o) n’est pas isomorphe dans Algg a
(X, "), on dit alors que ces deux structures réelles ne sont pas équivalentes, le genre de la variété complexe sous-jacente
sera évidemment le méme mais le nombre de composantes du lieu réel peut étre différent (voir Exemple 2.1.29 dans
[Man20]).

3.3 Surfaces symétriques et modéles algébriques

Jusque-la nous nous sommes posé les questions suivantes :
— i je me donne deux surfaces symétriques, comment savoir si elles sont isomorphes ?

— si je me donne deux courbes algébriques réelles projectives et lisses, comment savoir si les surfaces symétriques
sous-jacentes sont isomorphes ?

Felix Klein s’est posé la question annexe de 'existence de modéle algébrique pour les surfaces symétriques. Autrement
dit, est-ce que l'image du foncteur Algg — Sym contient toutes les surfaces symétriques? Et il a démontré que la
réponse est oui!

Théoréme 3.3.1 (Klein).
Toute surface symétrique posséde un modéle comme action de Galois sur une courbe algébrique projective réelle
lisse.

Une démonstration de se résultat (qui n’est pas celle de Klein mais qui utilise les outils précédemment introduits)
peut étre trouvée dans [Gab00|. Nous n’évoquerons ici que 'idée de la démonstration et renvoyons & cet article pour
les détails.

La premiére étape de I’étude consiste a remarquer que toutes les valeurs du triplet d’invariants (g, r, a) ne sont pas
atteints par les surfaces symétriques. Il y a déja 'inégalité de Harnack et la congruence de Klein! En fait, tous les
triplets admissibles sont produits & partir de deux familles de modéles initiaux réalisant les triplets (¢ = n,7 = 0,a = 1)
et (9 =2n,7 =1,a = 0) pour n € N ainsi que d’une opération topologique transformant une surface symétrique du
type (g,7,a) en une surface (g+1,7+1, a). Nous noterons Sy la classe d’isomorphisme de surfaces symétriques associée
a (g,0,1) et £, celle associée & (g, 1,0) pour g pair.

Pour démontrer le théoréme de Klein, il suffit de trouver des modéles dans S; et 3, obtenus par des courbes
algébriques projectives réelles lisses et de réaliser de facon "algébrique" la transformation (g,r,a) = (¢ + 1,7 + 1, a).
Dans ce qui suit, nous avons besoin de la notion de genre pour une courbe non nécessairement projective ou lisse. Pour
cela, on pourra se reporter au début de la section précédente
Pour les modéles minimaux :
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1. on choisit une courbe hyperelliptique réelle y? = f(z) avec f de degré 2g + 2 ayant des racines distinctes;

2. on considére C, la courbe projective plane associée, la formule du genre assure que C4 est de genre g;

3. on normalise C, en @; € Algg (attention E; n’est plus plane!);

Pour un modéle de Sy, il suffit de choisir f telle que Yz € R, f(z) < 0. Alors évidemment il n’y a pas de compo-
sante réelle et est donc non-séparante. Pour un modéle de ¥4, on montre facilement qu’il suffit de choisir f telle que
Ve e R, f(z) > 0.

Maintenant si C, € Algg, il existe un modéle birationnel plan de C, n’ayant pour singularités que des points doubles
transverses, notons le I'. L’idée est de couper I' par une droite transverse passant par des points imaginaires lisses et
de résoudre les intersections obtenues avec le théoréme de Brusotti (¢f. la Section 3 de [Gab00] pour un énoncé précis).
On normalise la nouvelle courbe et on montre que cette opération effectue I’opération topologique recherchée.

Ainsi dans cette démonstration, on se raméne & des courbes planes pour travailler dans le plan mais on est forcé

de quitter le monde des courbes planes pour obtenir des courbes non-singuliéres. Klein s’était demandé ce qu’il se
passait si on imposait de rester dans ’ensemble des courbes courbes planes lisses. Une réponse avec démonstration
est également donnée dans [Gab00|. A nouveau, nous n’évoquerons que quelques idées et nous renvoyons & cet article
pour une preuve compléte.
Dans la fin de cette section, pour éviter d’alourdir nos propos nous dirons simplement courbe plane pour une courbe
projective réelle plane lisse et nous dirons qu’une courbe plane C est dans S, ou dans X, lorsque sa surface symétrique
sous-jacente l'est. Rappelons qu’a une telle courbe plane est associé un unique polyndome homogene de R[X,Y] a
multiplication par un scalaire A\ € R* prés. On définit alors le degré de la courbe plane comme étant le degré de ce
polynéme. La formule du genre relie ce degré avec le genre de la surface topologique sous-jacente :

(d-1)(d-2)
5 :

On obtient donc visiblement une premiére obstruction : on ne peut pas construire une courbe plane ayant n’importe
quel genre. Il est donc impossible de réaliser tous les modéles initiaux S, et X,. Voici un tableau résumant les premiers
termes donnés par la formule du genre :

degré | 1
genre ‘ 0 ‘ 0 ‘

[2]3|4]5]6[7[8]9]10
1[3[6[10]15]21]28]36

Et méme lorsque un genre g est bien réalisable par une courbe plane, il n’est pas assuré qu’on puisse construire 1'un
des deux modéles initiaux. On se rend vite compte d’une deuxiéme obstruction lorsque g = (d — 1)(d — 2)/2 avec
d impair, il n’est pas possible de construire une courbe plane dans X, car un polynome & coefficients réels de degré
impair admet toujours une racine réelle donc la surface correspondante a toujours une composante réelle. On voit que
c’est par exemple le cas pour g = 6 : il n’a pas de courbe plane dans .

Une autre impossibilité a été exhibée par Gross et Harris : lorsque g = (d —1)(d —2)/2 avec d =5 mod 8 (g est alors
pair), aucune courbe plane n’est dans S,. C’est le cas par exemple pour g = 6 : aucune courbe plane n’est dans Sg. En
réalité il y a une contrainte plus forte démontrée par Rohlin : si C est une courbe plane de degré d, alors r > L%j
On peut alors montrer que ces restrictions sont les seules.

Théoréme 3.3.2 (Klein pour les courbes planes).

(d—1)(d—2) d+1
2

Pour tout triplet (g,r,a) avec g = tel que si d =1 mod 2 alors r > 1 et si a = 0 alors r > [5=], il

existe une courbe projective réelle plane lisse et irréductible dont la surface symétrique sous-jacente est du type (g,r,a).

3.4 Classification algébrique vs type topologique pour les courbes

Commencons par rappeler un résultat important pour les courbes sur un corps algébriquement clos : dans toute
classe d’équivalence birationnelle de courbes quasi-projectives il existe une unique courbe projective non-singuliére &
isomorphisme prés. Une démonstration de ce point est donné en Section 1.6 de [Har08]. En conséquence, nous obtenons
le corollaire (6.12 dans cette méme référence) suivant :

Théoréme 3.4.1.
Pour k un corps algébriquement clos, les trois catégories suivantes sont équivalentes :
1. les courbes projectives non-singuliéres avec les morphismes dominants ;
2. les courbes quasi-projectives avec les applications rationnelles dominantes ;
3. les corps de fonctions de dimension 1 sur k avec les k-homomorphismes.

Jusqu’a la fin de ce chapitre nous suivrons les notations de [Har08]. Pour le moment, nous avons défini le genre
g(X) d’une courbe projective et non-singuliére X comme le genre de la surface topologique qu’elle engendre. Nous
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définissons maintenant le genre géométrique py(X) comme le nombre de formes rationnelles globales sur X linéairement
indépendantes : p,(X) := dimc I'(X,wx ) oit wx est le diviseur canonique de X. Remarquons que par dualité de Serre,
on a aussi py(X) = dimy, H*(X, Ox). Le théoréme de Riemann-Hurwitz montre alors que ces deux notions coincident.
Ainsi, pour une courbe projective non-singuliére X, on a :

9(X) = py(X) = dimc I'(X,wx) = dimy H' (X, Ox)

Pour une courbe quasi-projective générale, il n’y a pas de notion naturelle de genre topologique, mais on définit son
genre géométrique p, comme celui de la courbe projective non-singuliére birationnellement équivalente. Autrement
dit, on étend la définition précédente par équivalence birationnelle.

Pour un diviseur D, nous noterons |D| le systéme linéaire complet de D, i.e. ’ensemble de tous les diviseurs effectifs
linéairement équivalents & D. Cet ensemble est en bijection avec l’espace vectoriel :

(X, 2(D) = {0}) .

ot Z(D) est le faisceau canoniquement associé au diviseur D (voir II, 7.7 [Har08]). La dimension de H°(X, # (D)) est
notée /(D) de sorte que la dimension de |D| est (D) — 1. Ce nombre est fini (II, 5.19 [Har08]). Un diviseur de la classe
d’équivalence linéaire associée au faisceau inversible wx est noté K. Nous aurons besoin dans la suite du théoréme de
Riemann-Roch qui dans ce contexte s’énonce comme suit :

Théoréme 3.4.2 (Riemann-Roch pour les courbes).
Soit D un diviseur d’une courbe projective non-singuliéere X de genre g. Alors

ID)—I(K—D)=degD+1—g

Corollaire 3.4.3.
Le diviseur canonique K d’une courbe de genre g est de degré 2g — 2.

Démonstration. On applique Riemann-Roch au diviseur D = K. On a [(K) = dimc H(X,wx) = py(X) = g et
1(0) = dimc H°(X, Ox) = dimc C = 1 d’ot

g—1l=degK+1—g

ou encore deg K = 2g — 2. O

3.4.1 Cas du genre 0

Définition 3.4.4.
Une variété algébrique X de dimension n sur C est dite rationnelle si son corps des fonctions K(X) est isomorphe
a C(Xy,...,X,) en tant que k-algebre.

On peut alors montrer que cette notion a une interprétation géométrique (voir la Proposition 1.3.32 dans [Man20]).

Proposition 3.4.5.
Une variété algébrique X de dimension n sur C est rationnelle si et seulement si elle est birationnelle 6 P™(C).

On commence par énoncer un corollaire immédiat de ’existence d’un unique modéle projectif non-singulier a
isomorphismes prés dans chaque classe birationnelle de courbes quasi-projectives. Notons qu’on utilise ici le fait que
C est algébriquement clos.

Théoréme 3.4.6.
Une courbe algébrique projective lisse est rationnelle si et seulement si elle est isomorphe a P1(C).

Ce résultat permet d’observer un phénoméne spécifique aux courbes de genre 0 : il n’y a qu’un seul type algébrique
(& isomorphismes prés ou a équivalence birationnelles prés) de telles courbes. Autrement dit, un invariant topologique
suffit pour décrire complétement la structure algébrique. Nous verrons que dés le genre 1, ce n’est plus vrai.

Théoréme 3.4.7.
Une courbe algébrique projective lisse est rationnelle si et seulement si elle est de genre 0.

Démonstration. Soit X une courbe projective lisse rationnelle. Alors, par le théoréme précédent, X est isomorphe a
P1(C) et donc homéomorphe en tant que variété topologique de dimension 2. Puisque P!(C) est de genre 0, X aussi.
Réciproquement, supposons X de genre 0. Soit P, Q) deux points distincts de X et considérons le diviseur D = P — Q.
Puisque deg(K — D) = deg(K) — deg(D) = —2, le faisceau Z(K — D) n’admet pas de section globale et donc
I(K — D) = 0. Le théoréme de Riemann-Roch donne donc {(D) = degD + 1 — g = 1. Ainsi D est linéairement
équivalent & un diviseur effectif de degré 0, mais il n’y a qu’un seul tel diviseur : le diviseur nul. Donc D ~ 0, soit
P ~ Q. Le résultat vient alors du lemme suivant. O
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Lemme 3.4.8.
Une courbe algébrique projective lisse X est rationnelle si et seulement s’il existe deux points distincts P,Q € X
tels que P ~ Q.

Démonstration. Supposons X rationnelle. Par le théoréme X est donc isomorphe a P1(C). Or, sur P1(C) deux
points distincts constituent deux diviseurs de degré 1 qui sont donc linéairement équivalents car deg : CIP(C) — Z
est un isomorphisme. On en déduit le sens direct.

Réciproquement, soit X une courbe et P,Q deux points distincts de X tels que P ~ Q. Alors il y une fonction
rationnelle f € K(X) dont le diviseur associé est (f) = P — Q. Puisque f est non constante, elle définit un C-
homomorphisme de corps injectif C(f) < K(X). En vertu du théoréme C(f) étant isomorphe au corps des
fonctions de P!(C), la fleche C(f) — K(X) induit un morphisme dominant ¢ : X — P*(C). On peut alors montrer
que ce morphisme est fini (Proposition 6.8 dans [Har08|). De plus I'image réciproque du diviseur {0} de P*(C) par ¢
est ©*({0}) = P. Donc ce morphisme doit étre de degré 1 car deg P = deg ¢ - deg{0}, autrement dit C(f) ~ K(X)
donc X et P}(C) sont birationnellement équivalentes. O

Corollaire 3.4.9 (Classification des courbes complexes de genre 0).
Deuzx courbes algébriques projectives lisses de genre O sont isomorphes.

Maintenant, il reste & voir ce qu’il se passe pour les courbes réelles, c’est-a-dire lorsqu’on ajoute une structure
réelle. Considérons une courbe projective réelle géométriquement irréductible (X, o) de genre 0 (i.e. dont la courbe
complexe X est de genre 0). Alors il existe un isomorphisme ¢ de X vers P1(C) dans Alg. Celui-ci transporte aussi
la structure réelle de X vers P}(C). Or P!(C) n’a que deux structures réelles (& action prés de PGLy(C)) :

— la conjugaison complexe sur P! habituelle, op : (21 : 22) — (21 : Z2), dont le lieu fixe est connexe et isomorphe &
P'(R);
— Dapplication antipodale o 4p; (21 : 22) — (—Z2 : Z1) dont le lieu fixe est vide.

Remarquons que la borne d’Harnack ne permet d’ailleurs que ces deux possibilités pour le nombre de composantes
connexes. De plus, ¢ induit une bijection de X (R) sur le lieu réel de P!(C) pour cette structure. Puisque ces deux
structures réelles sont caractérisées par le nombre de composantes connexes (0 ou 1), il en est de méme pour les
structures réelles sur les courbes projectives lisses de genre 0. D’ott & nouveau un résultat exceptionnel, pour des
courbes projectives réelles lisses de genre 0, le type algébrique (dans Algg) est entiérement déterminé par des invariants

topologiques (définis sur Sym).

Théoréme 3.4.10 (Classification des courbes réelles de genre 0).
Deuzx courbes algébriques réelles projectives lisses de genre 0 sont isomorphes si et seulement si elles ont le méme
nombre de composantes connexes (qui peut étre 0 ou 1).

3.4.2 Cas du genre 1

Le phénomeéne particulier de la section précédente ne se produit plus & partir du genre 1. Il existe déja une in-
finité continue de types différents de courbes projectives lisses de genre 1 sans méme considérer de structure réelle
dessus. Ce qui suit est inspirée de la Section V.4 de [Har08] dans laquelle on pourra trouver tous les détails manquants.

Soit X une courbe projective lisse de genre 1. L’idée est de définir un invariant & isomorphisme prés j € Ag et de
montrer qu’il caractérise la classe de X. Puisque pour n’importe quel j dans Aé il sera possible de trouver une courbe
dont la valeur de cet invariant est j, cela montrera que les classes d’isomorphismes de telles courbes dans Alg sont en
bijection avec A&.

Soit Py € X un point et considérons le diviseur 2P, de degré 2. Par le corollaire [3.4.3] un diviseur canonique K de
X est de degré 0 donc deg(K — 2FPy) = —2 et [(K — 2Fy) = 0. Par Riemann-Roch, on a alors :

l(2P0)2d6g2P0+1—1:2

donc le systéme linéaire associé a 2P, est de dimension 1. De plus, il n’a pas de point base car X est non-singuliére et
donc il est possible de trouver pour n’importe quel diviseur un diviseur linéairement équivalent évitant un nombre fini
de points (voir le Théoréme 3.1 de I11.1.3 dans [Shal3]). Cela définit un morphisme ¢ : X — P1(C) qui doit étre de
degré 2. Le théoréme d’'Hurwitz (voir II1.2 dans [Har08] ci besoin) impose que f ait 4 points de ramification. L’action
du groupe PGLy(C) sur P*(C) étant 3-transitive, il est possible de fixer I'image de trois des points de ramification & 0,
1 et 0o. L’image du dernier point est noté . A ce stade, on observe qu’il n’y a donc qu’un seul degré de liberté, ce qui
donne déja 'intuition d’un espace de modules de dimension 1. Remarquons que le scalaire A ne peut prétendre & étre
un invariant car il dépend notamment du choix d’association des points de ramification sur 0, 1 et co. Mais on peut
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voir sans difficulté que les différents choix n’engendrent que 6 valeurs différentes au maximum (c’est une propriété

éléementaire du birapport). On définit alors

. ‘ (A2 =X +1)3
X)=j(\N) = —+——"—
50 =30 = S
qui est une quantité indépendante du choix précédent. On peut alors démontrer le résultat suivant

Théoréme 3.4.11 (Classification des courbes complexes de genre 1).

1. La quantité j définie ci-dessus ne dépend que de X.

2. Deux courbes projectives lisses X et X' de genre 1 sont isomorphes si et seulement si j(X) = j(X').

3. Pour tout k € Aé, il existe une courbe projective lisse X de genre 1 telle que j(X) = k.

Corollaire 3.4.12.
1l y a une bijection entre les classes d’isomorphismes de courbes projectives lisses de genre 1 et Aé.

Démonstration. Voir la démonstration du Théoréme 4.1 dans la Section II1.4 de [Har08§].

O

Ce résultat marque une différence profonde entre la classification topologique et la classification des courbes al-
gébriques. Alors que l’ensemble des types topologiques pour les courbes (complexes ou réelles) est dénombrable,
I’ensemble des types algébriques ne 1’est pas, méme pour des courbes complexes et en ne considérant que les courbes

de genre 1.
Nous ne discuterons pas ici de la classification des courbes algébriques réelles de genre 1.

3.4.3 Cas du type général (genre > 1)

Il est possible de construire une classification proche de celle de la section précédente pour les courbes de genre
> 1. On observe alors que le genre ajoute de nouveaux degrés de liberté et on peut montrer que ’espace des modules

est de dimension complexe 3g — 3. Cependant une preuve de ce résultat ne sera pas donnée ici.
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4 Etude topologique des surfaces réelles fibrés en coniques

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la topologie du lieu réel de variétés algébriques réelles de dimension

complexe 2. Le but est donc le méme que dans la précédente partie. Il y aura toutefois une différence notable dans
la donnée topologique que nous regarderons. En effet, dans le cas d’une courbe algébrique réelle (projective et lisse)
C, nous avons considéré la topologie du couple (C(C),C(R)). Ici nous ne regarderons que la topologie de la variété
différentielle X (R) induite par une surface algébrique réelle projective lisse (X, o). L’ensemble de ces surfaces étant
extrémement riche, nous nous restreindrons a une famille particuliére : celles qui admettent une structure de fibré en
coniques réel.
Notre étude reposera en grande partie sur le théoréme de factorisation forte pour les transformations birationnelles
entre surfaces algébriques lisses, nous commencons donc par quelques rappels sur ces transformations. Ensuite, nous
présenterons la structure de fibré en coniques réel avant de donner la liste exhaustive de tous les lieux réels (a
homéomorphismes prés) réalisés par des surfaces projectives réelles lisses qui admettent une telle structure. En derniére
section, nous regarderons les transformations qui préservent la structure de fibré et aboutirons & une classification des
fibrés en coniques réels.

4.1 Transformation birationnelle entre surfaces

Les résultats de cette partie sont exposés et démontrés dans [Bea78]. La présentation suivra celle du mémoire de
Mohamed Benzerga.

4.1.1 Entre surfaces complexes

Rappelons qu'une application rationnelle entre surfaces projectives lisses complexes a son lieu d’indétermination
égal & un ensemble fini de points. Utilisant des éclatements dont la propriété universelle est rappelée ci-dessous, on
peut montrer le théoréme de factorisation forte des transformations birationnelles.

Théoréme 4.1.1 (Propriété universelle de 1’éclatement).

Soit f : X — S un morphisme birationnel de surfaces projectives complexes lisses. Si f~! n’est pas défini enp € S,
alors il existe un morphisme birationnel g : X — Bl‘; tel que f = €o g ou Bl‘; est l’éclaté en p de S et € est la
projection canonique.

S

BIS
A,
x_ 1.5

Théoréme 4.1.2 (Factorisation forte des transformations birationnelles).
Soit p : X — Y une application birationnelle entre deux surfaces projectives complexes lisses. Il existe une surface
S et deux morphismes f et g composés d’éclatements et d’isomorphismes faisant commuter le diagramme suivant

Définition 4.1.3 (Surface minimale).
Une surface projective complexe lisse X est dite minimale si tout morphisme birationnel de X vers une surface
projective complexe lisse Y est un isomorphisme.

Définition 4.1.4 ((—1)-courbes).
Soit X une surface projective complexe lisse. Une courbe C' dans X est appelée (—1)-courbe si :

1. C ~P(C);
2. son auto-intersection est C? = —1.
Théoréme 4.1.5 (Castelnuovo).

Soit X une surface projective complexe lisse. Soit C une courbe de X. Alors C est le diviseur exceptionnel d’un
certain éclatement X — S si et seulement si ¢’est (—1)-courbe.

Le théoréme de Castelnuovo permet de donner une caractérisation pratique des surfaces minimales.

Corollaire 4.1.6 (Caractérisation des surfaces minimales).
Soit X wune surface projective complexe lisse. Alors X est minimale si et seulement si elle ne contient aucune
(—1)-courbe.
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4.1.2 Entre surfaces réelles

On a un équivalent intégral de la théorie précédente lorsque ’on munit les surfaces de structures réelles et que ’on
demande aux transformations birationnelles de commuter avec celles-ci.

Définition 4.1.7 (Transformation birationnelle réelle).

Soient (X,0) et (Y,7) deux surfaces algébriques réelles projectives lisses. Une transformation birationnelle
réelle ¢ : X — Y est une transformation birationnelle entre les surfaces complexes X et Y commutant avec les
structures réelles.

Pour pouvoir transposer les résultats du cas complexe au cas réel, il est naturel de voir comment se comporte les
éclatements et les contractions réels.

Proposition 4.1.8 (Eclatements réels).
Soit (X, o) une surface projective lisse réelle.

1. L’éclatement T : X — X dun point réel de X ou d’une paire de points non-réels conjugués de X permet de
munir X d’une structure réelle telle que w soit réelle.

2. L’éclatement d’un point est réel si et seulement si ce point est réel. L’éclatement d’une paire (p1,p2) de points
non-réels est réel si et seulement si o(p1) = pa.

Proposition 4.1.9 (Contractions réelles).
Soit (X, o) une surface projective lisse réelle.

1. Si D est un diviseur sur X tel que :
— D =0*D avec D?> = —1 et D isomorphe a P}(C) ;
— ouD=E+0*FE avec (E.0c*E) =0, E?> = —1 et E isomorphe a P1(C),
alors il existe une structure réelle naturelle sur w(X), image de X par la contraction 7 de D, telle que 7 soit
réelle.
2. SiD=F+0c*E avec (E.c*E) # 0, alors on ne peut pas contracter D.

On en déduit facilement le théoréme de factorisation forte pour les transformations birationnelles réelles.

Théoréme 4.1.10 (Factorisation forte pour des transformations birationnelles réelles).
Une transformation birationnelle réelle entre surfaces projectives lisses réelles se factorise en des éclatements et
des contractions réels.

Le théoréme précédent montre que si 'on s’intéresse a la topologie du lieu réel de surfaces réelles, il est suffisant
de regarder ’action des éclatements.

Proposition 4.1.11.
Soit (X, o) une surface réelle projective non-singuliére.

o Soit X une surface réelle obtenue par éclatement d’une paire de points conjugués de X . Alors )A((R) ~ X(R).

e Soit p € X(R), alors le lieu réel de l’éclaté de X en p, noté BLX

o » est obtenu par somme connere de X (R) avec
2 . X — 2
RP” : BLY (R) = X (R)#RP~.

Démonstration. Le premier point est évident puisque les (—1)-courbes ajoutées ne contiennent pas de point réel et
que les éclatements constituent des isomorphismes au voisinage de X (R).

Pour le second point, 'opération topologique revient & enlever un point (ou un disque & homéomorphisme prés) et a
recoller un plan projectif réel RP? privé d’un disque le long des cercles produits. O

Corollaire 4.1.12.
Deuzx surfaces réelles projectives mon-singuliéres birationnellement équivalentes sur R ont le méme nombre de
composantes connezes.

4.2 Structure de fibré en coniques

Définition 4.2.1 (Fibré en coniques).

Soit X une surface algébrique complexe projective lisse. Une structure de fibré en coniques sur X est un
morphisme surjectif 7 : X — P!(C) dont les fibres sont isomorphes & des coniques planes projectives (pouvant étre
singuliéres ou non, réduites ou non).

Si (X, o) est une surface algébrique réelle projective non-singuliére, une structure de fibré en coniques réel est un
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morphisme surjectif 7 : X — P1(C) (ot P!(C) est muni de le structure réelle donnée par op) définissant une structure
de fibré en coniques commutant avec les structures réelles :

X—2 o X

P'(C) —== P!(C)
Dans la suite nous dirons simplement "fibré en coniques (réel)" pour "une surface algébrique complexe (réelle)
projective non-singuliére munie d’une structure de fibré en coniques (réel)".
Notre objectif dans un premier temps est d’établir les lieux réels possibles pour une surface réelle munie d’une struc-
ture de fibré en coniques réel. Cette étude utilise les outils de la géométrie birationnelle et notamment le théoréme
de factorisation forte qui nous dit qu'une transformation birationnelle réelle ne peut modifier le lieu réel que par des

briques élémentaires homéomorphes a RP%.

Nous allons évidemment avoir besoin de la classification des coniques projectives planes dont on pourra par exemple
retrouver une preuve sous la forme d’un exercice corrigé dans [Man20| (Exercice 1.2.68). Rappelons le résultat.

Théoréme 4.2.2 (Classification des coniques projectives planes).
Soit P € Clz,y, z] un polyndme homogéne définissant une conique plane projective complexe. Alors ¢ un changement
de variables linéaires prés, P est l’'un des trois polynéomes suivant :

o 22 (droite projective double) ;

o 22 +y? (deux droites projectives s’intersectant en un point) ;

o 22 +y? + 22 (conique projective irréductible isomorphe a P1(C)).
Si, de plus, P est a coefficients réels, alors P définit une conique réelle plane projective et & un changement de variables
linéaire (réel) prés, P est l'un des cing polynémes a coefficients réels suivant :

o 22 (droite réelle projective double) ;

o 22 +y? (deux droites projectives imaginaires se croisant en un point réel) ;

o 22 —y? (deux droites projectives réelles se croisant en un point) ;

o 22 +y2 + 22 (conique projective irréductible sans point réel) ;

o 22 +y? — 22 (conique projective irréductible avec un cercle de points réels).

Considérons une surface projective lisse X munie d’une structure de fibré en coniques 7 : X — P!(C). On peut
alors montrer qu’aucune fibre ne peut correspondre & un droite projective double car cela contredirait le caractére lisse
de X. Les fibres singuliéres de X — P!(C) sont donc composées de deux droites s’intersectant en un point. On montre
aussi qu’il ne peut y avoir qu’un nombre fini d’entres elles. En particulier, il y a au moins une fibre non-singuliére et
isomorphe & P*(C) donc le théoréme de Neether-Enriques (cf. [Bea78]) montre que X est réglée sur P1(C) : X est
birationnellement équivalente & P1(C) x P1(C). Puisque P*(C) x P!(C) est elle-méme birationnellement équivalente
a P2(C), on en déduit que X est rationnelle.

Utilisant la classification des surfaces rationnelles complexes, on peut méme exprimer le nombre de fibres singuliéres
de X — P1(C) en fonction du diviseur canonique Kx de X.

Proposition 4.2.3.
Le nombre de fibres singuliéres d’un fibré en coniques X est 8 — K%.

Démonstration. Voir Exercice 4.3.15 dans [Man20). O

Considérons maintenant une surface algébrique projective non-singuliére (X, o) munie d’une structure de fibré en
coniques réel. Pour éviter toute ambiguité, nous adopterons les terminologies suivantes.

Définition 4.2.4 (Géométriquement rationnelle).
Une variété algébrique réelle (X, o) est dite géométriquement rationnelle si la variété algébrique complexe X
est rationnelle.

Définition 4.2.5 (Géométriquement irréductible).
Une variété algébrique réelle (X, o) sera dite géométriquement irréductible lorsque X est une variété algébrique
complexe irréductible.

Ainsi la surface algébrique réelle (X, o) est supposée géométriquement irréductible et ce qui précéde montre que la
structure de fibré en coniques lui impose d’étre géométriquement rationnelle.
La commutation des involutions avec le morphisme 7 : X — P*(C) a pour conséquence que seules les fibres au-dessus
de points réels P*(R) C P!(C) peuvent contenir des points réels. La classification des coniques donnée par le théoréme
M:2:2] et les possibilités précédemment exclues donnent les fibres possibles suivantes pour 7.
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e Au-dessus d’un point b € P*(C) non réel la fibre est soit

— lisse, c’est alors une droite projective complexe sans point réel ;

— singuliére, c’est alors une paire de droites projectives complexes sans point réel et s’intersectant en un point.
e Au-dessus d'un point b € P}(R) la fibre est soit

— une droite projective complexe sans point réel ;

— une paire de droites projectives complexes D1, D- s’intersectant en leur unique point réel;

— une paire de droites projectives complexes Di, Dy contenant chacune une droite projective réelle D; g telle
que D1 N Dy = Dy r N Dy Rr est un point réel de X ;

— une droite projective complexe contenant une droite projective réelle de points réels.

Dans les schémas suivants, les pointillés représentent les points complexes et les points réels sont représentés en
bleu. Lorsqu’une composante irréductible contient une droite réelle, on la représente simplement par une droite bleue.

| \ / | \ /

| \ / | \ /

| \ / | \ /

| \ | \

| \ | X o

\/

| /\ | X

[ / \ [ / \

| / \ | / \

| / \ | / \

| |

| / \ | / \
Fibres au-dessus de points non-réels Fibres au-dessus de points réels

Exemple fondamental. Soit (F,or) une surface réelle lisse projective ayant un ouvert affine U isomorphe a
I'ensemble algébrique de A3(C) défini par 1’équation

2m
2?4y = :I:H(zfal-)
i=1

ou les a; sont des nombres réels distincts et m > 1. On suppose que F' admet une structure de fibré en coniques réel
qui, sur U et a travers I’isomorphisme précédent, coincide avec ’application (z,y,2) — z € A}(C) C P}(C). Dans la
suite, A1(C) désigne 'ouvert affine de P*(C) obtenue comme image de I’application précédente. On supposera aussi
qu’au dessus de A'(C), tous les points réels de F' sont dans I'ouvert affine U et que la fibre au-dessus de l'infini
P(C) \ A}(C) est non-singuliére. On admettra I’existence de cette surface. Cette définition peut sembler vague mais
ce ne sera pas problématique car on ne s’y raménera qu’a travers des transformations birationnelles donc la décrire
seulement sur un ouvert affine nous suffit. Décrivons maintenant le lieu réel de cette surface.
Les seules fibres singuliéres sont celles au-dessus des a; € AY(R). S’il n’y a pas de fibres singuliéres, autrement dit
m = 0, alors il y a deux possibilités :
i. aucune des fibres au dessus de A'(R) ne contient de point réel (cas de I'équation 22 + 3> = —1), alors la fibre
au-dessus de l'infini ne peut pas non plus contenir de point réel car cela donnerait une variété algébrique sur R
de dimension au plus 1. Donc F(R) = 0.

ii. toutes les fibres au-dessus de A'(R) contiennent un cercle de point réel. Cela doit alors aussi étre le cas au-dessus
de I'infini car F(R) est soit vide soit compact et donc mp (F(R)) est soit vide soit un compact de P!(R). Ainsi,
le lieu réel de F forme un fibré en cercles au dessus de P!(R) ~ S! donc est homéomorphe soit & un tore, soit &
une bouteille de Klein.

S’il y a 2m fibres singuliéres avec m > 1, alors montrons que le lieu réel est homéomorphe a 'union disjointe de m
sphéres. Le polynome P(z) = + H?;nl(z — a;) est pair donc de méme signe au voisinage de —oo et de +o00, autrement
dit de signe constant au voisinage de l'infini dans P!(R).

1. Si P < 0 au voisinage de l'infini, alors I'image mp(F(R)) C P'(R) est une union finie d’intervalles fermés

inclus dans A'(R) et dont les bornes sont les a;. Au-dessus d’un tel intervalle, le lieu réel est homéomorphe a la
suspension topologique d’un cercle, i.e. & une sphére.
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2. Si P > 0 au voisinage de l'infini, pour la méme raison qu’au point ii) précédent, le lieu réel au-dessus de l'infini
doit étre homéomorphe & un cercle (il doit contenir un point réel et on a supposé cette fibre non-singuliére).
Appliquant un automorphisme réel de P*(C) échangeant I’un des points z € A*(R) tel que P(z) < 0 avec I'infini,
on se raméne au cas précédent.

?
®
o . -
®

Le théoreme [£.4.3) justifiera pleinement 'importance de cet exemple.

4.3 Lieux réels de fibrés en coniques réels

L’exemple fondamental permet de construire des fibrés en coniques réels ayant pour lieu réel (& homéomorphisme
prés, on ne le précisera plus dans la suite) :

1. Pensemble vide (;
2. un tore S' x St;
3. une union disjointe d’un nombre quelconque de sphéres S2.

On remarque que le tore et la sphére sont orientables donc ne peuvent étre obtenus comme somme connexe de
RP? et d’une surface topologique (car une telle somme connexe contiendrait un ruban de Mgbius). Il n’est donc pas
possible de contracter de courbe réelle dans des surfaces présentant de tels lieux réels.

A partir de fibrés en coniques dont le lieu réel est homéomorphe soit & un tore, soit & une union disjointe de sphéres,
il est naturel de voir quel lieu réel peut étre obtenu aprés une transformation birationnelle réelle quelconque. Les
théorémes [£.1.10] et [£.1.1T] donnent la réponse : ce sont les surfaces précédentes dont on prend la somme connexe avec
un nombre quelconque de facteurs RP?. En particulier, une observation intéressante est qu’il est impossible d’obtenir
de cette fagon une surface orientable avec un genre g > 1.

Et qu’en est-il si ’on se restreint aux fibrés en coniques? Autrement dit, & partir d’un fibré en coniques réel (X, o),
quels éclatements est-il possible de faire tout en restant un fibré en coniques réels ?

Cette question est en fait assez subtile et sera discutée plus en détail a la section suivante. Nous allons tout de méme
apporter un premier élément de réponse. Supposons que l'on veuille réaliser 'une des configurations topologiques
précédentes comme lieu réel d’un fibré en coniques. Si ¢’est un tore, il suffit de prendre P!(C) x P1(C) et 1'une des
deux structures (symétriques) de fibré en coniques réel. Sinon, puisque (S' x S')#RP? = #3RP? et #0RP? = S?, on
cherche & réaliser un espace du type #niRP?U- - -Li#n;RP?. On commence alors par choisir un fibré en coniques (X,0)
dont le lieu réel est 'union disjointe de [ sphéres. Il est clair qu’on peut en fait supposer [ = 1 car les éclatements sont
des isomorphismes locaux, ce qui revient & traiter chaque composante connexe du lieu réel séparément. L’éclatement
d’un point réel x contenu dans une fibre non-singuliére est une surface réelle (BIX, 0,,) (voir qui est naturellement
munie d’une fibration sur P!(C) dont toutes les fibres sont isomorphes a celles de X sauf celle au-dessus de 7x () qui
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est I'union de deux droites projectives réelles.
BIX

|

€

Tx OE X

TX
PL(C)

Ainsi BIX est munie d'une structure de fibré en coniques réel. Il suffit alors d’itérer le procédé (en changeant donc de

fibre pour chaque éclatement) pour chaque facteur RP?. On obtient la premiére affirmation du théoréme suivant, la

seconde étant obtenue de la méme facon en utilisant une version faible de qui dit que tout fibré en coniques réel
est birationnellement équivalent sur R & une surface donnée par ’exemple fondamental.

Théoréme 4.3.1 (Lieux réels des fibrés en coniques réels).

1. Il existe une surface projective non-singuliére réelle (X, o) munie d’une structure de fibré en coniques réel 7 :
X — PY(C) dont le lieu réel est soit vide soit homéomorphe a l'un des espaces topologiques suivants :

— un tore St x St ;
— wune union disjointe de sphéres S? et de surfaces compactes non orientables de genre g > 1.

2. Toute surface projective non-singuliére réelle birationnellement équivalente sur R a un fibré en coniques réel a
son lieu réel soit vide soit homéomorphe a l'un des espaces topologiques précédents.

4.4 Equivalences birationnelles de fibrés en coniques

Commencons par revenir sur la question posée au début de la section précédente. Soit (X, o) un fibré en coniques
réel. Une transformation birationnelle réelle ¢ : X — — =Y avec (Y, 1) surface projective réelle lisse se décompose en

éclatements et contractions réels
X=85-->8§-->...—-—-=§ =Y.

Or, les théoremes[1.1.8 et [.1.9 montrent que les S; possédent une structure réelle naturelle qui rend ces transformations
réelles. On voit aussi facilement, comme détaillé & la section précédente, qu’elles sont munies chacune d’une fibration
S; — PL(C) respectée par les éclatements et les contractions. Si ces fibrations munissent les S; d’une structure de
fibré en coniques, alors les éclatements et les contractions S&; — — > S;41 (i = 0,...,0 — 1) sont des équivalences
birationnelles réelles de fibrés en coniques comme dans la définition suivante.

Définition 4.4.1 (Equivalence birationnelle de fibré en coniques).
Deux fibrés en coniques X et Y sont dits birationnellement équivalents s’il existe une application birationnelle
@: X - —>Y et un automorphisme ¢ de P!(C) faisant commuter le diagramme

xX--f2_sy

\Lﬂ—y
¢

P!(C) —= P!(C)

Si ces deux fibrés sont supposés réels, cette équivalence est dite réelle ou sur R lorsque les applications ¢ et ¢
commutent avec les structures réelles.

Ainsi, si chaque S; est munie de sa structure réelle et de sa fibration naturelles, si Y = S; est une fibré en coniques
réel pour ces structures, alors ¢ est une équivalence birationnelle de fibré en coniques.
Mais il est a priori possible d’avoir une transformation birationnelle réelle ¢ : X — — >Y entre deux fibrés en co-
niques réels qui ne respectent pas les structures de fibrés, autrement dit la structure de Y n’est pas celle induite par
la structure de X a travers les éclatements et les contractions réels décomposant . Dans cette section, nous allons
classifier les fibrés en coniques réels & équivalences birationnelles réelles prés.

Soit (X, o) un fibré en coniques réels. Le lieu réel de X étant compact et le morphisme 7x étant régulier donc
continue pour la topologie euclidienne, 'ensemble I(X) := mx (X (R)) est un compact de P'(R) ~ S*. Puisque X (R)
est de dimension 2, et qu’une fibre ne peut contenir de variété constituée de points réels de dimension > 1, I(X) ne
peut contenir de singleton et doit donc étre une union finie d’intervalles fermés. De plus, les bornes de ces intervalles
sont des points de fibres singuliéres et ces points découpent P'(R) en des intervalles ouverts alternativement inclus
dans I(X) ou dans P}(R) \ I(X). On en déduit que le nombre de fibres singuliéres est nécessairement pair.
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Théoréme 4.4.2.
S’il existe une équivalence birationnelle réelle de fibrés en coniques entre x : X — P(C) et my : Y — P(C),
alors il existe un automorphisme T : P*(C) = P'(C) tel que 7(1(X)) = I(Y).

Démonstration. Soient ¢ : X — Y et 7 : P}(C) = P}(C) donnant une équivalence birationnelle réelle de fibrés en
coniques entre X et Y. Alors le domaine de ¢~! est Y privé d’'un nombre fini de points (car on est en dimension
2!) et en particulier il n’y a qu’un nombre fini de fibres sur lesquelles Y(R) et ¢(X(R)) différent. Ainsi I(Y) et
T(I (X )) ne différent au plus que de quelques points, mais ce sont des unions d’intervalles fermés d’ou en réalité
T(I(X)) =I(Y). O

La réciproque du théoréme précédent est en fait vraie. Sa démonstration repose sur le théoréme crucial qui suit
dont une preuve pourra étre trouvée dans [Sil89] (Corollaire 3.1 Chapitre VI) ou dans [Kol97| (Théoréme 4.6).

Théoréme 4.4.3 (Comessatti).

Soit (X, 0) un fibré en coniques réel. Alors il existe une équivalence birationnelle réelle de fibré en coniques entre
(X, 0) et une surface (F,or) comme donnée dans ’exemple fondamental plus haut. En particulier (X, o) contient un
ouvert affine isomorphe a un ensemble affine de A®(C) défini par une équation de la forme

2m

:L‘Z—i—yzziH(z—ai)

i=1
ot m € N, les a; sont des réels distincts et la fibration en coniques est donnée a travers cet isomorphisme par

(x,y,2) — z.

Corollaire 4.4.4.
Si deux fibrés en comiques réels 7x : X — PY(C) et 1y : Y — PY(C) sont tels qu’il existe T : P}(C) = P(C)
vérifiant T(I(X)) = I(Y), alors ces deux fibrés en coniques réels sont birationnellement équivalents sur R.

Démonstration. Par le théoréme |4.4.3] on peut supposer que X et Y sont les ensembles algébriques de A3(R) donnés
par les équations respectives

2m 2n
x2+y2::|:H(z—ai) et x2+y2::tH(z—bi)
i=1 1=1

avec les a; (resp. les b;) réels distincts. Alors les fibres singuliéres de X (resp. de Y') sont celles au-dessus des a; (resp.
des b;). Donc m = n et Pautomorphisme 7 envoie les a; sur les b;. Appliquant ’automorphisme 7 a la base P.,(C), X
est donnée sur un ouvert affine par ’équation

2n
2yt =+ H(T(z) —b;).
i=1

Enfin le signe doit correspondre a celui de I’équation de Y par ’hypothése. O

Définition 4.4.5 (Fibré relativement minimal).
Un fibré en coniques 7 : X — P!(C) est relativement minimal si tout morphisme X — Y vers un fibré en
coniques 7y : Y — P!(C) induisant une équivalence birationnelle de fibrés en coniques est un isomorphisme.

X Y

b

PL(C) —=P(C)

Un fibré en coniques réel m: X — P!(C) est relativement R-minimal si tout morphisme X — Y vers un fibré en
coniques réel Ty : Y — P1(C) induisant une équivalence birationnelle réelle de fibrés en coniques est un isomorphisme.

T /)
X Y
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Par le théoréme de Castelnuovo, il est facile de donner une définition équivalente de fibré relativement (R-)minimal.

Proposition 4.4.6.

Un fibré en coniques ™ : X — PY(C) est relativement minimal si et seulement si toutes ses fibres sont mon-
singulieres.

Un fibré en coniques réel (X, o) est relativement R-minimal si et seulement si les seules fibres singuliéres sont
au-dessus de points réels et sont constituées de deuz (—1)-courbes conjuguées.

Démonstration. Soient 7x : X — P1(C) et 7y : Y — P1(C) deux fibrés en coniques. Supposons que ¢ : X — Y est un
morphisme induisant une équivalence birationnelle réelle de fibrés en coniques : il existe ¢ automorphisme de P(C)

faisant commuter

@

X Y

P!(C) —> P(C)

Notons p un point de X, Bl]‘;( I’éclaté de X en p et ¢ la projection canonique. Comme vu précédemment, on a une
fibration wx o e qui raffine naturellement 7x au sens ou ses fibres sont toutes isomorphes a celles de mx sauf celle
au-dessus de 7x (p) qui contient le diviseur exceptionnel.

BI,(X) .

ol
|

PL(C)

€
X

De la propriété universelle de I'éclatement |4.1.1] il suit que le fibré 7x : X — P!(C) est relativement minimal si
et seulement s’il n’admet aucune courbe exceptionnelle (i.e. qui est le diviseur exceptionnel d’un certain éclatement)
contenue dans une fibre. Par le théoréme de Castelnuovo, cela équivaut & n’avoir aucune (—1)-courbe entiérement
contenue dans une fibre.
Enfin, puisqu’une fibre F doit vérifier F? = 0 et utilisant la classification des différentes fibres d’un fibré en coniques
réalisée précédemment :

— si F est une fibre lisse, elle est irréductible, isomorphe a P!(C) et vérifie F2 = 0;

— si F est singuliére, elle est donnée par F = I} U Fy avec Fy, Fy irréductibles isomorphes & P}(C) et vérifiant
#(F1NFy) =1.Dou (F1,Fy) =1let 0= F? = ([ + ) = F2+2(Fy, F2) + F? = 2+ F2 + F3. Et par symétrie
F? = FZ donc F? = F? = —1.
On en déduit le premier énoncé.

Dans le cas d’un fibré réel, il reste & voir quelles contractions sont réelles. Le résultat découle donc de la proposition
4.1.9 O]

On en déduit que le modele du théoréme est relativement R-minimal.
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