SESSION 2013
CAPES EXTERNE

MATHEMATIQUES 2

Probléme 1 : Puissances de matrices

Partie A : étude d’un exemple

1. Soit n € N.
4. .2 )
xni1 Y _ [ 575 ) _[ 5 5 Y _a( *n
Yn+1 lX + é 1 é Yn Yn
5T 5N 5 5

On en déduit par récurrence que

vn € N, ( Xn ):A“( X0 )
Yn Yo

7 2 2
2. xa = X% — (Tr(A)) X + det(A) = X2 — gX + 5 = (X — g) (X —1). Donc la matrice A admet deux valeurs propres

2
simples & savoir 5 et 1. En particulier, la matrice A est diagonalisable.

oSoit(ij)E///z,](R).(:)eKer(A—Iz)(:) 5

Donc Ker (A — 1) = Vect(e7) ot e; = ( % )

2 2
x x 2 5*tgy=0
o Soit ( y > 6%2)] (]R) ( y ) € Ker (A—glz) =4 < x+y =0.

2
Donc Ker (A— glz) = Vect(ez) ol e; = ( _]] )

1o 2 201 1/1 1
On sait alors que A = PDP~! ot D = 2 =diag(1,= |, P= et donc P71 = = .
0 = 5 1 -1 3\1 =2
5
n,

3. On en déduit que pour tout entier naturel
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2 2\"
4. Puisque —1 < 5 <1, lim <§> = 0 et donc la suite (A™), o converge et

5. D’aprés les questions 1. et 4., pour tout n € N,

(e B o (o)) (0 ) 26 )

Les suites (Xn ),y €t (Yn), ey convergent et

Partie B : résultats préliminaires

S

1. Pour tout n € N, posons A, = (a;j(n))1<icp et Bn = (bi,j(n))1<igcp-

1<i<q 1<i<q
Posons encore L = (li,jhéié‘p et M = (miyj)]gigp.
1<<q 1<j<q

1.1 Soit (i,j) € [1,p] x [1, q]. Pour tout n € N, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice Ay, + By, est aij(n)+bij(n).
La suite (aij(n) 4 by j(n))1<igp converge vers lij + my ;.

1<j<q
Dong, la suite de matrices (Ay + Bn), cy converge et a pour limite la matrice (1i; + mij)1<i<p qui est la matrice L+ M.
<i<q

lim (An+Bn)=L+M.

n—-+4oo

1.2 Soit (i,j) € [1,p] x [1, q]. Pour tout n € N, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice Ay, est aa;;j(n). La suite
(xayij(n))1<igp converge vers «ly ;.
1<5<q
Dong, la suite de matrices (xAn), oy converge et a pour limite la matrice (oclij)1<igp qui est la matrice L.
1<j<q

lim (xAn) = aL.

n—-+oo

1.3 Soit (i,j) € [1,p] x [1, q]. Pour tout n € N, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice anB est anb; j. La suite
(xnbij)i<icp converge vers abs j.
1<i<q

Donc, la suite de matrices (anB),, oy converge et a pour limite la matrice (b 5) qui est la matrice xB.

lim (axnB) = «B.
n—-+4oo

2.

P
2.1 Soit (1,j) € [1,p] x [T, q]. Pour tout n € N, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice A, X est Z aik(n)xyj. La

k=1
P P
suite E aik(m)xy,j converge vers E PR RE
k=1 1sigp k=1
1<j<q
P
Donc, la suite de matrices (A X),, oy converge et a pour limite la matrice Z L kXk,j qui est la matrice LX.
= 1<i<p
1<j<q
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lim (AnX) = LX.

n—-+oo

2.2 De méme, pour toute matrice X € #4,(C), lim XA, =XL.

n—-+oo
3. D’aprés la question précédente, pour tout vecteur colonne X € .4 1(C), liIJxrl A X =L1LX.
n—-+4oo

On a donc pour tout vecteur colonne X € .#, 1(C), LX = 0. Soit f I’endomorphisme de CP canoniquement associé a L.
On a donc pour tout x de CP, f(x) =0 et donc f =0 puis L =0.
Finalement, liril An,=L=0.

n——+oo

Partie C : condition nécessaire

1. Soit A une valeur propre de wu.

1.1 Il existe X = (Xi)lgigp € Mp,1(C) tel que X # 0 et AX =AX. Soit ip € [1,p] tel que x;, # 0.

On sait que pour tout entier naturel n, A™X = A™X. Par hypothese, la suite (A™) .y converge. D’aprés la question 2)
de la partie B, la suite (A™X), .y converge ou encore la suite (A™X) En particulier, la suite (A™xi,), o converge et
finalement la suite (A™), oy converge puisque xi, # 0.

neN-

En résumé, si la suite (A™), . converge et si A est une valeur propre de A, alors la suite (A™), .y converge.

Si [Al > 1, la suite (A™), o diverge et donc la suite (A™), . diverge. Par contraposition, si la suite (A™), oy converge,
alors |A| < 1.

1.2 Supposons de plus que [A| = 1. Puisque la suite (A™), .y converge, la suite (7\“+1 — ?\“)n converge vers 0. Or, pour

tout entier naturel n,

€N

AT A =AM x A =1 == 1].
Puisque lim (7\”“ — 7\“) =0, on en déduit que |]A — 1| = 0 puis que A = 1.
n—-+oo

2. Soit x € Ker(u—1Id) NIm(u—Id). Donc u(x) = x et il existe y tel que x = u(y) —y. On en déduit que u (u(y) —y) =
u(y) —y puis que u?(y) — 2u(y) +y = 0.
Montrons par récurrence que Vn > 0, u™(y) = nu(y) + (1 —n)y.

e Puisque u®(y) =y, I'égalilté est vraie quand n = 0.

e Soit n > 0. Supposons que u™(y) = nu(y) + (1 —n)y. Alors

n+1(

u(u™y)) =u(nuly) + (1 —n)y) =nu?(y) + (1 —nuly) =n 2uly) —y) + (1 —n)uly)

u u
n+Nuly) +(1—Mn+1))y.

y) =
Le résultat est démontré par récurrence.

Ainsi, pour tout entier naturel n, u™(y) = n(u(y) —y) +y = nx +y. Puisque la suite (u™(y)), oy converge, la suite
(nx + Y)nen converge ce qui impose x = 0. On a montré que

Ker(u—1d) NIm(u —1d) = {0}.

Partie D : condition suffisante

1. Théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS. Tout polynéme & coefficients dans C de degré supérieur ou égal a 1 est scindé
sur C.

2. On sait que X, est de degré p et de coefficient dominant (—1)P. Si on note (ot1,...,0p), la famille des p racines
(distinctes ou confondues) de x,, dans C, on a

P P
Xu=(DP[]X=o) =] (s =X).

i=1 i=1
3. u est un endomorphisme de CP qui est un C-espace de dimension finie. On sait alors que u est triangulable. Par suite,
il existe une base de CP dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure. Le polyndéme caractéristique de cette
matrice triangulaire est le polynéme caractéristique de u. On trouve donc sur la diagonale de cette matrice triangulaire
la, famille des racines de x,. Quite a réordonner les vecteurs de base, on a montré qu’il existe une base (e1,...,e,) dans
laquelle u admet une matrice de la forme
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X1
X2

0 op
4.

4.1. u(e1) = xjey puis, pour tout entier naturel n, u™ (e) = afe;. Comme ;| < 1, on a nHI—lr—loo ot =0 puis

lim u™(e;)= lim ofe; =0.
n—-+oo n—-+oo
4.2. Montrons par récurrence que Vi € [1,p], hm u(e;) =0.

e Le résultat est vrai pour i =1 d’aprés la questlon précédente.
e Soit i € [1,p — 1]. Supposons que pour tout j € [1,i], lim u™(ej) =0 et montrons que lim u™(eiy1) =0.
n—+oo n—+oo

Par hypothése de récurrence, pour tout j € [1,1], lirJIrl u"(ej) = 0 et donc, par linéarité, pour tout x de Vect(er,...,e;),
n—-+oo
lim u™(x)=0.
n—-+4oo

Soit n € N*. Puisque T est triangulaire supérieure, il existe un vecteur x de Vect(e;)1<j<i tel que

u(eit1) = xit1€it1 +x.

On en déduit que pour tout entier naturel k, u**' (e 1) — i 1u* (ei;1) = uk(x) puis que

n—k—1 k—H n—k, k n—k— 1
Kt (eir1) — K u (eit1) = Kiiq (X)
En sommant ces égalités, on obtient
n—1
n n _ n—k—1_ k+1 n—k n—k— 1
u™ (eir1) — ol reip1 = E (o T T (eqpr) — o u (ei) E o *(x).
k=0
(somme télescopique). Ainsi, pour tout entier naturel non nul n,
n—1
u™ (eip1) = ot jeip1 + o R Tk (x)
i+1) = X1 1€i41 i+1 .
k=0

n—I1

Déja, puisque |xi11] < T, on a hm ai1ei+1 = 0. Montrons alors que hm Z oc{lﬂk ik (x) = 0.

Soit € > 0. Puisque lim u*(x) =0 et que |oti41] < 1, il existe un entier naturel non nul ny tels que, pour tout entier

n—-+oo
e (1 — o
k > o, [[uf(x)| < w Pour n > ng, on a
no—1 n—1
—k—1 —k—1
?Hk W< Y e TR A+ D Jeaa M [[uf ()|
k=0 k=no
no—1 n—1
k1 e (1 —Jetit1l) k-1
S el O PLUESCS N
k=0 k=no
no—]
—k—1 |(X +1 ‘
<Y e uk o)+ S Z i *
k=0
Tlo*] €
—k—1
B N Tl I
k=0
Tlo—]
D’autre part, Z lociia \nik*] Huk(x)H est la somme d’un nombre fixe (quand n varie) de suites géométriques,
k=0
no—]
convergentes, de limites nulles. Donc, lirf Z o™ [u*(x)|| = 0. On en déduit qu'il existe un entier naturel
n—+oo
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no—1 n—1
—k—1 £ _k—
ny >mo tel que pour n >y, Y [T [uk(x)]] < 5-Pourn>ny, ona Y )| <5+ 5 =¢
k=0 k=0
n—1
Ceci montre que lim Z oc{:f]kquk(x) =0 et finalement que lim u™(ei;1) =0.
n—-+oo — n—-+oo

On a montré par récurrence que Vi € [1,p], lirJIrl u"(ey) =0.
n——+oo

4.3 Pour tout n € C et tout i € [1,p], les composantes de la i-éme colonne Ci de T™ sont les coordonnées de u™ (ey)
dans la base (e1,...,ep) de CP. Puisque pour tout i € [1,p], hr_'I_l u" (e;) =0, on en déduit que chaque colonne Ci n
n—-+oo

de T™ tend vers la colonne nulle quand n tend vers +00 ou encore chaque suite de coefficients de T™ tend vers 0 quand n
tend vers +oco. Mais alors la matrice T™ tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Il existe une matrice inversible P telle que A = PTP~'. Pour tout entier naturel n, A™ = PT"P~!. D’aprés la question 2.
de la partie B, la suite (A™) .y converge vers la matrice P x 0 x P~! = 0. En résumé, la suite (A™) ,en converge vers la
matrice nulle.

5.

5.1 Ker(u—Id) NIm(u— Id) = {0} et d’autre part, d’aprés le théoréme du rang, dim (Ker(u — Id)) 4+ dim (Im(u — Id)) =
dim (CP) < 4o00. On sait alors que CP = Ker(uw—Id) & Im(u — Id).

Les endomorphismes u et u— Id commutent. On sait alors que Ker(u — Id) et Im(uw — Id) sont stables par .
5.2 Si Im(u—1Id) ={0}, alors CP = Ker(u—1Id) puis u = Id. Dans ce cas, A = I, et il n’y a rien a dire dans cette question.

Sinon, Im(uw—1d) # {0} et u; est un endomorphisme d’un C-espace de dimension finie non nulle. 11 admet donc au moins
une valeur propre. Soit A une valeur propre de u; dans C. Il existe un vecteur non nul x de Im(u—1d) tel que uj (x) = Ax.
Mais alors, x est un vecteur non nul de CP tel que u(x) = Ax. A est donc une valeur propre de u.

Si A =1, alors x est un vecteur non nul tel que u(x) = x et donc x est un vecteur non nul de Ker(uw — Id) N Im(uw— Id) ce
qui est impossible. Donc, A # A1. On a montré que toute valeur propre de uy est une valeur propre de u distincte de Ay.

5.3 Si Im(u—Id) = {0}, A = I, et donc la suite (A™), .y converge vers I,.

Sinon, la matrice de u dans une base adaptée a la décomposition C? = Ker(u — Id) @ Im(uw — Id) est de la forme
T = ( I(;l 'I91 ) (puisque Im(u — Id) est stable par u). A est semblable & T. Un calcul par blocs montre que A™ est
R I O
n __
semblable & T = < 0o T )

Les valeurs propres de T; sont les valeurs propres de A de modules tous strictement inférieurs & 1. D’apreés la question 4., la

Ia
0

suite (T{‘)nN converge vers la matrice nulle et donc la suite (T")nN converge vers la matrice ( Ig 8 ) . Mais alors, comme
0
0

a la question 4.3., la suite (A™), . converge vers une matrice semblable & la matrice ( ) ou d = dim (Ker(u — Id)),

ce qui reste vrai dans la cas ou Im(u — Id) = {0}.

Partie E : conclusion et applications

1. La partie C montre que la condition est nécessaire et la partie D montre que la condition est suffisante (la lecture de
Pénoncé étant conventionnelle dans le cas m = 1).

2.

2.1 xaA =X?>—0,5X+0,04 = (X—0,1)(X—0,4). A est de format 2 et a deux valeurs propres distinctes dont les modules
sont strictement plus petits que 1. D’aprés la question précédente, la suite (A™), oy converge.

i
2.2 A est triangulaire supérieure de format 3. Ses valeurs propres deux & deux distinctes sont 1 et 5 qui est de module

1
7 < 1. D’aprés la question précédente, la suite (A™), . converge si et seulement si Ker (A —13) NIm (A —I3) = {0}.

0 1 i .
i 1 i 1 i 3
A-I3=1] 0 —1-|-z 1 |.rg(A—1I3) =1g _]+i : = 2 car _]+i 1 zz—l—i#O.Donc,Im(A—Ig)
o 0 0 2 2
1
est un plan et Ker (A —1I3) est une droite d’aprés le théoréme du rang. Le vecteur e; = 0 est un vecteur non
0
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nul de Ker (A —13) et donc Ker (A —I3) = Vect (e7). On en déduit que la suite (A™), .y converge si et seulement si
er ¢ Tm (A — I3).
1

Im (A — I3) est engendré par les colonnes de A — I3 et donc une base de Im (A —I3) est (ez,e3) ot ez = | —1+ % et
0
1
e3 = 1 (car Im (A —I3) est un plan). La matrice de la famille (e, ez, e3) dans la base canonique de .#31(C) est
0
1 1 i
0 -1+ 1 1 |. Cette matrice n’est pas inversible car sa derniére ligne est nulle. Donc, la famille (er, ez, e3) est liée
0 0 0

puis e; € Vect (e2,e3) = Im (A —1I3) car la famille (e, e3) est libre. Ceci montre que la suite (A™), . diverge.

2.3 En développant suivant la premiére colonne, on obtient

i i i i ) 1
xa = (1=X) (xz— <—6+z+6+z>x+ (—6+§> <6+§) +36> =(1-X) <x2—1x—z>

LN\ 2
1
Snexi(x8)

Comma a la question précédente, la suite (A™) .y converge si et seulement si Ker (A —13) N Im (A — I3) = {0}. Puisque

0 0 0 i
i —7+ 3 9 7i
A—1I3= 0 _7"‘2 ? et que 2 i :1—%;&0, la matrice A — I3 est de rang 2. Ker (A — I3)
0 -4 5+° 53
2
1
est la droite vectorielle engendrée par le vecteur ey = 0 | et Im (A —1I3) est le plan vectoriel de base (e2,e3) ou
0
0 0
er = | -7+ % et e3 = ? e Enfin, la matrice de la famille (e, e, e3) dans la base canonique de .#31(C)
—4 5 + z
1 0 0
0 7+i 9 7t
est —/+ 2 . Le déterminant de cette matrice est 1 — — # 0. La famille (eq,e2,e3) est libre et donc

2

0 -4 5+ %
e1 ¢ Vect (e2,e3) ou encore Ker (A —I3) N Im (A — I3) = {0}. Dans ce cas, la suite (A™), . converge.

Probléme 2 : quelques théorémes d’arithmétique

Partie A : théoréme de Lagrange

1. Soient n € N* puis k € [1,n].

K n x n! B n! B (n—1)! _(n—=1
(k>_ Xk!(n—k)!_(k—l)!(n—k)!_nx(k—])!((n—])—(k—ﬂ)!_n<k—1>'

—1
2. Soient p un nombre premier puis k € [1,p—1]. Alors k et p sont premiers entre eux. Ensuite, p divise p (E ]) = k<§) .

En résumé, p divise k(i) et p est premier a k. D’aprés le théoréme de GAUSs, p divise (E)

3.

3.1 Soient p un entier premier impair (donc p > 3) et x € R.
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p—1 p—1 p—1 p—1

(x+Dfx+1) =xf(x) = x+ D [ [x+ 1+ —x [ [(x+ k) =[x+ (k+ 1) = [ [(x+ k)

k=1 k=1 k=0 k=0

P p—1 p—1
=[[x+0 = J]x+% =(x+p)—x) [ [(x+k) =pf(x).
k=1 k=0 k=1
3.2 f est un polyndme de degré p — 1 et il existe donc des réels ao, ...,ap 1 tels que pour tout réel x,
p—1
f(x) =aoxP "+ a;xP 2 4+... + ap 2X+ap_ 1= Z agxP~ 17k,
k=0

3.3 Le coefficient de xP~ " est 1 x 1 x ... x 1 =1 et donc ag = 1. D’autre part,

ap 1 =f0)=Tx2x...x(p=1)=(p—1)
3.4 Soit k € [0,p — 1]. pax est le coefficient de xP~'~* dans pf. D’autre part, pour tout réel x

p—1 p—1
pfx) = (x + Df(x+1) =xf(x) = (x + 1) ) ax(x+ 1P F=x Y apx? ¥
k=0 k=0
p—1 —1 p—1 p—k P K
_Zak(x+1)p_k—Zakxp kZak<. < i ) p-k 1) Zakxp k
k=0 k=0 k=0 i=0
p—1 p—k
—k
=D ( (p . )x*"“)
k=0 i=1 t
p—1 [p—1 _
= < Pk )akxp 7| (en posantj =k+i—1)
. j+1—-k
k=0 \j=k
p—1 j
T (Bt )e) e
= \imo VT
1/ k

13
Pour tout k € [0,p — 1], le coefficient de xP~'~¥ dans pf est aussi Z (kj—:— )ak et donc, par identification des
i=0

coefficients,

K .
vie [0,p—1], pak:Z( Pt _)ai.

= k+1—-1

3.5 Quand k = 0, on obtient pap = pap ce qui n’apporte rien.

Quand k =1, on obtient pa; = <Iz)>ao+ <p]_])a1 = (S) + (p—T1)a; et donc a1 = <P)

Pour k € [2,p — 1], on a

k—1

et donc (p — (p —k))ax (k+1>ao+z<k+1 )alpulskak <k+1>+z(k+1—1> ai.

i=1
3.6 Montrons par récurrence sur k que Vk € [1,p — 2], ax est divisible par p.

2

—1
eq = (p) =p X P . Puisque p est impair, P est un entier et donc p divise aj. Ceci achéve la démonstration

2 2
si p = 3. On suppose forénavant p > 5.
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k—1 )
e Soit k € [2,p — 2]. Supposons que Vi € [1,k — 1], p divise a;. Alors, p divise déja Z (kj—:i i) ai.
i=1

D’autre part, k+1 € [1,p — 1] et donc, d’aprés la question 2., p divise (kf— ]>.

k—1 .
Finalement, p divise (kj— ]) + Z (k 31_1 i) a; = kag.

i=1
Ainsi, p divise kay et p est premier avec k (car p est premier et k € [1,p — 1]). D’aprés le théoréme de GAUSS,
p divise ay.

Le résultat est démontré par récurrence.
Partie B : théoréme de Wilson

1. (2—1)'=1et 1= -1 [2]. Donc la propriété est vraie pour p = 2.

2.
p—1 p—1 p—2 p—2
2.1pl= H(1 +1)=1(1) = Z akx = ap + Z ax +ap_1 =1+ Z ax + (p — 1)! d’aprés la question 3.3 de la partie A.
i=1 k=0 k=1 k=1
p—2
2.2 p! est divisible par p et Z ax est divisible par p d’aprés la question 3.6. Donc (p — 1)l +1 = 0 [p] ou encore

k=1
p—1l=-11pl.

3. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 3 tel que (p — 1)! = —1 [p]. Alors, il existe un entier naturel q tel que
j
Vke[2,p—1], | — H k+ qp = 1. Le théoréme de BEZOUT montre que p est premier avec chacun des entiers k
1<5<p, j#k
tels que 1 < k < p—1 et donc que p est un nombre premier.
Puisque 2 est premier, le résultat est vrai quand p = 2. On a montré que

Vp > 2, p premier & (p —1)! = —1 [p].
4.

4.1 Posons n = pipzm ol p1 et p2 sont deux nombres premiers tels que p1 < p2 et m est un entier naturel non nul.
Alors 2 < p1 < pz < pam < n (car si ppm =n, alors p; = 1 ce qui est faux. Ainsi, p; et p2m sont deux diviseurs de n,
inférieurs ou égaux a n — 1 et tels que p1 < pom.

(n—1)! est un multiple de p; X pom =n et donc (n—1)! =0 [n].

4.2 Posons n = p* ol p est un nombre premier et « > 3. Alors, p > 2, « — 1 > 2 puis p < p*~ | < p* par stricte
croissance de la fonction x — p* sur R.

p et p*~! sont deux diviseurs de n, inférieurs ou égaux a n — 1 et tels que p < p
(n —1)! est un multiple de p x p*~! =n et donc (n—1)! =0 [n].

a—1

4.3 Posons 1 = p? oil p est un nombre premier supérieur ou égal & 3 (car si p = 2, alors 1 = 4 ce qui est faux).
2xp=22>Tetdautrepart, 2xp<pxp=mn.Doncl<2p<netmémel <p<2p<n.
(n—1)! est un multiple de p x 2p = 2n. En particulier, (n — 1)! est un multiple de n et donc (n —1)! =0 [n].

Partie C : théoréme de Wolstenholme

1. Algorithme.
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Variables s et t sont des entiers naturels non nuls
n est un entier naturel non nul
d est un entier naturel non nul

Initialisation Affecter & s la valeur 1
Affecter a t la valeur 1

Traitement Pour n allant de 1 &4 9

Affecter a s la valeur (n+1) xs+1t
Affecter a t la valeur (n+ 1)t
Affecter & d la valeur PGCD(s, t)
Affecter & s la valeur s/d

Affecter a t la valeur t/d

Afficher & s
Afficher t
Fin du Tant que
Fin
1T 1 1 12+6+4+3 25
2.0 Hy =1+ 5 + 3 + 1= % =35 Puisque PGCD(25,12) =1, on a s4 = 25 = 52. s4 est donc divisible par
52,
1 1 25 1 1 125+12+10 147 3 x 72 49
H:; = H _ - = — — - — = = —— = — . Pu P D(49,2 =1
che=Tatsre =0T 515 60 0~ Zx3x5 20 Dusaue PGCD(49,20) =1, on a

s¢ =49 =72, sg est donce divisible par 72,

oH _H+l+l+l+l_ﬂ+l+l+l+l_49x2x32><7+23><32><5+32><5><7+23><5><7+22><32><7_

10716778790 20777879710 2B %x32x5x%x7 -

6174 + 360 + 315 + 280 +252 7381  MZxel 61 st bremier car west divisible oar aneu des
23 %x32x5x%x7 T2 x32x5x%x7  2x32x5x7 premier car o tvistble pat aucun

nombres premiers inférieurs ou égaux a sa racine carrée a savoir 2, 3, 5 et 7.
Puisque PGCD(11% x 61,23 x 32 x5x7) =1, 0ona s1o = 112 x 61 = 7381. s1¢ est donc divisible par 112.

IT

k=1 \1<j<p—1, j#k
(p—1!

p—1

3. Aprés réduction au méme dénominateur, on obtient H,_1 =

p—1 p—1
Le coefficient de x dans le développement de f(x) = H(x + k) est Z H . Ce coefficient est aussi ap_; et
k=1 k=1 \1<j<p—1, j#k
donc
ap_
Hp = —2—2

(p—1"

4. Pour tout réel x, f(x) = aoxP ' + a;xP 2 4 ...+ ap2x + ap_1 =xP~ 1 + axP 2+ ..+ ap—2x + (p — 1)!. Donc,
f(—p) =pP ' —aipP 2 +...+ap_3p* —ap_2p+ (p— 1)! (car p — 1 est pair, —2 est impair ...). Mais d’autre part,

f(—p) = (—p+N(—p+2)...(p+ (-2 (—p+(p-1)) == Tp-Nl=(p-1)

car p—1 est pair. Donc, pP~'—a1pP 2 +...+ap_3p>—ap_2p+(p—1)! = (p—1)! puis pap,_2 = pP ' —a1pP2+...4+a,_3p?
et finalement,

ap2=p" 2 —aipP P +...+ap3p.

5.ap2=7p (pp_3 —apP T+ Clp_g). Puisque p > 5, chacun des termes de la somme dans la parenthése est divisible
par p d’aprés la question 3.6 de la partie A et donc le nombre entre parenthéses est divisible par p puis ap_» est divisible
par p2.

ap2
(p—1)!
Sp—1 X (p—1)!. Mais p est premier et donc p est premier avec (p — 1)! d’aprés le théoréme de WILSON. On en déduit que
pz est premier avec (p — 1)! et que pz divise sp_1 X (p — 1)!. D’aprés le théoréme de GAUSS, pz divise (p — 1)!.

L’égalité Hy, 1 = s’écrit encore sp_1 X (p— 1)l =ap_2 x tp_1. p2 divise ap_2 et donc p2 divise ap 2 X tp1 =
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