Probléme 2 : décimales des nombres rationnels

Partie A : nombres décimaux

1
1. e Soit x € Z. 10°x € Z et donc x € D. Ceci montre que Z C 2. De plus, 0,1 = — est un nombre décimal qui n’est pas

. 10
un entier. Donc,
Z C D.
#
e Soit x € D. 1l existe (n,p) € N x Z tel que 10™x = p. Mais alors, x = % et donc x € Q. Ceci montre que D C Q.
1
Montrons alors que = est un nombre rationnel qui n’est pas un nombre décimal. Dans le cas contraire, il existe (n,p) € NxZ

3

tel que 10™ x 3= p et donc 3p = 10™. Mais n = 0 est impossible car 1 n’est pas un multiple de 3 et n > 1 est impossible

1
car le nombre premier 3 n’est pas un facteur premier de 10™ = 2™5™. On a montré par ’absurde que = est un nombre

3

rationnel qui n’est pas un nombre décimal. Donc,
DcCQ.
#
2. Soit (x,y) € D?. Il existe (n,p,m,q) € N x Z x N x Z tel que 10™x = p et 10™y = q. Mais alors

10" ™ (x 4+ y) = 10™ x 10™x + 10™ x 10™y = 10™p + 10™q € Z,

et donc x +y € D. De méme,

10" ™Mxy = 10"x10™y = pq € Z,
et donc xy € D. On a montré que D est stable pour I’addition et pour la multiplication.
3.

3.1. Soit n = Max{«x, B}. n est un entier naturel supérieur ou égal & x et & 3 puis

Donc, x est un nombre décimal.

3.2. x n’est pas entier et donc b > 2. Soit p un facteur premier de b.

a
Puisque x est un décimal positif non entier, il existe deux entiers naturels non nuls n et k tels que — = Ton et donc
kb = 10"a. b divise 10™a et b est premier & a. D’aprés le théoréme de GAUSS, b divise 10™ puis p divise 10™. p est un

donc facteur premier de 10™ = 2™5™ (avec n > 1). Donc, p € {2,5}.

3.3. Ainsi, si x est un décimal non entier, il existe (¢, B) € N2\ {(0,0)} tel que b = 2%5P . Si x est entier, b divise a et est
premier & a et donc b =1 = 2°5° Dans tous les cas, il existe («, ) € N2 tel que b = 258,
La réciproque a été établie a la question a) et donc

x est décimal si et seulement si il existe (&, B) € N2 tel que b = 2%58,

4.
. dn 9 " . 1 A .
4.1. Pour tout entier naturel n, 0 < Ton < Tom = =9 70) Puisque 10 €] — 1,1}, la série géométrique de terme général
n
9 (ﬁ) n € N, converge et il en est de méme de la série de terme général —— 1 O ,meN.

4.2. e Si la suite (dy,,) est finie, il existe N € N* tel que pour n > N, d,, = 0. Mais alors,

+ood N d N
1oNx:1oNZﬁ:1oNZﬁ:Z 1oN-—™
n=0 n=0

x est donc un nombre décimal.
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e Supposons que x admette un développement décimal impropre. Dong, il existe un rang N € N* tel que pour n > N,
dn = 9. D’aprés I’étude précédente, x est la somme d’un nombre décimal y et de

+o0
9 9 1 1
2= qor TN KT T qon T
n=N 14*T6

Ainsi, x =y + z est la somme de deux nombres décimaux et est donc un nombre décimal d’aprés la question 2).

4.3. Soit N > 0. Pour tout k > N+ 1, on a dx < 9. D’aprés le calcul de la question précédente,

+oo +o0o +00
d d d d 9 d 1 1+d
BTNt D T S TNt D or = 70N N = oV
k=N k=N+1 k=N+1
+oo 9 ]
Si toutes les inégalités di < 9, k > N + 1, sont des égalités, alors Z % = T Ol Vune des inégalités dx < 9,
S 10 10
k > N + 1, est stricte, alors
+oo +o0
d 9 1
I W
10k 10 10N
k=N+1 k=N+1

“+oo “+oo
d 1+d d 1+d
et donc k:E y ﬁ < ]JZ)NN . Finalement, k:E . ﬁ = ]JE)NN si et seulement si pour tout k > N+ 1, dy = 9.

+oo +oo
4.4. Considérons deux suites décimales propres distinctes (dn),cy €t (dy,),cy- Soient x = Z ﬁ et x' = Z
n=0 n=0

!
n
1o
{n € N/ dn # d},} est une partie non vide de N. On peut considérer N = Min{n € N/ d,, # d},}. Par définition dn # dy.

On peut supposer sans perte de généralité que dn < dy ou encore que dy, > dn + 1. Puisque la suite (dn), ¢y est propre,
la question précédente permet d’écrire

Comme d’autre part, les éventuelles décimales de x et x” d’indices strictement inférieurs & N sont égales, on en déduit que
x < x’. On a ainsi montré 'unicité d’un développement décimal propre.

5. Soit x un décimal positif. Posons dg = E(x). x — do est un décimal de [0, 1[. Par suite, il existe un entier naturel N tel
que 10N (x — do) € N. Mais alors 10N (x — do) est un entier élément de [0, 10N — 1[. La décomposition de cet entier en
base 10 s’écrit

10N (x—do)=d; x TON "+ ... +dnq x 10+ dn

ot les chiffres di, ..., dn—1 sont éléments de [0,9]. On en déduit que
dn
=d d et ==
X o+ dio+ + ToN

Ceci montre l'existence d'un développement décimal fini et en particulier propre de x. L’'unicité de ce développement a
été montré a la question précédente.

Partie B : périodicité des décimales d’un rationnel positif non décimal

1. Soit N > 1.
1.1. Algorithme.
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Variables a et b sont des entiers naturels non nuls
N est un entier naturel non nul

k est un entier naturel

d et r sont des entiers naturels

Initialisation Demander a, b et N
Affecter & d la valeur E(a/b)
Affecter a v la valeur a — db

Traitement Afficher d
Afficher r
Tant que k < N
Affecter a d la valeur E(10r/b)
Affecter a r la valeur 10r — db
Afficher d
Afficher r
Affecter a k la valeur k + 1
Fin du Tant que

Fin

1.2. On donne les résultats successifs dans un tableau.

n 0 1 2 3 4 5 6 7

dn 0 3 8 4 6 1 5 3

Th 5 11 6 8 2 7 5 1

101, 50 110 60 80 20 70 50 110
2.
- dk Tn

2.1. Mont é :YmeN, x= — .
ontrons par récurrence que , 2 Tok + TG

e dy et T sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b. Donc, a = bdg + 1o puis

- di o
1000

_a_ To _ e
x=gpTdoty T0%
k=0

La formule proposée est vraie quand n = 0.

dk Tn
ST T

de la division euclidienne de 101y, par b. Donc, 10r, = bdn41 + Tyt puis, aprés division des deux membres par
1 0n+1 b,

n
e Soit . > 0. Supposons que x = Z dn1 et Thy1 sont respectivement le quotient et le reste
k=0

Tn dn+] Tnil

10mb  10n+T - 1ontTh’

n+1
dy Tnil

10 T 1ont1p”
k=0

puis x =

Le résultat est démontré par récurrence.

2.2. Soit n € N. En multipliant les deux membres de 1’égalité précédente par 10™b, on obtient 10"a = qnb + 1, 0Ol

n
gn = Z dx 10" K est un entier et T, est un entier tel que 0 < 1, < b. Donc 1, est le reste de la division euclidienne de
k=0
10™a par b.

2.3. e Pour tout entier naturel n, 0 < r,, < b puis 0 < 10r, < 10b puis

10T, < 10T,
b b

OgdnH:E( <10,
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a
ou encore 0 < dn41 < 9. Ainsi, pour tout entier naturel non nul, d,, € [0,9]. D’autre dp = E (E) est un entier.

Thn b 1 .
e Soit n € N. O ]O“b ﬁ = W Pu1sque

permet d’affirmer que la suite

1
Ton tend vers 0 quand n tend vers +oo, le théoréme des gendarmes
t li =0.
converge et que lim oo O“b

k € N converge et que

T"l'l.
10mb a
On en déduit encore que la série de terme general T0K7

XiZ]ok

o Ce développement décimal est nécessairement propre. Dans le cas contraire, d’aprés la question 4.2, de la partie A, x
serait un nombre décimal ce qui n’est pas.

3.
n
3.1. S’il existe n € N tel que 1, = 0, alors pour cet entier n, x = Z ﬁ et en particulier, x est un nombre décimal, ce

k=0
qui est faux. Donc, Vn € N, r, # 0.

3.2. D’aprés la question précédente, ¥n € N, 1 < vy < b — 1. Les b nombres 7o, ..., Tp_1 sont éléments de [1,b — 1] qui
est de cardinal b—1 < b. D’aprés le principe des tiroirs, les b nombres 1, ..., Tp—1 ne peuvent étre deux a deux distincts.

3.3. Montrons par récurrence que Yn = q, Tnip = Tn.
o Le résultat est vrai pour n = q car par définition de q, rq4p =T74.

e Soit n > . Supposons que Tnyp = Tn. Tni14p est le reste de la division euclidienne de 1014 = 107, par b.
Le reste de la division euclidienne de 101, par b est aussi Tn41. Donc, Tni14p = Tny1.

Le résultat est démontré par récurrence. La suite (Tn), oy est p-périodique & partir du rang g.

10r, — 1
Soit n > q. 10, = dn41b+ 1047 et donc dnyq1 = Tt On en déduit que la suite (dn1 )neN est p-périodique a

partir du rang g ou encore que la suite (dn),cy est p-périodique & partir du rang q + 1.

4.

4.1. i. Tout d’abord, si I'un des entiers 10%, 0 < b —1 est congru 4 0 modulo b, alors b est un diviseur de 10¥ et est donc
de la forme 2%5P | («, ) € N2. D’aprés la question 3.1 de la partie A, x est décimal ce qui est faux. Donc, aucun des 10,
0 < k < b—1, n’est congru a 0 modulo b. Par suite, les b restes des divisions euclidiennes de 10°, 107, ..., 10°~" sont
éléments de [1,b — 1]. Comme & la question 3.2, deux d’entre eux sont égaux ou encore deux au moins des nombres 10°,
107, ..., 10~ sont congrus modulo b.

ii. Soit (n, m) € N2,

Th =Tm & 10Ma = 10™a [b] (d’aprés la question 2.2)

& 10™ = 10™ [b] (car a et b sont premiers entre eux et donc a est simplifiable modulo b).

Ceci montre que q est le plus petit exposant d’'un nombre de la liste qui est congru a un autre nombre de la liste modulo
b puis que q + p est 'exposant du premier nombre de la liste congru & 10P modulo b et distinct de 109.

4.2. Le résultat de la question 4.1. de dépend pas du choix de ’entier non nul a, premier & b. Puisque ’entier 1 est premier

a b, les rationnels % et ]E ont méme période et méme pré-période.

5.0100=1[7,10'=31[7],102=2[7],103=6[7], 10* =4 [7], 10° =5 [7] et 10° = 1 [7]. Donc la pré-période de 7 est 0

et la période de 7 est 6.

e 10°=11[12], 10" =10 [12], 10> = 4[12], 103> = 4 [12]. Donc la pré-période de 12 est 2 et la période de 12 est 1.

e 100 = 1 [112], 10° = 10 [112], 10% = 100 [112], 103 = 104 [112], 10* = 32 [112], 10° = 96 [112], 10° = 64 [112],

107 =80 [112], 108 =16 [112], 107 =48 [112], 10'° = 32 [112]. Donc la pré-période de 112 est 4 et la période de 112 est 6.
Partie C : détermination de la pré-période

1.

1.1. b et 10 sont premiers entre eux et il en est de méme de b et 109. Par suite, 109 est simplifiable modulo b ou encore
109 = 10P*9 [b] & 10p = 10° [b].

http ://www.maths-france.fr 9 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



1.2. Par définition de g, on a 109 = 10P+9 [b]. D’aprés la question précédente, on a donc 10°P = 10° [b]. Puisque
1 < p <b-—1, par définition de ¢, on a ¢ = 0 ou encore w(b) = 0.

2. Si 109 est un multiple de 27 x 5% et si 10P — 1 est un multiple de ¢, alors 109 (10P — 1) est un multiple de 23 x 5% x ¢ = b.

Réciproquement, supposons que 109 (10P — 1) soit un multiple de b =23 x 5% x c. Il existe un entier K tel que

109 (10P — 1) =K x 20 x 5% x ¢ (x)).

¢ est premier avec 10 et donc avec 109. D’autre part, d’aprés ’égalité (x), 'entier ¢ divise 109 (10P —1). D’apreés le
théoréme de GAUSS, ¢ divise 10P — 1.

D’aprés le théoréme de BEZOUT, les entiers 10P — 1 et 10P sont premiers entre eux car 1 x 10P +(—1) x (10P —1) =1. On
en déduit que l'entier naturel T0P — 1 supérieur ou égal & 2, n’admet ni 2, ni 5 pour facteur premier et donc premier avec
2 x 5% (méme si j =k = 0).

D’aprés Pégalité (), Pentier 2J x 5% divise 109 (10P — 1) et est d’autre part premier avec 10P — 1. D’aprés le théoréme de
GAUss, 2 x 5% divise 109.

On a ainsi montré que : 109 (10P — 1) multiple de b & 109 multiple de 2J x 5% et 10P — 1 multiple de c. Maintenant,
109 (10P — 1) multiple de b & 1091P = 10P [b].

D’aprés la question 4.1 de la partie B et d’aprés ce qui précéde, q est la pré-période de b et p est la période de b si et
sculement si q est le plus petit entier naturel tel que 109 soit un multiple de 23 x 5% et p est le plus petit entier naturel
non nul tel que 10P =1 [c].

Or, 109 = 29 x 59 est un multiple de 2J x 5¥ si et seulement si q > Max{j, k}. Ceci montre que

w(b) = Max{j, k}.

D’autre part, le plus petit entier naturel non nul p tel que 10P =1 [c] est la période de ¢ d’aprés la question 1 et donc

7(b) = 7t(c).

3.0150=2x3x521Ici,c=3,j=1et k=2. D’aprés ce qui précéde, m(150) = 7(3) = 1 et w(150) = Max{1,2} = 2. La
pré-période de 150 est 2 et la période de 150 est 1.

® 1120 =25 x 5 x 7. Donc w(1120) = Max{5,1} =5 et 7(1120) = 7t(7) = 6. La pré-période de 1120 est 5 et la période de
1120 est 6.
Partie D : détermination de la période

1.

1.1. e Vérifions tout d’abord que pour tout élément @ de (Z/bZ)*, 10 x @ € (Z/bZ)".

Soit @ de (Z/bZ)". Puisque 10 est premier avec b, on sait que 10 est un inversible de ’anneau (Z/bZ, +, x). En particulier,
10 est simplifiable pour x dans Z/bZ et donc si 10 x @ = 0, alors @ = 0. Par contraposition, @ # 0 = 10 x @ # 0.

Ceci montre que f est effectivement une application de (Z/bZ)* dans lui-méme.

o Soient @ et a’ deux éléments de (Z/bZ)" tels que f (@) = f (?) Alors 10 x@ = 10 x a’ puis @ = a’ car 10 est simplifiable
pour x dans Z/bZ.

On a montré que f est une application injective de (Z/bZ)" dans lui-méme.

1.2. Puisque ensemble (Z/bZ)" est fini de cardinal b — 1, on sait que f est une permutation de (Z/bZ)*. On en déduit
que

b—1 b—1 b—1 b1 b—1
a=[[f@=J[(0oxa)=10"" x]]=
a=1 a=1 a=1 a=1

Puisque b est un nombre premier, on sait que toutes les classes non nulles sont inversibles et donc simplifiables dans Z/bZ.
b—1

. . . — . TAb-1 7
Aprés simplification par H a, on obtient 10 =T ou encore 10°~1 =1 [b].
a=1
1.3. Soient n un entier naturel et m un entier naturel non nul. La division euclidienne de n par m s’écrit n = qm+r ou
q et T sont deux entiers naturels tels que 0 <1 < m.

10" — 1 =109™FT 1 =109™FT 10" 410" —1=10" ((10™) —1) + (10" — 1)
—10" ((mm)m* + (1om)™! +...+1om+1) (10™ — 1)+ (10" = 1)
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Tout d’abord, 10" ((10’“)1“7] +(10™)™ 4 T0™ + 1) est un entier. Ensuite,

0<T<m=100<10" <10m=0<10"—1<10™—
Dong, le reste de la division euclidienne de 10™ — 1 par 10™ — 1 est 10" — 1.

1.4. e Soit k un entier naturel tel que 10% = 1 [b]. D’aprés la question précédente, il existe un entier Q tel que 10% — 1 =
Q x (10”(1’) — 1) + (10" — 1) o r est le reste de la division euclidienne de k par 7t(b).

Les deux entiers 10 — 1 et 10™(®) — 1 sont congrus & 0 modulo b et donc 10" — 1 est congru & 0 modulo b. Ainsi, T est un
entier vérifiant 10" = 1 [b] et 0 < v < 7t(b). Puisque 7t(b) est le plus petit entier naturel n non nul vérifiant 10™ = 1 [b], il
ne reste que la possibilité v = 0. Ceci montre que 7t(b) divise k.

On a montré que pour tout entier naturel k, si 108 = 1 [b], alors 7t(b) divise k. On peut noter que la réciproque est vraie
puisque 107(®) =1 [b].

e D’aprés la question 1.2, 10°~1 =1 [b] et donc, d’aprés la question précédente, 7t(b) divise b — 1.
2.

2.1. Soit n un entier naturel. Si 10™ — 1 est multiple de bc, alors 10™ — 1 est multiple de b et de c. Réciproquement, si
10™ — 1 est multiple de b et de c, alors 10™ — 1 est multiple du PPCM de b et de ¢ a savoir bc puisque b et ¢ sont premiers
entre eux. En résumé,

10" =1[bc] & 10" =1[b]et 10" =1 [c].

Ensuite, le raisonnement de la question 1.4 n’a pas fait intervenir le fait que b soit un nombre premier et donc

10" =1 & nest un multiple de 7t(b).

En résumé,
10" =1 [bc] & n est un multiple de 7t(b) et 7t(c).
2.2. Les multiples communs & deux entiers sont les multiples de leur PPCM et donc

10™ =1 [bc] & n est un multiple de PPCM (7t(b), 7t(c)) .
En particulier, 7t(bc) = PPCM (7t(b), 7t(c)).
3.

3.1. Puisque ¢nt(p), 10° = 1 [p] ou encore il existe un entier K tel que 10 — 1 = Kp. Soit k la valuation p-adique de K.
On peut écrire K sous la forme K = p* x q ot k est un entier naturel et q est un entier naturel non nul premier a p. On
a alors 10° — 1 = p**! x q ou encore 10° =1 =p" x q ot ¥ = k + 1 de sorte que r > 1.

3.2. Supposons que n < T. Alors " x q = 10°—1 est un multiple de p™ et donc 10° = 1 [p™]. On sait alors que 7 (p™) < L.
Mais d’autre part, puisque 107(P") = 1 [p™], alors en particulier 107P") =1 [p] et donc 7 (p™) > L.
Finalement, 7t (p™) = {.

3.3. Supposons que n. > 7.
Montrons par récurrence que pour tout k € N, il existe un entier naturel Qx premier avec p tel que 100P° 1 = PR x Qy
et que 7t (p™t*) = x p*.

e La proposition est vraie quand k = 0 avec Qo = q (qui est premier avec p) puisque d’autre part 7t (p") = £ d’apreés
la question précédente.

e Soit k > 0. Supposons qu’il existe un entier naturel Qi premier avec p tel que 100P" 1 = PR X Qy et
que 7 (p™**) =€ x p¥. Alors

10U 1 = (1000t -

=P x Qr+ 1) — 1 par hypothése de récurrence

i() r+k )J’ r+k+1 +Z() r+k L

j=1
Posons Qk+1 —Qk+Z (J) jor+k)—r—k— ]Q] _QK+Z( ) )(r+k)— Qk
j=2
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Pourj>2, j—1)(r+k)—1>21r+k—12140—1=0carr > 1. Donc Qx+1 est un entier naturel non nul tel que

]Oexpk+] —1= pr+k+1 Qk+1 .
Vérifions que Q1 est premier avec p. Pourj >3, G—1)(r+k)—1>2(r+k)—1>2—1=1. Dong,
P
: ; : 1
Z <?>p“7] JrFk)=1Q) est un entier divisible par p. D’autre part, <§>p(2*”(”k)*1 QL=px pr”k*] Q2 est
j=3

un entier divisible par p puisque P

P
est un entier, p étant impair. Finalement, Z (P)p(jq)(”k)*] Q). est

j=2
un entier divisible par p. On en déduit que Qx+1 = Qx [p]. Par hypothése de récurrence, Qi est premier au nombre
premier p. Il en est de méme de Qy41.

Montrons alors que 7t (p™*1) = £x p**1. Puisque 109P" " 1 est divisible par p™ %1, ona 10077 =1 [prek+],
On en déduit que 7t (p™ 1) est un diviseur de € x p™ T 1.

Mais d’autre part, 1om(P" ) Tk est un multiple

de (p”k) ou encore de { x p™*¥ par hypothése de récurrence. Donc, il existe un entier naturel non nul X tel que
7 (pTHT) = K x & x p™t*. Puisque K x £ x p™** divise £ x p"™**1 K est un diviseur de p et donc K=1ouK=p
puisque p est premier.

— 1 est divisible par p

et donc par p"* et donc 7t (pTHeIT)

Ceci ne laisse plus comme possibilités que 7 (p™™**1) = £ x p™™*+1 ou 7t (prHk+1) = x prtk,
Mais si 7 (p™™* 1) = £ x p¥, alors 100P™™ — 1 =0 [p+**1] ou encore p™*Qy = 0 [p" %] ou enfin Qx = 0 [p]
ce qui est faux. Donc, 7 (p™F* 1) = £ x prkrl,

Le résultat est démontré par récurrence.
En particulier, pour k =n —r € N de sorte que n = r + k, on obtient 7t (p™) = £ x p™~".
4.

4.1. ¢ 10" =1 [3]. Donc sip = 3, alors £ = 1. De plus, 10 =1 =9 = 32 et donc 1 = 2 si p = 3. Par suite, 7(3) :7'[(32) =1
puisTc(33) =1x3"=3et 7'[(34) =1x32=9.

e On a vu a la question 5 de la partie B que 71(7) = 6. De plus, 10° — 1 = 999 999 = 7' x 142 857 avec 142857 premier a 7.
Donc, si p = 7, alors T = 1. D’aprés la question précédente, 7t(7) = 6 puis 7t(7%) = 6 x 7 =42 puis nt(73) = 6 x 72 = 294,

4.2. 27783 = 3* x 73. D’apreés ce qui précéde, 7(27783) =n (34) X T (73) =9 x 294 = 2646.

7(27783) = 2646.
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