SESSION 2010

Concours commun Centrale

MATHEMATIQUES 1. FILIERE PC

Partie I - Polynémes de Tchebychev
LA -

I.A.1) a) La fonction x — Arccosx est définie sur [—1,1] et donc chaque fonction Fy, n € N, est définie sur D = [-1,1].

b) Pour tout x € [—1,1],
e F1(x) = cos(Arccosx) = x
e Fo(x) = cos(2 Arccos x) = 2 cos?(Arccosx) — 1 = 2x% — 1
e F3(x) = cos(3 Arccos x) = 4 cos>(Arccos x) — 3 cos(Arccosx) = 4x3 — 3x.

Vx e D =[—1,1], F1(x) = x, F2(x) = 2x% — 1 et F3(x) = 4x3 — 3x.

c) Soit n € N.
e F. (1) = cos(n Arccos(1)) = cos(O) = 1
e F..(—1) = cos(n Arccos(—1)) = =(—
{ “/2 sin €27

e F,,(0) = cos(n Arccos(0)) = cos Osinel42z

Nl:l

d) Soit n € N. Pour x € [-1,1], —x € [-1,1] et

Fn(—x) = cos(n Arccos(—x)) = cos(n(m — Arccos(x))) = (—1)" cos(n Arccosx) = (—1)"Fn (x).

vn € N, F,, a la parité de n. I

I.A.2) Soit n € N*. Pour x € [—1,1],

Frni1(x) 4+ Fno1(x) =cos((n+ 1) Arccos(x)) + cos((n — 1) Arccos(x)) = 2 cos(Arccos(x)) cos(n Arccos x) = 2xF (x).

vneN, VVxe[-1,1], Fur1(x) + Fruoq(x) = 2xFn (x).

I.A.3) Un polynome coincidant avec Fy, sur [—1,1] est uniquement défini s'il existe car [—1,1] est infini.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, il existe un polynéme encore noté F,, de degré n, tel que vx € [—1,1],
Fn(x) = cos(n Arccos x).

e Pour n=0et n =1, les polynémes Fy =1 et F; = X conviennent et sont de degrés 0 et 1 respectivement.

e Soit . > 0. Supposons qu'il existe deux polynoémes F et F, 11 de degrés respectifs n et n + 1 tels que Vx € [—1,1],
Fn(x) = cos(nArccos x) et Frp1(x) = cos((n+ 1) Arccosx).

Alors, d’aprés la question précédente, le polynéome P = 2XF, 1 — F,, vérifie Vx € [—1,1], P(x) = cos((n + 2) Arccosx) et
donc convient. On le note F 2. De plus, deg(F,,) = n et deg(F11) = n+ 1 et donc deg(Fni2) = deg(2XFr 41 — Fn) =
deg(XFn11) =n+ 2.

On a montré que pour tout n € N, il existe un polynéme et un seul noté F, de degré n, tel que Vx € [—1,1], F,.(x) =
cos(n Arccosx). De plus, Vn € N, degF, =n.

Pour n > 1, on a dom(Fn,7) = dom(2XF,, — F._7) = 2dom(F,). Puisque dom(F;) = 1, on en déduit que ¥n € N*,
dom(F,) =2""'. D’autre part, dom(Fo) = 1.

I.A.4) Algorithme en Maple.

> tchebychev :=proc(n) local i,u,v,w;

> if n=0 then v :=1

>elseu:=1:v:=x:

> for i from 2 to n do w :=2#x*v-u :u :=v :v :=simplify(w) end do;
> end if :

> v : end proc;
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I.A.5) Soient n € N* et x € R.

1
Toi2(x) =271 Frpa(x) = 27 ™XFrp1 (%) + 27T " (x) = xTnpr (x) — ZTn(X)-
1
VTL S N*, Tn+2 - XTn+] - ZTn

I.B -
I.B.1) a) F,, est de classe C* sur R en tant que polynome.

b) Soit n € N. La fonction x — n Arccosx est dérivable sur | — 1, 1[ & valeurs dans R et la fonction y — cosy est dérivable
sur R. Donc la fonction F,, est dérivable sur ] —1,1[ et pour x €] — 1,1],

nsin(n Arccos x)
Vi

1.B.2) a) Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, Arccos(x) tend vers 0 et donc

F/ (x) = (n Arccos)’(x) x cos’(n Arccosx) =

Arccos(x) ~ sin(Arccos(x)) =v1—x2 = \/(1 —x)(1+x) ~ 2(1 —x).

x—1- x—1-

Arccos(x) ~ +/2(1 —x).

x— 1

W A Y
b) Soit n € N*. Puisque Fy, est de classe C' sur R, F/ (1) = lim F/(x) = lim nsin(n Arccos x)

x—1— x—1— V1 —x2
n sin(n Arccos x) n? Arccos x) n?V1—x2)
V1—x2 =1 /T—x2 x=1  /1T—x%2

Ensuite, F, a la parité de n (d’aprés 1.A.1)d), ¥x € [—1,1], Fr(—x) = (=1)"Fn(x) et donc F,,(—X) = (—1)"F,, puisque
[—1,1] est infini), et donc F/ a la parité contraire de n. On en déduit que F/(—1) = (—1)""'n?,

. Or

vn € N*, Fi (1) =n? et Fi (1) = (—=1)* " 'n.

1.B.3) Soit n € N*. Pour x €] — 1, 1],

2

cos(n Arccosx) nxsin(n Arccosx)
1T—x2 (1—x2)3/2 7

FI/(x) = ——

et donc

. 2 .
T (%) — (1= x2) T/ (x) = 2™ (anm(nArccosx) BRI (n cos(n Arccosx) nxsm(nArccosx)))

VT2 T—2 (1 —x2)3/2

=n?2""" cos(n Arccosx) = n? Ty (x).

Ainsi, les polynoémes XT,. — (1 — X2)T” et n?T,, coincident sur | — 1, 1[ qui est infini et donc ces polynomes sont égaux.

vn e N* ¥x € R, (1 —x?)T/(x) — xT.(x) + n?T,(x) = 0.

I.C -

. . fx)g(x)
1.C.1) Soit (f, g) € E2. La fonction x — ———0—

au voisinage de —1 car continues en 1 et en —1. On en déduit que M == (0] (( ! ) et fidol®) _

est continue sur ] — 1, 1[. De plus, f et g sont bornées au voisinage de 1 et

V1 —x2 ]ix)1/2 /1T —x2 _XHT]Jr
0] ( ! Comme les fonctions x — et x — sont intégrables au voisinage de 1 et au voisinage
—_— |- P —_— Vi Vi
(1+x)1/2 (1—x)1/2 (1+x)1/2
f(x)g(x)

de —1 respectivement, on en déduit que la fonction x — est intégrable sur ] — 1, 1[.

V1—x2
2(x)
V1—x2

1
1.C.2) ¢ est bilinéaire et symétrique. De plus, pour f € E, ¢(f,f) = J dx > 0. Enfin,
-1
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1
@WﬂZOéJ1

(f(x))?
ST

= Vx €] —1,1], f(x) =0 = f =0 (polynéme ayant une infinité de racines).

= Vx €] —1,1], = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

Finalement, ¢ est une forme bilinéaire, symétrique , définie et positive sur E et donc un produit scalaire sur E.

1.C.3) a) On prend déja po = 1 qui est un polynoéme unitaire de degré 0. Soit n € N*. L’orthogonal de E,,_; dans E,, est
une droite vectorielle, engendrée par un certain polynéme P,,. P,, est dans E,; et pas dans E,,_; et donc P,, est de degré
n.

Pn

———— . La famille (pn )nen est une famille de polynémes unitaires telle que vn € N*,
dom(Py,)

Pour tout entier n, on pose pn =
deg(pn) =n et pn € EL ;.

b) La famille (pn)nen convient. Montrons I'unicité de cette famille. Soit (Qn)nen une famille de polyndmes unitaires telle
que Vn € N*, deg(Qn) =n et Qn € EL . Nécessairement, Qo = 1 = po.

Ensuite, pour n € N*, Q, € E, N Vect(Qk)égkgn_] =En. NEL | = Vect(pn) (puisque py est un élément non nul de la
droite vectorielle Ef{_] N En) et done il existe A € R tel que Qn = Apy. Puisque pn et Qn sont unitaires, on a A =1 et

donc Qn =Pn-

1
n—1-

1l existe une unique suite (Qn)nen de polyndomes unitaires telle que Qo =1 et Vn € N*, deg(Qn) =n et Qn € E

1.C.4) Soit (m,n) € N2. En posant t = Arccosx, on obtient

1 1 . .
(TulTon) :227n7mJ' Frn(x)Fm(x) deZ*n*mJ' cos(n Arccos x) cos(m Arccos x)
1 V1 —x2 1 V1—x2

s s

0
:J' cos(nt) cos(mt) — dt = % (J

cos((n 4+ m)t) dt + J
7T 0

cos((m —m)t) dt) .
0

Par suite, si n # m (de sorte que n+ M # 0 et n—m # 0), (Ta|T) =0 puis sin =m # 0, (Ty|Tr) = g et enfin si
n=m=0, (T |Tm) =

V(n,m) € NZ, (TalTm) =

En particulier, la famille (T )nen est Punique famille orthogonale pour (.|.) constituée de polynoémes unitaires et telle que
vn €N, deg(T,) =n.

Partie II - Inégalités de Bernstein et Markov

II.A -
II.A.1) a) Soit n € N*. Sin =1, pour tout 6 € [O, g] ,on a |sin(n@)] = nsin 6. A partir de maintenant dans les questions

a), b) et ¢), on suppose n > 2.

Pour 0 € [O, 1}, on pose f(0) =nsin(0) —|sin(nd)| = nsin(0) —sin(nd). f est dérivable sur [O, 1] et pour 0 € [O, 1},
2n 2n 2n

f'(0) =1 (cos(0) — cos(nd)).

s s 7r
Pour 0 € }O, 2—], onal<B<nd < 5 et donc f'(0) > 0 puisque la fonction cos est strictement décroissante sur [O, z}
n

La fonction f est strictement décroissante sur [O, %] On en déduit que pour 0 € }0, %], f(0) < f(0) = 0. Donc,

Yn>2,V0 e [O, %}, |sin(nd)| < nsin O avec égalité si et seulement si 6 = 0.
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T T
b) La fonction sin est concave sur [O, E] Donc son graphe sur [O, z] est au-dessus de sa corde joignant ses points

2
d’abscisses 0 et g On en déduit que VO € [i E}, sin(0) > %6.

2n’ 2
T
o 0 an—
¢) Pour tout 0 de [—, —}, onamnsnd>n—> N — 1 > |sin(nd)|.
2n’ 2 T T

d) On a montré que

Ve e {O 7;} [sin(nd)| < nsin0.

e) Sin=1,0navuqueVo e [O, g}, |sin(nO)] = nsin 0. Soit alors n > 2.

2
On a vu que pour 0 € [O, %}, [sin(nB)] = nsin® & 6 = 0. D’autre part, si 6 € }%,g], nsin® > n%e > 1 et donc
nsin 0 > |sin(n@)|. Finalement

Sin=1,v0 ¢ [o, ] | sin(n)| = nsin 6.

Sin>2,v0c |0,

ST I |

—

}, |sin(n@)] =nsind & 6 =0.

II.A.2) Soit n > 1. Pour x €] — 1, 1],

nsin(n Arccos x)

V1—x?

Cette inégalité reste vraie par continuité de T/ en 1 et —1. Donc Vx € [-1,1], [T, (x)| < 2'"™"n?. De plus, d’aprés la
question 1.B.2)b), [T/ (1)| = 2'""n? et donc

zlfn

Ta ()] =

1 > Insin(Arccosx)| = 2'"™"n2.
—x

vm>1, sup [T.(x)]=2"""n?
xe[—1,1]

Ensuite, si n =1, ¥x € [-1,1], T1(x) = x et donc ¥x € [-1,1], [T{(x)| = 1 = 2'="12. Donc, si n = 1, la borne supérieure
est atteinte en tout réel x de —1,1].

Sin > 2, on sait déja que sup [T, (x)| est atteint pour x =1 et x = —1 d’aprés la question 1.B)2)b).
x€[—1,1]

Soit x €] — 1, 1[. Puisque T, est paire ou impaire

o (0] = [Ta () = n2' ™ w’

VT2
n sin(Arccos(|x|))

V1—x2

<n2'

(car Arccos|x| € [O, g[ et d’apres IL.A.1)e))
_ n2217n'

Finalement, pour tout n € N*, la borne supérieure est atteinte. De plus, si n = 1 elle est atteinte en tout réel x de [—1,1]
et sin > 2, elle est atteinte en x =1 et x = —1.

I1.A.3) Soit n € N*. Pour x € [—1,1],

k
Th(x) =0 & cos(n Arccosx) —O<:>3k€Z/nArccosx—z—l—kﬂ{:}EkEZ/ Arccosx—zl—i—% ().
km T m n T 1 1
— 4= e x—=<k< = (n—— —<k<n—- <k<n—1.
Soit k € Z. 0 < 2 +o<ns anﬂ\k\ﬂ(ﬂ 2n)<:> S <k<n—z&0<k<n—1 Donc
m  km o km
()<:>3k€[[0n71]}/Arccoax-2—+—<:>3k€[[0n71]]/x—c05 E—I—T :

k k
Maintenant, les nombres cos (21 + —T[>, 0 <k <n-—1, sont deux a deux distincts (car Yk € [0,n— 1], 1 + —T[ € 10, ]
n o on

et car la fonction cos est injective sur [0,71]) et tous racines du polynéme T, qui est de degré n. Ce sont donc toutes les
racines de ce polynome, toutes simples, réelles et dans [—1, 1]. Plus précisément, puisque T, (1) # 0 et T, (—1) # 0 d’apreés
I.A.1)c), ces racines sont dans ] — 1, 11.

Puisque la fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7t], on a
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cO 7'[+(n71)7'[ < co 7'[+(n—2)7( < <cos(n+n)<co(n)
S| — + — S| — + — — 4+ — S| =—
2n n 2n n Zn n n/’

—j n—2j+1
et on pose donc Xn j; = cos E—I—M :cos—(n )+ )npour1<j<n.
’ 2n n 2n
n—2j+1 2j—1
W1, €[], xn = cos ((FRZPEDTY (B DTy
’ 2n 2n

n
I1.A.4) Puisque T, est de degré n et de coefficient dominant 2'~™, pour x € R on a T (x) = H — Xn,j) et donc

pour x € R\ {xn j, 1 <j < nj,

et donc

vn >

II.A.5) a) Soit P € E;,_;.

Pour j € [1,n], ﬁ = H(X — Xn,k) est un polynéme de degré n — 1 que l'on note Uy ;. De plus, pour k # j,
S kA
Un j(xn,k) =0 et pour k = j, U 5 (xn ) = Ti(xn,j) car T = (X —xn j)Un ;)" = Unj + (X —xn5)U; 5.

P(x
Par suite, le polynéme U = Z T n.i) Uy, ; est un polynoéme de degré au plus n — 1 tel que pour tout j € [1,n],

(%n,j)
P(Xn,j)

U(Xn,j):o+...+0+m

un,j(xn,j) +O+...+0:P(Xn,j).

Puisque les polynémes U et P sont de degrés au plus n — 1 et prennent la méme valeur en au moins n réels deux & deux
distincts, ces polyndémes sont égaux. On a montré que

VPGEn,],VXER\{Xn,j, 1

b) Soient n € N* puis j € [1,n]. Puisque les racines de Ty, sont simples, on a T/ (xn ;) # 0 et

1 1 —X%l]- 2n71 1 .2“7]
_ , ‘ - 12 . : — (=1 1-x2
T/ (xn;) 2" "nsin(n Arccos(xn ;j)) n ™) in ((Zn —2j+ 1)71) n )
2

et donc

Zn 1
VP € Enoy, x € R\ {xnj, 1 <j < Z

n

I1.B - Inégalité de Bernstein

T
II.B.1) Soit n € N*. Tout d’abord, x1 n < 0 < Xnn €t X1 n| = [Xn nl = cos (2—) Par suite,
n

n
=V1-x2> 170052( ):sm(%)}f—t %(ddpresHAl) ))

1—x2>l.

n

I1.B.2) a) Soit n € N*. Soit P € E,_1 tel que sup +/1—xZ|P(x)| < 1. Soit x € [-1,1].
xe[—1,1

1
e Six € [xn,1,%n nl, d’apres la question précédente, v'1 —x? > — et donc

3
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PO <~ <.

V1—x2

e Supposons maintenant que x € [—1,%n 1[Ulxn n, 1]. Alors x n’est pas racine de T, et d’aprés la question II.A.5)b)

P = 2 3 (11X Plxay) Tl | (apres ILA5)D))
n = m,j n,) X — Xn ; p R
s [T ()
< —x2 . )|
X n ; 1 Xn,]|P(Xn,])||X7Xn‘j‘

T! 1
Maintenant, d’aprés la question I1.A.4), n(x) = Z . De plus, puisque x € [—1,%xn 1[Ulxn n, 1], on a ou bien
Talx) S x—xn ’ ’
T+ 1
Vi e [1,n], x —xn; <0, ou bien Vj € [1,1n], x —xn; > 0, de sorte que — = ———— On en déduit que
) [[ ﬂ n,) ) [[ ﬂ n,) q ‘Tn(x)‘ J; ‘X_Xn‘j‘ q
P < 2ty bl 2
S on = ] o on "
znfl
<=—x 2'""n? (d’apres I1.A.2))
=1.

Finalement, Vx € [—1,1], [P(x)] < n et donc sup |P(x)] <n.
x€l-1,1]

b) Soient n € N* et P € En_1. Si P = 0, l'inégalité de 1’énoncé est immeédiate. Sinon, P ne s’annule pas en au moins un

réel de ] —1,1[ et donc le nombre M = sup /1 — x?%|P(x)] est strictement positif.
xe[—1,1]

< 1. La question précédente permet

P 1
Le polynoéme M est alors un élément de E,_1 tel que sup 1 —x2 MP(X)
1,1

xe[—1,1]

Dby

M <netdoncque sup |[P(x)/<nM=n sup v1—xZP(x)]. On a montré que

x€[—1,1] x€[—1,1]

d’affirmer que sup
xe[—1,1]

VP cE._1, sup |[P(x)[<n sup v1—x2P(x).
x€[—1,1] x€[—1,1]

II.B.3) a) Soit k € N*. Pour 8 € R, on a Fi(cos®) = cos(kB) et donc —sinOF| (cos0) = —ksin(k0) puis sin(k8) =
F, 1

sin © (%) (cos0). Puisque Fx est un polynome de degré k, le polynéome By = EF{‘ est un polynome de degré k — 1

vérifiant VO € R, sin(k0) = sin 0 By (cos 0).

b) Pour 0 € R,

™M=

T(0p+0)—T(60—0) = (ax(cos(k(Bp 4+ 0)) — cos(k(B8p — 0))) + by (sin(k(Bo + 8)) —sin(k(6g — 0))))

~
Il

I
™M=

(—2ay sin(kBp) sin(kO) + 2by cos(kBo) sin(k0))

- i
M= =

(—ay sin(kB¢) + by cos(kBp))Bk (cos0) sind

~
Il

1

2sin 0 P(cos 0)

w0

n
ouP = Z (—ay sin(kBp) + by cos(kBy)) Bk est un polynéme de degré au plus n— 1. Le polyndome P dépend de T et de 0.
k=1
c¢) Soit x € [—1,1]. On pose M = sup|T(0)|. Puisque P € E,,_1, la question I1.B.2)b) permet d’écrire
0eR
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[P(x)]<n sup v1—x%x2P(x)|=mnsup

/

v/ 1 — cos? 0|P(cos G)I) =mn sup |sin O P(cos 0)|

xe[—1,1] CISIN 0cR
= 2 sup [T(80 +0) — T(6o — )] < (M + M) =nM,
2 ger 2
et donc  sup |P(x)| < nsup[T(0)].
xe[—1,1] 0eR
d) Soient 8y € R et 8 € N*, 2s1n9Pe(cos(9)) _ T(Bp +0) gT(Go —0) _ T(0o + 96) —T(09) B T(00 — 96)) — T(Go)'

Quand 0 tend vers 0, on obtient 2P(1) = 2T'(05) et donc

[T"(60)| = [P(1)] < sup [P(x)| <msup|T(6)l.
x€[—1,1] [SISIN

Ceci étant valable pour tout réel 8y, on a montré que

sup [T/(8)] < nsup [T(0)].
0eR 0eR

I1.C - Inégalité de Markov

n
Soit P = Z axX¥ € E,.. Pour 8 € R, on pose T(0) = P(cos 0).
k=0
On sait que pour k € [0,n], cos® 0 se linéarise en une combinaison linéaire des cos(jf), 0 < j < k et donc il existe des

n
réels ag, ..., a, tels que VO € R, T(0) = ap + Z ay cos(kO). On a alors
k=1

sup [P'(x)|<n sup V1 —x%P/(x)| (d’aprés I1.B.2)b) car P’ € E,,_1)

xe[—1,1] x€[—1,1]
= n sup|sin OP’(cos 8)| = n sup|T’(0)]
0ER 0ER
< n? sup|T(0)| (d’aprés IL.B.3)d))
9cR
=n? sup [P(x)|
x€[—1,1]

On a montré que

VP € E., sup [P/(x)/<n? sup |P(x)|.
xe[—=1,1] xe[-1,1]

Partie III - Approximation polyndémaiale

II1.A -

III.A.1) Soient (otn)nen € S et j € N. La suite (W *?a,,)nen est bornée et donc 2o, = O (1) ou encore
n— +0o00

; 1 : : . ;
o, = O (—2 . On en déduit que la série numérique de terme général W o, n € N, converge absolument et donc
n— +o00 n

converge.

. . M
IT1.A.2) Soit k € N. Tl existe M € R* tel que Vp € N, [pP***2q,| < M et donc Vp € N, [plo,| < g Pour n € N*, on

2
a alors

+oo +oo

) 1
In*Rn ()| < n¥ Z Ip? oty | < MnX Z —z (la série converge car k 42 > 2)
p=n+1 p=n+1
+o00 P 1 +o00 dt 1 +o00
< Mnk J — dt = MnkJ — —Mnk |:4 ]
p—Zml p—1 tk+2 n tk+2 (k + ])tk-H N
M M
= < )
(k+Tn ~ k+1
. . k . X . M L .
ce qui reste vrai pour n = 0 car 0“Rp(j) = 0. Donc ¥n € N, In*R,.(j)| < T On a montré que Vk € N, la suite

(M*Rn(j))nen est bornée et donc la suite (Rn(j))nen est élément de S.
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IILB -
IIL.B.1) Soit x € [-1, 1.

1
Pour tout n € N, |F,,(x)| =] cos(n Arccos(x))| < 1. Par suite, pour tout n € N, |anFn (x)] < |on| avec o, = (@) (F)
n— +oo

On en déduit que la série de terme général o, Fr (x), n € N, converge.

II1.B.2) La série de fonctions de terme général o, Fn, n € N, converge simplement vers f sur [—1,1] et chaque fonction
o Fn est de classe C* sur [—1,1].
Ensuite, D’aprés la question II.C), puisque F,, € E,,

sup |(anFn)/(X)| =lan| sup [Fi(x)] < n?|an| sup [Fn(x)] < n?fo].
xe[—=1,1] xe[—=1,1] x€e[—=1,1]

Plus généralement, puisque pour k < n, F&lk) est dans E_x, pour k < n, on a

sup (o Fn)(K)(x) < n?(m—T1)2... (n—k + 1)?|on| < n?¥ ol
xe[—1,1]

ce qui reste vrai pour k > n car alors F%k) =0. Ainsi, Yk e N*, Vn € N, sup |(&nFn)(k)(x)] < N2y |. Comme la série
xe[—1,1]

numérique de terme général n?*|ec, |, n € N, converge d’aprés la question I11.A.1), on en déduit que pour tout k € N*, la
série de fonction de terme (xnFn)®), n € N, converge normalement sur [—1,1].

En résumé,
- la série de fonctions de terme général o, Fyy, 1 € N, converge simplement vers f sur [—1,1].
- chaque fonction o, Fr, n € N, est de classe C* sur [—1,1]

- chaque série de fonctions oanilk), k € N et n € N, converge normalement sur [—1, 1].

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation terme a terme, la fonction f est de classe C* sur [—1,1] et les
dérivées successives de f s’obtiennent par dérivation terme a terme.

II1.B.3) Soit n € N. Pour x € [-1,1],

n “+o00 +oo “+o00
=Y wFx)| = Y R < Y Pl < Y loud
k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1
n +o0 n
Mais alors, sup — Z o Fr(x)] < Z |o|. Maintenant, puisque Z o Fr est dans Vi, on en déduit que
xe[—1,1] k=0 k=n+1 k=0
n +oo
d(f,Va) < sup =) o) < ) loud. Ansi,
x€[=1,1] k=0 K=n+1
+o0
vneN, d(f,Va) < > ol (%)
k=n+1

Maintenant, il est clair que la suite (&) est a décroissance rapide si et seulement si la suite (Jon|) est et la question
+o00

II1.A.2) appliquée a la suite (Jon|) et & j = 0 permet d’affirmer que la suite ( Z |ock|> est & décroissance rapide.
k=n+1 neN
Les inégalités (x) montrent alors qu’il en est de méme de la suite (d(f, Vi ))nen-

La suite (d(f, Vn))nen est & décroissance rapide.

II1.C -

II1.C.1) La fonction f est 2m-périodique, continue par morceaux et paire et donc Yn € N*, bn(?) = 0. Ensuite, puisque f
~ ~ 1

est de classe C*® sur [—1,1], f est de classe C*® sur R. On sait alors que Vk € N, a,(f) = o (—) ou encore Yk € N,

n— —+oo nk

nkan(fN) — 0. En particulier, Vk € N, la suite (nkan(?)) est bornée et donc la suite (an(?)) est & décroissance rapide.

n— +oo

II1.C.2) Puisque f est de classe C! sur R, 2m-périodique, on sait que la série de FOURIER de f converge normalement vers
f sur R.

II1.C.3) Pour tout réel 0,

f(cosB) = Z an(f cos (no) Z onFn(cosB),
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-I s
EJ' f(cost) dtsin=0
ol &y = an(ﬂ = o . Mais alors, Vx € [—1 Z onFrn(x). De plus, la suite

‘I 7T
—J f(cost)cos(nt) dtsin > 1
—7T
(otn )nen est a décroissance rapide d’aprés la question I1.C.1).

Mais alors, d’aprés la question III1.B.3), la suite (d(f, Vn))nen est & décroissance rapide. On a ainsi montré que si f est de
classe C*® sur [—1,1], la suite (d(f, Vi))nen est & décroissance rapide.

II1.D -

1
II1.D.1) Soit n € N. Par définition d’une borne inférieure, il existe un élément p,, de Vi, tel que ||[f—pn oo < d(f, Vn)+n—n.

1
Maintenant, pour tout entier k, la suite (nk (d(f, Vo) + n_">) est bornée et il en est de méme de la suite (N*||[f =P oo )-

Ainsi, (pn)nen est une suite de fonctions polynomiales telle que Vn € N, deg(pn) < 1 et la suite (||f — pnlleo) est &
décroissance rapide.

II1.D.2) a) Soient k € N* puis P € Ey_;.

ax(P) = :—Tr P(t) cos(kt) dt = %J: P(cost)Fy(cost) dt
2! dx 2 (" P)F(x)
_ 7_1L PP () x — =g = %L D
] 2k—1
= —(PIF) = (P[Tx).

Maintenant, d’aprés la question 1.C.3), Ty € Efg_1 et donc (P|Ty) = 0. Ainsi, Vk € N*, ak(lg) = 0. Ensuite, par linéarité
des coefficients de FOURIER, pour k € N*,

ar(f) = ai(f) — ax(P) = a(f—P) = ax(f— P).
b) Soit k € N*. Pour tout P € Ex_1,

1

lar(f)] = \ak(f/:/P)\ = J'7T (f — P)(cost) cos(kt) dt’ < :T[Jﬂ |(f — P)(cos t)]| cos(kt)| dt < 2||f — P||co-

1 ~
Par suite, zlak(f)\ est un minorant de {||f —P||lc, P € Vik_1} et puisque d(f, Vix_1) est le plus grand de ces minorants, on a

1 ~ ~ ~
donc z\ak(f)\ < d(f, Vk_1). Ainsi, Yk € N*| |ai (f)] < 2d(f, Vk_1). On en déduit que la suite (ax(f))xen est & décroissance
rapide.

c¢) Soit g la fonction définie sur [—1,1] par : ¥x € [—1,1], g(x) = Z an(ﬂFn(x)

Puisque la suite (an(fN))neN est & décroissance rapide, la question III.B permet d’affirmer que g est définie sur [—1,1] et
de classe C* sur [—1,1].

Pour tout réel 0, g(0 g an (cos0) g an(f cos (nB), cette série convergeant normalement vers g sur R (car

par exemple VO € R, |a,(f )cos(nG)\ < Ian(f)\ avec an(f~) = o] (%)

On sait alors que 'on obtlent les coefficients de FOURIER de g par intégration terme & terme ce qui fournit ¥n € N,
an(g) = an(f) et ¥n € N*, bn(g) = bn(f). Comme f et § sont continues sur R, on en déduit que f = g. Mais alors
vx € [—1,1], f(x) = g(x) et donc f = g. Puisque g est de classe C*® sur [—1,1], il en est de méme de f.

On a montré que

Vf e C([—1,1]), f est de classe C*® sur [—1, 1] si et seulement si la suite (d(f, Vi,))nen est & décroissance rapide.
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