APPROXIMATION DE ARTIN CYLINDRIQUE ET MORPHISMES
D’ALGEBRES ANALYTIQUES

GUILLAUME ROND

1. NOTATIONS

Nous désignerons toujours par k un corps, * = (21, ..., n) et ¥y = (Y1, ..., Ym). Nous
noterons k(z), 'anneau des séries formelles algébriques sur k[x],), c’est-a-dire ’hensélisé de
k[z](z), k{z} 'anneau des séries convergentes a coefficients dans k (quand k est un corps
valué), et k[[z]] Panneau des séries formelles.

Si A est un anneau local, on notera A son complété. Si ¢ : A — B est un morphisme
d’anneaux locaux, on notera @ : A—Ble morphisme induit entre les complétés.

Les anneaux locaux seront considérés comme des anneaux topologiques ou la topologie est
celle induite par leur idéal maximal. Ainsi ’adhérence E d’un sous-ensemble E d’un anneau
local (A, m) est par définition N, (E + m™).

2. INTRODUCTION

A la fin des années soixante, M. Artin a montré que toute solution formelle d’un systéme
d’équations algébriques a coefficients dans k{z} (resp. dans k(x)) pouvait étre approchée par
des solutions dans k{z} (resp. dans k(z)) (cf. [Arl] et [Ar2]). Il a en méme temps posé la
question suivante : si une des coordonnées de la solution formelle ne dépend que de certaines
variables xj, est-ce que I'on peut approcher cette solution formelle par des solutions dans
k{x} (resp. dans k(z)) satisfaisant la méme propriété [Arl]? La réponse est affirmative dans
le cas cylindrique (i.e. la i-iéme coordonnée ne dépend que de x1, ...,y out (k(i)); est
croissante) quand les solutions approchées sont dans k{(x). Nous pouvons donner I’énoncé
suivant qui résume cela dans un cas simple (mais seul ce cas nous intéressera dans la suite) :

Théoréme 2.1. [KPPRM]|[Po|[Sp|[Te] Soit P(F;, G;) € k{z, y)[Fi,..., Fr, G, ..., Gs].
Alors B _
V[ €k[[z]], Yg; € K[z, y]], tels que P(f;, g;) =0, Ve €N,
3f; € k(z), 3g; € k(z, y) tels que P(fi, g;) =0,
et f; — fi € (v)5, G; — 95 € (z, y) pour tous 1 <i<r, 1 <j<s.
Considérons maintenant P(F;, G;) € k{z, y}[F4,..., Fy, Gu,..., Gg]. Nous dirons que P
posséde la propriété d’approximation cylindrique par rapport a x si :
v fi € k[[2]], Vg, € k[[z, y]], tels que P(f;, yj) =0, VceN,
3f; e k{z}, Jg; € k{z, y} tels que P(f;, gj) =0,
et f; — fi € (2)°, G;—9j €(z,y) pourtous 1 <i<r, 1<j<s
Il est en général faux qu'un tel polynome P vérifie la propriété d’approximation cylindrique
par rapport & z (cf. [Gal]).
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L’étude de cette propriété d’approximation cylindrique a été motivée par des problémes en
théorie des singularités (équisingularité et déformations de singularités) (cf. [Gr| et [KPPRM]).
Le but de cet article est d’étudier certains exemples d’équations qui possédent la propriété
d’approximation cylindrique par rapport a un groupe de variables. Ces équations sont du
type suivant :

n
(E) F(x)+ Y (2 = pi(y))Gilw, y) + h(z, y) = 0

i=1
ou p;(y) € (y)k{y} pour 1 < i <mn, h(z, y) € k{z, y}.
Pour les équations de type (E), nous allons faire le lien avec les conditions de régularité de
Gabrielov d’un morphisme d’algébres analytiques [Ga2|, [Iz], [Ro4], répondant ainsi a une
question de B. Teissier posée a I'auteur. Dans la partie suivante, nous montrons ’existence
d’une fonction d’approximation cylindrique (cf. théoréme 4.1), et nous faisons le lien, dans
le cas des équations (E), avec la fonction de Chevalley du morphisme d’anneaux locaux
associé. En particulier, cela nous permet de montrer qu’il n’existe pas toujours de fonction
d’approximation cylindrique qui est une fonction récursive, contrairement au cas classique
(cf. [La] ou théoréme 6.1. [BDLvdD]).
Je tiens a remercier ici M. Spivakovsky pour les discussions fructueuses que nous avons eu
ensemble sur ce sujet.

3. EQuAaTIONS DU TYPE (E)

Soit ¢ : k{xr} — k{y} défini par ¢(z;) = p;(y) pour tout i. Nous avons alors la
proposition suivante (inspirée par [Be2]) :

Proposition 3.1. Toutes les équations (E), pour h € k{x, y}, possedent la propriété d’ap-
proximation cylindrique par rapport ¢ x si et seulement si p(k[[z]]) Nk{y} = p(k{z}).

Démonstration. Montrons d’abord la condition nécessaire. Soient h € @(k[[z]]) N k{y} et
f € k[[z]] tel que @(f) = h. Alors il existe gy,..., §,, € k[[z, y]] tels que

h(y) = f(x) + Z@(x, y) (@i —pi(y)) .-

Si I’équation (E) vérifie la propriété d’approximation cylindrique par rapport a x, alors pour
tout ¢ € N, il existe f. € k{z} et g1,c, ..., gn, c € k{z, y} tels que

h(y) = fo(x) + Z gi, o(x, y) (x; — pi(y))

et fo— f € (2)°. Alors p(f) = h. Done @(k|[z]]) Nk{y} = o(k{z}).

Inversement, supposons maintenant que $(k[[z]]) Nk{y} = @(k{z}). Soient f € k[[z]] et
Girs T € K[, 1] tels que

F@) +> Giz, ) (2 — piy) + bz, y) = 0.
=1

Alors (f) = —h(pi(y), y) =: K'(y) € k{y} et donc il existe f € k{z} tel que ¢(f) = h'(y).

Donc par hypothese, f — f € Ker(¢) = Ker(p)k[[z]]. Il existe donc f. € Ker(yp) tels que
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f—f—f, € (x)° pour tout ¢ € N. Notons f. := f + f’; en particulier ¢(f.) = h'(y). Il existe
alors g; . € k{z, y} pour 1 <i <n tels que

h/(y) = fc(x) + Zgi,c(xv y)(xz —Pi(i‘/))~
i=1
Par ailleurs il existe g.(z, y) € k{z, y} pour 1 <i < n tels que

h'(y) + hz, y) = — Zgé(x, y)(zi — pi(y))-

Nous avons donc, en combinant les deux derniéres relations,

n

fel@) 4> (g1 e(x, v) + g5, v) (@i — pi(y) + h(x, y) = 0.

i=1
D’aprés le lemme 3.2 il existe ¢y € N, indépendant de ¢, et g; . € k{z, y} pour 1 <i < n
tels que

folz) + Zgé, (@, y) (@i — pi(y) + h(z, y) = 0.

et g, — gl’-,C € (z, )¢ pour 1 < i < n. Comme ¢y est indépendant de ¢, on obtient le
résultat voulu. ]

Lemme 3.2. Soient h(z, y) € k{z, y} et bi(z, y) € k{z, y}, pour 1 <i < n, et c € N.
Supposons qu’il existe g;(z, y) € k{x, y}, pour 1 <i <n, tels que

> bz, y)gi(z, y) + bz, y) =0
i=1
et qu’il existe g;(x, y) € k{x, y}, pour 1 < i < n, tels que

n

Zbi(x’ y)gi(x7 y) + h(l‘, y) € (.13, y)c

i=1

Alors il existe co € N, ne dépendant que des b;, et g; . € k{z, y} tels que

> bz, y)gio(x, y) + bz, y) =0
i=1

c—Co

et gi — gi,c € (2, y)

Démonstration. Considérons I’équation

n

P(Gy,..., G,) = Z bi(z, y)G; + h(z, y) = 0.

Par hypothése nous avons

D’autre part
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D’aprés le lemme d’Artin-Rees, il existe une constante ¢y ne dépendant que de l'idéal I :=
(b1, ..., bp)K[[z, y]], telle que (x, y)° NI C (x, y)° 1. Donc

P(gl(m? y)7 ey gn(x’ y)) = sz(x7 y)gi(l‘v y)

ou g;(z, y) € (z, y)* °k[[z, y]] pour 1 < i <n. Donc

P(gl(x? y) - 61(337 y)v"'v yn(l‘, y) - En(.’II, y)) =0.

Alors, d’aprés le théoréme d’approximation de Artin, il existe ¢; . € k{z, y} pour 1 <i<n
tels que

P(gl,w crey gn,C) = 0
et g, — i — gi,c € (v, y)%, 1e. g; — gi,c € (w, y)*™ . O

Remarque 3.3. La proposition précédente reste évidemment vraie (la preuve en est stricte-
ment identique) si U'on remplace k{z} et k{y} par k(z) et k(y). Donc, d’aprés le théoréme
2.1, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3.4. Soit ¢ : k(z) — k(y) un morphisme d’algébres locales. Alors nous
avons toujours @(k[[z]]) Nk(y) = p(k(z)).

Soit ¢ : k{z} — k{y}. On notera ord, la valuation naturelle sur k{y}, v la valuation
définie sur k{z} par v := ordy, o p, A4, := {f € Frac(A/Ker(y)) / v(f) > 0} anneau de
valuation associé a v, et k,, le corps résiduel de v. On peut alors définir les rangs suivants :

r1:=0si 4, =k,ie. si Ker(p) = (z),
r1 = tr.degyv + 1 sinon,
72 := dim (k[[z]]/Ker(¢)) ,
ry = dim (k{r} /Ker(p))

On a alors r; < ry <rjs.

Si k = C alors p(k[[z]]) Nk{y} = ¢(k{z}) si et seulement si r; = r [Ga2|, [E-H], [Iz], [To2].
Si k est un corps valué quelconque, alors r; = 79 implique que @(k[[z]]) Nk{y} = p(k{z})
[Ro4]. On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 3.5. Soit ¢ : k{z} — k{y} défini par p(z;) = pi(y). Si r1 = 12 alors
Uéquation (E) posséde la propriété d’approximation cylindrique.

Soit ¢ : k{z1} — k{y}. Si r; = 0 alors Ker(¢) = (z1) et r3 = 0; si 7y = 1 alors
nécessairement r3 = 1 car r; < r3 < 1= dim(k{z1}).
Soit ¢ : k{x1, z2} — k{y} ou k est un corps valué de caractéristique quelconque. Sir; =0
alors Ker(y) = (z)k{z} et donc r1 = r3. Si r; = 1, alors nécessairement r3 = 1 : autrement
rs = 2 et alors ¢ serait injective, et donc r1 = 2 [Ab-vdP], [Ro3|. Finalement si 71 = 2 alors
nécessairement rg = 2.
On obtient donc la proposition suivante :

Proposition 3.6. Les équations (E) possédent toutes la propriété d’approximation cylin-
drique sin < 2.
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Exemple 3.7. [Gal] Soit ¢ : C{x1, x2, x3,} — C{y1, y2} défini par

o(x1) = y1, e(r2) = y1y2, e(r3) = yi1y22.

Ce morphisme est injectif et ¢ l'est aussi. Néanmoins il existe h € C{y} N p(C|[y]]) tel que
o Y(h) ¢ k{x}. En particulier, I’équation

F(z) + (z1 — y1)Gi(z, y) + (22 — y1y2) G2 (2, y) + (x5 — y1y26**)Gs(z, y) — h(y) =0
ne vérifie pas la propriété d’approrimation cylindrigue par rapport ¢ x.

Exemple 3.8. Soit ¢ : C{z} — C{y} tel que p(z;) soit un polynome pour tout i.
Alors, d’aprés le théoréeme B de [Be2| (cf. [Mi] aussi), on a §(C[[z]]) NC{y} = ¢(C{z}). En
particulier, toute équation de type (E), ouk = C et les p;(y) sont des polyndomes, vérifie la
propriété d’approrimation cylindrigue par rapport a x.

4. EXISTENCE D’UNE FONCTION D’APPROXIMATION CYLINDRIQUE
Nous allons montrer ici le résultat suivant :

Théoréme 4.1. Soit P(F;, G;) € K[z, y]|[F1, ..., Fr, G1, ..., Gs]. Alors il existe une fonc-
tion 8 : N — N avec la propriété suivante :

Soient ¢ € N, f, € k[[z]], pour 1 < i < r, et g; € k[[z, y]], pour 1 < j < s, tels que
P(fi,3;) € (z, y)P©). Alors il existe f; € k[[z]], pour 1 < i < r, et g; € Kk[[z, y]], pour
1<j<s, tels que P(f;, g;) =0 et fi — f; € (x)¢, pour 1 <i <r, g; —g; € (x, y)°, pour
1<j<s.

En particulier, en combinant ce résultat avec le théoréme 2.1, nous obtenons le résultat
suivant :

Théoréme 4.2. Soit P(F;, G;) € k(z, y)[F1, ..., Fr, Gi,..., G;]. Alors il existe une fonction
B N — N avec la propriété suivante :

Soient ¢ € N, f, € k[[z]], pour 1 < i < r, et g; € k[[z, y]], pour 1 < j < s, tels que
P(fi, 9;) € (=, y)?(©) . Alors il existe f; € k(z), pour 1 < i < r, et g; € k(z, y), pour
1 <j<s, tels que P(f;, g;) =0 et fi — f; € (x)¢, pour 1 <i <r, g; —g; € (x, y)°, pour
1<j<s.

Soit P € k][[z, y]] comme ci-dessus. Une fonction 8 qui satisfait le théoréme précédent
sera appelée une fonction d’approximation pour P.
Ce dernier théoréme généralise un peu le théoréme 4.2. de [BDLvdD] au cas ou x est une
multivariable. Nous allons montrer le théoréme 4.1 & ’aide d’ultraproduits en nous inspirant
de la preuve du théoréme 3.2. de [BDLvdD]. Nous allons pour cela rappeler briévement la
construction d’un ultraproduit et donner certaines propriétés de celui-ci dont nous avons
besoin.

Un filtre D (sur N) est un sous-ensemble non vide de P(N), ’ensemble des parties de N,
qui vérifie les propriétés suivantes :

a)p¢D, b)E, FeD=ENFED, c)E€DECF= FcD.

Un filtre D est principal si il existe £ € D tel que D = {F / € C F}. Un ultrafiltre est un
filtre qui est maximal pour l'inclusion. Il est facile de vérifier qu'un filtre D est un ultrafiltre
si et seulement si pour tout £ CNona& € DouN-—E& € D. De la méme maniére un ultra-
filtre est non-principal si et seulement si il contient le filtre E := {£ C N / N — £ est fini}.



6 GUILLAUME ROND

Soit (A;)ien une famille d’anneaux commutatifs noethériens. Soit D un ultrafiltre non-
principal. On définit ["ultraproduit A* de la maniére suivante :

A — {(ai)ien € I1; As}
" ((a;) ~ (b)) ssi{i/a; =b;} € D)’
L’ultraproduit A* est muni d’une structure d’anneau commutatif. Si tous les A; sont des
corps alors, A* est un corps. Si tous les A; sont des anneaux locaux d’idéal maximal m;
alors A* est un anneau local d’idéal maximal m défini par (a;); € m si et seulement si
{i/a; ¢ m;} € D. Les preuves de ces résultats sont données dans [BDLvdD].

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théoréme 4.1 :

Démonstration du théoréme 4.1. Supposons que ce théoréme est faux. Ceci signifie qu’il
existe d € N tel que pour tout ¢ € N, il existe f; . € k[[z]] et g, . € k[[z, y]], pour 1 <i <r
et 1 <j <s, tels que
P(fi,c’ gi,c) € (l‘, y)c’

mais il n’existe pas de f; . € k[[z]] et g;,c € k[[z, y]], pour 1 <i<retl<j<s, tels que
P(fi,es gi,e) = 0 et tels que f; . — fi,c € (x)" et G; . — gjc € (x, y)?, pour 1 < i < ret
I<j<s.
Soit D un ultrafiltre non-principal et soient A* := ([[,cy kl[]]) /D et B* := (IL;en k[, y]]) /D.
Notons k* := ([T,cn k) /D. On peut voir k*[[z]] (resp. k*[[z, y]]) comme un sous-anneau de
A* (vesp. de B*) en identifiant x; avec (z;, @i, ..., Z;,...) pour tout . Soient f, € A* (resp.
g; € B*) I'image de la suite (f; .)cen (resp. (g; .)cen). De la méme maniére on identi-
fie P(F;, G;) € k[[z, y]][F;i, G;] avec la suite constante (P(F;, G;))cen € k*[[z, y]][Fi, Gj].
Comme D contient tous les complémentaires d’ensembles finis, nous avons P(f;, g;) € (z, y)°
pour tout ¢ € N, mais il n’existe pas f; € k*[[z]] et g; € k*[[z, y]] tels que P(f;, g;) = 0,
fi—fi€ (@) et g, —g;i € (z, y)".
Soient (x)*° := ﬂ (x)¢ C A% et (x, y)™ = ﬂ (z, y)¢ C B*. Notons A; (resp. By) le quotient

>0 >0
de A* par (2)> (resp. de B* par (z, y)™). Notons respectivement 74 et 75 les projections

A* — Ay et B* — Bj. Il est clair que A et mp | sont injectives d’aprés le

[f]] ([, v])
lemme de Nakayama, et donc on peut identifier k*[[z]] et k*[[x, y]] avec des sous-anneaux de
Ay et By. Alors, d’aprés le lemme 3.4. [BDLvdD]|, A ~ k*[[z]] et By ~ k*[[z, y]].

On a alors P(ma(f;), 75(g;)) = na(P(f;, g;)) = 0 d’aprés ce qui précéde. Notons alors

fi=ma(f;) pour 1 <i <r, etgj:= mp(g;) pour 1 < j < s. On a donc P(f;, g;) = 0 et

fi—fi€(z)¢ et g; —g; € (x, y)¢ pour tout ¢ € N. On obtient alors une contradiction avec
ce qui précéde. O

Exemple 4.3. Soit ¢ : k[[z]] — k[[y]]. Alors, d’apres le lemme de Chevalley (|Ch| lemme
4.4), il existe une fonction 8 : N — N telle que

(%) P (W)?) C (2) + Ker(w).

On appelera fonction de Chevalley de ¢ toute fonction B qui vérifie (x).

Soient P(F, G;) == F(x) + Z?:I(xj —o(z;)(y))Gi(z, y) et B une fonction de Chevalley de
. Soient c € N, f € k[[z]], g; € k[[z, y]] pour 1 < j < n tels que P(f, g;) € (z, y)P). Alors
P(f) € (y)°©, donc f € (x)¢+ Ker(p). Soit f € Ker(p) tel que f — f € (z)°. Alors il existe
g; € k[[z, y]] tels que f+ 3, (x; —¢(x;)(y))g; = 0. Finalement, en utilisant le lemme 3.2,
on voit qu’il existe g; € Kk[[x, yl] tels que P(f, g;) =0 et g; —g; € (z, y)°. Donc B est une
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fonction d’approzimation cylindrique de P.

Inversement, supposons que P(F, G;) admet une fonction d’approzimation cylindrique (3.
Soient ¢ € N et € =1 ((y)?'©). Alors o(f) € (y)?(©) et donc il existe g; € k[[z, y]] pour
1 < j < ntels que P(f,g;) € (x, y)?(©). Done il existe f € k[[z] et g; € k[, y]] tels
que P(f, g;) =0 et f — f € (x)°. En particulier f € Ker(¢). Donc (8 est une fonction de
Chevalley de .

On voit donc que les fonctions de Chevalley de ¢ sont les fonctions d’approximation cylin-
drique de P.

En particulier, d’apres [Iz] et [Ro3], on voit que P admet une fonction d’approximation
cylindrique magjorée par une fonction affine si et seulement si le morphisme satisfait ry = rs.

Dans le cas ou il n'y a pas de variables F;, 'existence d’une fonction d’approximation a
été montrée par M. Artin [Ar2]. Dans ce cas, pendant longtemps la question s’est posée de
savoir si il existait une fonction d’approximation qui serait une fonction affine. Un premier
contre-exemple a été donné dans [Rol| et un autre dans [Ro2]. Dans ces deux exemples,
on a montré que les fonctions d’approximation ont une croissance supérieure ou égale a une
fonction polynomiale de degré 2. Nous allons donner ici un exemple encore plus pathologique
dans le cas ou il y a des variables F; :

Exemple 4.4. [Ro3| Soient o : N — N une fonction croissante et k un corps. Soit (n;);
une suite d’entiers telle que n;y1 > a(n;) pour tout i et telle que £(Y) == >, Y™ soit
transcendant sur k(Y) . On définit alors le morphisme ¢ : A = k[[x1, x2, x3]] — B :=
k[[y1, y2]] de la maniére suivante :

(p(x1), p(x2), p(x3)) = (Y1, Y192, Y1§(Y2))-

On montre de la maniére suivante que ¢ est injective. En effet, soit f € Ker(y). On peut
écrire f =3, fa, ot fq est homogene de degré d. Alors o(f) = >yt fa(1, y2, &(y2)) = 0.
Donc f4(1, y2, £(y2)) = 0 pour tout d. Comme 1, yo, &(y2) sont algébriquement indépendants
sur k, ceci implique fg = 0 pour tout d et donc f = 0.

Pour tout entier i on peut définir :

MNi—1, MNi—Nj—1

o ami—1 ni . n;—ni n;
fi=a] xg—(:z:2 Ty +otxytT iy +x2).

On a alors :
<p(?l) =yl &(y2) — Yy Zygk c (y)ni+m+1 C (y)a(m)
k=1

mais f; ¢ (x)™+ pour tout i. Donc toute fonction de Chevalley 3 de ¢ vérifie B(n; +1) >
a(n;) pour tout i € N. Soit

4
P(F, Gj) == F(x) + ) _(z; — ¢(x;)(¥)G;(x, y) € K[z, y]][F, G].

j=1

D’apres ’exemple 4.3, toute fonction d’approzimation cylindrique de P, notée 3, vérifie
alors B(n; + 1) > a(n;) pour tout i € N. Comme n; — 400 quand i — +00, on voit que
lim sup % > 1. Nous obtenons alors le corollaire sutvant :
Corollaire 4.5. Il existe P(F;, G;) comme dans le théoréme 4.1 qui n’admet pas de fonction
d’approzimation cylindrique qui est une fonction récursive.
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Démonstration. En effet, il existe des fonctions croissantes qui ne sont bornées par aucune
fonction récursive. Il suffit de choisir une telle fonction o et de considérer alors le polynéme
P(F, Gj) de I'exemple précédent. a

Remarque 4.6. Dans [BDLvdD], il est affirmé que, pour tout P(F;, G;), il existe toujours
une fonction d’approrimation cylindrigue récursive pour P lorsque n = 1, c¢’est-a-dire lorsque
x n'est pas une multivariable (voir remarque aprés le théoréme 6.1 [BDLvdD]).
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