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1. Notations

Nous désignerons toujours par k un corps, x = (x1, ..., xn) et y = (y1, ..., ym). Nous
noterons k〈x〉, l’anneau des séries formelles algébriques sur k[x](x), c’est-à-dire l’hensélisé de
k[x](x), k{x} l’anneau des séries convergentes à coefficients dans k (quand k est un corps
valué), et k[[x]] l’anneau des séries formelles.
Si A est un anneau local, on notera Â son complété. Si ϕ : A −→ B est un morphisme
d’anneaux locaux, on notera ϕ̂ : Â −→ B̂ le morphisme induit entre les complétés.
Les anneaux locaux seront considérés comme des anneaux topologiques où la topologie est
celle induite par leur idéal maximal. Ainsi l’adhérence E d’un sous-ensemble E d’un anneau
local (A, m) est par définition ∩n(E + mn).

2. Introduction

A la fin des années soixante, M. Artin a montré que toute solution formelle d’un système
d’équations algébriques à coefficients dans k{x} (resp. dans k〈x〉) pouvait être approchée par
des solutions dans k{x} (resp. dans k〈x〉) (cf. [Ar1] et [Ar2]). Il a en même temps posé la
question suivante : si une des coordonnées de la solution formelle ne dépend que de certaines
variables xk, est-ce que l’on peut approcher cette solution formelle par des solutions dans
k{x} (resp. dans k〈x〉) satisfaisant la même propriété [Ar1] ? La réponse est affirmative dans
le cas cylindrique (i.e. la i-ième coordonnée ne dépend que de x1, ..., xk(i) où (k(i))i est
croissante) quand les solutions approchées sont dans k〈x〉. Nous pouvons donner l’énoncé
suivant qui résume cela dans un cas simple (mais seul ce cas nous intéressera dans la suite) :

Théorème 2.1. [KPPRM][Po][Sp][Te] Soit P (Fi, Gj) ∈ k〈x, y〉[F1, ..., Fr, G1, ..., Gs].
Alors

∀ f i ∈ k[[x]], ∀ gj ∈ k[[x, y]], tels que P (f i, gj) = 0, ∀c ∈ N,
∃fi ∈ k〈x〉, ∃gj ∈ k〈x, y〉 tels que P (fi, gj) = 0,

et f i − fi ∈ (x)c, gj − gj ∈ (x, y)c pour tous 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s.

Considérons maintenant P (Fi, Gj) ∈ k{x, y}[F1, ..., Fr, G1, ..., Gs]. Nous dirons que P
possède la propriété d’approximation cylindrique par rapport à x si :

∀ f i ∈ k[[x]], ∀ gj ∈ k[[x, y]], tels que P (f i, gj) = 0, ∀c ∈ N,

∃fi ∈ k{x}, ∃gj ∈ k{x, y} tels que P (fi, gj) = 0,

et f i − fi ∈ (x)c, gj − gj ∈ (x, y)c pour tous 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s.
Il est en général faux qu’un tel polynôme P vérifie la propriété d’approximation cylindrique
par rapport à x (cf. [Ga1]).
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L’étude de cette propriété d’approximation cylindrique a été motivée par des problèmes en
théorie des singularités (équisingularité et déformations de singularités) (cf. [Gr] et [KPPRM]).
Le but de cet article est d’étudier certains exemples d’équations qui possèdent la propriété
d’approximation cylindrique par rapport à un groupe de variables. Ces équations sont du
type suivant :

(E) F (x) +
n∑
i=1

(xi − pi(y))Gi(x, y) + h(x, y) = 0

où pi(y) ∈ (y)k{y} pour 1 ≤ i ≤ n, h(x, y) ∈ k{x, y}.
Pour les équations de type (E), nous allons faire le lien avec les conditions de régularité de
Gabrielov d’un morphisme d’algèbres analytiques [Ga2], [Iz], [Ro4], répondant ainsi à une
question de B. Teissier posée à l’auteur. Dans la partie suivante, nous montrons l’existence
d’une fonction d’approximation cylindrique (cf. théorème 4.1), et nous faisons le lien, dans
le cas des équations (E), avec la fonction de Chevalley du morphisme d’anneaux locaux
associé. En particulier, cela nous permet de montrer qu’il n’existe pas toujours de fonction
d’approximation cylindrique qui est une fonction récursive, contrairement au cas classique
(cf. [La] ou théorème 6.1. [BDLvdD]).
Je tiens à remercier ici M. Spivakovsky pour les discussions fructueuses que nous avons eu
ensemble sur ce sujet.

3. Équations du type (E)

Soit ϕ : k{x} −→ k{y} défini par ϕ(xi) = pi(y) pour tout i. Nous avons alors la
proposition suivante (inspirée par [Be2]) :

Proposition 3.1. Toutes les équations (E), pour h ∈ k{x, y}, possèdent la propriété d’ap-
proximation cylindrique par rapport à x si et seulement si ϕ̂(k[[x]]) ∩ k{y} = ϕ(k{x}).

Démonstration. Montrons d’abord la condition nécessaire. Soient h ∈ ϕ̂(k[[x]]) ∩ k{y} et
f ∈ k[[x]] tel que ϕ̂(f) = h. Alors il existe g1,..., gn ∈ k[[x, y]] tels que

h(y) = f(x) +
n∑
i=1

gi(x, y) (xi − pi(y)) .

Si l’équation (E) vérifie la propriété d’approximation cylindrique par rapport à x, alors pour
tout c ∈ N, il existe fc ∈ k{x} et g1, c, ..., gn, c ∈ k{x, y} tels que

h(y) = fc(x) +
n∑
i=1

gi, c(x, y) (xi − pi(y))

et fc − f ∈ (x)c. Alors ϕ(fc) = h. Donc ϕ̂(k[[x]]) ∩ k{y} = ϕ(k{x}).

Inversement, supposons maintenant que ϕ̂(k[[x]]) ∩ k{y} = ϕ(k{x}). Soient f ∈ k[[x]] et
g1,..., gn ∈ k[[x, y]] tels que

f(x) +
n∑
i=1

gi(x, y) (xi − pi(y)) + h(x, y) = 0.

Alors ϕ̂(f) = −h(pi(y), y) =: h′(y) ∈ k{y} et donc il existe f ∈ k{x} tel que ϕ(f) = h′(y).
Donc par hypothèse, f − f ∈ Ker(ϕ) = Ker(ϕ)k[[x]]. Il existe donc f ′c ∈ Ker(ϕ) tels que
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f −f −f ′c ∈ (x)c pour tout c ∈ N. Notons fc := f +f ′c ; en particulier ϕ(fc) = h′(y). Il existe
alors gi, c ∈ k{x, y} pour 1 ≤ i ≤ n tels que

h′(y) = fc(x) +
n∑
i=1

gi, c(x, y)(xi − pi(y)).

Par ailleurs il existe g′i(x, y) ∈ k{x, y} pour 1 ≤ i ≤ n tels que

h′(y) + h(x, y) = −
n∑
i=1

g′i(x, y)(xi − pi(y)).

Nous avons donc, en combinant les deux dernières relations,

fc(x) +
n∑
i=1

(gi, c(x, y) + g′i(x, y))(xi − pi(y)) + h(x, y) = 0.

D’après le lemme 3.2 il existe c0 ∈ N, indépendant de c, et g′i, c ∈ k{x, y} pour 1 ≤ i ≤ n
tels que

fc(x) +
n∑
i=1

g′i, c(x, y) (xi − pi(y)) + h(x, y) = 0.

et gi − g′i, c ∈ (x, y)c−c0 pour 1 ≤ i ≤ n. Comme c0 est indépendant de c, on obtient le
résultat voulu. �

Lemme 3.2. Soient h(x, y) ∈ k{x, y} et bi(x, y) ∈ k{x, y}, pour 1 ≤ i ≤ n, et c ∈ N.
Supposons qu’il existe gi(x, y) ∈ k{x, y}, pour 1 ≤ i ≤ n, tels que

n∑
i=1

bi(x, y)gi(x, y) + h(x, y) = 0

et qu’il existe gi(x, y) ∈ k{x, y}, pour 1 ≤ i ≤ n, tels que
n∑
i=1

bi(x, y)gi(x, y) + h(x, y) ∈ (x, y)c

Alors il existe c0 ∈ N , ne dépendant que des bi, et gi, c ∈ k{x, y} tels que
n∑
i=1

bi(x, y)gi, c(x, y) + h(x, y) = 0

et gi − gi, c ∈ (x, y)c−c0 .

Démonstration. Considérons l’équation

P (G1, ..., Gn) :=
n∑
i=1

bi(x, y)Gi + h(x, y) = 0.

Par hypothèse nous avons

P (G1, ..., Gn) =
n∑
i=1

bi(x, y) (Gi − gi) .

D’autre part
P (g1(x, y), ..., gn(x, y)) ∈ (x, y)c.
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D’après le lemme d’Artin-Rees, il existe une constante c0 ne dépendant que de l’idéal I :=
(b1, ..., bn)k[[x, y]], telle que (x, y)c ∩ I ⊂ (x, y)c−c0I. Donc

P (g1(x, y), ..., gn(x, y)) =
n∑
i=1

bi(x, y)εi(x, y)

où εi(x, y) ∈ (x, y)c−c0k[[x, y]] pour 1 ≤ i ≤ n. Donc

P (g1(x, y)− ε1(x, y), ..., gn(x, y)− εn(x, y)) = 0.

Alors, d’après le théorème d’approximation de Artin, il existe gi, c ∈ k{x, y} pour 1 ≤ i ≤ n
tels que

P (g1, c, ..., gn, c) = 0

et gi − εi − gi, c ∈ (x, y)c, i.e. gi − gi, c ∈ (x, y)c−c0 . �

Remarque 3.3. La proposition précédente reste évidemment vraie (la preuve en est stricte-
ment identique) si l’on remplace k{x} et k{y} par k〈x〉 et k〈y〉. Donc, d’après le théorème
2.1, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 3.4. Soit ϕ : k〈x〉 −→ k〈y〉 un morphisme d’algèbres locales. Alors nous
avons toujours ϕ̂(k[[x]]) ∩ k〈y〉 = ϕ(k〈x〉).

Soit ϕ : k{x} −→ k{y}. On notera ordy la valuation naturelle sur k{y}, ν la valuation
définie sur k{x} par ν := ordy ◦ ϕ, Aν := {f ∈ Frac(A/Ker(ϕ)) / ν(f) ≥ 0} l’anneau de
valuation associé à ν, et kν le corps résiduel de ν. On peut alors définir les rangs suivants :

r1 := 0 si Aν = k, i.e. si Ker(ϕ) = (x),

r1 := tr.degkν + 1 sinon,

r2 := dim (k[[x]]/Ker(ϕ̂)) ,

r3 := dim (k{x}/Ker(ϕ)) .

On a alors r1 ≤ r2 ≤ r3.
Si k = C alors ϕ̂(k[[x]])∩ k{y} = ϕ(k{x}) si et seulement si r1 = r2 [Ga2], [E-H], [Iz], [To2].
Si k est un corps valué quelconque, alors r1 = r2 implique que ϕ̂(k[[x]]) ∩ k{y} = ϕ(k{x})
[Ro4]. On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 3.5. Soit ϕ : k{x} −→ k{y} défini par ϕ(xi) = pi(y). Si r1 = r2 alors
l’équation (E) possède la propriété d’approximation cylindrique.

Soit ϕ : k{x1} −→ k{y}. Si r1 = 0 alors Ker(ϕ) = (x1) et r3 = 0 ; si r1 = 1 alors
nécessairement r3 = 1 car r1 ≤ r3 ≤ 1 = dim(k{x1}).
Soit ϕ : k{x1, x2} −→ k{y} où k est un corps valué de caractéristique quelconque. Si r1 = 0
alors Ker(ϕ) = (x)k{x} et donc r1 = r3. Si r1 = 1, alors nécessairement r3 = 1 : autrement
r3 = 2 et alors ϕ serait injective, et donc r1 = 2 [Ab-vdP], [Ro3]. Finalement si r1 = 2 alors
nécessairement r3 = 2.
On obtient donc la proposition suivante :

Proposition 3.6. Les équations (E) possèdent toutes la propriété d’approximation cylin-
drique si n ≤ 2.



APPROXIMATION DE ARTIN CYLINDRIQUE 5

Exemple 3.7. [Ga1] Soit ϕ : C{x1, x2, x3, } −→ C{y1, y2} défini par

ϕ(x1) = y1, ϕ(x2) = y1y2, ϕ(x3) = y1y2e
y2 .

Ce morphisme est injectif et ϕ̂ l’est aussi. Néanmoins il existe h ∈ C{y} ∩ ϕ̂(C[[y]]) tel que
ϕ̂−1(h) /∈ k{x}. En particulier, l’équation

F (x) + (x1 − y1)G1(x, y) + (x2 − y1y2)G2(x, y) + (x3 − y1y2ey2)G3(x, y)− h(y) = 0

ne vérifie pas la propriété d’approximation cylindrique par rapport à x.

Exemple 3.8. Soit ϕ : C{x} −→ C{y} tel que ϕ(xi) soit un polynôme pour tout i.
Alors, d’après le théorème B de [Be2] (cf. [Mi] aussi), on a ϕ̂(C[[x]])∩C{y} = ϕ(C{x}). En
particulier, toute équation de type (E), où k = C et les pi(y) sont des polynômes, vérifie la
propriété d’approximation cylindrique par rapport à x.

4. Existence d’une fonction d’approximation cylindrique

Nous allons montrer ici le résultat suivant :

Théorème 4.1. Soit P (Fi, Gj) ∈ k[[x, y]][F1, ..., Fr, G1, ..., Gs]. Alors il existe une fonc-
tion β : N −→ N avec la propriété suivante :
Soient c ∈ N, f i ∈ k[[x]], pour 1 ≤ i ≤ r, et gj ∈ k[[x, y]], pour 1 ≤ j ≤ s, tels que
P (f i, gj) ∈ (x, y)β(c). Alors il existe fi ∈ k[[x]], pour 1 ≤ i ≤ r, et gj ∈ k[[x, y]], pour
1 ≤ j ≤ s, tels que P (fi, gj) = 0 et fi − f i ∈ (x)c, pour 1 ≤ i ≤ r, gj − gj ∈ (x, y)c, pour
1 ≤ j ≤ s.

En particulier, en combinant ce résultat avec le théorème 2.1, nous obtenons le résultat
suivant :

Théorème 4.2. Soit P (Fi, Gj) ∈ k〈x, y〉[F1, ..., Fr, G1, ..., Gs]. Alors il existe une fonction
β : N −→ N avec la propriété suivante :
Soient c ∈ N, f i ∈ k[[x]], pour 1 ≤ i ≤ r, et gj ∈ k[[x, y]], pour 1 ≤ j ≤ s, tels que
P (f i, gj) ∈ (x, y)β(c). Alors il existe fi ∈ k〈x〉, pour 1 ≤ i ≤ r, et gj ∈ k〈x, y〉, pour
1 ≤ j ≤ s, tels que P (fi, gj) = 0 et fi − f i ∈ (x)c, pour 1 ≤ i ≤ r, gj − gj ∈ (x, y)c, pour
1 ≤ j ≤ s.

Soit P ∈ k[[x, y]] comme ci-dessus. Une fonction β qui satisfait le théorème précédent
sera appelée une fonction d’approximation pour P .
Ce dernier théorème généralise un peu le théorème 4.2. de [BDLvdD] au cas où x est une
multivariable. Nous allons montrer le théorème 4.1 à l’aide d’ultraproduits en nous inspirant
de la preuve du théorème 3.2. de [BDLvdD]. Nous allons pour cela rappeler brièvement la
construction d’un ultraproduit et donner certaines propriétés de celui-ci dont nous avons
besoin.

Un filtre D (sur N) est un sous-ensemble non vide de P(N), l’ensemble des parties de N,
qui vérifie les propriétés suivantes :

a) ∅ /∈ D, b) E , F ∈ D =⇒ E ∩ F ∈ D, c) E ∈ D, E ⊂ F =⇒ F ∈ D.

Un filtre D est principal si il existe E ∈ D tel que D = {F / E ⊂ F}. Un ultrafiltre est un
filtre qui est maximal pour l’inclusion. Il est facile de vérifier qu’un filtre D est un ultrafiltre
si et seulement si pour tout E ⊂ N on a E ∈ D ou N−E ∈ D. De la même manière un ultra-
filtre est non-principal si et seulement si il contient le filtre E := {E ⊂ N / N− E est fini}.
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Soit (Ai)i∈N une famille d’anneaux commutatifs nœthériens. Soit D un ultrafiltre non-
principal. On définit l’ultraproduit A∗ de la manière suivante :

A∗ :=
{(ai)i∈N ∈

∏
iAi}

((ai) ∼ (bi) ssi {i / ai = bi} ∈ D)
.

L’ultraproduit A∗ est muni d’une structure d’anneau commutatif. Si tous les Ai sont des
corps alors, A∗ est un corps. Si tous les Ai sont des anneaux locaux d’idéal maximal mi

alors A∗ est un anneau local d’idéal maximal m défini par (ai)i ∈ m si et seulement si
{i / ai /∈ mi} ∈ D. Les preuves de ces résultats sont données dans [BDLvdD].

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théorème 4.1 :

Démonstration du théorème 4.1. Supposons que ce théorème est faux. Ceci signifie qu’il
existe d ∈ N tel que pour tout c ∈ N, il existe f i, c ∈ k[[x]] et gj, c ∈ k[[x, y]], pour 1 ≤ i ≤ r
et 1 ≤ j ≤ s, tels que

P (f i, c, gi, c) ∈ (x, y)c,

mais il n’existe pas de fi, c ∈ k[[x]] et gj, c ∈ k[[x, y]], pour 1 ≤ i ≤ r et 1 ≤ j ≤ s, tels que
P (fi, c, gi, c) = 0 et tels que f i, c − fi, c ∈ (x)d et gj, c − gj, c ∈ (x, y)d, pour 1 ≤ i ≤ r et
1 ≤ j ≤ s.
SoitD un ultrafiltre non-principal et soientA∗ :=

(∏
i∈N k[[x]]

)
/D etB∗ :=

(∏
i∈N k[[x, y]]

)
/D.

Notons k∗ :=
(∏

i∈N k
)
/D. On peut voir k∗[[x]] (resp. k∗[[x, y]]) comme un sous-anneau de

A∗ (resp. de B∗) en identifiant xi avec (xi, xi, ..., xi, ...) pour tout i. Soient f i ∈ A∗ (resp.
gj ∈ B∗) l’image de la suite (f i, c)c∈N (resp. (gi, c)c∈N). De la même manière on identi-
fie P (Fi, Gj) ∈ k[[x, y]][Fi, Gj ] avec la suite constante (P (Fi, Gj))c∈N ∈ k∗[[x, y]][Fi, Gj ].
CommeD contient tous les complémentaires d’ensembles finis, nous avons P (f i, gj) ∈ (x, y)c

pour tout c ∈ N, mais il n’existe pas fi ∈ k∗[[x]] et gj ∈ k∗[[x, y]] tels que P (fi, gj) = 0,
f i − fi ∈ (x)d et gj − gj ∈ (x, y)d.
Soient (x)∞ :=

⋂
c≥0

(x)c ⊂ A∗ et (x, y)∞ :=
⋂
c≥0

(x, y)c ⊂ B∗. Notons A1 (resp. B1) le quotient

de A∗ par (x)∞ (resp. de B∗ par (x, y)∞). Notons respectivement πA et πB les projections
A∗ −→ A1 et B∗ −→ B1. Il est clair que πA|k∗[[x]] et πB|k∗[[x, y]]

sont injectives d’après le
lemme de Nakayama, et donc on peut identifier k∗[[x]] et k∗[[x, y]] avec des sous-anneaux de
A1 et B1. Alors, d’après le lemme 3.4. [BDLvdD], A1 ' k∗[[x]] et B1 ' k∗[[x, y]].
On a alors P (πA(f i), πB(gj)) = πB(P (f i, gj)) = 0 d’après ce qui précède. Notons alors
fi := πA(f i) pour 1 ≤ i ≤ r, et gj := πB(gj) pour 1 ≤ j ≤ s. On a donc P (fi, gj) = 0 et
fi − f i ∈ (x)c et gj − gj ∈ (x, y)c pour tout c ∈ N. On obtient alors une contradiction avec
ce qui précède. �

Exemple 4.3. Soit ϕ : k[[x]] −→ k[[y]]. Alors, d’après le lemme de Chevalley ([Ch] lemme
4.4), il existe une fonction β : N −→ N telle que

(?) ϕ−1((y)β(c)) ⊂ (x)c + Ker(ϕ).

On appelera fonction de Chevalley de ϕ toute fonction β qui vérifie (?).
Soient P (F, Gj) := F (x) +

∑n
j=1(xj − ϕ(xj)(y))Gj(x, y) et β une fonction de Chevalley de

ϕ. Soient c ∈ N, f ∈ k[[x]], gj ∈ k[[x, y]] pour 1 ≤ j ≤ n tels que P (f, gj) ∈ (x, y)β(c). Alors
P (f) ∈ (y)β(c), donc f ∈ (x)c +Ker(ϕ). Soit f ∈ Ker(ϕ) tel que f − f ∈ (x)c. Alors il existe
g̃j ∈ k[[x, y]] tels que f +

∑
j(xj − ϕ(xj)(y))g̃j = 0. Finalement, en utilisant le lemme 3.2,

on voit qu’il existe gj ∈ k[[x, y]] tels que P (f, gj) = 0 et gj − gj ∈ (x, y)c. Donc β est une
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fonction d’approximation cylindrique de P .
Inversement, supposons que P (F, Gj) admet une fonction d’approximation cylindrique β′.
Soient c ∈ N et f ∈ ϕ−1((y)β

′(c)). Alors ϕ(f) ∈ (y)β
′(c) et donc il existe gj ∈ k[[x, y]] pour

1 ≤ j ≤ n tels que P (f, gj) ∈ (x, y)β
′(c). Donc il existe f ∈ k[[x]] et gj ∈ k[[x, y]] tels

que P (f, gj) = 0 et f − f ∈ (x)c. En particulier f ∈ Ker(ϕ). Donc β′ est une fonction de
Chevalley de ϕ.
On voit donc que les fonctions de Chevalley de ϕ sont les fonctions d’approximation cylin-
drique de P .
En particulier, d’après [Iz] et [Ro3], on voit que P admet une fonction d’approximation
cylindrique majorée par une fonction affine si et seulement si le morphisme satisfait r1 = r3.

Dans le cas où il n’y a pas de variables Fi, l’existence d’une fonction d’approximation a
été montrée par M. Artin [Ar2]. Dans ce cas, pendant longtemps la question s’est posée de
savoir si il existait une fonction d’approximation qui serait une fonction affine. Un premier
contre-exemple à été donné dans [Ro1] et un autre dans [Ro2]. Dans ces deux exemples,
on a montré que les fonctions d’approximation ont une croissance supérieure ou égale à une
fonction polynomiale de degré 2. Nous allons donner ici un exemple encore plus pathologique
dans le cas où il y a des variables Fi :

Exemple 4.4. [Ro3] Soient α : N −→ N une fonction croissante et k un corps. Soit (ni)i
une suite d’entiers telle que ni+1 > α(ni) pour tout i et telle que ξ(Y ) :=

∑
i≥1 Y

ni soit
transcendant sur k(Y ) . On définit alors le morphisme ϕ : A := k[[x1, x2, x3]] −→ B :=
k[[y1, y2]] de la manière suivante :

(ϕ(x1), ϕ(x2), ϕ(x3)) = (y1, y1y2, y1ξ(y2)).

On montre de la manière suivante que ϕ est injective. En effet, soit f ∈ Ker(ϕ). On peut
écrire f =

∑
d fd, où fd est homogène de degré d. Alors ϕ(f) =

∑
yd1fd(1, y2, ξ(y2)) = 0.

Donc fd(1, y2, ξ(y2)) = 0 pour tout d. Comme 1, y2, ξ(y2) sont algébriquement indépendants
sur k, ceci implique fd = 0 pour tout d et donc f = 0.
Pour tout entier i on peut définir :

f i := xni−1
1 x3 −

(
xn1

2 xni−n1
1 + · · ·+ x

ni−1
2 x

ni−ni−1
1 + xni

2

)
.

On a alors :

ϕ(f i) = yni
1 ξ(y2)− yni

1

i∑
k=1

ynk
2 ∈ (y)ni+ni+1 ⊂ (y)α(ni)

mais f i /∈ (x)ni+1 pour tout i. Donc toute fonction de Chevalley β de ϕ vérifie β(ni + 1) >
α(ni) pour tout i ∈ N. Soit

P (F, Gj) := F (x) +
4∑
j=1

(xj − ϕ(xj)(y))Gj(x, y) ∈ k[[x, y]][F, Gj ].

D’après l’exemple 4.3, toute fonction d’approximation cylindrique de P , notée β, vérifie
alors β(ni + 1) > α(ni) pour tout i ∈ N. Comme ni −→ +∞ quand i −→ +∞, on voit que
lim sup β(n)

α(n) ≥ 1. Nous obtenons alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.5. Il existe P (Fi, Gj) comme dans le théorème 4.1 qui n’admet pas de fonction
d’approximation cylindrique qui est une fonction récursive.
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Démonstration. En effet, il existe des fonctions croissantes qui ne sont bornées par aucune
fonction récursive. Il suffit de choisir une telle fonction α et de considérer alors le polynôme
P (F, Gj) de l’exemple précédent. �

Remarque 4.6. Dans [BDLvdD], il est affirmé que, pour tout P (Fi, Gj), il existe toujours
une fonction d’approximation cylindrique récursive pour P lorsque n = 1, c’est-à-dire lorsque
x n’est pas une multivariable (voir remarque après le théorème 6.1 [BDLvdD]).
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