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Nous démontrons une version du théorème de lissification de D. Popescu pour les W-
systèmes au sens de J. Denef et L. Lipschitz. Ceci généralise la version pour les équations
analytiques en caractéristique nulle due à A. Płoski.
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a b s t r a c t

We prove a version of the Popescu’s smoothing theorem for W-systems defined by J. Denef
and L. Lipschitz. This generalizes Płoski’s version for analytic equations in characteristic
zero.
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1. Introduction

Dans [2] Michael Artin a montré le théorème d’approximation suivant en caractéristique nulle (étendu à la caractéristique
positive par Michel André [1]) :

Théorème 1.1. (Voir [2,1].) Soient f1, . . . , f p ∈ k{x, y} (où k est un corps valué complet et où x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , ym)).
Pour tous yi(x) ∈ (x)k�x�, 1 � i � m, tels que f j(x, y(x)) = 0, 1 � j � p, et pour tout c ∈ N, il existe ỹi(x) ∈ (x)k{x}, 1 � i � m, tels
que f j(x, ỹ(x)) = 0, 1 � j � p, et ỹi(x) − yi(x) ∈ (x)c , 1 � i � m.

Ce résultat a été généralisé dans deux directions. La première généralisation, due à Jan Denef et Leonard Lipshitz, est
la suivante (la définition précise d’un W-système est donnée plus loin ; notons néanmoins que les anneaux de séries algé-
briques, convergentes ou Gevrey forment des W-systèmes) :

Théorème 1.2. (Voir [4].) Soit k un corps ou un anneau de valuation discrète d’idéal maximal p. Soit k�u� un W-système sur k
(u = (u1, . . . , ul)). Alors pour tous f1, . . . , f p ∈ k�x, y�, pour tout c ∈ N et pour tous y ∈ (p, x)̂k�x�m tels que f j(y) = 0, 1 � j � p,
il existe ỹi(x) ∈ (p, x)k�x�m, 1 � i � n, tels que f (̃y(x)) = 0 and ỹ(x)i − yi(x) ∈ (p, x)c .

La seconde généralisation, faites en plusieurs étapes par plusieurs auteurs (voir en particulier [3]), est que les équations
algébriques à coefficients dans un anneau local nœthérien hensélien excellent satisfont la propriété d’approximation de
Artin. La version la plus générale est la suivante :
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Théorème 1.3. (Voir [7].) Soit (A,m) un anneau local nœthérien hensélien excellent et soient f1, . . . , f p ∈ A[y]. Pour tous yi ∈ Â,
1 � i � m, tels que f j(y) = 0, 1 � j � p, et pour tout c ∈ N, il existe ỹi ∈ A, 1 � i � m, tels que f j (̃y) = 0, 1 � j � p, et ỹi − y ∈ mc ,
1 � i � m.

Celle-ci découle du théorème de lissification suivant démontré en toute généralité par Dorin Popescu [7], répondant ainsi
à une conjecture de Artin, analogue d’un théorème d’Arkadiusz Płoski pour les équations analytiques [6] :

Théorème 1.4. (Voir [7].) Sous les hypothèses du Théorème 1.3, soient yi ∈ Â, 1 � i � m, tels que f j(y) = 0, 1 � j � p. Ceci définit

un morphisme de A-algèbres ϕ̂C : C := A[y1, . . . , ym]/( f1, . . . , f p) → Â. Alors il existe une A-algèbre lisse de type fini, notée D et

des morphismes de A-algèbres ψ : C → D et ϕ̂D : D → Â tels que ϕ̂C = ϕ̂D ◦ ψ .

En effet, pour montrer le Théorème 1.3, il nous faut trouver un morphisme C → A qui coïncide avec C → Â modulo mc .
On peut remplacer C par D , et comme D est lisse sur A, localement A → D est la composition d’un morphisme de la forme
A → A[t1, . . . , ts] et d’un morphisme étale A[t1, . . . , ts] → D . On choisit alors des éléments t̃k ∈ A tels que t̃k − tk ∈ mc ,
1 � k � s. Puis, comme le morphisme A → D ′ := D/(t1 − t̃1, . . . , ts − t̃s) est étale et que A est hensélien, ce morphisme
admet une section. Cette section composée avec le morphisme D → D ′ coïncide avec D → Â modulo mc .

La version pour les équations analytiques de A. Płoski de ce résultat est le suivant :

Théorème 1.5. (Voir [6].) Soit k un corps valué non discret de caractéristique nulle. Soient f1, . . . , f p ∈ k{x, y} (comme dans le
Théorème 1.1). Soient yi(x) ∈ (x)k�x�, 1 � i � m, tels que f j(x, y(x)) = 0, 1 � j � p. Alors il existe yi(t) ∈ (t)k{t} (t = (t1, . . . , ts)),
1 � i � m, et tk ∈ (x)k�x�, 1 � k � s, tels que f j(y(t)) = 0, 1 � j � p, et yi = yi(t), 1 � i � m.

Le but de cette note est de donner une version du théorème de lissification de D. Popescu dans le cadre des W-systèmes
(en particulier en caractéristique positive ou en inégale caractéristique où la preuve de A. Płoski ne s’adapte pas directe-
ment), généralisant ainsi la version analytique de A. Płoski. Pour cela nous utilisons le Théorème 1.3 de D. Popescu et le
théorème des fonctions implicites valable dans le cas des W-systèmes. Ceci montre, en quelque sorte, que le théorème de
lissification de D. Popescu est la généralisation la plus “forte” du théorème d’approximation de Artin puisque ses autres
avatars s’en déduisent. Le résultat que nous montrons ici est le suivant :

Théorème 1.6. Soit k un corps ou un anneau de valuation discrète d’idéal maximal p. Soit k�u� un W-système sur k (u =
(u1, . . . , ul)). Soient f1, . . . , f p ∈ k�x, y� et soit y ∈ (p, x)̂k�x�m tels que f j(y) = 0, 1 � j � p. Alors il existe yi(t) ∈ (p, t)k�t �

(t = (t1, . . . , ts)), 1 � i � m, et tk ∈ (p, x)̂k�x�, 1 � k � s, tels que f j(y(t)) = 0, 1 � j � p, et yi = yi(t), 1 � i � m.

2. Rappels sur les W-systèmes

Dans la suite k sera un corps ou un anneau de valuation discrète d’idéal maximal p.

Définition 2.1. (Voir [4].) Un système de Weierstrass de k-algèbres, ou un W-système sur k, est la donnée d’une famille de
k-algèbres k�x1, . . . , xn �, n ∈ N telle que :

i) Pour n = 0, la k-algèbre est k ; pour n � 1, k[x1, . . . , xn](x1,...,xn) ⊂ k�x1, . . . , xn � ⊂ k�x1, . . . , xn � et k�x1, . . . , xn+m � ∩
k�x1, . . . , xn � = k�x1, . . . , xn � pour m ∈ N. Pour toute permutation de {1, . . . ,n}, notée σ , k�xσ(1), . . . , xσ(n)� =
k�x1, . . . , xn �.

ii) Tout élément de k�x�, x = (x1, . . . , xn), inversible dans k�x�, est inversible dans k�x�.
iii) Soit f ∈ (x)k�x� tel que f (0, . . . ,0, xn) �= 0. Notons d := ordxn f (0, . . . ,0, xn). Alors pour tout g ∈ k�x� il existe q ∈

k�x� et r ∈ k�x1, . . . , xn−1 �[xn] uniques avec degxn
r < d tels que g = qf + r.

iv) (si car(k) > 0) Soient h ∈ (y1, . . . , ym)k� y1, . . . , ym � et f ∈ k�x1, . . . , xn � tels que f �= 0 et f (h) = 0. Alors il existe
g ∈ k�x� irréductible dans k�x� tel que g(h) = 0 et tel qu’il n’existe aucun élément inversible u(x) ∈ k�x� avec
u(x)g(x) = ∑

α∈Nn aαxpα (aα ∈ k).

Remarque 1. Soit k�x� un W-système sur k.

i) L’anneau k�x1, . . . , xn � (n ∈ N) est un anneau local régulier nœthérien d’idéal maximal (x1, . . . , xn) et de complété k�x�.
De plus ces anneaux vérifient le théorème des fonctions implicites (cf. [4]).

ii) D’après [4], pour tous f ∈ k�x1, . . . , xn+m � et g1, . . . , gm ∈ (x)k�x1, . . . , xn �,

f
(
x1, . . . , xn, g1(x), . . . , gm(x)

) ∈ k�x1, . . . , xn �.

iii) Pour tout f ∈ k�x�, si il existe g ∈ k�x� tel que f = x1 g , alors g ∈ k�x� [4].
iv) D’après le théorème 44.4 de [5], la condition iii) implique que k�x� est local hensélien.
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v) Il est prouvé dans [4] que k�x� vérifie la propriété d’approximation de Artin, et d’après [8] (où il est montré qu’un
anneau local nœthérien qui vérifie la propriété d’approximation de Artin est excellent), on voit que k�x� est excellent.
Dans [4] (Remark 10) il est montré que si une famille d’anneaux excellents satisfait i), ii) and iii), alors elle satisfait iv).

3. Preuve du Théorème 1.6

On peut remarquer que f1 = f2 = 0 si et seulement si f 2
1 + x1 f 2

2 = 0 car −x1 n’est pas un carré. On peut donc remplacer
f1, f2, . . . , f p par f 2

1 + x1 f 2
2 , f3, . . . , f p . Par induction, on peut supposer que p = 1 en remplaçant ( f1, . . . , f p) par

f := f 2
1 + x1

(
f 2

2 + x1
(

f 2
3 + x1

(· · · + x1 f 2
p

)2)2 · · ·)2
.

Par hypothèse il existe hi(x, y) ∈ k̂�x, y�, 1 � i � m, tels que f (y) + ∑m
i=1(yi − yi(x))hi(x, y) = 0. Notons P (z,h) :=

f (y)+∑m
i=1(yi − zi)hi ∈ k�x, y�[z,h] et C := k�x, y�[z,h]/(P ). On a donc un morphisme de k�x, y�-algèbres C → k�x, y�.

Comme l’anneau k�x, y� est hensélien et excellent, il satisfait le Théorème 1.4, et il existe donc une k�x, y�-algèbre lisse de
type finie D := k�x, y�[t1, . . . , ts]/I et un morphisme D → k�x, y� qui factorise le morphisme C → k�x, y�. Ce morphisme
induit un morphisme de D ′ := k�x, y, t �/I vers k�x, y�. Comme D est lisse, si I = (g1, . . . , gk), alors (

∂ gi
∂t j

)i, j est de rang

maximal modulo (p, x, y), et comme k�x, y, t � satisfait le théorème des fonctions implicites, on peut supposer que I = (0).
Donc il existe zi(x, y, t),hi(x, y, t) ∈ k�x, y, t �, 1 � i � m, et tk ∈ k̂�x, y�, 1 � k � s, tels que (∗) yi(x) = zi(x, y, t(x, y)) et
hi(x, y) = hi(x, y, t(x, y)), 1 � i � n, et

f (y) +
m∑

i=1

(
yi − zi(x, y, t)

)
hi(x, y, t) = 0.

On peut écrire tk := tk,1 + tk,2 avec tk,1 ∈ k�x, y� et tk,2 ∈ (p, x, y)2k̂�x, y�, 1 � k � s. En remplaçant alors zi(x, y, t) par
zi(x, y, t1,1 + t1, . . . , ts,1 + ts) et, de la même manière, hi(x, y, t) par hi(x, y, t1,1 + t1, . . . , ts,1 + ts), 1 � i � m, on peut
supposer que tk ∈ (p, x, y)2k̂�x, y�, 1 � k � s.

Montrons que le déterminant de la matrice des dérivées partielles des yi − zi(x, y, t), 1 � i � m, par rapport aux variables
y1, . . . , ym vaut 1 modulo (p, x, y, t) : fixons i et j et supposons que

∂z j
∂ yi

�= 0 modulo (p, x, y, t). Alors il existe λ j,i inversible
tel que

z j − λ j,i yi ∈ (yi)
2 + (p, x, y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , ym, t).

Donc y j(x) = z j(x, y, t(x, y)) = λ j,i yi + εi avec εi ∈ (yi)
2 + (p, x, y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , ym, t) car tk ∈ (p, x, y)2k̂�x, y�, 1 �

k � s. Ceci est impossible car y j(x) ne dépend pas de yi , donc
∂z j
∂ yi

= 0 modulo (p, x, y, t), 1 � i, j � m, et le déterminant
de la matrice des dérivées partielles des yi − zi(x, y, t), 1 � i � m, par rapport aux variables y1, . . . , ym vaut 1 modulo
(p, x, y, t). L’anneau k�x, y, t � vérifiant le théorème des fonctions implicites, il existe yi(x, t) ∈ k�x, t �, 1 � i � m, tels que

yi(x, t) − zi
(
x, y(x, t), t

) = 0 pour 1 � i � m. (∗∗)

Donc f (y(x, t)) = 0.
Notons t(0)

k (x) := tk(x,0), et pour l � 0, t(l+1)

k (x) := tk(x, y(x, t(l)(x))), pour 1 � k � s. Alors t(1)

k (x) − t(0)

k (x) ∈ (p, x)2k̂�x�,
1 � k � s, et

t(l+1)

k (x) − t(l)
k (x) ∈ (

t(l)(x) − t(l−1)(x)
)2k̂�x�, 1 � k � s, l � 1

car tk ∈ (p, x, y)2k̂�x, y�, 1 � k � s. Donc (t(l)
k (x))l∈N est une suite de Cauchy qui converge vers un élément tk(x), pour

1 � k � s. Donc en remplaçant t par t(l)(x) dans (∗∗) et en utilisant (∗), on obtient yi(x) = yi(x, t(x)), 1 � i � m, en passant
à la limite, ce qui prouve le résultat.
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